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1 Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

1.1 Îïðåäåëåíèå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà

Åñëè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a; b] , òî ãîâîðÿò, ÷òî

f èíòåãðèðóåìà â ñîáñòâåííîì ñìûñëå íà [a; b] . Åñëè f íå èíòåãðèðóåìà

â ñîáñòâåííîì ñìûñëå íà [a; b] , òî âûðàæåíèå
∫ b

a f(x)dx íàçûâàþò íåñîá-

ñòâåííûì èíòåãðàëîì Ðèìàíà. Êðîìå òîãî, íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëà-

ìè íàçûâàþò âûðàæåíèÿ âèäà
∫ +∞
a f(x)dx ,

∫ b

−∞ f(x)dx ,
∫ +∞
−∞ f(x)dx .

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû âèäà∫ b

a f(x)dx , ãäå −∞ ≤ a < b ≤ +∞ .

Åñëè a ̸= −∞ è äëÿ ëþáîãî t ∈ [a; b) ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà

ïî Ðèìàíó íà [a; t] , òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èíòåãðàë
∫ b

a f(x)dx ÿâëÿåòñÿ

íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì ñ åäèíñòâåííîé îñîáåííîñòüþ íà âåðõíåì

ïðåäåëå èíòåãðèðîâàíèÿ (â òî÷êå b). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íåñîá-

ñòâåííûé èíòåãðàë ñ åäèíñòâåííîé îñîáåííîñòüþ íà íèæíåì ïðåäåëå

èíòåãðèðîâàíèÿ (â òî÷êå a). Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ñ åäèíñòâåííîé

îñîáåííîñòüþ íà âåðõíåì èëè íà íèæíåì ïðåäåëå èíòåãðèðîâàíèÿ íàçû-

âàþòñÿ ïðîñòåéøèìè íåñîáñòâåííûìè èíòåãðàëàìè. Ñíà÷àëà ìû çàé-

ìåìñÿ èññëåäîâàíèåì ïðîñòåéøèõ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ.

Ãîâîðÿò, ÷òî èíòåãðàë
∫ b

a f(x)dx ñ åäèíñòâåííîé îñîáåííîñòüþ â

òî÷êå b ñõîäèòñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

α := lim
t→b−

∫ t

a

f(x)dx.

Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî α íàçûâàþò çíà÷åíèåì íåñîáñòâåííîãî èíòåãðà-

ëà
∫ b

a f(x)dx . Åñëè èíòåãðàë
∫ b

a f(x)dx íå ñõîäèòñÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî îí

ðàñõîäèòñÿ.
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Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñ åäèíñòâåí-

íîé îñîáåííîñòüþ â òî÷êå a è åãî ñõîäèìîñòü. Ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííî-

ãî èíòåãðàëà
∫ b

a f(x)dx â ýòîì ñëó÷àå îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî

ïðåäåëà β := limt→a+

∫ b

t f(x)dx . ×èñëî β íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì èíòåãðà-

ëà.

Ïðèìåðû. 1)
∫ 1

0
dx
x . Ôóíêöèÿ f(x) = dx

x èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì

îòðåçêå [t; 1] , 0 < t < 1 , íî íå èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [0; 1] , òàê êàê íå

îãðàíè÷åíà íà ýòîì îòðåçêå. (Ôàêòè÷åñêè ôóíêöèÿ f íå îïðåäåëåíà â òî÷-

êå 0 , íî êàê áû ìû íè îïðåäåëèëè åå â ýòîé òî÷êå, èíòåãðàë â ñîáñòâåííîì

ñìûñëå íå ñóùåñòâóåò!) Èìååì∫ 1

t

dx

x
= ln x|1t = − ln t → +∞, t → 0 + .

Ñëåäîâàòåëüíî, íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñ åäèíñòâåííîé îñîáåííîñòüþ â

òî÷êå 0 ðàñõîäèòñÿ.

2)
∫ 1

0
dx√
x
. Ýòîò èíòåãðàë òàêæå ïðîñòåéøèé ñ åäèíñòâåííîé îñîáåí-

íîñòüþ íà íèæíåì ïðåäåëå. Îí ñõîäèòñÿ, òàê êàê∫ 1

t

dx√
x
= 2

√
x|1t = 2(1−

√
t) → 2, t → 0+,

è åãî çíà÷åíèå ðàâíî 2 .

3)
∫ +∞
0

dx
1+x2 . Ýòîò èíòåãðàë èìååò åäèíñòâåííóþ îñîáåííîñòü â òî÷-

êå +∞ . Èìååì∫ +∞

0

dx

1 + x2
= lim

t→+∞

∫ t

0

dx

1 + x2
= lim

t→+∞
arctg t =

π

2
.

1.2 Ñâîéñòâà ïðîñòåéøèõ íåñîáñòâåííûõ

èíòåãðàëîâ

Ïîñêîëüêó èçó÷åíèå èíòåãðàëîâ ñ îñîáåííîñòüþ íà íèæíåì ïðåäåëå ñî-

âåðøåííî àíàëîãè÷íî èçó÷åíèþ èíòåãðàëîâ ñ îñîáåííîñòüþ íà âåðõíåì

ïðåäåëå, ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî èíòåãðàëîâ ñ îñîáåííî-

ñòüþ íà âåðõíåì ïðåäåëå.
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Òåîðåìà 1 (ëèíåéíîñòü). Ïóñòü
∫ b

a f(x)dx è
∫ b

a g(x)dx � äâà

ñõîäÿùèõñÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëà ñ åäèíñòâåííîé îñîáåííîñòüþ â

òî÷êå b . Òîãäà äëÿ ëþáûõ α , β ∈ R èíòåãðàë
∫ b

a [αf(x) + βg(x)]dx ñõî-

äèòñÿ è ∫ b

a

[αf(x) + βg(x)]dx = α

∫ b

a

f(x)dx+ β

∫ b

a

g(x)dx. (1.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî t ∈ (a; b) â ñèëó ëèíåéíîñòè ñîáñòâåí-

íûõ èíòåãðàëîâ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà∫ t

a

[αf(x) + βg(x)]dx = α

∫ t

a

f(x)dx+ β

∫ t

a

g(x)dx. (1.2)

Óñòðåìëÿÿ t → b− âèäèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (1.2) ñòðåìèòñÿ ê ïðàâîé ÷à-

ñòè (1.1). Ñëåäîâàòåëüíî, ëåâàÿ ÷àñòü èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë. Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî èíòåãðàë
∫ b

a [αf(x) + βg(x)]dx ñõîäèòñÿ è ñïðàâåäëèâî (1.1).

Òåîðåìà 2 (àääèòèâíîñòü). Åñëè
∫ b

a f(x)dx � íåñîáñòâåííûé

èíòåãðàë ñ åäèíñòâåííîé îñîáåííîñòüþ â òî÷êå b , òî äëÿ ëþáîé òî÷êè

c ∈ (a; b) ñõîäèòñÿ èíòåãðàë
∫ b

c f(x)dx è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx.

Îáðàòíî, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ (a; b) ñõîäèòñÿ èíòåãðàë
∫ b

c f(x)dx ,

òî ñõîäèòñÿ è èíòåãðàë
∫ b

a f(x)dx .

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Òåîðåìà 3 (ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà). Ïóñòü ôóíêöèÿ

f íåïðåðûâíà íà [a; b) è F � íåêîòîðàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f

íà [a; b) . Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫ b

a f(x)dx ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë F (b−) := limx→b− F (x) .

Ïðè ýòîì ∫ b

a

f(x)dx = F (b−)− F (a). (1.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî t ∈ (a; b) ïî ôîðìóëå Íüþòîíà-

Ëåéáíèöà äëÿ ñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ èìååì∫ t

a

f(x)dx = F (t)− F (a) (1.4)
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Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé limx→b− F (x) , òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.4). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðå-

äåë è ëåâîé ÷àñòè (1.4). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
∫ b

a f(x)dx ñõîäèòñÿ. Ïåðåõîäÿ

ê ïðåäåëó â (1.4), ïîëó÷àåì (1.3).

Çàìå÷àíèå. Íà ïðàêòèêå ïîëàãàþò F (b) = limx→b− F (x) è ôîðìó-

ëó Íüþòîíà-Ëåéáíèöà äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ çàïèñûâàþò â òîì

æå âèäå, ÷òî è äëÿ ñîáñòâåííûõ:∫ b

a

f(x)dx = F (x)|bx=a = F (b)− F (a).

Ïðèìåðû.

1) ∫ 1

0

dx√
1− x2

= arcsin x|10 =
π

2
.

2) ∫ +∞

1

dx

x2
= − 1

x

∣∣∣∣+∞

1

= 1.

Òåîðåìà 4 (èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì). Ïóñòü ôóíêöèè f

è g íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà [a; b) . Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷-

íûé ïðåäåë limx→b−[f(x)g(x)] , òî èç ñõîäèìîñòè îäíîãî èç èíòåãðàëîâ∫ b

a f(x)g
′(x)dx ,

∫ b

a g(x)f
′(x)dx ñëåäóåò ñõîäèìîñòü äðóãîãî, è ñïðàâåäëè-

âî ñîîòíîøåíèå∫ b

a

g(x)f ′(x)dx = lim
x→b−

[f(x)g(x)]− f(a)g(a)−
∫ b

a

f(x)g′(x)dx. (1.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî t ∈ (a; b) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà èíòå-

ãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äëÿ ñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ∫ t

a

g(x)f ′(x)dx = f(t)g(t)− f(a)g(a)−
∫ t

a

f(x)g′(x)dx. (1.6)

Åñëè, ê ïðèìåðó, ñõîäèòñÿ èíòåãðàë
∫ b

a f(x)g
′(x)dx , òî ïðàâàÿ ÷àñòü (1.6)

èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë ïðè t → b− . Çíà÷èò, êîíå÷íûé ïðåäåë èìååò è ëå-

âàÿ ÷àñòü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë
∫ b

a g(x)f
′(x)dx ñõîäèòñÿ. Ïåðåõîäÿ

ê ïðåäåëó â (1.6) ïðè t → b− , ïîëó÷àåì (1.5).
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Çàìå÷àíèå. Íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïèøóò âìåñòî

lim
x→b−

[f(x)g(x)]− f(a)g(a),

êàê è â ñëó÷àå ñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ, f(x)g(x)|bx=a .

Òåîðåìà 5 (çàìåíà ïåðåìåííûõ). Ïóñòü φ : [α; β) → [a; b)

� íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è îá-

ëàäàåò ñâîéñòâàìè: φ(α) = a , limt→β φ(t) = b . Òîãäà åñëè îäèí èç

íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ
∫ b

a f(x)dx ,
∫ β

α f(φ(τ))φ′(τ)dτ ñõîäèòñÿ, òî

ñõîäèòñÿ è äðóãîé è îíè ðàâíû:∫ b

a

f(x)dx =

∫ β

α

f(φ(τ))φ′(τ)dτ. (1.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà ñõîäèòñÿ èíòåãðàë
∫ b

a f(x)dx . Äëÿ

ëþáîãî t èç èíòåðâàëà (α; β) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííûõ

â ñîáñòâåííîì èíòåãðàëå:∫ φ(t)

a

f(x)dx =

∫ t

α

f(φ(τ))φ′(τ)dτ. (1.8)

Óñòðåìèì t → β− . Òîãäà φ(t) → b è ëåâàÿ ÷àñòü (1.8) èìååò êîíå÷íûé

ïðåäåë, ðàâíûé
∫ b

a f(x)dx . Ñëåäîâàòåëüíî, è ïðàâàÿ ÷àñòü (1.8) èìååò òîò

æå êîíå÷íûé ïðåäåë. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë
∫ β

α f(φ(t))φ′(t)dt ñõî-

äèòñÿ è ñïðàâåäëèâî (1.7).

Îáðàòíî, ïóñòü ñõîäèòñÿ
∫ β

α f(φ(τ))φ′(τ)dτ . Òîãäà èç ñòðîãîé ìî-

íîòîííîñòè φ ñëåäóåò, ÷òî∫ u

a

f(x)dx =

∫ φ−1(u)

α

f(φ(τ))φ′(τ)dτ.

Ïðè ýòîì φ−1(u) → β , u → b− . Äàëåå ðàññóæäàåì òàê æå, êàê è â ïåðâîì

ñëó÷àå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ìî-

æåò ïåðåéòè â ñîáñòâåííûé.
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Ïðèìåðû.

1)∫ 1

0

lnx = x lnx|10 −
∫ 1

0

xd lnx = −
∫ 1

0

x · dx
x

= −
∫ 1

0

dx = −1.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèÿõ ìû èñïîëüçîâàëè ñëåäóþùèé òàáëè÷íûé

ïðåäåë: limx→0+(x lnx) = 0 .

2)∫ +∞

0

xe−xdx = −
∫ +∞

0

xd(e−x) = −xe−x|+∞
0 +

∫ +∞

0

e−xdx = −e−x|+∞
0 = 1,

òàê êàê limx→+∞ xe−x = 0 .

3) ∫ 1

0

dx√
1− x2

=

∫ π/2

0

cos tdt

cos t
=

∫ π/2

0

dt = 0.

Çäåñü ñäåëàíà çàìåíà ïåðåìåííûõ x = sin t , ïðè ýòîì íåñîáñòâåííûé èí-

òåãðàë ïåðåøåë â ñîáñòâåííûé.

1.3 Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èí-

òåãðàëîâ îò íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé

Ïóñòü
∫ b

a f(x)dx � ïðîñòåéøèé íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñ îñîáåííîñòüþ â

òî÷êå b è ôóíêöèÿ f íåîòðèöàòåëüíà. Òîãäà ôóíêöèÿ F (t) :=
∫ t

a f(x)dx

ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé íà [a; b) . Ïîýòîìó ñóùåñòâó-

åò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðåäåë limt→b− F (t) . Åñëè ïðåäåë êîíå÷åí,

òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, åñëè áåñêîíå÷åí, òî èíòåãðàë ðàñ-

õîäèòñÿ, íî åìó ìîæíî ïðèïèñàòü çíà÷åíèå +∞ . Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò,

÷òî èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ ê +∞ .

Èòàê, â ñëó÷àå íåîòðèöàòåëüíîé ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ïðî-

ñòåéøåìó íåñîáñòâåííîìó èíòåãðàëó ìîæíî ïðèïèñàòü êîíå÷íîå èëè áåñ-

êîíå÷íîå çíà÷åíèå. Â ýòîì ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ, êîãäà ïîäèí-

òåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå çíàêîïîñòîÿííà! Åñëè ôóíêöèÿ f ìåíÿåò çíàê

íà ëþáîì èíòåðâàëå (t; b) , ñîäåðæàùåìñÿ â (a; b) , òî ÷àñòî èíòåãðàëó
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íåëüçÿ ïðèïèñàòü íèêàêîãî îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ (åñëè íå ñóùåñòâóåò

limt→b− F (t)).

Òåîðåìà 1 (ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ â ôîðìå íåðàâåíñòâà).

Ïóñòü äàíû äâà íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëà
∫ b

a f(x)dx è
∫ b

a g(x)dx ñ åäèí-

ñòâåííîé îñîáåííîñòüþ â òî÷êå b . Åñëè 0 ≤ f(x) ≤ g(x) , x ∈ [a; b) ,

òî èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
∫ b

a g(x)dx ñëåäóåò ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà∫ b

a f(x)dx ; èç ðàñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
∫ b

a f(x)dx ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü

èíòåãðàëà
∫ b

a g(x)dx .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî t ∈ (a; b) èìååì

F (t) :=

∫ t

a

f(x)dx ≤
∫ t

a

g(x)dx =: G(t).

Ïóñòü èíòåãðàë
∫ b

a g(x)dx ñõîäèòñÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

limx→b−G(x) . Â ñèëó ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè G ïîëó÷àåì

G(t) ≤ limx→b−G(x) < +∞ . Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ G îãðàíè÷åíà.

Èç íåðàâåíñòâà F (t) ≤ G(t) , t ∈ (a; b) , ñëåäóåò, ÷òî ìîíîòîííî âîçðàñ-

òàþùàÿ ôóíêöèÿ F òàêæå îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ïî ñâîéñòâó ìîíîòîííûõ

ôóíêöèé ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë limx→b− F (x) . Ýòî îçíà÷àåò ñõîäè-

ìîñòü èíòåãðàëà
∫ b

a f(x)dx . Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñðàçó ñëåäóåò

èç ïåðâîãî.

Òåîðåìà 2 (ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ â ïðåäåëüíîé ôîðìå).

Ïóñòü äàíû äâà íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëà
∫ b

a f(x)dx è
∫ b

a g(x)dx ñ åäèí-

ñòâåííîé îñîáåííîñòüþ â òî÷êå b . Ïóñòü f(x) > 0 , g(x) > 0 , x ∈ [a; b) ,

è ñóùåñòâóåò ïðåäåë α := limx→b−
f(x)
g(x) . Åñëè α < +∞ , òî èç ñõîäè-

ìîñòè èíòåãðàëà
∫ b

a g(x)dx ñëåäóåò ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà
∫ b

a f(x)dx .

Åñëè α > 0 , òî èç ðàñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
∫ b

a g(x)dx ñëåäóåò ðàñõîäè-

ìîñòü èíòåãðàëà
∫ b

a f(x)dx .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü α < +∞ . Â ñèëó ñâîéñòâ ïðåäåëà ôóíê-

öèè ∀ ε > 0 ∃ c ∈ (a; b) : ∀x ∈ (c; b) f(x)
g(x) < α+ ε , ò.å. f(x) < (α+ ε)g(x) .

Åñëè èíòåãðàë
∫ b

a g(x)dx ñõîäèòñÿ, òî â ñèëó òåîðåìû 2 ïðåäûäóùåãî

ïóíêòà äëÿ ëþáîãî d ∈ (c; b) èíòåãðàë
∫ b

d g(x)dx ñõîäèòñÿ. Â ñèëó ëè-

íåéíîñòè èíòåãðàëîâ ñõîäèòñÿ èíòåãðàë
∫ b

d (α + ε)g(x)dx . Ïî òåîðåìå 1
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ñõîäèòñÿ èíòåãðàë
∫ b

d f(x)dx . Òîãäà ñõîäèòñÿ è èíòåãðàë
∫ b

a f(x)dx .

2) Åñëè α > 0 , òî limx→b−
g(x)
f(x) =

1
α < +∞ è óòâåðæäåíèå ñëåäóåò

èç äîêàçàííîãî â ï. 1).

Ïðèìåðû.

1) ∫ +∞

1

dx

xp
=

x1−p

1− p

∣∣∣∣+∞

1

=
1

1− p
, p > 1.

Ïðè p < 1 àíàëîãè÷íûìè âû÷èñëåíèÿìè ïîêàçûâàåì, ÷òî∫ +∞

1

dx

xp
= +∞.

Íàêîíåö, ïðè p = 1 èìååì∫ +∞

1

dx

xp
= ln x|+∞

1 = +∞.

Èòàê, èíòåãðàë
∫ +∞
1

dx
xp ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p > 1 .

2) ∫ 1

0

dx

xp
=

x1−p

1− p

∣∣∣∣1
0

=
1

1− p
, p < 1.

Ïðè p > 1 âèäèì, ÷òî ∫ 1

0

dx

xp
= +∞.

Íàêîíåö, ïðè p = 1 ïîëó÷àåì∫ 1

0

dx

xp
= ln x|10 = +∞.

Èòàê, èíòåãðàë
∫ 1

0
dx
xp ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p < 1 .

3) Îñíîâûâàÿñü íà ïðèìåðå 2), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ êîíå÷íûõ a è b

èíòåãðàëû âèäà
∫ b

a
dx

(x−a)p ,
∫ b

a
dx

(b−x)p ñõîäÿòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

p < 1 .

Èç òåîðåìû 2 ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ ïðèìåðîâ ñëåäóþò ñëåäóþùèå

âàæíûå äëÿ ïðàêòèêè óòâåðæäåíèÿ.
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Òåîðåìà 3. Ðàññìîòðèì íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫ +∞
a f(x)dx

îò íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè f ñ åäèíñòâåííîé îñîáåííîñòüþ íà âåðõ-

íåì ïðåäåëå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò limx→+∞ xpf(x) = α . Åñëè

p > 1 è α < +∞ , òî èíòåãðàë
∫ +∞
a f(x)dx ñõîäèòñÿ. Åñëè p ≤ 1 è

α > 0 , òî èíòåãðàë
∫ +∞
a f(x)dx ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 4. Ðàññìîòðèì íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫ b

a f(x)dx îò

íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè f ñ åäèíñòâåííîé îñîáåííîñòüþ íà âåðõíåì

ïðåäåëå b ∈ R . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò limx→b−(b−x)pf(x) = α .

Åñëè p < 1 è α < +∞ , òî èíòåãðàë
∫ b

a f(x)dx ñõîäèòñÿ. Åñëè p ≥ 1 è

α > 0 , òî èíòåãðàë
∫ b

a f(x)dx ðàñõîäèòñÿ.

Óïðàæíåíèå. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷-

íûå òåîðåìàì 3 è 4 äëÿ èíòåãðàëîâ ñ îñîáåííîñòÿìè íà íèæíåì ïðåäåëå.

Ïðèìåðû.

1) Èíòåãðàë ∫ +∞

2

dx

x2(1 + x)

ñõîäèòñÿ, òàê êàê 1
x2(1+x) ∼

1
x3 , p = 3 > 1 .

2) Èíòåãðàë ∫ 1

0

dx

sinx

ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê 1
sinx ∼ 1

x , p = 1 .

3) Èíòåãðàë ∫ 1

0

ln2 xdx

ñõîäèòñÿ, ò. ê. äëÿ ëþáîãî p ∈ (0, 1) èìååì limx→0+(x
p ln2 x) = 0 .

1.4 Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû îò

íåçíàêîïîñòîÿííûõ ôóíêöèé

Òåîðåìà 1 (êðèòåðèé Êîøè). Èíòåãðàë
∫ b

a f(x)dx ñ åäèíñòâåííîé

îñîáåííîñòüþ íà âåðõíåì ïðåäåëå ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
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∀ ε > 0 ∃ tε ∈ (a; b) : ∀ t′ , t′′ ∈ (tε; b)∣∣∣∣∫ t′′

t′
f(x)dx

∣∣∣∣ < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F (t) =
∫ t

a f(x)dx . Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë∫ b

a f(x)dx ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà. êîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðå-

äåë limt→b− F (t) . Â ñèëó êðèòåðèÿ Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè

ýòî áóäåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀ ε > 0 ∃ tε ∈ (a; b) : ∀ t′ , t′′ ∈ (tε; b)

|F (t′)− F (t′′)| < ε . Íî

|F (t′)− F (t′′)| =
∣∣∣∣∫ t′

a

f(x)dx−
∫ t′′

a

f(x)dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ t′′

t′
f(x)dx

∣∣∣∣.
Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ãîâîðÿò, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫ b

a f(x)dx ñõîäèòñÿ àáñî-

ëþòíî, åñëè ñõîäèòñÿ èíòåãðàë
∫ b

a |f(x)|dx .

Òåîðåìà 2 (ïðèçíàê àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè). Åñëè èíòå-

ãðàë
∫ b

a f(x)dx ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî îí ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
∫ b

a |f(x)|dx ñõîäèòñÿ. Òîãäà ïî êðèòåðèþ

Êîøè ∀ ε > 0 ∃ tε ∈ (a; b) : ∀ t′ , t′′ ∈ (tε; b)∣∣∣∣∫ t′′

t′
|f(x)|dx

∣∣∣∣ < ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè òàêèõ t′ , t′′∣∣∣∣∫ t′′

t′
f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ t′′

t′
|f(x)|dx

∣∣∣∣ < ε.

Ïî êðèòåðèþ Êîøè èíòåãðàë
∫ b

a f(x)dx ñõîäèòñÿ.

Çàìå÷àíèå. Îáðàòíîå íåâåðíî. Ñóùåñòâóþò èíòåãðàëû, êîòîðûå

ñõîäÿòñÿ, íî íå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Òàêèå èíòåãðàëû íàçûâàþòñÿ óñëîâíî

ñõîäÿùèìèñÿ.

Òåîðåìà 3 (ïðèçíàê Äèðèõëå). Èíòåãðàë
∫ b

a f(x)g(x)dx ñõî-

äèòñÿ, åñëè:
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1) ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a; b) è èìååò îãðàíè÷åííóþ ïåðâî-

îáðàçíóþ F íà [a; b) ;

2) ôóíêöèÿ g íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è ìîíîòîííà íà [a; b) ;

3) limx→b− g(x) = 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ê èíòåãðàëó
∫ b

a f(x)g(x)dx êðèòåðèé

Êîøè. Äëÿ ëþáûõ t′ , t′′ ∈ (a; b) èìååì∫ t′′

t′
f(x)g(x)dx =

∫ t′′

t′
g(x)dF (x) = F (x)g(x)|t′′t′ −

∫ t′′

t′
F (x)g′(x)dx. (1.9)

Âûáåðåì êîíñòàíòó M > 0 òàê, ÷òîáû |F (x)| ≤ M , x ∈ [a; b) .

Òàê êàê ôóíêöèÿ g ìîíîòîííà íà [a; b) , òî åå ïðîèçâîäíàÿ ëèáî

íåîòðèöàòåëüíà, ëèáî íåïîëîæèòåëüíà íà [a; b) . Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåí-

íîñòè, g′(x) ≥ 0 , x ∈ [a; b) . Òàê êàê limx→b− g(x) = 0 , ïî îïðåäåëåíèþ

ïðåäåëà ∀ ε > 0 ∃ tε ∈ (a; b) : ∀x ∈ (tε; b) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|g(x)| ≤ ε

4M
.

Îöåíèì ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (1.9). Èìååì∣∣∣F (x)g(x)|t′′t′
∣∣∣ ≤ |F (t′′)||g(t′′)|+ |F (t′)||g(t′)| ≤

≤ M(|g(t′′)|+ |g(t′)|) ≤ M
( ε

4M
+

ε

4M

)
=

ε

2
, t′, t′′ ∈ (tε; b). (1.10)

Êðîìå òîãî,∣∣∣∣∫ t′′

t′
F (x)g′(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ t′′

t′
|F (x)||g′(x)|dx

∣∣∣∣ ≤ M

∣∣∣∣∫ t′′

t′
|g′(x)|dx

∣∣∣∣ =
= M

∣∣∣∣∫ t′′

t′
g′(x)dx

∣∣∣∣ = M |g(t′′)− g(t′)| ≤ M(|g(t′′)|+ |g(t′)| ≤

≤ M
( ε

4M
+

ε

4M

)
=

ε

2
, t′, t′′ ∈ (tε; b). (1.11)

Ïðèìåíÿÿ ê îöåíêå ïðàâîé ÷àñòè (1.9) íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ñ ó÷åòîì

(1.10) è (1.11), ïîëó÷àåì∣∣∣∣∫ t′′

t′
f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ε

2
+

ε

2
= ε, t′, t′′ ∈ (tε; b).

Ïî êðèòåðèþ Êîøè èíòåãðàë
∫ b

a f(x)g(x)dx ñõîäèòñÿ.
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Òåîðåìà 4 (ïðèçíàê Àáåëÿ). Èíòåãðàë
∫ b

a f(x)g(x)dx ñõîäèò-

ñÿ, åñëè

1) ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a; b) è íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë∫ b

a f(x)dx ñõîäèòñÿ;

2) ôóíêöèÿ g íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è ìîíîòîííà íà [a; b) ;

3) ôóíêöèÿ g îãðàíè÷åíà íà [a; b) .

Äîêàçàòåëüñòâî.Ôóíêöèÿ g ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà íà [a; b) . Ñëå-

äîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë α := limx→b− g(x) . Ïðèìåíèì

ïðèçíàê Äèðèõëå ê íåñîáñòâåííîìó èíòåãðàëó
∫ b

a f(x)(g(x)− α)dx . Ïåð-

âîîáðàçíàÿ F (x) =
∫ x

a f(t)dt ôóíêöèè f èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë ïðè

x → b− , ïîýòîìó îíà îãðàíè÷åíà. Ôóíêöèÿ g(x)−α íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìà, ìîíîòîííà íà [a; b) , è limx→b−(g(x)−α) = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî,∫ b

a f(x)(g(x)− α)dx cõîäèòñÿ. Â ñèëó ëèíåéíîñòè ñõîäèòñÿ èíòåãðàë∫ b

a

f(x)g(x)dx =

∫ b

a

f(x)(g(x)− α)dx+ α

∫ b

a

f(x)dx.

Ïðèìåðû.

1) Èíòåãðàë ∫ 1

0

sin 1
1−x√

1− x
dx

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òàê êàê∣∣∣∣∣ sin 1
1−x√

1− x

∣∣∣∣∣ ≤ 1√
1− x

=
1

(1− x)1/2

è èíòåãðàë
∫ 1

0
dx

(1−x)1/2
ñõîäèòñÿ.

2) Èíòåãðàë ∫ +∞

1

sinx

x
dx (1.12)

ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f(x) = sin x ,

g(x) = 1/x . Ôóíêöèÿ f èìååò îãðàíè÷åííóþ ïåðâîîáðàçíóþ

F (x) = − cosx, |F (x)| ≤ 1.
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Ôóíêöèÿ g íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, ìîíîòîííà è ñòðåìèòñÿ ê íó-

ëþ ïðè x → +∞ .

Ïîêàæåì, ÷òî èíòåãðàë (1.12) íå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Ïðèìåíèì

ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ. Èìååì∣∣∣∣sinxx
∣∣∣∣ ≥ sin2 x

x
=

1− cos 2x

2x
.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
∫ +∞
1

sin2 x
x dx ðàñõîäèòñÿ. Åñëè áû ýòîò èíòåãðàë

ñõîäèëñÿ, òî ñõîäèëñÿ áû è èíòåãðàë∫ +∞

1

dx

x
= 2

∫ +∞

1

sin2 x

x
dx+

∫ +∞

1

cos 2x

x
dx.

(Èíòåãðàë
∫ +∞
1

cos 2x
x dx ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå, ýòî ïîêàçûâàåòñÿ

òàê æå, êàê è âûøå äëÿ èíòåãðàëà
∫ +∞
1

sinx
x dx). Îäíàêî èíòåãðàë

∫ +∞
1

dx
x

ðàñõîäèòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë (1.12) ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

1.5 Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû îáùåãî âèäà

Ïóñòü äàí íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫ b

a f(x)dx è íà (a, b) ñóùåñòâóåò êî-

íå÷íîå ÷èñëî òî÷åê t1 < t2 < . . . < tn òàêèõ, ÷òî èíòåãðàëû∫ t1

a

f(x)dx,

∫ t2

t1

f(x)dx, . . . ,

∫ tn

tn−1

f(x)dx,

∫ b

tn

f(x)dx

ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèìè íåñîáñòâåííûìè èíòåãðàëàìè. Åñëè âñå ýòè èí-

òåãðàëû ñõîäÿòñÿ, òî èíòåãðàë
∫ b

a f(x)dx íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, è åãî

çíà÷åíèå ðàâíî ñóììå çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòåéøèõ èíòåãðà-

ëîâ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷åê tj .

Ïðèìåðû.

1) Ðàññìîòðèì èíòåãðàë∫ +∞

0

sinx

x
dx. (1.13)
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Ðàçîáúåì åãî íà äâà ïðîñòåéøèõ èíòåãðàëà:∫ 1

0

sinx

x
dx+

∫ +∞

1

sinx

x
dx.

Ïåðâûé èíòåãðàë èìååò îñîáåííîñòü íà íèæíåì ïðåäåë è ÿâëÿåòñÿ ñõî-

äÿùèìñÿ, ïîñêîëüêó sinx
x → 1 , x → 0 . Ñõîäèìîñòü âòîðîãî èíòåãðàëà

äîêàçàíà âûøå. Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë (1.13) ñõîäèòñÿ.

2) Èíòåãðàë ∫ +∞

0

dx

xp
dx (1.14)

ðàçîáúåì íà äâà ïðîñòåéøèõ. Ïåðâûé∫ 1

0

dx

xp
dx

ñõîäèòñÿ ïðè p < 1 , âòîðîé ∫ +∞

1

dx

xp
dx

ïðè p < 1 . Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë (1.14) íå ñõîäèòñÿ íè ïðè êàêèõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà p .

3) Èíòåãðàë ∫ 2

0

dx√
1− x

dx

ñõîäèòñÿ, òàê êàê ñõîäÿòñÿ èíòåãðàëû∫ 1

0

dx√
1− x

dx è

∫ 2

1

dx√
1− x

dx.

1.6 Èíòåãðàë, ïîíèìàåìûé â ñìûcëå

ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë∫ 1

0

dx

x− 1/2
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ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê ïðîñòåéøèå íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû∫ 1/2

0

dx

x− 1/2
,

∫ 1

1/2

dx

x− 1/2

ðàñõîäÿòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà

lim
t′,t′′→1/2

(∫ t′

0

dx

x− 1/2
+

∫ 1

t′′

dx

x− 1/2

)
.

Îäíàêî åñëè âûáèðàòü t′ t′′ íå ïðîèçâîëüíî, à ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî

òî÷êè (1/2) , òî ïðåäåë ñóùåñòâóåò:

lim
ε→0+

(∫ 1/2−ε

0

dx

x− 1/2
+

∫ 1

1/2+ε

dx

x− 1/2

)
=

= lim
ε→0+

(
ln

∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣1/2−ε

0

+ ln

∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣1
1/2+ε

)
=

= lim
ε→0+

(ln ε− ln(1/2) + ln(1/2)− ln ε) = 0.

Ýòîò ïðèìåð íàâîäèò íà ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Ïóñòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫ b

a f(x)dx èìååò åäèíñòâåííóþ îñî-

áåííîñòü â òî÷êå c ∈ (a; b) . Ãîâîðÿò, ÷òî ýòîò èíòåãðàë ñóùåñòâóåò â

ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
ε→0+

[∫ c−ε

a

f(x)dx+

∫ b

c+ε

f(x)dx

]
.

Ýòîò ïðåäåë îáîçíà÷àþò

v.p.

∫ b

a

f(x)dx.

Ïðèìåð. Ïóñòü ôóíêöèÿ φ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà

[a; b] . Òîãäà äëÿ ëþáîãî c ∈ (a; b) ñóùåñòâóåò èíòåãðàë â ñìûñë ãëàâ-

íîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè

v.p.

∫ b

a

φ(x)dx

x− c
.

Äåéñòâèòåëüíî,
φ(x)

x− c
=

φ(x)− φ(c)

x− c
+ φ(c)

1

x− c
,
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è

lim
ε→0+

[∫ c−ε

a

φ(x)dx

x− c
+

∫ b

c+ε

φ(x)dx

x− c

]
=

= lim
ε→0+

[∫ c−ε

a

(φ(x)− φ(c))dx

x− c
+

∫ b

c+ε

(φ(x)− φ(c))dx

x− c

]
+

+ φ(c) lim
ε→0+

[∫ c−ε

a

dx

x− c
+

∫ b

c+ε

dx

x− c

]
=

=

∫ c

a

(φ(x)− φ(c))dx

x− c
+

∫ b

c

(φ(x)− φ(c))dx

x− c
+

+ φ(c) lim
ε→0+

[
ln |x− c||c−ε

a + ln |x− c||bc+ε

]
=

=

∫ b

a

(φ(x)− φ(c))dx

x− c
+ ln

b− c

c− a
.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñóùåñòâóåò êàê íåñîáñòâåííûé, ïîñêîëüêó èìååò îñî-

áåííîñòü òîëüêî â òî÷êå c è â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè φ â

ýòîé òî÷êè òî÷êå

∃ lim
x→c

(φ(x)− φ(c))

x− c
= φ′(c).
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2 ×èñëîâûå ðÿäû

2.1 Ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîãî ðÿäà

×èñëîâûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíàÿ ñóììà

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + . . .+ an + . . . ,

ãäå an � íåêîòîðàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

×àñòè÷íîé (òî÷íåå, n -é ÷àñòè÷íîé) ñóììîé ðÿäà
∑∞

n=1 an íàçû-

âàåòñÿ âåëè÷èíà Sn :=
∑n

k=1 ak . Ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä
∑∞

n=1 an ñõîäèòñÿ, åñëè

ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë limn→∞ Sn . Ïðè ýòîì ÷èñëî S := limn→∞ Sn

íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà
∑∞

n=1 an è ïèøóò

S =
∞∑
n=1

an.

Åñëè ðÿä íå ñõîäèòñÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî îí ðàñõîäèòñÿ. Åñëè

limn→∞ Sn = +∞ èëè limn→∞ Sn = −∞ , òî ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ

ê +∞ èëè −∞ .

Ïðèìåðû.

1) Ïîêàæåì, ÷òî ðÿä

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ . . . =

∞∑
k=1

1

k · (k + 1)

ñõîäèòñÿ. Åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû

Sn =
∞∑
k=1

1

k · (k + 1)
=

∞∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)
=
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=

(
1− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+

(
1

3
− 1

4

)
+ . . .+

(
1

n
− 1

n+ 1

)
= 1− 1

n+ 1
→ 1,

n → ∞. Òàêèì îáðàçîì, ðÿä ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ðàâíà 1 .

2) Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ

1 + q + q2 + q3 + . . .+ qn + . . . =
∞∑
k=1

qk−1

èìååò ÷àñòè÷íûå ñóììû

Sn =
n∑

k=1

qk−1 =
1− qn

1− q
.

Åñëè |q| < 1 , òî limn→∞ qn = 0 è S = limn→∞ Sn = 1
1−q . Åñëè |q| ≥ 1 , òî

ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

2.2 Êðèòåðèé Êîøè. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå

ñõîäèìîñòè ðÿäà

Òåîðåìà (êðèòåðèé Êîøè). ×èñëîâîé ðÿä
∑∞

n=1 an ñõîäèòñÿ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀ ε > 0 ∃N : ∀n ≥ m ≥ N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∣∣∣ n∑
k=m

ak

∣∣∣ < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì Êîøè äëÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé. ×èñëîâîé ðÿä
∑∞

n=1 an ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn . Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî

áóäåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn ôóíäàìåíòàëü-

íà, ò. å. ∀ ε > 0 ∃N : ∀n ≥ m ≥ N |Sn−Sm−1| < ε . (Ïîíÿòíî, ÷òî ìîæíî

áðàòü Sm−1 âìåñòî Sm .) Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî
∑n

k=m ak = Sn − Sm−1 .

Ñëåäñòâèå (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà). Åñëè

ðÿä
∑∞

n=1 an ñõîäèòñÿ, òî an → 0 , n → ∞ .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âçÿòü â óñëîâèè òåîðåìû m = n .
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Âûâîä: ïðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè ðÿäà ñëåäóåò íà÷èíàòü, êàê

ïðàâèëî, ñ ïðîâåðêè íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè limn→∞ an = 0 .

Åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ðÿä ñõîäèòüñÿ íå ìîæåò. Åñëè îíî

âûïîëíÿåòñÿ. òî ðÿä ìîæåò è ñõîäèòüñÿ, è ðàñõîäèòüñÿ, è èññëåäîâàíèå

ñõîäèìîñòè òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïðèçíàêîâ èëè êðè-

òåðèåâ.

Ïðèìåðû.

1) Ðàññìîòðèì ñóììó ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

∞∑
n=1

qn.

Èìååì qn → 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |q| < 1 . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè

|q| ≥ 1 ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

2) Òàê íàçûâàåìûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä

∞∑
n=1

1

n
.

Äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà: 1
n → 0 ,

n → ∞ . Ïîêàæåì, ÷òî, òåì íå ìåíåå, ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì

êðèòåðèé Êîøè. Óñòàíîâèì, ÷òî

∃ ε > 0 : ∀N ∃n ≥ m ≥ N :
n∑

k=m

1

k
> ε.

Âîçüìåì ε = 1/2 . Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N ïóñòü m = N , n = 2N−1 .

Òîãäà
2N−1∑
k=N

1

k
>

2N−1∑
k=N

1

2N
=

1

2N

2N−1∑
k=N

1 =
1

2
.

Èòàê, ïî êðèòåðèþ Êîøè ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
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2.3 Ñõîäèìîñòü ðÿäà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè

÷ëåíàìè

Îòìåòèì íà íåêîòîðóþ àíàëîãèþ ìåæäó ðÿäàìè
∑∞

n=1 an è íåñîáñòâåí-

íûìè èíòåãðàëàìè
∫ +∞
a f(x)dx . Ïðè ýòîì àíàëîãîì ÷àñòè÷íîé ñóììû∑n

k=1 ak âûñòóïàþò èíòåãðàëû
∫ x

a f(t)dt .

Òåîðåìà. Ðÿä
∑∞

n=1 an ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè ñõîäèòñÿ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì

îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê âñå an ≥ 0 , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn ÿâëÿ-

åòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé. Íî ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò

êîíå÷íûé ïðåäåë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà îãðàíè÷åíà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî ïðîñòî èññëåäîâàòü ñõî-

äèìîñòü ðÿäîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñðàâíåíèÿ ðÿäîâ ñ èíòåãðàëàìè. Íàïðè-

ìåð, ðÿäó
∞∑
n=1

1√
n

ìîæíî ñîïîñòàâèòü èíòåãðàë ∫ +∞

1

dx√
x
,

ñõîäèìîñòü êîòîðîãî î÷åâèäíà. Òàê êàê èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, òî îòñþäà

ìîæíî âûâåñòè ñõîäèìîñòü ðÿäà.

Òåîðåìà (èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ðÿäà). Ïóñòü

äàíà íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ f : [1; +∞) → [0; +∞) . Ðÿä
∑∞

n=1 f(n)

ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ èíòåãðàë
∫ +∞
1 f(x)dx .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k = [x] . Òîãäà f(k + 1) ≤ f(x) ≤ f(k) .

Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì

f(k + 1) ≤
∫ k+1

k

f(x)dx ≤ f(k).
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Ñóììèðóÿ ýòè íåðàâåíñòâà, èìååì

n−1∑
k=1

f(k + 1) ≤
∫ n

1

f(x)dx ≤
n−1∑
k=1

f(k)

èëè

Sn − f(1) ≤
∫ n

1

f(x)dx ≤ Sn−1. (2.1)

Åñëè ðÿä
∑∞

n=1 f(n) ñõîäèòñÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn ñõîäèòñÿ,

ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíà, ò. å. ñóùåñòâóåò M > 0 òàêîå, ÷òî Sn ≤ M ,

n ≥ 1 . Îáîçíà÷èì F (x) =
∫ x

1 f(t)dt . Òîãäà â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè f

è (2.1)

F (x) ≤
∫ n+1

1

f(t)dt ≤ Sn ≤ M,

ãäå n = [x] . Çíà÷èò ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ F îãðàíè÷åíà

ñâåðõó, ïîýòîìó èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë ïðè x → +∞ . Ýòî îçíà÷àåò ñõî-

äèìîñòü èíòåãðàëà
∫ +∞
1 f(x)dx .

Îáðàòíî, èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà ñëåäóåò. ÷òî ôóíêöèÿ F îãðà-

íè÷åíà ñâåðõó, ò. å. ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ, ÷òî |F (x)| ≤ C ,

x ≥ 1 . Èñïîëüçóÿ (2.1), ïîëó÷àåì, ÷òî Sn ≤ f(1) + C , n ≥ 1 . Èç ïðåäû-

äóùåé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ðÿä
∑∞

n=1 f(n) ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåðû.

1) Ðàññìîòðèì ðÿä
∑∞

n=1
1
np . Åñëè p ≤ 0 , òî ýòîò ðÿä ðàñõîäèò-

ñÿ, òàê êàê íå âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà. Ïóñòü

òåïåðü p > 0 . Òîãäà ôóíêöèÿ f(x) = 1
xp íåîòðèöàòåëüíà è ìîíîòîííî

óáûâàåò íà [1; +∞) . Èíòåãðàë
∫ +∞
1

dx
xp ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà p > 1 . Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∑∞

n=1
1
np ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà p > 1 .

2) Ðÿä
∑∞

n=2
1

n ln2 n
ñõîäèòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x) = 1

x ln2 x

íåîòðèöàòåëüíà è ìîíîòîííî óáûâàåò íà [2; +∞) , à èíòåãðàë∫ +∞

2

dx

x ln2 x
=

∫ +∞

2

d lnx

ln2 x
=

∫ +∞

ln 2

dt

t2
= 1

ñõîäèòñÿ. (Êîíå÷íî, òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ñóììèðîâàíèå íà÷èíàåòñÿ ñ 2

íå ñóùåñòâåííî!)
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2.4 Âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè

Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè xn ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ â R ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå îãðàíè÷åíà, òî òîãäà ñóùåñòâóåò åå ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ ëèáî ê +∞ ëèáî ê −∞ . Â ëþáîì ñëó÷àå, èç

ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõî-

äÿùóþñÿ â R ê íåêîòîðîìó ÷èñëó a . Áóäåì íàçûâàòü ÷èñëî a ÷àñòè÷-

íûì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn . Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(xn) ìíîæå-

ñòâî âñåõ ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn . Êàê ìû ïîêàçàëè,

ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòî.

Ïðèìåðû. 1) Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1 , −1 , 1 , −1 , 1 ,

−1, . . . . Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ A(xn) = {−1, 1} .
2) Ïóñòü xn = (−1)n + 1

n . Òîãäà A(xn) = {−1, 1} .
3) Çàíóìåðóåì ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q íàòóðàëüíûìè

÷èñëàìè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn . ×òî ìîæíî ñêà-

çàòü ïðî A(xn)?

4) Ïóñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî n = α1α2 . . . αk , ò. å. αj � öèôðû

÷èñëà n â åãî äåñÿòè÷íîé çàïèñè. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn =

0, α1α2 . . . αk . Âûïèøåì íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

0, 1; 0, 2; 0, 3; . . . ; 0, 9; 0, 10; 0, 11; 0, 12; . . . .

Òîãäà A(xn) = [0, 1; 1] . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x ∈ [0, 1; 1] . Òîãäà x ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè x = 0, β1β2 . . . Ïóñòü

yn = 0, β1β2 . . . βn . Ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî kn òàêîå, ÷òî yn = xkn .

Òîãäà limn→∞ xkn = limn→∞ yn = x . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî ÷ëåíîâ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëåæèò â [0, 1; 1] , ïîýòîìó A(xn) ëåæèò â [0, 1; 1] .

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn ìíîæå-

ñòâî A(xn) ñîäåðæèò ñâîè òî÷íûå âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ñëó÷àé òî÷íîé âåðõíåé
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ãðàíè. Ïóñòü a = supA(xn) ∈ R . Â ñèëó ñâîéñòâ sup ñóùåñòâóåò ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü am ∈ A(xn) , ñõîäÿùàÿñÿ ê a . Òàê êàê am ∈ A(xn) ,

ñóùåñòâóåò xnm
òàêîå, ÷òî |xnm

− am| < 1
m . (Ìîæíî âûáèðàòü íîìåðà

nm ïîñëåäîâàòåëüíî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè âîçðàñòàëè ñ ðîñòîì m .)

Òîãäà |xnm
− a| ≤ |xnm

− am| + |am − a| < 1
m + |am − a| → 0 , m → ∞ .

Ñëåäîâàòåëüíî, limm→∞ xnm
= a , ò. å. a ∈ A(xn) .

Åñëè a = −∞ , òî A(xn) = {−∞} ñîäåðæèò îäíó òî÷êó � òî÷êó

a . Åñëè a = +∞ , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó, ñëåäî-

âàòåëüíî ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê +∞ . Òåîðåìà

äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî supA(xn) íàçûâàåòñÿ âåðõíèì ïðåäåëîì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè xn , à inf A(xn) � íèæíèì ïðåäåëîì.

Îáîçíà÷àåòñÿ âåðõíèé ïðåäåë limn→∞xn , à íèæíèé � limn→∞xn .

Î÷åâèäíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

lim
n→∞

xn ≤ lim
n→∞

xn.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîë-

íÿåòñÿ ðàâåíñòâî limn→∞ xn = limn→∞ xn, ïðè ýòîì

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn.

Òåîðåìà 3 (õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî âåðõíåãî ïðåäå-

ëà). Âåùåñòâåííîå ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè xn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ:

1) ∀ ε > 0 ∃N : ∀ n ≥ N (xn < a+ ε);

2) ∀ ε > 0 ∀N : ∃n ≥ N (xn > a− ε).

Çàìå÷àíèå. Åñëè èìååò ìåñòî óñëîâèå ∃N : ∀n ≥ N (xn ∈ A), òî

ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ëîâóøêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn . Åñëè èìååò

ìåñòî óñëîâèå ∀N : ∃n ≥ N (xn ∈ A), òî ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ êîð-

ìóøêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn . ×èñëî a ∈ R ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì ïðåäå-

ëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀ε > 0 ìíîæåñòâî

(−∞; a+ ε) ÿâëÿåòñÿ ëîâóøêîé xn , à (−∞; a− ε) � êîðìóøêîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü a = limn→∞ xn . Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî 1) íå èìååò ìåñòî. Òîãäà ∃ ε > 0 ∀N : ∃n ≥ N (xn ≥ a+ε). Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk
, äëÿ êîòîðîé âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî xnk
≥ a + ε . Âûäåëèì èç xnk

ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü xnkj
. Åå ïðåäåë α óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ α ≥ a + ε > a .

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò α ∈ A(xn) òàêîå, ÷òî α > a . Ýòî ïðîòèâîðå-

÷èò òîìó, ÷òî a = limn→∞ xn .

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå 2) íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà ∃N :

∀n ≥ N (xn ≤ a − ε). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xnk
ñ íåêîòîðîãî íîìåðà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

xnk
≤ a−ε . Çíà÷èò, è ëþáîé ÷àñòè÷íûé ïðåäåë β ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó β ≤ a−ε . Ïîýòîìó a ≤ a−ε � ïðîòèâîðå÷èå.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ 1) è 2). Èç 1) ñëåäóåò, ÷òî

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ëþáîé ÷àñòè÷íûé ïðåäåë α óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-

ñòâó α ≤ a + ε . Ñëåäîâàòåëüíî, α ≤ a , ò. å. a � ìàæîðàíòà ìíîæåñòâà

A(xn) è supA(xn) ≤ a . Èç 2) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk
, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó xnk

> a − ε .

Âûäåëèì èç xnk
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó β .

Òîãäà β ∈ A(xn) , β ≥ a − ε . Ñëåäîâàòåëüíî, supA(xn) ≥ a , îòêóäà

supA(xn) = a . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4 (õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî íèæíåãî ïðåäå-

ëà). Âåùåñòâåííîå ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ íèæíèì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè xn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ:

1) ∀ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N (xn > a− ε);

2) ∀ε > 0 ∀N : ∃n ≥ N (xn < a+ ε).

Óïðàæíåíèÿ. 1) Ñôîðìóëèðóéòå àíàëîãè òåîðåì 3 è 4 äëÿ ñëó-

÷àÿ, êîãäà òî÷êà a = ±∞ .

2) Äîêàæèòå, ÷òî

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

sup
m≥n

xm, lim
n→∞

xn = lim
n→∞

inf
m≥n

xm.
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Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå óïðàæíåíèÿ 2) îáúÿñíÿåò äðóãèå ÷à-

ñòî âñòðå÷àþùèåñÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âåðõíåãî è íèæíåãî ïðåäåëîâ:

lim supn→∞ xn è lim infn→∞ xn .

2.5 Òåîðåìû ñðàâíåíèÿ äëÿ çíàêîïîñòîÿí-

íûõ ðÿäîâ

Äëÿ ðÿäîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ

ñóìì ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Ïîýòîìó ñõîäèìîñòü òàêèõ ðÿäîâ ðàâíîñèëü-

íà îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 0 ≤ an ≤ bn , n ≥ 1 . Åñëè ðÿä
∑∞

n=1 bn ñõî-

äèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è ðÿä
∑∞

n=1 an . Åñëè ðÿä
∑∞

n=1 an ðàñõîäèòñÿ, òî

è ðÿä
∑∞

n=1 bn ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Sn =
∑n

k=1 ak , Σn =
∑n

k=1 bk � ÷àñòè÷íûå

ñóììû. Òàê êàê ak , bk ≥ 0 , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Sn , Σn âîçðàñòàþò.

Åñëè ðÿä
∑∞

n=1 bn ñõîäèòñÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Σn =
∑n

k=1 bk èìå-

åò êîíå÷íûé ïðåäåë Σ , ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì Σ . Èç

íåðàâåíñòâà 0 ≤ Sn ≤ Σn ≤ Σ , n ≥ 1 , ñëåäóåò, ÷òî ìîíîòîííàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü Sn îãðàíè÷åíà, ïîýòîìó èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë. Ýòî

îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ðÿäà
∑∞

n=1 an . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Ñõîäèìîñòü ðÿäà íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû ïåðâûõ ÷ëå-

íîâ. Ïîýòîìó òåîðåìà 1 ñïðàâåäëèâà è â ñëó÷àå, åñëè óñëîâèå 0 ≤ an ≤ bn

âûïîëíÿåòñÿ ïðè n ≥ n0 , ãäå n0 � íåêîòîðîå ÷èñëî. Ýòî æå ñïðàâåäëèâî

è äëÿ äðóãèõ ïðèçíàêîâ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü an , bn > 0 , n ≥ 1 .

1) Åñëè limn→∞
an
bn

< +∞ , òî èç ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=1 bn ñëåäó-

åò ñõîäèìîñòü ðÿäà
∑∞

n=1 an .

2) Åñëè limn→∞
an
bn

> 0 , òî èç ðàñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=1 bn ñëåäóåò

ðàñõîäèìîñòü ðÿäà
∑∞

n=1 an .
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü limn→∞
an
bn

= α < +∞ . Âûáåðåì β òàê,

÷òîáû α < β < +∞ . Ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ñâîéñòâó âåðõíåãî ïðå-

äåëà ∃N : ∀n ≥ N (anbn < β) . Ñëåäîâàòåëüíî, an < βbn , n ≥ N . Åñëè

ðÿä
∑∞

n=1 bn ñõîäèòñÿ, òî ðÿä
∑∞

n=1(βbn) òàêæå ñõîäèòñÿ. Ïî òåîðåìå 1

ñõîäèòñÿ ðÿä
∑∞

n=1 an .

2) Åñëè α = limn→∞
an
bn

> 0 , òî limn→∞
bn
an

= 1
α < +∞ , è îñòàåòñÿ

ïðèìåíèòü óòâåðæäåíèå 1).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü an , bn > 0 è an+1

an
≤ bn+1

bn
, n ≥ 1 . Åñëè ðÿä∑∞

n=1 bn ñõîäèòñÿ, òî ðÿä
∑∞

n=1 an òàêæå ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

a2
a1

· a3
a2

· a4
a3

· . . . · an
an−1

≤ b2
b1

· b3
b2

· b4
b3

· . . . · bn
bn−1

,

òî åñòü
an
a1

≤ bn
b1
, n ≥ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, an ≤ a1
b1
bn , n ≥ 1 , è â ñèëó òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì óòâåð-

æäåíèå íàøåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 4 (ïðèçíàê Äàëàìáåðà). Ïóñòü an > 0 , n ≥ 1 . Åñëè

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî limn→∞
an+1

an
< 1 , òî ðÿä

∑∞
n=1 an ñõîäèòñÿ.

Åñëè limn→∞
an+1

an
> 1 , òî ðÿä

∑∞
n=1 an ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α = limn→∞
an+1

an
< 1 . Ôèêñèðóåì íåêîòîðîå

÷èñëî q ∈ (α; 1) . Ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ñâîéñòâó âåðõíåãî ïðåäåëà ∃N :

∀n ≥ N
an+1

an
≤ q =

qn+1

qn
.

Ðÿä
∑∞

n=1 q
n ñõîäèòñÿ, òàê êàê q < 1 . Ïî òåîðåìå 3 ñõîäèòñÿ ðÿä

∑∞
n=1 an .

Ïóñòü òåïåðü β := limn→∞
an+1

an
> 1 . Ôèêñèðóåì ÷èñëî q ∈ (1; β) .

Òîãäà
an+1

an
≥ q =

qn+1

qn
, n ≥ N,

äëÿ íåêîòîðîãî N . Òàê êàê ðÿä
∑∞

n=1 q
n ðàñõîäèòñÿ (q > 1), ïî òåîðåìå 3

ðÿä
∑∞

n=1 an òàêæå ðàñõîäèòñÿ.
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Òåîðåìà 5 (ðàäèêàëüíûé ïðèçíàê Êîøè) Ïóñòü an ≥ 0

ïðè n ≥ 1 . Åñëè limn→∞ n
√
an < 1 , òî ðÿä

∑∞
n=1 an ñõîäèòñÿ, åñëè

limn→∞ n
√
an > 1 , òî ðÿä

∑∞
n=1 an ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α := limn→∞ n
√
an < 1 . Ôèêñèðóåì ÷èñëî

q ∈ (α; 1) . Â ñèëó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà âåðõíåãî ïðåäåëà çàêëþ-

÷àåì, ÷òî ∃N : ∀n ≥ N ( n
√
an < q) , ò. å. an < qn . Òàê êàê ðÿä

∑∞
n=1 q

n

ñõîäèòñÿ (q < 1), ïî òåîðåìå 1 ñõîäèòñÿ ðÿä
∑∞

n=1 an .

Ïóñòü òåïåðü α := limn→∞ n
√
an > 1 . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü nk òàêàÿ, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k èìååò ìåñòî íåðà-

âåíñòâî nk
√
ank

> 1 , ò. å. ank
> 1 . Íî òîãäà an ̸→ 0 , n → ∞ . Ñëåäîâàòåëü-

íî, íå âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=1 an , è ðÿä

ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåðû.

1) Ðÿä
∑∞

n=1
1
n! ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà, òàê êàê

an =
1

n!
,

an+1

an
=

1

n+ 1
→ 0 < 1, n → ∞.

2) Ðÿä
∑∞

n=1
1
nn ñõîäèòñÿ ïî ðàäèêàëüíîìó ïðèçíàêó Êîøè, òàê êàê

n
√
an =

1

n
→ 0 < 1, n → ∞.

3) Ðÿä
∑∞

n=1
n!
nn ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà, òàê êàê

an+1

an
=

(n+ 1)!

(n+ 1)n+1
· n

n

n!
=

nn

(n+ 1)n
=

1(
1 + 1

n

)n → 1

e
< 1, n → ∞.

4) Ðàññìîòðèì ðÿä
∑∞

n=1
2n

((−1)n+2)n . Èìååì
n
√
an = 2

(−1)n+2 . Ïî ðàäè-

êàëüíîìó ïðèçíàêó Êîøè ðÿä ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê limn→∞ n
√
an = 2 > 1 .

5) Òåïåðü ðàññìîòðèì ðÿä
∑∞

n=1
1
np . Òàê êàê an+1

an
→ 1 , n

√
an → 1 ,

n → ∞ , òî íè ïðèçíàê Äàëàìáåðà, íè ïðèçíàê Êîøè íå äàþò îòâåòà,

ñõîäèòñÿ ðÿä èëè íåò. Îäíàêî ìû çíàåì, ÷òî ïðè p > 1 ðÿä ñõîäèòñÿ,

ïðè p ≤ 1 � ðàñõîäèòñÿ. Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ

íåêîòîðûõ ðÿäîâ íóæíû áîëåå òîíêèå ïðèçíàêè, ÷åì ïðèçíàêè Êîøè è

Äàëàìáåðà. Îäíèì èç òàêèõ ïðèçíàêîâ ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàê Ðààáå.
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Òåîðåìà 6 (ïðèçíàê Ðààáå). Ïóñòü an > 0 , n ≥ 1 . Åñëè

lim
n→∞

n

(
1− an+1

an

)
> 1,

òî ðÿä
∑∞

n=1 an ñõîäèòñÿ.

Åñëè

lim
n→∞

n

(
1− an+1

an

)
< 1,

òî ðÿä
∑∞

n=1 an ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü β := limn→∞ n
(
1− an+1

an

)
> 1 . Ôèêñèðó-

åì λ ∈ (1; β) . Òîãäà ∃N : ∀n ≥ N

n

(
1− an+1

an

)
> λ =⇒ an+1

an
< 1− λ

n
< 1− λ

n+ 1
.

Äîêàæåì, ÷òî ïðè 0 < x < 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

1− λx < (1− x)λ.

Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x) := 1− λx− (1− x)λ èìååò ïðîèçâîäíóþ

f ′(x) = −λ(1− (1− x)λ−1) < 0, x ∈ (0; 1),

ñëåäîâàòåëüíî îíà ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò íà [0; 1] . Èç íåðàâåíñòâà

f(x) < f(0) = 0 ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî. Ïðèìåíÿÿ åãî, ïîëó-

÷àåì
an+1

an
< 1− λ

n+ 1
<

(
1− 1

n+ 1

)λ

=

(
n

n+ 1

)λ

=
bn+1

bn
,

ãäå bn = 1
nλ . Èòàê,

an+1

an
<

bn+1

bn
, n ≥ N.

Òàê êàê ðÿä
∑∞

n=1 bn =
∑∞

n=1
1
nλ ñõîäèòñÿ, òî ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ (òåî-

ðåìà 3) ðÿä
∑∞

n=1 an ñõîäèòñÿ.

2) Ïóñòü γ := limn→∞ n
(
1− an+1

an

)
< 1 . Òîãäà ∃N : ∀n ≥ N

n

(
1− an+1

an

)
< 1 =⇒ an+1

an
>

bn+1

bn
,
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ãäå bn = 1
n−1 . Ðÿä

∑∞
n=2 bn =

∑∞
n=2

1
n−1 ðàñõîäèòñÿ, ïîýòîìó ïî ïðèçíàêó

ñðàâíåíèÿ (òåîðåìà 3) ðÿä
∑∞

n=1 an ðàñõîäèòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ðàâåíñòâ

lim
n→∞

n

(
1− an+1

an

)
= 1 èëè lim

n→∞
n

(
1− an+1

an

)
= 1,

òî èç ýòîãî íåëüçÿ âûâåñòè èíôîðìàöèþ î ñõîäèìîñòè (ðàñõîäèìîñòè ðÿ-

äà) áåç äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé. Îäíàêî åñòü áîëåå òîíêèå ïðè-

çíàêè, íàïðèìåð, ïðèçíàê Ãàóññà, êîòîðûå ïîçâîëÿþò èíîãäà äîêàçûâàòü

ñõîäèìîñòü (ðàñõîäèìîñòü) ðÿäîâ.

Ïðèìåðû. 1) Ïðèìåíèì ïðèçíàê Ðààáå ê èññëåäîâàíèþ ñõîäèìî-

ñòè ðÿäà
∞∑
n=1

n!

(x+ 1)(x+ 2) · . . . · (x+ n)
,

ãäå x � íåêîòîðîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ öåëûì îòðèöàòåëüíûì. Èìååì

an+1

an
=

n+ 1

x+ n+ 1
,

lim
n→∞

n

(
1− an+1

an

)
= lim

n→∞
n

(
1− n+ 1

x+ n+ 1

)
= lim

n→∞
n

x

x+ n+ 1
= x.

Åñëè x > 1 , òî ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè x < 1 , òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Åñëè x = 1 ,

òî ïîëó÷àåì ïî ñóùåñòâó ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä, êîòîðûé òîæå ðàñõîäèòñÿ.

2)
∞∑
n=1

(
n
e

)n
n!

.

Èìååì
an+1

an
=

(
n+ 1

n

)n
1

e
,

îòêóäà ñ èñïîëüçîâàíèåì çàìåíû ïåðåìåííîé è ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ ïîëó-

÷àåì
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lim
n→∞

n

(
1− an+1

an

)
= lim

n→∞
n

(
1− 1

e

(
1 +

1

n

)n)
=

= lim
x→0+

1− 1
e(1 + x)1/x

x
= − lim

x→0+

1

e
(1 + x)1/x

(
ln(1 + x)

x

)′
=

= −1

e
lim
x→0+

(1 + x)1/x lim
x→0+

1
1+x x− ln(1 + x)

x2
=

− lim
x→0+

x− (1 + x) ln(1 + x)

x2
= − lim

x→0+

− ln(1 + x)

x
=

1

2
< 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

2.6 Íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà

÷èñëîâûõ ðÿäîâ

1) Åñëè ñõîäÿòñÿ ðÿäû
∑∞

n=1 an ,
∑∞

n=1 bn , òî äëÿ ëþáûõ λ , µ ∈ R ñõî-

äèòñÿ è ðÿä
∑∞

n=1(λan+µbn) , è
∑∞

n=1(λan+µbn) =
∑∞

n=1 λan+
∑∞

n=1 µbn .

2) Ñõîäèìîñòü ðÿäà íå çàâèñèò îò ïåðâûõ ÷ëåíîâ: äëÿ ëþáîãî N

ðÿä
∑∞

n=1 an ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä
∑∞

n=N an .

3) Ãðóïïèðîâêà ÷ëåíîâ ðÿäà. Ïóñòü l1 < l2 < . . . < ln < . . . � íåêî-

òîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ðàññìîòðèì ðÿä
∑∞

n=1 an

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b1 =
∑l1

n=1 , b2 =
∑l2

l1+1, . . . , bn =
∑ln

ln−1+1 . . . .

Åñëè ðÿä
∑∞

n=1 an ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è ðÿä
∑∞

n=1 bn , è ñóììû

ýòèõ ðÿäîâ ðàâíû. Äåéñòâèòåëüíî, n -ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà
∑∞

n=1 bn

ðàâíà
n∑

k=1

bk =

ln∑
j=1

aj,

ò.å. ñîâïàäàåò ñ ln -é ÷àñòè÷íîé ñóììîé Sln ðÿäà
∑∞

n=1 an . Òàê êàê ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü Sn èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë, åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

òàêæå èìååò òîò æå êîíå÷íûé ïðåäåë.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Ðàññìîòðèì ðàñõîäÿùèéñÿ ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n = 1− 1 + 1− 1 + . . .
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Ñãðóïïèðóåì åãî ÷ëåíû òàêèì îáðàçîì:

(1− 1) + (1− 1) + (1− 1) + . . . = 0 + 0 + 0 + . . .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñõîäÿùèéñÿ ðÿä. Îäíàêî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Ïóñòü

bn =

ln∑
ln−1+1

an. (2.2)

Åñëè an → 0 , n → ∞ , è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ln − ln−1 (÷èñëî ÷ëåíîâ

â ñóììå (2.2) ) îãðàíè÷åíà, òî èç ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=1 bn ñëåäóåò

ñõîäèìîñòü ðÿäà
∑∞

n=1 an .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà
∑∞

n=1 an .

Èìååì
p∑

n=1

an =

q∑
k=1

bk +

p∑
n=lq+1

an,

ãäå q òàêîâî, ÷òî lq ≤ p ≤ lq+1 . Ïðè p → ∞ èìååì q → ∞ è ñóììû∑q
k=1 bk →

∑∞
k=1 bk . Äîêàæåì, ÷òî

∑p
n=lq+1 an → 0 , p → ∞ .

Ïóñòü ln− ln−1 ≤ M äëÿ ëþáîãî n . Òîãäà, ñ èñïîëüçîâàíèåì íåîá-

õîäèìîãî óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà, ïîëó÷àåì

∣∣∣ p∑
n=lq+1

an

∣∣∣ ≤ p∑
n=lq+1

|an| ≤
lq+1∑

n=lq+1

|an| ≤

≤ (lq+1 − lq) max
lq+1≤n≤≤lq+1

|an| ≤ M max
lq+1≤n≤lq+1

|an| → 0,

p → ∞ . Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.7 Ïðèçíàêè Äèðèõëå è Àáåëÿ

Òåîðåìà 1 (ïðèçíàê Äèðèõëå). Ðÿä
∑∞

n=1 anbn ñõîäèòñÿ, åñëè

1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ìîíîòîííà;

2) limn→∞ an = 0 ;
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3) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì Bn =
∑n

k=1 bk ðÿäà∑∞
k=1 bk îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ n ≥ m > 1 èìååì

n∑
k=m

akbk =
n∑

k=m

ak(Bk −Bk−1) =
n∑

k=m

akBk −
n∑

k=m

akBk−1 =

=
n∑

k=m

akBk−
n−1∑

k=m−1

ak+1Bk =
n∑

k=m

akBk−
n∑

k=m

ak+1Bk+an+1Bn−amBm−1 =

=
n∑

k=m

(ak − ak+1)Bk + an+1Bn − amBm−1.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ìîíîòîííà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî an ìîíîòîííî óáûâàåò. Òàê êàê limn→∞ an = 0 , òî

an ≥ 0 , n ≥ 1 . Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò C > 0 òàêîå, ÷òî |Bk| ≤ C ,

k ≥ 1 . Òîãäà

∣∣∣ n∑
k=m

akbk

∣∣∣ ≤ n∑
k=m

|ak − ak+1||Bk|+ |an+1||Bn|+ |am||Bm−1| ≤

≤ C
( n∑
k=m

|ak − ak+1|+ |an+1|+ |am|
)
= C

( n∑
k=m

(ak − ak+1) + an+1 + am

)
=

= C((am − an+1) + am + an+1) = 2Cam.

Äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûáåðåì N òàê, ÷òîáû am < ε
2C . Òîãäà ïðè n ≥ m ≥ N

ïîëó÷àåì ∣∣∣∣ n∑
k=m

akbk

∣∣∣∣ < ε.

Ïî êðèòåðèþ Êîøè ðÿä
∑∞

n=1 anbn ñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 2 (ïðèçíàê Àáåëÿ). Ðÿä
∑∞

n=1 anbn ñõîäèòñÿ, åñëè

1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ìîíîòîííà;

2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an îãðàíè÷åíà;

3) ðÿä
∑∞

k=1 bk ñõîäèòñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèé 1) è 2) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷-

íûé ïðåäåë a := limn→∞ an . Òîãäà

∞∑
n=1

anbn =
∞∑
n=1

(an − a)bn +
∞∑
n=1

abn.

Ïåðâûé ðÿä
∑∞

n=1(an − a)bn ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå, òàê êàê ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü (an − a) ìîíîòîííà è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà
∑∞

k=1 bk èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë, ñëåäî-

âàòåëüíî, îãðàíè÷åíà. Âòîðîé ðÿä
∑∞

n=1 abn ñõîäèòñÿ â ñèëó óñëîâèÿ 3).

Òîãäà â ñèëó ëèíåéíîñòè è ðÿä
∑∞

n=1 anbn ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=1

sinnx

n
.

Åñëè x = 2πn , n ∈ N , òî ðÿä î÷åâèäíî ñõîäèòñÿ. Ïóñòü x ̸= 2πn ∀n ∈ N .
Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðÿä ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå. Äåéñòâè-

òåëüíî, ïóñòü an = 1
n , bn = sinnx . Î÷åâèäíî, ÷òî an ìîíîòîííî óáûâàåò

è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íûå ñóììû

Bn =
n∑

k=1

bk =
n∑

k=1

sin kx.

Èìååì

2 sin
x

2
Bn =

n∑
k=1

2 sin
x

2
sin kx =

n∑
k=1

(
cos

(2k − 1)x

2
− cos

(2k + 1)x

2

)
=

=
(
cos

x

2
− cos

3x

2

)
+
(
cos

x

2
− cos

3x

2

)
+ . . .+

+
(
cos

(2n− 1)x

2
− cos

(2n+ 1)x

2

)
=

= cos
x

2
− cos

(2n+ 1)x

2
= 2 sin

nx

2
sin

(n+ 1)x

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|Bn| =
∣∣∣∣ sin nx

2 sin (n+1)x
2

sin x
2

∣∣∣∣ ≤ 1

| sin x
2 |
.
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Èòàê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Bn îãðàíè÷åíà, ïîýòîìó èñõîäíûé ðÿä ñõîäèò-

ñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå.

Òåîðåìà 3 (ïðèçíàê Ëåéáíèöà). Ïóñòü an � ìîíîòîííî óáû-

âàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è limn→∞ an = 0 . Òîãäà ðÿä

a1 − a2 + a3 − a4 + . . .+ (−1)n+1an

ñõîäèòñÿ.

Ñïðàâåäëèâîñòü ïðèçíàêà Ëåéáíèöà ëåãêî îáîñíîâûâàåòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ ïðèçíàêà Äèðèõëå, åñëè ïîëîæèòü bn = (−1)n+1 .

2.8 Ïðèçíàê àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà

Ðÿä
∑∞

n=1 an íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä∑∞
n=1 |an| .

Òåîðåìà 1. Àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê |
∑n

k=m ak| ≤
∑n

k=m |ak| , óòâåðæäåíèå ñðà-
çó ñëåäóåò èç êðèòåðèÿ Êîøè.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, òî
∑∞

n=1 an , òî îòñþäà íå ñëåäóåò,

÷òî ñõîäèòñÿ ðÿä
∑∞

n=1 |an| .

Ïðèìåð. Ðÿä
∑∞

n=1
(−1)n+1

n = 1− 1
2+

1
3−

1
4+. . . ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó

Ëåéáíèöà, íî íå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òàê êàê ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä
∑∞

n=1
1
n

ðàñõîäèòñÿ.

Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, íî íå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî ãîâîðÿò, ÷òî îí

ñõîäèòñÿ óñëîâíî. Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2. Åñëè ðÿä
∑∞

n=1 an ñõîäèòñÿ óñëîâíî, òî äëÿ ëþáîãî

÷èñëà A ∈ R ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : N → N òàêàÿ, ÷òî ðÿä
∑∞

n=1 af(n)
ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó A .

Òàêèì îáðàçîì, ñóììà ðÿäà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñëå-

äîâàíèÿ åãî ÷ëåíîâ. Îäíàêî äëÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ñóììà íå

çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ.
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Òåîðåìà 3. Åñëè ðÿä
∑∞

n=1 an ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî äëÿ ëþáîé

áèåêöèè f : N → N ðÿä
∑∞

n=1 af(n) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, ïðè÷åì ê òîé

æå ñóììå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

n∑
k=1

|af(k)| ≤
l∑

j=1

|aj| ≤
∞∑
j=1

|aj| < +∞,

ãäå l = max{f(1), f(2), . . . , f(n)} . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà

∑∞
n=1 |af(n)| îãðàíè÷åíà è ðÿä ñõîäèòñÿ.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ðÿä
∑∞

n=1 af(n) ñõîäèòñÿ ê òîé æå ñóììå,

÷òî è ðÿä
∑∞

n=1 an . Ïî êðèòåðèþ Êîøè ∀ε > 0 ∃N : ∀n ≥ m ≥ N∑n
k=m |an| < ε . Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íóþ ñóììó SN =

∑N
k=1 ak . Ëþáîå

ak ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî íåêîòîðûì af(lk) , ãäå lk = f−1(k) . Ïóñòü

m̃ = max1≤k≤N lk . ßñíî, ÷òî m̃ ≥ N . Ïóñòü n ≥ m̃ . Òîãäà äëÿ íåêî-

òîðîãî L ≥ N ∣∣∣ n∑
k=1

ak −
n∑

k=1

af(k)

∣∣∣ ≥ L∑
k=N

|an| < ε,

òàê êàê ïðè âû÷èòàíèè ëþáîé ÷ëåí ak ïåðâîé ñóììû áóäåò ñîêðàùàòü-

ñÿ ñ íåêîòîðûì ÷ëåíîì âòîðîé ñóììû, åñëè k < N . Èç ýòîãî íåðàâåí-

ñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäîâ
∑∞

n=1 af(n)
è
∑∞

n=1 an èìåþò îäèíàêîâûé ïðåäåë. Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.9 Ïðîèçâåäåíèå ðÿäîâ

Ðàññìîòðèì äâà ðÿäà

a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n + . . . , b0 + b1x+ b2x
2 + . . .+ bnx

n + . . .

Ôîðìàëüíî ïåðåìíîæèì ýòè äâà ðÿäà êàê äâà ìíîãî÷ëåíà áåñêîíå÷íîé

ñòåïåíè, ñãðóïïèðîâàâ ÷ëåíû ñ îäèíàêîâûìè ñòåïåíÿìè ïåðåìåííîé x :

a0b0 + (a0b1 + a1b0)x+ (a0b2 + a1b1 + a2b0)x
2 + . . .+

+ (a0bn + a1bn−1 + . . .+ anb0)x
n + . . . =

∞∑
n=0

cnx
n,

37



ãäå cn = a0bn+a1bn−1+. . .+anb0 . Ýòî íàâîäèò íà ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Ïðîèçâåäåíèåì ÷èñëîâûõ ðÿäîâ
∑∞

n=0 an è
∑∞

n=0 bn íàçûâàåòñÿ ðÿä∑∞
n=0 cn , ãäå cn =

∑n
j=0 ajbn−j .

Òåîðåìà (Ìåðòåíñ). 1) Åñëè ðÿäû
∑∞

n=0 an è
∑∞

n=0 bn ñõîäÿòñÿ,

ïðè÷åì ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç íèõ ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî ïðîèçâå-

äåíèå ñõîäèòñÿ è ∞∑
n=0

n∑
j=0

ajbn−j =
∞∑
n=0

an

∞∑
k=0

bk.

2) Åñëè îáà ðÿäà
∑∞

n=0 an è
∑∞

n=0 bn ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî, òî è

èõ ïðîèçâåäåíèå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

3) Åñëè îáà ðÿäà ñõîäÿòñÿ óñëîâíî, òî èõ ïðîèçâåäåíèå íå îáÿçàíî

ñõîäèòüñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü

B =
∞∑
n=0

bn, Bn =
n∑

k=0

bk, βn = B −Bn =
∞∑

k=n+1

bk.

×àñòè÷íàÿ ñóììà ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíà

n∑
k=0

ck = a0b0 + (a0b1 + a1b0) + (a0b2 + a1b1 + a2b0) . . .+

+ (a0bn + a1bn−1 + . . .+ anb0) = a0Bn + a1Bn−1 + . . .+ anB0 =

= a0(B − βn) + a1(B − βn−1) + . . .+ an(B − β0) =

= (a0 + a1 + . . .+ an)B − a0βn − a1βn−1 − . . .− anβ0 = AnB − γn,

ãäå

An =
n∑

k=0

ak, γn = a0βn + a1βn−1 + . . .+ anβ0.

Ïðè n → ∞ èìååì An → A :=
∑∞

k=0 an è AnB → AB . Åñëè ìû äîêàæåì,

÷òî γn → 0 , òî òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
∑n

k=0 ck ÷àñòè÷íûõ ñóìì áóäåò

ñõîäèòüñÿ ê AB . Ýòî è áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ðÿäîâ ñõîäèòñÿ

ê AB .

Ïóñòü ðÿä
∑∞

n=0 an ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α åãî

ñóììó
∑∞

n=0 |an| . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α > 0 . Òàê êàê Bn → B , òî βn →
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0 , n → ∞ . Ôèêñèðóåì ε > 0 . Òîãäà ∃N : ∀n ≥ N |βn| < ε
2α . Êðîìå òîãî,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü βn îãðàíè÷åíà, ò.å. ∃M > 0 : |βn| ≤ M . Èìååì ïðè

n ≥ N

|γn| ≤
n−N∑
k=1

|ak||βn−k|+
n∑

n−N+1

|ak||βn−k| ≤

≤ ε

2α

n−N∑
k=1

|ak|+M
n∑

n−N+1

|ak| ≤
ε

2
+M

n∑
k=n−N+1

|ak|.

Ïî êðèòåðèþ Êîøè

∃N1 : ∀n ≥ m ≥ N1

( n∑
k=m

|ak| <
ε

2M

)
.

Åñëè n ≥ N +N1 , òî

M

n∑
k=n−N+1

|ak| < M
ε

2M
=

ε

2

è |γn| < ε . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî γn → 0 , n → ∞ , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

2) Åñëè îáà ðÿäà
∑∞

n=0 an è
∑∞

n=0 bn ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî, òî

n∑
k=0

|ck| =
n∑

k=0

(|a0||bk|+ |a1||bk−1|+ . . .+ |ak||bn|) ≤

≤
n∑

k=0

|ak|
n∑

j=0

|bj| ≤
∞∑
k=0

|ak|
∞∑
j=0

|bj| < +∞.

Òàê êàê ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà
∑∞

k=0 |ck| ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè

îãðàíè÷åíû ñâåðõó, ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ.

3) Ïðèâåäåì ïðèìåð ðÿäîâ, êîòîðûå ñõîäÿòñÿ, íî èõ ïðîèçâåäåíèå

ðàñõîäèòñÿ. Ïóñòü an = bn = (−1)n√
n+1

. Ðÿäû
∑∞

n=0 an è
∑∞

n=0 bn ñõîäÿòñÿ ïî

ïðèçíàêó Ëåéáíèöà. Ðàññìîòðèì n -é ÷ëåí ïðîèçâåäåíèÿ

cn =
1√
1
· 1√

n+ 1
+

1√
2
· 1√

n
+. . .+

1√
n+ 1

· 1√
1
=

n∑
k=0

1√
k + 1

· 1√
n− k + 1

.

Ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì√
(k + 1)(n− k + 1) ≤ n+ 2

2
,
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ïîýòîìó

cn ≥
n∑

k=0

2

n+ 2
=

2(n+ 1)

n+ 2
≥ 1,

ò. å. cn ̸→ 0 , n → ∞ . Òàêèì îáðàçîì, íå âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå

ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=0 cn , ò. å. ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

40



3 Ìåðà Æîðäàíà

Ìåðà Æîðäàíà ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ïîñòðîå-

íèÿ êðàòíîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà. Íà ïëîñêîñòè (â R2 ) ìåðà Æîðäàíà

ìíîæåñòâà � ýòî åãî ïëîùàäü, â R3 � îáúåì, â Rn � n -ìåðíûé îáú-

åì. Îäíàêî ïîäõîäû ê îïðåäåëåíèþ ìåðû (ïëîùàäè, îáúåìà) ñóùåñòâóþò

ðàçíûå. Äåëî â òîì, ÷òî íå ëþáîìó ìíîæåñòâó â Rn ìîæíî ñîïîñòàâèòü

íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî (åãî ìåðó), êîòîðîå îáëàäàåò ñâîéñòâîì: ìåðà îáú-

åäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ ðàâíà ñóììå ìåð êàæäîãî èç ìíî-

æåñòâ. Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè ìåðû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ðàçáèòü

âñå ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ Rn íà äâå ÷àñòè � Σ è Σc . Ýëåìåíòû èç

Σ íàçûâàþòñÿ èçìåðèìûìè ìíîæåñòâàìè, ýëåìåíòû èç Σc � íåèçìåðè-

ìûìè. Íà Σ îïðåäåëèòü ôóíêöèþ (ìåðó) µ : Σ → R , ïðè ýòîì Σ è µ

îáëàäàþò ñâîéñòâàìè:

1) ∀A ∈ Σ µ(A) ≥ 0 ;

2) ∀A , B ∈ Σ A ∩B , A ∪B , A \B ∈ Σ ;

3) åñëè A , B ∈ Σ , A ∩B = ∅ , òî µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B) .

Ìû áóäåì ñòðîèòü σ è ìåðó µ (ìåðó Æîðäàíà), îáëàäàþùèå äî-

ïîëíèòåëüíûìè åñòåñòâåííûìè ñâîéñòâàìè:

4) Åñëè φ � íåêîòîðîå äâèæåíèå â Rn , òî ∀A ∈ Σ ìíîæåñòâî

φ(A) ∈ Σ è µ(φ(A)) = µ(A) ;

5) Ìíîæåñòâî Σ ñîäåðæèò âñå ïàðàëëåëåïèïåäû âèäà

[a1; b1]× [a2; b2]× . . .× [an; bn],

ïðè ýòîì µ([a1; b1]× [a2; b2]× . . .× [an; bn]) =
∏n

k=1(bk − ak) .
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3.1 Âíóòðåííÿÿ è âíåøíÿÿ ìåðû Æîðäàíà

Äâîè÷íûì êóáîì ðàíãà k â Rn íàçîâåì ìíîæåñòâî âèäà[
m1

2k
;
m1 + 1

2k

]
×
[
m2

2k
;
m2 + 1

2k

]
× . . .×

[
mn

2k
;
mn + 1

2k

]
,

ãäå m1 , m2, . . . ,mn ∈ Z .
Ïóñòü ìíîæåñòâî A ⊂ Rn . Îáîçíà÷èì ÷åðåç l∗(k; a) ÷èñëî äâîè÷-

íûõ êóáîâ ðàíãà k , ñîäåðæàùèõñÿ â A◦ , a ÷åðåç l∗(k; a) ÷èñëî äâîè÷íûõ

êóáîâ ðàíãà k , ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ A− . Ïóñòü

µ∗(k; a) = l∗(k; a) ·
1

2kn
, µ∗(k; a) = l∗(k; a) · 1

2kn
.

Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà 1
2kn

� ýòî îáúåì äâîè÷íîãî êóáà ðàíãà k

â Rn , ïîýòîìó âåëè÷èíû µ∗(k; a) è µ∗(k; a) èìåþò âàæíûé ãåîìåòðè÷å-

ñêèé ñìûñë: ýòî îáúåìû ôèãóð, ñîñòàâëåííûõ èç äâîè÷íûõ êóáîâ ðàíãà

k , êîòîðûå ñîîòâåòñòâåííî ëåæàò âî âíóòðåííîñòè èëè ïåðåñåêàþòñÿ ñ

çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà A .

Ëåììà. Äëÿ ëþáîãî A ⊂ Rn è ëþáîãî k ∈ Z

0 ≤ µ∗(k; a) ≤ µ∗(k + 1; a) ≤ µ∗(k + 1; a) ≤ µ∗(k; a)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî 0 ≤ µ∗(k; a) î÷åâèäíî. Íåðàâåíñòâî

µ∗(k+1; a) ≤ µ∗(k+1; a) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî A◦ ⊂ A− . Îñòàëîñü äîêàçàòü,

÷òî

µ∗(k; a) ≤ µ∗(k + 1; a), (3.1)

µ∗(k + 1; a) ≤ µ∗(k; a). (3.2)

Äîêàæåì ñíà÷àëà (3.1). Ïóñòü Q � äâîè÷íûé êóá ðàíãà k , êîòîðûé

ñîäåðæèòñÿ â A◦ . Ýòîò êóá ñîñòîèò èç ðîâíî 2n äâîè÷íûõ êóáîâ ðàíãà

(k + 1) , ïîýòîìó l∗(k + 1; a) ≥ 2nl∗(k; a) . Óìíîæàÿ ýòî íåðàâåíñòâî íà
1

2n(k+1) , ïîëó÷àåì (3.1).

Òåïåðü äîêàæåì (3.2). Åñëè äâîè÷íûé êóá Q ðàíãà k íå ïåðåñåêà-

åòñÿ ñ A− , òî è ñîñòàâëÿþùèå åãî êóáû ðàíãà (k + 1) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ

A− . Åñëè æå Q ïåðåñåêàåòñÿ ñ A− , òî íåêîòîðûå ñîñòàâëÿþùèå åãî 2n
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êóáà ðàíãà (k + 1) ïåðåñåêàþòñÿ ñ A− , íåêîòîðûå ìîãóò íå ïåðåñåêàòü-

ñÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî l∗(k + 1; a) ≤ 2nl∗(k; a) , îòêóäà

ñëåäóåò (3.2). Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî. Òîãäà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè µ∗(k;A) è µ∗(k;A) ìîíîòîííû, îãðàíè÷åíû è, ñëåäîâàòåëü-

íî, èìåþò êîíå÷íûå ïðåäåëû

µ∗(A) := lim
k→∞

µ∗(k;A), µ∗(A) := lim
k→∞

µ∗(k;A).

Âåëè÷èíû µ∗(A) è µ∗(A) íàçûâàþòñÿ âíóòðåííåé è âíåøíåé ìåðîé

Æîðäàíà ìíîæåñòâà A .

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáûõ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ A , B ⊂ Rn èìå-

þò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) 0 ≤ µ∗(A) ≤ µ∗(A) < +∞ .

2) Åñëè A ⊂ B , òî µ∗(A) ≤ µ∗(B) , µ∗(A) ≤ µ∗(B) .

3) Åñëè A ∩B = ∅ , òî µ∗(A ∪B) ≥ µ∗(A) + µ∗(B) .

4) µ∗(A ∪B) ≤ µ∗(A) + µ∗(B) .

5) µ∗(∂A) = µ∗(A)− µ∗(A) .

6) µ∗(A
◦) = µ∗(A) , µ

∗(A−) = µ∗(A) .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äëÿ ëþáîãî k ∈ Z èìååì l∗(k;A) ≤ l∗(k;A) ,

òàê êàê åñëè êóá Q ⊂ A◦ , òî Q ⊂ A− , ò.å. Q ∩ A− ̸= ∅ . Óìíîæàÿ ýòî

íåðàâåíñòâî íà 1
2kn

ïîëó÷àåì µ∗(k;A) ≤ µ∗(k;A) . Óñòðåìëÿÿ k ê áåñêî-

íå÷íîñòè, ïîëó÷àåì íóæíîå íåðàâåíñòâî.

2) Åñëè A ⊂ B , òî A◦ ⊂ B◦ è A− ⊂ B− . Ñëåäîâàòåëüíî,

l∗(k;A) ≤ l∗(k;B), l∗(k;A) ≤ l∗(k;B).

Óìíîæàÿ ýòè íåðàâåíñòâà íà 1
2kn

è óñòðåìëÿÿ k ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó-

÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü 2).

3) Èìååì A◦ ∪ B◦ ⊂ (A ∪ B)◦ , ïðè÷åì A◦ ∩ B◦ = ∅ . Ñëåäîâàòåëü-
íî, äâîè÷íûå êóáû ðàíãà k , êîòîðûå âõîäÿò â ìíîæåñòâà A◦ è B◦ íå

ïåðåñåêàþòñÿ è âõîäÿò â ÷èñëî äâîè÷íûõ êóáîâ ðàíãà k , ñîäåðæàùèõñÿ â

(A∪B)◦ . Ñëåäîâàòåëüíî, l∗(k;A∪B) ≥ l∗(k;A)+ l∗(k;B) , îòêóäà ñëåäóåò

íóæíîå íåðàâåíñòâî.
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4) Èìååì (A ∪B)− = A− ∪B− . Ïîýòîìó åñëè êóá Q ïåðåñåêàåòñÿ

ñ (A ∪B)− , òî îí ïåðåñåêàåòñÿ ëèáî ñ A− , ëèáî ñ B− . Ñëåäîâàòåëüíî,

l∗(k;A ∪B) ≤ l∗(k;A) + l∗(k;B).

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò òðåáóåìîå.

5) Ïîñêîëüêó ãðàíèöà ∂A ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, èìå-

åì (∂A)− = ∂A . Ðàññìîòðèì äâîè÷íûé êóá Q . Óñëîâèå Q ∩ (∂A)− ̸= ∅
ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ Q∩∂A ̸= ∅ . Ïîñëåäíåå âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà Q ∩ A− ̸= ∅ è Q ̸⊂ A◦ . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

l∗(k; ∂A) = l∗(k;A)− l∗(k;A).

Òðåáóåìîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò îòñþäà óìíîæåíèåì íà îáúåì êóáà ðàíãà k

è ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì.

6) Òàê êàê (A◦)◦ = A◦ , (A−)− = A− , òî l∗(k;A
◦) = l∗(k;A) ,

l∗(k;A−) = l∗(k;A) . Îòñþäà ñëåäóþò íóæíûå ðàâåíñòâà.

3.2 Ìåðà Æîðäàíà â Rn . Ìíîæåñòâà ìåðû

íóëü

Ïóñòü A � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â Rn . Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ èç-

ìåðèìûì (ïî Æîðäàíó), åñëè µ∗(A) = µ∗(A) . Ïðè ýòîì ÷èñëî

µ(A) := µ∗(A) = µ∗(A)

íàçûâàåòñÿ ìåðîé Æîðäàíà ìíîæåñòâà A . Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü èëè íóëü-ìíîæåñòâîì, åñëè îíî èçìåðèìî è

µ(A) = 0 .

Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ ìåðû íóëü.

1) Îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû

íóëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà µ∗(A) = 0 .

2) Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü ÿâëÿåòñÿ ìíî-

æåñòâîì ìåðû íóëü.

3) Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ ìåðû íóëü ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà èç îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü

µ∗(A) = 0 . Èç òåîðåìû, ï. 1, ñëåäóåò, ÷òî 0 ≤ µ∗(A) ≤ µ∗(A) = 0 . Òîãäà

µ∗(A) = µ∗(A) = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, A èçìåðèìî è µ(A) = 0 .

2) Ïóñòü B ⊂ A è A ÿâëÿåòñÿ íóëü-ìíîæåñòâîì. Òàê êàê A îãðà-

íè÷åíî, òî è B îãðàíè÷åíî. Èç òåîðåìû, ï. 2, ñëåäóåò, ÷òî

0 ≤ µ∗(B) ≤ µ∗(A) = 0.

Çíà÷èò, µ∗(B) = 0 . Â ñèëó ñâîéñòâà 1) B ÿâëÿåòñÿ íóëü-ìíîæåñòâîì.

3) Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè A è B � íóëü-ìíîæåñòâà, òî

A ∪ B � íóëü-ìíîæåñòâî. Òàê êàê A è B îãðàíè÷åíû, òî A ∪ B òàêæå

îãðàíè÷åíî. Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå, ï. 4,

0 ≤ µ∗(A ∪B) ≤ µ∗(A) + µ∗(B) = 0.

Çíà÷èò, µ∗(A ∪B) = 0 , ò.å. A ∪B � íóëü-ìíîæåñòâî â ñèëó ñâîéñòâà 1).

3.3 Êðèòåðèè èçìåðèìîñòè

Òåîðåìà 1 (ïåðâûé êðèòåðèé èçìåðèìîñòè). Îãðàíè÷åííîå ìíîæå-

ñòâî A èçìåðèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ãðàíèöà ∂A ÿâëÿåòñÿ

íóëü-ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ìíîæåñòâî A èçìåðèìî ⇐⇒ µ∗(A) = µ∗(A) ⇐⇒
µ∗(∂A) = µ∗(A)− µ∗(A) = 0 ⇐⇒ ∂A � 0-ìíîæåñòâî.

Ïðèìåð. Ìíîæåñòâî A = Q ∩ [0; 1] íå èçìåðèìî ïî Æîðäàíó.

Äåéñòâèòåëüíî, A− = [0; 1] , A◦ = ∅ , ∂A = A− \ A◦ = [0; 1] . Íåòðóäíî

âèäåòü, ÷òî l∗(k; ∂A) = 2k + 2 , k ∈ N , òàê êàê äâîè÷íûå êóáû ðàíãà k ,

ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ (∂A)− = [0; 1] ñóòü
[
m−1
2k

; m
2k

]
, m = 0 , 1 , 2 . . . , 2k + 1 .

Èìååì µ∗(k; ∂A) = 2k+2
2k

→ 1 , k → ∞ . Òàêèì îáðàçîì, µ∗(∂A) ̸= 0 è ïî

òåîðåìå 1 A íå ìîæåò áûòü èçìåðèìûì ìíîæåñòâîì.

Òåîðåìà 2 (âòîðîé êðèòåðèé èçìåðèìîñòè). Îãðàíè÷åííîå

ìíîæåñòâî A èçìåðèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A− è A◦ ÿâëÿ-

þòñÿ èçìåðèìûìè ìíîæåñòâàìè îäèíàêîâîé ìåðû. Ïðè ýòîì

µ(A−) = µ(A◦) = µ(A).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî A èçìåðèìî. Òîãäà

µ∗(A
◦) = µ∗(A) = µ(A) = µ∗(A) = µ∗(A−)

è

µ∗(A
◦) ≤ µ∗(A◦) ≤ µ∗(A−) = µ∗(A

◦).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî µ∗(A
◦) = µ∗(A◦) = µ(A) . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæå-

ñòâî A◦ èçìåðèìî è µ(A◦) = µ(A) .

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

µ∗(A
◦) ≤ µ∗(A

−) ≤ µ∗(A−) = µ∗(A
◦).

Ñëåäîâàòåëüíî, µ∗(A
−) = µ∗(A−) = µ(A) , ò. å. ìíîæåñòâî A− èçìåðèìî

è µ(A−) = µ(A) .

Îáðàòíî, ïóñòü A− è A◦ ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûìè ìíîæåñòâàìè îäè-

íàêîâîé ìåðû. Òîãäà

µ(A◦) = µ∗(A
◦) ≤ µ∗(A) ≤ µ∗(A) ≤ µ∗(A−) = µ(A−) = µ(A◦).

Çíà÷èò, âñå âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â ýòî ñîîòíîøåíèå, ðàâíû, â ÷àñòíîñòè,

µ∗(A) = µ∗(A) = µ(A◦) = µ(A−) . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî A èçìå-

ðèìî è µ(A−) = µ(A◦) = µ(A) .

3.4 Ñâîéñòâà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ

Òåîðåìà 1. Åñëè ìíîæåñòâà A è B èçìåðèìû, òî ìíîæåñòâà A∪B ,

A ∩B , A \B òàêæå èçìåðèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ìíîæåñòâà A è B èçìåðèìû, îíè îãðà-

íè÷åíû. Ïîýòîìó â ñèëó ïåðâîãî êðèòåðèÿ èçìåðèìîñòè äîñòàòî÷íî äîêà-

çàòü, ÷òî ãðàíèöû ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ íóëü-ìíîæåñòâàìè A ∪B , A ∩B ,

A \B .

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A ∪B . Åãî ãðàíèöà

∂(A ∪B) = (A ∪B)− ∩ ((A ∪B)c)− = (A− ∪B−) ∩ (Ac ∩Bc)− ⊂
⊂ (A− ∪B−) ∩ Ac ∩Bc = (A ∩ Ac ∩Bc) ∪ (B ∩ Ac ∩Bc) ⊂

⊂ (A ∩ Ac) ∪ (B ∩Bc) = ∂A ∪ ∂B.
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Òàê êàê ∂A è ∂B � ìíîæåñòâà ìåðû íóëü, òî ∂A ∪ ∂B òàêæå ìíî-

æåñòâî ìåðû íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî ∂(A ∪ B) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì

íóëü-ìíîæåñòâà, ò.å. ñàìî ÿâëÿåòñÿ íóëü-ìíîæåñòâîì.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâà ∂(A ∩ B) è ∂(A \ B)

ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà ∂A ∪ ∂B , ïîýòîìó îíè òàêæå ÿâ-

ëÿþòñÿ íóëü-ìíîæåñòâàìè (óñòàíîâèòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî!). Òåîðåìà äî-

êàçàíà.

Òåîðåìà 2 (ìîíîòîííîñòü ìåðû). Åñëè A è B � èçìåðèìûå

ìíîæåñòâà è A ⊂ B , òî µ(A) ≤ µ(B) .

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.

Òåîðåìà 3. Åñëè A è B � èçìåðèìû, òî

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)− µ(A ∩B).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà A∩B = ∅ .
Òîãäà µ(A ∩ B) = 0 . Äîêàæåì, ÷òî µ(A ∪ B) = µ(A) + µ(B) . Èñïîëüçóÿ

ðàíåå äîêàçàííûå ñâîéñòâà, ïîëó÷àåì

µ∗(A ∪B) ≥ µ∗(A) + µ∗(B) = µ(A) + µ(B) =

= µ∗(A) + µ∗(B) ≥ µ∗(A ∪B) ≥ µ∗(A ∪B).

Îòñþäà äåëàåì âûâîä, ÷òî µ∗(A ∪B) = µ∗(A ∪B) = µ(A) + µ(B) .

2) Îáùèé ñëó÷àé. Èìååì A ∪ B = A ∪ (B \ A) , A ∩ (B \ A) = ∅ .
Êðîìå òîãî, B = (A ∩ B) ∪ (B \ A) , (A ∩ B) ∩ (B \ A) = ∅ . Â ñèëó 1)

µ(A∪B) = µ(A)+µ(B \A) , µ(B) = µ(A∩B)+µ(B \A) , îòêóäà ñëåäóåò
òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè A è B � èçìåðèìû, òî

µ(B \ A) = µ(B)− µ(A ∩B).

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ìíîæåñòâà A1 , A2 . . . , Am èçìåðèìû, òî

∪m
k=1Ak èçìåðèìî è

µ (∪m
k=1Ak) ≤

m∑
k=1

µ(Ak).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äâóõ ìíîæåñòâ ýòî ñëåäóåò ñðàçó èç òåîðå-

ìû 3. Äàëåå ïðèìåíÿåì ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ìíîæåñòâà A1 , A2, . . . , Am èçìåðèìû è

µ(Ai ∩ Aj) = 0 , i ̸= j . Òîãäà µ (∪m
k=1Ak) =

∑m
k=1 µ(Ak) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè m = 2 èìååì

µ(A1 ∪ A2) = µ(A1) + µ(A2)− µ(A1 ∩ A2) = µ(A1) + µ(A2).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî äëÿ

ñëó÷àÿ k ìíîæåñòâ, 2 ≤ k ≤ m − 1 (m ≥ 3). Äîêàæåì, ÷òî òîãäà îíî

ñïðàâåäëèâî è äëÿ m ìíîæåñòâ. Èìååì ∪m
k=1Ak = ∪m−1

k=1 Ak∪Am . Ïðè ýòîì

µ
(
∪m−1
k=1 Ak ∩ Am

)
= µ

(
∪m−1
k=1 (Ak ∩ Am)

)
≤ ∪m−1

k=1 µ(Ak ∩ Am) = 0.

Ïðèìåíÿÿ íàøå ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äëÿ äâóõ, à çàòåì äëÿ m ìíî-

æåñòâ, ïîëó÷àåì

µ (∪m
k=1Ak) = µ

(
∪m−1
k=1 Ak ∪ Am

)
= µ

(
∪m−1
k=1 Ak

)
+ µ(Am) =

=
m−1∑
k=1

µ(Ak) + µ(Am) =
m∑
k=1

µ(Ak).

3.5 Ïðîèçâåäåíèå èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ

Èçó÷èì âîïðîñ îá èçìåðèìîñòè è ìåðå ïðîèçâåäåíèÿ èçìåðèìûõ ìíî-

æåñòâ. ×òîáû ðàçëè÷àòü ìåðû Æîðäàíà â ïðîñòðàíñòâàõ ðàçëè÷íîé ðàç-

ìåðíîñòè, áóäåì îáîçíà÷àòü ìåðó Æîðäàíà â Rn ÷åðåç µn .

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ìíîæåñòâî Q ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íûì êóáîì ðàí-

ãà k â Rn=m òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Q ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ïðîèçâåäåíèÿ: Q = Q1 × Q2 , ãäå Q1 è Q2 � äâîè÷íûå êóáû ðàíãà k â

ïðîñòðàíñòâàõ Rn è Rm .

Òåîðåìà. Åñëè A � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî â Rn , B � èçìå-

ðèìîå ìíîæåñòâî â Rm , òî A × B � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî â Rn+m

è

µn+m(A×B) = µn(A)µm(B).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäâàðèòåëüíî óñòàíîâèì, ÷òî ñïðàâåäëèâû äâà

ðàâåíñòâà: 1) (A×B)◦ = A◦ ×B◦ ; 2) (A×B)− = A− ×B− .

1) Âîçüìåì òî÷êó z ∈ A×B . Îíà èìååò âèä z = (x, y) , ãäå x ∈ A ,

y ∈ B . Ïðè ýòîì ∥z∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 , òàê êàê

z = (z1, z2, . . . , zn+m) = (x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym),

îòêóäà

∥z∥2 =
n+m∑
i=1

z2i =
n∑

i=1

z2i +
n+m∑
i=n+1

z2i =
n∑

i=1

x2i +
m∑
j=1

y2j = ∥x∥2 + ∥y∥2.

Ïóñòü z0 = (x0, y0) ∈ (A×B)◦ . Òîãäà ñóùåñòâóåò Oε(z0) ∈ A×B .

Ïóñòü δ = ε
2 Åñëè x ∈ Oδ(x0) , y ∈ Oδ(y0) , òî z = (x, y) ∈ Oε(z0) , òàê

êàê ∥z − z0∥2 = ∥x− x0∥2 + ∥y − y0∥2 < δ2 + δ2 = ε2 , îòêóäà z ∈ A× B .

Ñëåäîâàòåëüíî, x0 ∈ Oδ(x0) ⊂ A , y0 ∈ Oδ(y0) ⊂ B . Çíà÷èò, x0 ∈ A◦ ,

y0 ∈ B◦ . Èòàê ìû äîêàçàëè, ÷òî (A×B)◦ ⊂ A◦ ×B◦ .

Îáðàòíî, ïóñòü z0 = (x0, y0) ∈ A◦ × B◦ , ò. å. x0 ∈ A◦ , y0 ∈ B◦ .

Òîãäà ñóùåñòâóþò ε1 , ε2 > 0 òàêèå, ÷òî Oε1(x0) ⊂ A , Oε2(y0) ⊂ B . Ïóñòü

ε = min{ε1, ε2} . Òîãäà Oε(z0) ⊂ Oε1(x0)×Oε2(y0) ⊂ A×B . Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè z = (x, y) ∈ Oε(z0) , òî ∥x − x0∥2 ≤ ∥z − z0∥2 < ε2 ≤ ε21 , îòêóäà

ñëåäóåò, ÷òî x ∈ Oε1(x0) . Àíàëîãè÷íî y ∈ Oε2(y0) . Èòàê, Oε(z0) ⊂ A×B ,

ò. å. z0 ∈ (A×B)◦ . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A◦ ×B◦ ⊂ (A×B)◦ .

2) Âñïîìíèì õàðàêòåðèçàöèþ òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ ÷åðåç ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè. Òî÷êà z0 = (x0, y0) ïðèíàäëåæèò (A × B)− òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ∃zk = (xk, yk) ∈ A × B : zk → z0 , k → ∞ ⇐⇒ ∃xk ∈ A :

xk → x0 è ∃yk ∈ B : yk → y0 ⇐⇒ x0 ∈ A− è y0 ∈ B− ⇐⇒ z0 ∈ A− ×B− .

Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìó. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî äâîè÷íûõ êóáîâ

Q ðàíãà k , ëåæàùèõ â (A×B)◦ = A◦ ×B◦ . Ëþáîé êóá Q ïðåäñòàâèì â

âèäå Q = Q1×Q2 , ãäå Q1 � äâîè÷íûé êóá ðàíãà k , ëåæàùèé â A◦ , Q2 �

äâîè÷íûé êóá ðàíãà k , ëåæàùèé â B◦ . Îáðàòíî, åñëè Q1 � äâîè÷íûé êóá

ðàíãà k , ëåæàùèé â A◦ , Q2 � äâîè÷íûé êóá ðàíãà k , ëåæàùèé â B◦ , òî Q

ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íûì êóáîì ðàíãà k , ëåæàùèì â (A×B)◦ . Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî l∗(k;A × B) = l∗(k;A) × l∗(k;B) . Óìíîæàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà

2−k(n+m) , ïîëó÷àåì 2−k(n+m)l∗(k;A×B) = 2−knl∗(k;A)× 2−kml∗(k;B) èëè
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µ∗(k;A × B) = µ∗(k;A) × µ∗(k;B) . Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè k → ∞ ,

ïîëó÷àåì µ∗(A×B) = µ∗(A)× µ∗(B) .

Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåì, ÷òî l∗(k;A × B) = l∗(k;A) × l∗(k;B)

(îáîñíóéòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî!). Êàê è â ñëó÷àå âíóòðåííåé ìåðû, îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî µ∗(A×B) = µ∗(A)× µ∗(B) .

Òàê êàê ìíîæåñòâà A è B èçìåðèìû, òî µ∗(A) = µ∗(A) = µn(A) ,

µ∗(B) = µ∗(B) = µm(B) . Çíà÷èò, µ∗(A×B) = µ∗(A×B) = µn(A)×µm(B) ,

ò. å. ìíîæåñòâî A×B èçìåðèìî è µn+m(A×B) = µn(A)µm(B) .

3.6 Êëàññû èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ

1) Ëþáîé îòðåçîê [a; b] èçìåðèì è µ([a; b]) = b− a .

à) Ïóñòü ñíà÷àëà êîíöû a è b îòðåçêà [a; b] ÿâëÿþòñÿ äâîè÷íûìè

÷èñëàìè ðàíãà N . Òîãäà îíè ÿâëÿþòñÿ òàêæå è äâîè÷íûìè ÷èñëàìè ðàíãà

k ≥ N . Ïðè ýòîì,

l∗(k; [a; b]) = (b− a)2k − 2, l∗(k; [a; b]) = (b− a)2k + 2,

îòêóäà

µ∗(k; [a; b]) = (b− a)− 21−k, µ∗(k; [a; b]) = (b− a) + 2−1−k.

Èìååì

lim
k→∞

µ∗(k; [a; b]) = lim
k→∞

µ∗(k; [a; b]) = b− a,

ïîýòîìó µ∗([a; b]) = µ∗([a; b]) = b − a . Èòàê, îòðåçîê [a; b] èçìåðèì è

µ([a; b]) = b− a .

á) Ïóñòü òåïåðü a è b � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a ̸= b . Äëÿ ëþáîãî k ∈ N ÷èñëà a è b ïðèíàä-

ëåæàò íåêîòîðûì äâîè÷íûì êóáàì [ak; ck] è [bk; dk] ðàíãà k . Ñëåäîâà-

òåëüíî, ak ≤ a ≤ ck , bk ≤ b ≤ dk . Ïðè ýòîì êóáû (îòðåçêè) [ak; ck]

âëîæåíû äðóã â äðóãà, è èõ äëèíû ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïî ïðèíöèïó âëîæåííûõ îòðåçêîâ ak , ck → a , k → ∞ . Àíàëîãè÷íî bk ,

dk → b , k → ∞ . Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k èìååì ck < bk , ïðè ýòîì
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[ck; bk] ⊂ [a; b] ⊂ [ak; dk] . Ïî ñâîéñòâó âíóòðåííåé è âíåøíåé ìåð ñ ó÷åòîì

ï. à)

ck − bk = µ([ck; bk]) = µ∗([ck; bk]) ≤ µ∗([a; b]) ≤
≤ µ∗([a; b]) ≤ µ∗([ak; dk]) = µ∗([ak; dk]) = dk − ak.

Ïðè k → ∞ ïîëó÷àåì

b − a = lim
k→∞

(ck − bk) ≤ µ∗([a; b]) ≤ µ∗([a; b]) ≤ lim
k→∞

(dk − ak) = b − a.

Îòñþäà µ∗([a; b]) = µ∗([a; b]) = b − a , îòðåçîê [a; b] èçìåðèì è åãî ìåðà

µ([a; b]) = b− a .

Ñëåäñòâèå 1. Ëþáîé ïàðàëëåëåïèïåä
∏n

i=1[ai; bi] èçìåðèì è

µ

( n∏
i=1

[ai; bi]

)
=

n∏
i=1

(bi − ai).

Ñëåäñòâèå 2. Ëþáîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî â Rn ÿâëÿåòñÿ íóëü-

ìíîæåñòâîì.

Ïóñòü C � êðèâàÿ â Rn ñ ïðåäñòàâëåíèåì

x = x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t), 0 ≤ t ≤ 1.

Êðèâàÿ C íàçûâàåòñÿ ñïðÿìëÿåìîé, åñëè

l(C) = sup
τ

p∑
i=1

√√√√ n∑
k=1

(xi(tk)− xi(tk−1))2 < +∞,

ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿì 0 = t0 < t1 < . . . < tp = 1

îòðåçêà [0; 1] . ×èñëî l(C) íàçûâàåòñÿ äëèíîé êðèâîé C .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü C � ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ â Rn , n ≥ 2 . Òîãäà

C ÿâëÿåòñÿ íóëü-ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü l � äëèíà êðèâîé C . Ôèêñèðóåì m ∈ N .
Ðàçîáúåì êðèâóþ C íà (2m) ÷àñòåé C1 , C2, . . . , C2m äëèíû l

2m òî÷êàìè
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P1 , P2, . . . , P2m−1 . Ðàññìîòðèì êóá Qk öåíòðîì â òî÷êå Pk è äëèíîé ñòî-

ðîíû l
m . Òîãäà Ck ∪ Ck+1 ⊂ Qk , ïîýòîìó C ⊂ ∪2m−1

k=1 Gk . Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî

0 ≤ µ∗(C) ≤
2m−1∑
k=1

µ∗(Qk) =
2m−1∑
k=1

µ(Qk) = (2m− 1)

(
l

m

)n

≤ 2ln

mn−1
→ 0,

m → ∞ . Ñëåäîâàòåëüíî, µ∗(C) = 0 , ò. å. C ÿâëÿåòñÿ íóëü-ìíîæåñòâîì.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R2 , ãðàíèöà êî-

òîðîé ÿâëÿåòñÿ ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé C . Òîãäà D èçìåðèìà.

Òåîðåìà 2. Ãðàôèê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà êîì-

ïàêòíîì ìíîæåñòâå â Rn , ÿâëÿåòñÿ íóëü ìíîæåñòâîì â Rn+1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : A → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, A �

êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â Rn . Ïî òåîðåìå Êàíòîðà ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíà, ò. å.

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x1, x2 ∈ A (∥x1 − x2∥ < δ =⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε).

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî äâîè÷íûõ êóáîâ ðàíãà k , êîòîðûå ïåðåñå-

êàþòñÿ ñ A− = A . Òàê êàê ìíîæåñòâî A êîìïàêòíî, òî èõ ÷èñëî îãðàíè-

÷åíî. Îáîçíà÷èì ýòè êóáû ÷åðåç Q1 , Q2, . . . , Ql . Îòìåòèì, ÷òî äèàìåòð

êàæäîãî êóáà Qj ðàâåí
√
n

2n . Ïóñòü k = k(δ) âûáðàíî íàñòîëüêî áîëü-

øèì, ÷òî
√
n

2n < δ . Îáîçíà÷èì Mi = maxx∈Q∩A f(x) , mi = minx∈Q∩A f(x) .

Ýòè âåëè÷èíû ñóùåñòâóþò â ñèëó òåîðåìû Âåéåðøòðàññà. Â ñèëó âûáîðà

δ èìååì Mi − mi < ε . Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàôèê Γf ⊂ ∪l
i=1Qi × [mi;Mi] .

Òîãäà

µ∗(Γ) ≤
l∑

i=1

µ∗(Qi × [mi;Mi]) =
l∑

i=1

µ(Qi × [mi;Mi]) =

=
l∑

i=1

µ(Qi)(Mi −mi) ≤ ε
l∑

i=1

µ(Qi) = εµ∗(k;A).

Èòàê, äëÿ ëþáûõ ε > 0 è k ≥ k(δ) èìååì µ∗(Γ) ≤ εµ∗(k;A) .

Óñòðåìëÿÿ k → ∞ , ïîëó÷àåì µ∗(Γ) ≤ εµ∗(A) . Íàêîíåö, óñòðåìëÿÿ ε ê

íóëþ, ïîëó÷àåì µ∗(Γ) ≤ 0 , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî µ∗(Γ) = 0 .
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Ïðèìåð. Ïîêàæåì, ÷òî øàð Bn(R) := {x ∈ Rn | ∥x∥ ≤ R} ,
R > 0 , èçìåðèì. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, è åãî

ãðàíèöó ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå ãðàôèêîâ äâóõ íåïðåðûâ-

íûõ ôóíêöèé xn =
√

R2 −
∑n−1

i=1 x2i , xn = −
√

R2 −
∑n−1

i=1 x2i , çàäàííûõ

íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå Bn−1(R) . Ïîñêîëüêó ïî äîêàçàííîé òåîðåìå

ýòè ãðàôèêè ÿâëÿþòñÿ íóëü-ìíîæåñòâàìè, ïî ñâîéñòâàì ìíîæåñòâ ìåðû

íóëü è ãðàíèöà ∂Bn(R) ÿâëÿåòñÿ íóëü-ìíîæåñòâîì. Ïî ïåðâîìó êðèòåðèþ

èçìåðèìîñòè øàð Bn(R) èçìåðèì.

3.7 Ïðåîáðàçîâàíèÿ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ

I) Ñäâèã. Ïóñòü A ⊂ Rn , c ∈ Rn . Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

c+ A := {c+ x | x ∈ A}.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî c+A ïîëó÷åíî èç ìíîæåñòâà A ñäâèãîì

íà âåêòîð c .

Òåîðåìà. Åñëè ìíîæåñòâî A èçìåðèìî, äëÿ ëþáîãî c ∈ Rn ìíî-

æåñòâî c+ A òàêæå èçìåðèìî è µ(c+ A) = µ(A) .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî A ÿâëÿ-

åòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäîì Π =
∏n

i=1[ai; bi] . Òîãäà c+Π =
∏n

i=1[ci+ai; ci+bi]

� ïàðàëëåëåïèïåä, ñëåäîâàòåëüíî, èçìåðèìîå ìíîæåñòâî. Åãî ìåðà

µ(c+Π) =
n∏

i=1

[(ci + bi)− (ci + ai)] =
n∏

i=1

(bi − ai) = µ(Π).

2) Ïóñòü òåïåðü A � ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî. Ðàññìîò-

ðèì äâîè÷íûå êóáû Q1 , Q2, . . . , Ql , ðàíãà k , êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â A◦

è äâîè÷íûå êóáû Q′
1 , Q

′
2, . . . , Q

′
m , ðàíãà k , êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ñ A− .

Òîãäà
∑l

i=1 µ(Qi) = µ∗(k;A) ,
∑m

i=1 µ(Q
′
i) = µ∗(k;A) . Èìååì

∪l
i=1(c+Qi) = c+ ∪l

i=1Qi ⊂ c+ A ⊂ c+ ∪m
i=1Q

′
i = ∪m

i=1(c+Q′
i).

Äëÿ ëþáûõ i ̸= j î÷åâèäíî, ÷òî

µ((c+Qi) ∩ (c+Qj)) = 0, µ((c+Q′
i) ∩ (c+Q′

j)) = 0,
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ïîýòîìó

µ∗(k;A) =
l∑

i=1

µ(Qi) =
l∑

i=1

µ(c+Qi) = µ
(
∪l
i=1(c+Qi)

)
=

= µ∗
(
∪l
i=1(c+Qi)

)
≤ µ∗(c+ A) ≤ µ∗(c+ A) ≤ µ∗ (∪m

i=1(c+Q′
i)) =

= µ (∪m
i=1(c+Q′

i)) =
m∑
i=1

µ(c+Q′
i) =

m∑
i=1

µ(Q′
i) = µ∗(k;A).

Èòàê, µ∗(k;A) ≤ µ∗(c + A) ≤ µ∗(c + A) ≤ µ∗(k;A) . Óñòðåìëÿÿ k → ∞ ,

ïîëó÷àåì µ(A) ≤ µ∗(c + A) ≤ µ∗(c + A) ≤ µ(A) , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

µ∗(c + A) = µ∗(c + A) = µ(A) . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî c + A

èçìåðèìî è µ(c+ A) = µ(A) .

Ïóñòü ϕ : Rn → Rn � ïðîèçâîëüíîå îáðàòèìîå ëèíåéíîå îòîáðàæå-

íèå. Â êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðû äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáîå òàêîå ïðåîáðàçî-

âàíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè ñëåäóþùèõ îòîáðàæåíèé:

I) (x1, x2, . . . , xn) 7→ (αx1, x2, . . . , xn) , α ̸= 0 ,

II) (x1, x2, . . . , xi−1, xi, xi+1, xi+2, . . . , xn) 7→
7→ (x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, xi, xi+2, . . . , xn) ,

III) (x1, x2, . . . , xn) 7→ (x1 + x2, x2, . . . , xn) .

Ëåììà. Ïóñòü Q � íåêîòîðûé êóá â Rn , ÿâëÿþùèéñÿ ïðîèç-

âåäåíèåì îòðåçêîâ. Ïðè ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè ϕ îäíîãî èç òèïîâ

I−III êóá Q ïåðåõîäèò â èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, ìåðà êîòîðîãî ðàâíà

µ(Q) äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé òèïà II èëè III è |α|µ(Q) äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé

òèïà I .

Äîêàçàòåëüñòâî. I) Ïîñêîëüêó ïîñëåäíèå (n−1) êîîðäèíàò íå ìå-

íÿþòñÿ, à ïåðâàÿ óìíîæàåòñÿ íà α , ñ ó÷åòîì òåîðåìû ìåðå ïðîèçâåäåíèÿ

äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé n = 1 . Èìååì Q = [a; b] , αQ = [αa;αb] ,

α > 0 ; αQ = [αb;αa] , α < 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, αQ èçìåðèìî êàê îòðå-

çîê è µ(αQ) = α(b − a) , α > 0 ; µ(αQ) = −α(b − a) , α < 0 . Èòàê,

µ(αQ) = |α|µ(Q) .

II) Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé n = 2 . Ïðåîáðàçîâàíèå

(x1, x2) 7→ (x2, x1) ïåðåâîäèò êâàäðàò [a; b]× [c; d] â êâàäðàò [c; d]× [a; b] ,

ò. å. èçìåðèìîå ìíîæåñòâî òîé æå ìåðû.
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III) Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé n = 2 . Ïðåîáðàçîâàíèå

(x1, x2) 7→ (x1 + x2, x2) ïåðåâîäèò êâàäðàò Q = [a; b]× [c; d] â ïàðàëëåëî-

ãðàìì ñ âåðøèíàìè (a+c; c) , (a+d; d) , (b+c; c) , (b+d; d) . Î÷åâèäíî ýòî

� èçìåðèìîå ìíîæåñòâî. Íàéäåì åãî ìåðó. Òàê êàê ïðè ñäâèãå ìåðà íå

ìåíÿåòñÿ, òî îñóùåñòâèì ñäâèã ïàðàëëåëîãðàììà íà âåêòîð (−(a+c),−c) .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïàðàëëåëîãðàìì ñ âåðøèíàìè (0, 0) , (d−c, d−c) ,

(b− a, 0) , (b− a + d− c, d− c) . Òàê êàê d− c = b− a = q , ãäå q � äëè-

íà ñòîðîíû êâàäðàòà, òî ïîëó÷àåì ïàðàëëåëîãðàìì ñ âåðøèíàìè (0, 0) ,

(q, q) , (q, 0) , (2q, q) . Ðàçäåëèì ýòîò ïàðàëëåëîãðàìì ïðÿìîé {x1 = q} íà

äâà òðåóãîëüíèêà, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ïî ñòîðîíå, ò. å. ìíîæåñòâó ìåðû

íóëü. Ñäâèãàÿ ïðàâûé òðåóãîëüíèê âëåâî, ìîæíî ñîñòàâèòü èç íèõ êâàä-

ðàò â âåðøèíàìè (0, 0) , (0, q) , (q, 0) , (q, q) , ïðè÷åì òðåóãîëüíèêè òàêæå

ïåðåñåêàþòñÿ ïî ìíîæåñòâó ìåðû íóëü. Ó÷èòûâàÿ ýòî è èíâàðèàíòíîñòü

ìåðû ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñàõ, âèäèì, ÷òî ìåðà îáðàçà êâàäðàòà ñîâ-

ïàäàåò ñ ìåðîé êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé q . Èòàê, µ(ϕ(Q)) = q2 = µ(Q) .

Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ϕ � ëèíåéíîå íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå â

Rn îäíîãî èç òèïîâ I− III , Q � êóá â Rn , òî åãî îáðàç ϕ(Q) èçìåðèì

è µ(ϕ(Q)) = | det[ϕ]|µ(Q) , ãäå [ϕ] � ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ ϕ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå I) ìàòðèöà [ϕ] ìàòðèöà äèàãîíàëüíà è

íà åå ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò åäèíèöû, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî ýëåìåíòà,

ðàâíîãî α . Òàêèì îáðàçîì, det[ϕ] = α . Âî âòîðîì è òðåòüåì ñëó÷àÿõ

î÷åâèäíî det[ϕ] = 1 .

Òåîðåìà 1. Åñëè ϕ � ëèíåéíîå íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå â

Rn , A � ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî â Rn , òî åãî îáðàç ϕ(A)

èçìåðèì è µ(ϕ(A)) = | det[ϕ]|µ(A) , ãäå [ϕ] � ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ ϕ .

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ϕ � ëèíåé-

íîå ïðåîáðàçîâàíèå â Rn îäíîãî èç âèäîâ I−III . Èñïîëüçóåì òó æå èäåþ

äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî è äëÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà. Ïóñòü äâîè÷íûå êóáû

Q1 , Q2, . . . , Ql ðàíãà k ñîäåðæàòñÿ â A◦ , äâîè÷íûå êóáû Q′
1 , Q

′
2, . . . , Q

′
m
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ðàíãà k ïåðåñåêàþòñÿ ñ A− . Òîãäà

∪l
i=1Qi ⊂ A ⊂ ∪m

i=1Q
′
i, ∪l

i=1ϕ(Qi) ⊂ ϕ(A) ⊂ ∪m
i=1ϕ(Q

′
i).

Â ñèëó ïðåäûäóùåé ëåììû

µ(ϕ(Qi)) = | det[ϕ]|µ(Qi), µ(ϕ(Q′
i)) = | det[ϕ]|µ(Q′

i).

Ïðèìåíÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è äëÿ ñëó÷àÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà,

ïîëó÷àåì

l∑
i=1

µ(ϕ(Qi)) ≤ µ∗(ϕ(A)) ≤ µ∗(ϕ(A)) ≤
m∑
i=1

µ(ϕ(Q′
i)),

îòêóäà

| det[ϕ]|µ∗(k;A) = | det[ϕ]|
l∑

i=1

µ(Qi) ≤ µ∗(ϕ(A)) ≤

≤ µ∗(ϕ(A)) ≤ | det[ϕ]|
m∑
i=1

µ(Q′
i) = | det[ϕ]|µ∗(k;A).

Ïðè k → ∞ âåëè÷èíû µ∗(k;A) , µ
∗(k;A) ñòðåìÿòñÿ ê µ(A) , ïîýòîìó èç

ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

| det[ϕ]|µ(A) ≤ µ∗(ϕ(A)) ≤ µ∗(ϕ(A)) ≤ | det[ϕ]|µ(A).

Çíà÷èò, µ∗(ϕ(A)) = µ∗(ϕ(A)) = | det[ϕ]|µ(A) . Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæå-
ñòâî ϕ(A) èçìåðèìî è µ(ϕ(A)) = | det[ϕ]|µ(A) .

á) Â îáùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâèì ϕ â âèäå ϕ = ϕ1 ◦ϕ2 ◦ . . .◦ϕp , ãäå ϕj

èìåþò âèä I−III . Òàê êàê äëÿ íèõ óòâåðæäåíèå ëåììû óæå óñòàíîâëåíî,

èìååì

µ(ϕ(A)) = µ(ϕ1◦ϕ2◦ . . .◦ϕp(A)) = | det[ϕ1]|·| det[ϕ2]|· . . . ·| det[ϕp]|µ(A) =
= | det[ϕ1 ◦ ϕ2 ◦ . . . ◦ ϕp]|µ(A) = | det[ϕ]|µ(A).

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ëþáîå îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå â Rn . Òàê

êàê îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâåí ïî ìîäóëþ åäè-

íèöå, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè îðòîãîíàëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè ìåðà ìíîæåñòâ
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íå ìåíÿåòñÿ. Òàê êàê ìåðà íå ìåíÿåòñÿ è ïðè ñäâèãå, ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðà-

âåäëèâà

Òåîðåìà 2. Ïðè ëþáîì äâèæåíèè â Rn èçìåðèìûå ìíîæåñòâà

ïåðåõîäÿò â èçìåðèìûå òîé æå ìåðû.
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