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Рис. 1.5: Надграфик функционала F .

3 Выпуклые функционалы и их свойства.

С каждым функционалом F : V → R1 можно связать два множества

domF = {η ∈ V : F (η) < +∞} 9),

epiF =
{
{η, a} ∈ V ×R1 : F (η) ≤ a

}
10).

Первое из этих множеств называется эффективной областью опреде-
ления функционала F , второе – его надграфиком (см. рис. 1.5).

Определение 3.1. Функционал F : V → R1 называется собствен-
ным, если domF ̸= ∅, и F (η) > −∞ для всех η ∈ V . ♢

Определение 3.2. Функционал F : V → R1 называется выпук-
лым, если его надграфик epiF является выпуклым множеством. ♢

Пусть V , H – гильбертовы пространства со скалярными произведени-
ями (·, ·)V и (·, ·)H соответственно. Введем на множестве V ×H операции
сложения и умножения на число по формулам

{u, y}+ {v, h} = {u+ v, y + h},
9) От английского слова domain - область.

10) От английского слова epigraph - надграфик.



32 Гл. 1. Элементы функционального анализа.

α {u, y} = {αu, α y} ∀ u, v ∈ V, ∀ y, h ∈ H, ∀α ∈ R1.

При этом нетрудно убедиться в том, что V ×H – линейное пространство.
Более того, легко проверить, что

({u, y}, {v, h})V×H = (u, v)V + (y, h)H ∀u, v ∈ V, ∀ y, h ∈ H

является скалярным произведением в V ×H, а пространство V ×H пол-
но, т.е. является гильбертовым.

В случае, когда H = R1, скалярное произведение в V ×R1 задается
формулой

({u, a}, {v, b})V×R1 = (u, v)V + a b ∀u, v ∈ V, ∀ a, b ∈ R1.

Последняя конструкция будет неоднократно встречаться нам в дальней-
шем.

Лемма 3.1. Функционал F : V → R1 является выпуклым тогда и
только тогда, когда для всех u, η ∈ V и любого числа λ ∈ [0, 1] справед-
ливо неравенство Иенсена

F (λu+ (1− λ) η) ≤ λF (u) + (1− λ)F (η).

Доказательство. Пусть F – выпуклый функционал, т.е. множество
epiF выпукло. Если F (u) = +∞ или F (η) = +∞, то неравенство Иенсе-
на, очевидно, выполнено. Предположим поэтому, что

F (u) ≤ a < +∞, F (η) ≤ b < +∞.

Точки {u, a}, {η, b} принадлежат epiF , следовательно, в силу выпукло-
сти epiF

λ {u, a}+ (1− λ) {η, b} = {λu+ (1− λ) η, λ a+ (1− λ) b} ∈ epiF,

т.е.
F (λu+ (1− λ) η) ≤ λ a+ (1− λ) b.

Если функционал F принимает в точках u и η конечные значения,
то, полагая a = F (u), b = F (η) (очевидно, что {u, F (u)} ∈ epiF ,
{η, F (η)} ∈ epiF ), получим, что неравенство Иенсена выполнено. Если
же F (u) = −∞ или F (η) = −∞, то нужно соответственно устремить a
или b к −∞, и окажется, что и в этом случае неравенство Иенсена также
имеет место.
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Наоборот, пусть для F выполнено неравенство Иенсена. Пусть точки
{u, a}, {η, b} принадлежат epiF , т.е. F (u) ≤ a, F (η) ≤ b. Тогда

F (λu+ (1− λ) η) ≤ λF (u) + (1− λ)F (η) ≤ λ a+ (1− λ) b,

а это означает, что

λ {u, a}+ (1− λ) {η, b} ∈ epiF.

Поэтому epiF – выпуклое множество, т.е. F – выпуклый функционал.

Пример 3.1. Из неравенства Иенсена вытекает, что индикатор-
ная функция выпуклого множества M

IM(η) =

 0, η ∈M,
+∞, η ̸∈M

является выпуклой.

Пример 3.2.Пусть A :V →V– линейный,ограниченный, самосопря-
женный, неотрицательный 11) оператор.Тогда функционал F : V → R1,
F (η) = (Aη, η) является выпуклым.

Действительно, для всех w, z из V имеем

(Aw,w)− (Az, z)− 2 (Az,w − z) = (A(w − z), w − z) ≥ 0,

или,
F (w) ≥ F (z) + 2 (Az,w − z) ∀w, z ∈ V.

Следовательно, для любых z, u, η ∈ V и любого числа λ ∈ [0, 1]

F (u) ≥ F (z) + 2 (Az, u− z) , (3.1)

F (η) ≥ F (z) + 2 (Az, η − z) . (3.2)

Полагая z = λu+(1−λ) η, умножая (3.1) на λ, (3.2) – на 1−λ и складывая
получившиеся неравенства, имеем:

λF (u) + (1− λ)F (η) ≥ F (z) + 2 (Az, λ u+ (1− λ) η − z) =

= F (λu+ (1− λ)η),

т.е. F – выпуклый функционал.
Укажем еще некоторые свойства выпуклых функционалов.

11) Линейный оператор A : V → V называется неотрицательным, если (Aη, η) ≥ 0 для
всех η ∈ V .


