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�1 Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

1.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

1.1.1. Ìåòðèêà, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òîïîëîãèÿ

Îïðåäåëåíèå 1. (Ìåòðèêà è ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî)

1. Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî è ïóñòü êàæäîé ïàðå åãî ýëåìåíòîâ x, y ïîñòàâëåíî â
ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ρ(x, y), óäîâëåòâîðÿþùåå äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ x, y, z ∈
X ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) ρ(x, y) > 0 è ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y;
2) ρ(x, y) = ρ(y, x) (àêñèîìà ñèììåòðèè);
3) ρ(x, y) 6 ρ(x, z) + ρ(z, y) (àêñèîìà òðåóãîëüíèêà).

(1)

×èñëî ρ(x, y) íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó ýëåìåíòàìè x è y, ôóíêöèÿ ρ(., .), çàäàííàÿ
íà X × X, íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî X, â êîòîðîì çàäàíà ìåòðèêà �
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ).

2. Åñëè X1 ⊂ X, òî (X1, ρ) íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ).

Îïðåäåëåíèå 2. (Îãðàíè÷åííûå, ñõîäÿùèåñÿ è ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè)

1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ∈ X ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè
ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ∈ X è ÷èñëî R > 0 òàêèå, ÷òî ρ(xn, a) 6 R.

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ∈ X íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ X
òàêîé, ÷òî lim

n→∞
ρ(xn, x) = 0. Ýëåìåíò x � ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}.

Ìû èñïîëüçóåì äàëåå îáîçíà÷åíèÿ x = limxn è xn → x.

3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ∈ X íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé (èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
Êîøè), åñëè lim

n,m→∞
ρ(xn, xm) = 0.

4. Ïóñòü {xn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â X è 0 < n1 < n2 < · · · < nk < · · · � ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk

}, ñîñòàâëåííàÿ èç ýëåìåí-
òîâ {xn}, íàçûâàåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}: {xnk

} ⊂ {xn}.

Ëåììà 1. (Îñíîâíûå ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé)

1. Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò åäèíñòâåííûé ïðåäåë.

2. Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà.

3. Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà.

4. Ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäèòñÿ ê òîìó æå ïðåäå-
ëó.

5. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà â X è êàêàÿ-ëèáî åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõî-
äèòñÿ, òî è âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê òîìó æå ïðåäåëó.

6. Ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ñâîèõ àðãóìåíòîâ:

åñëè x = limxn, y = lim yn, òî ρ(x, y) = lim ρ(xn, yn).
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Äîêàçàòåëüñòâî.
1. Äîïóñòèì, ÷òî xn → x è xn → y. Òîãäà ρ(x, y) 6 ρ(x, xn) + ρ(xn, y) è ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî

íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→ ∞. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ρ(x, y) = 0, ïîýòîìó x = y.
2. Ïóñòü xn → x. Íàéäåì íîìåð N òàêîé, ÷òî ρ(xn, x) 6 1 ïðè n > N è ïîëîæèì R =

max{ρ(x1, x), . . . , ρ(xN , x), 1}. Âûáåðåì òî÷êó a = x â îïðåäåëåíèè îãðàíè÷åííîñòè {xn}, òîãäà
ρ(xn, x) 6 R äëÿ âñåõ n.

3. Åñëè xn → x, òî ρ(xn, xm) 6 ρ(x, xn) + ρ(x, xm) → 0 ïðè n,m→ ∞.
4. Ïóñòü x = limxn è {xnk

} ⊂ {xn}. Ïîñêîëüêó ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ρ(xn, x)} ñòðåìèò-
ñÿ ê íóëþ, òî è åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ρ(xnk

, x)} ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
5. Ïóñòü {xn} ôóíäàìåíòàëüíà â X è x = limxnk

äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xnk
}.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è íàéäåì n(ε) òàêîå, ÷òî

ρ(xnk
, xn) <

ε

2
è ρ(xnk

, x) <
ε

2
ïðè n, nk > n(ε).

Òîãäà ρ(xn, x) 6 ρ(xn, xnk
) + ρ(xnk

, x) < ε ïðè n > n(ε), ò.å. x = limxn.
6. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî

|ρ(x′, y′)− ρ(x, y)| 6 ρ(x′, x) + ρ(y′, y). (2)

Âîñïîëüçîâàâøèñü íåñêîëüêî ðàç íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷èì:

ρ(x′, y′)− ρ(x, y) 6 ρ(x′, x) + ρ(x, y′)− ρ(x, y) 6 ρ(x′, x)+

+ ρ(x, y) + ρ(y, y′)− ρ(x, y) = ρ(x′, x) + ρ(y, y′).

Ïîìåíÿâ ìåñòàìè x, y è x′, y′, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà, îòêóäà ñëåäóåò (2).
Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ýòî íåðàâåíñòâî ê ïàðàì xn, yn è x, y:

|ρ(xn, yn)− ρ(x, y)| 6 ρ(xn, x) + ρ(yn, y) → 0 ïðè n→ ∞.

Îïðåäåëåíèå 3. (Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà)

1. Îòêðûòûì øàðîì ðàäèóñà r > 0 ñ öåíòðîì a ∈ X â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X = (X, ρ)
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî B(a, r) = {x ∈ X : ρ(a, x) < r}.

2. Òî÷êà x ∈ A ìíîæåñòâà A ⊂ X íàçûâàåòñÿ åãî âíóòðåííåé òî÷êîé, åñëè ñóùåñòâóåò îò-
êðûòûé øàð B(x, r) ⊂ A. Ìíîæåñòâî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷åê ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ
âíóòðåííîñòüþ A è îáîçíà÷àòñÿ intA.

3. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè intA = A.

4. Òî÷êà a ∈ X íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A ⊂ X, åñëè ëþáàÿ åå îêðåñòíîñòü
B(a, r) = {x ∈ X : ρ(a, x) < r}, r > 0, ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó òî÷êó ìíîæåñòâà A, îòëè÷-
íóþ îò a:

B(a, r) ∩ (A \ a) ̸= ∅ ∀r > 0. (3)

5. Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.

6. Ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî B ⊂ X, ñîäåðæàùåå òî÷êó a ∈ X íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ
a. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ â êà÷åñòâå îêðåñòíîñòè òî÷êè a ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îò-
êðûòûé øàð B(a, r) = {x ∈ X : ρ(a, x) < r}.
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Ëåììà 2. Ìíîæåñòâî A ⊂ X îòêðûòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çàìêíóòî åãî äîïîëíåíèå
X \A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A îòêðûòî. Äîïóñòèì, ÷òî ìíîæåñòâî X \ A íå çàìêíóòî. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ó íåãî ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíàÿ òî÷êà a /∈ X \ A, à, çíà÷èò, ïðèíàäëåæàùàÿ A. Òîãäà a äîëæíà
áûòü âíóòðåííåé òî÷êîé îòêðûòîãî ìíîæåñòâà A. Íî ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëüíîé òî÷êè ìíîæåñòâà
X \ A øàð B(a, r) ïðè ëþáîì r > 0 èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ X \ A, ò.å íå ìîæåò ïîëíîñòüþ
âõîäèòü â A, òàê ÷òî òî÷êà a íå âõîäèò â A. Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü òåïåðü ìíîæåñòâî X \ A çàìêíóòî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó a ∈ A è äîêàæåì, ÷òî
îíà âíóòðåííÿÿ, ò.å. íàéäåòñÿ øàð B(a, r) ⊂ A. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê, òîãäà ïåðåñå÷åíèå øàðà
B(a, r) ëþáîãî ðàäèóñà r > 0 ñ ìíîæåñòâîì (X\A)\{a} íå ïóñòî. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî a � ïðåäåëüíàÿ
òî÷êà ìíîæåñòâà X \A, åìó íå ïðèíàäëåæàùàÿ. Ñíîâà ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî îòêðûòûì è çàìêíóòûì, ïîýòîìó èç
äîêàçàííîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî âñå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî îòêðûòûì è çàìêíóòûì
ìíîæåñòâîì.

Ëåììà 3. Îáúåäèíåíèå ëþáîé ñîâîêóïíîñòè îòêðûòûõ ìíîæåñòâ è ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè.

Ïåðåñå÷åíèå ëþáîé ñîâîêóïíîñòè çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ è îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíó-
òûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñôîðìóëèðîâàííûõ óòâåðæäåíèé îïèðàåòñÿ íà îïðåäåëåíèÿ îò-
êðûòîãî è çàìêíóòîãî ìíîæåñòâ è èçâåñòíûé ïðèíöèï äîïîëíèòåëüíîñòè â òåîðèè ìíîæåñòâ:

X \
⋃
α

Aα =
⋂
α

(X \Aα), X \
⋂
α

Aα =
⋃
α

(X \Aα).

Ëåììà 4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû a ∈ X áûëà ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A ⊂ X, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ∈ A, xn ̸= a∀n, ñõîäÿùàÿñÿ ê a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ (3). Òîãäà
äëÿ ëþáîãî n ìíîæåñòâî B(a, 1/n)∩ (A \ a) íå ïóñòî. Âûáðàâ èç íåãî òî÷êó xn, ïîëó÷èì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {xn} ∈ A, xn ̸= a ∀n, ñõîäÿùóþñÿ ê a.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü òåïåðü ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ∈ A, xn ̸= a ∀n, ñõîäÿùàÿñÿ
ê a. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî r > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð n1 òàêîé, ÷òî ρ(xn1 , a) < r, ò.å. xn1 ∈ B(a, r)∩(A\a).

Òî÷êè ìíîæåñòâà A, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè äëÿ A, íàçûâàþòñÿ èçîëèðîâàííûìè.
Îáúåäèíåíèå A è âñåõ åãî ïðåäåëüíûõ òî÷åê îáðàçóåò çàìûêàíèå A ìíîæåñòâà A.

1.1.2. Ñåïàðàáåëüíîñòü è ïîëíîòà

Îïðåäåëåíèå 4. (Ïëîòíûå ìíîæåñòâà è ñåïàðàáåëüíûå ïðîñòðàíñòâà)

1. Ïóñòü ìíîæåñòâà A,B ïðèíàäëåæàò ìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó (X, ρ). Ìíîæåñòâî A
íàçûâàåòñÿ ïëîòíûì â ìíîæåñòâå B, åñëè B ⊂ A.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà A = X ìíîæåñòâî A íàçûâàþò âñþäó ïëîòíûì â ïðîñòðàíñòâå X.

2. Ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, åñëè â íåì ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå âñþäó
ïëîòíîå ìíîæåñòâî.

ßñíî, ÷òî ýêâèâàëåíòíûìè îïðåäåëåíèÿìè âñþäó ïëîòíîãî â (X, ρ) ìíîæåñòâà A ÿâëÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå:

1. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ X è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò a ∈ A òàêîé, ÷òî ρ(x, a) < ε.
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2. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ X ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ∈ A, ñõîäÿùàÿñÿ ê x.

Îïðåäåëåíèå 5. (Ïîëíûå ïðîñòðàíñòâà) Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñ-
ëè ëþáàÿ åãî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë.

Åñëè (X, ρ) � ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî è X1 ⊂ X � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òî (X1, ρ) ÿâëÿåòñÿ ïîë-
íûì ïðîñòðàíñòâîì. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà è çàìêíóòîñòè
ìíîæåñòâà .

Òåîðåìà 1. (Ïðèíöèï âëîæåííûõ øàðîâ)
Ïóñòü â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ,

çàìêíóòûõ øàðîâ, ðàäèóñû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ:

B̄(ak+1, rk+1) ⊂ B̄(ak, rk) ∀k, rk → 0 ïðè k → ∞.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà a ∈
⋂
k

B̄(ak, rk).

Îáðàòíî, åñëè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ, çà-
ìêíóòûõ øàðîâ, ðàäèóñû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, òî ýòî ïðî-
ñòðàíñòâî ïîëíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåíòðîâ øàðîâ {ak} ôóíäàìåíòàëüíà, òàê êàê ïðè m > k ñïðàâåäëèâî am ∈

B̄(am, rm) ⊂ B̄(ak, rk), ò.å. ρ(am, ak) 6 rk. Â ñèëó ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) ñóùåñòâóåò ïðåäåë
lim
k→∞

ak = a ∈ X. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå k. Ïðè m > k ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå am ∈ B̄(ak, rk), à

èç ñâîéñòâà çàìêíóòîñòè øàðà ñëåäóåò, ÷òî è ïðåäåëüíàÿ òî÷êà a ∈ B̄(ak, rk). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
k èìååì a ∈

⋂
k

B̄(ak, rk).

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü òî÷êè a. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò åùå îäíà òî÷êà b ∈
⋂
k

B̄(ak, rk).

Òîãäà ïðè ëþáîì k ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ρ(a, b) 6 ρ(a, ak) + ρ(ak, b) 6 rk → 0 ïðè k → ∞.
Çíà÷èò, ρ(a, b) = 0 ⇒ a = b.

Äîñòàòî÷íîñòü.
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} è äîêàæåì, ÷òî îíà èìååò

ïðåäåë. Âîçüìåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk
} ⊂ {xn} òàêóþ, ÷òî

ρ(xnk+1
, xnk

) <
1

2k

è øàðû B̄k = B̄(xnk
,

1

2k−1
). Èç íåðàâåíñòâ ρ(x, xnk

) 6 ρ(x, xnk+1
) + ρ(xnk+1

, xnk
) 6 1

2k
+

1

2k
=

1

2k−1

ñëåäóåò, ÷òî B̄k+1 ⊂ B̄k. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî ðàäèóñû øàðîâ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïî óñëîâèþ

òåîðåìû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàðîâ B̄k èìååò îáùóþ òî÷êó a ∈
⋂
k

B̄k.

Ïîñêîëüêó a è xnk
ïðèíàäëåæàò B̄k, òî ρ(a, xnk

) <
1

2k−1
→ 0, ò.å. òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xnk
}. Â ñèëó ëåììû 1, ï.5, è âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ ê a.

Çàìå÷àíèå 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
diamA = sup

x,y∈A
ρ(x, y)

äèàìåòð ìíîæåñòâà A â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ). Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
Êàíòîðà, ÿâëÿþùàÿñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû 1:

6



Òåîðåìà 2. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) ïîëíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü íåïóñòûõ, âëîæåííûõ è çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ Aa ⊃ A2 ⊃ · · · , äèàìåòðû êîòîðûõ
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå â X.

1.1.3. Èçîìåòðèÿ è ïîïîëíåíèå

Îïðåäåëåíèå 6. (Èçîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâ)
Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà (X1, ρ1) è (X2, ρ2) íàçûâàþòñÿ èçîìåòðè÷íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò

áèåêòèâíîå (âçàèìíî îäíîçíà÷íîå) îòîáðàæåíèå f : X1 → X2 òàêîå, ÷òî

ρ2(f(x), f(y)) = ρ1(x, y) ∀x, y ∈ X1.

Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ èçîìåòðèåé.

ßñíî, ÷òî âñå ìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ â îäíîì èç èçîìåòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ èìåþò ìåñòî è
â äðóãîì, ïîýòîìó ðàçëè÷èå ìåæäó òàêèìè ïðîñòðàíñòâàìè ñîñòîÿò ëèøü â êîíêðåòíîé ïðèðîäå
ýëåìåíòîâ, íî íå â ñóùåñòâåííûõ ñâîéñòâàõ ïðîñòðàíñòâ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñëóæèò îñíîâàíèåì
äëÿ îòîæäåñòâëåíèÿ èçîìåòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ.

Îïðåäåëåíèå 7. (Ïîïîëíåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ)
Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) íàçûâàåòñÿ ïîïîëíåíèåì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X0, ρ0),

åñëè

1. ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) � ïîëíîå;

2. ñóùåñòâóåò âñþäó ïëîòíîå â X ïîäìíîæåñòâî X̃ òàêîå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà (X0, ρ0) è (X̃, ρ)
èçîìåòðè÷íû.

Ïîïîëíåíèå (X, ρ) ÿâëÿåòñÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ìèíèìàëüíûì ïîëíûì ïðîñòðàíñòâîì, ñî-
äåðæàùèì (X0, ρ0).

Òåîðåìà 3. (Òåîðåìà î ïîïîëíåíèè)
Âñÿêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî èìååò ïîïîëíåíèå, åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåò-

ðèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå ïîïîëíåíèÿ.
1) Ïóñòü (X0, ρ0) � íåêîòîðîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàçîáüåì âñå ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè â ýòîì ïðîñòðàíñòâå íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Èìåííî, íàçîâåì ôóíäàìåíòàëüíûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} è {x̃n} ýêâèâàëåíòíûìè (áóäåì ïèñàòü {xn} ∼ {x̃n}), åñëè ρ(xn, x̃n) → 0
ïðè n → ∞. Â îäèí êëàññ îòíåñåì âñå ýêâèâàëåíòíûå ìåæäó ñîáîé ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè. ßñíî, ÷òî åñëè äâå ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýêâèâàëåíòíû òðåòüåé, òî
îíè ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé, ïîýòîìó îäíà è òà æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü
ðàçíûì êëàññàì. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè êàêîé-òî êëàññ ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, òî è âñå ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ýòîãî êëàññà ñõîäÿòñÿ ê òîìó æå ïðåäåëó.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè xn → x è {xn} ∼ {x̃n}, òî

ρ(x̃n, x) 6 ρ(x̃n, xn) + ρ(xn, x) → 0 ïðè n→ ∞.

Ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáîçíà÷èì ÷åðåç
X. Ýëåìåíòû X áóäåì îáîçíà÷àòü ãðå÷åñêèìè áóêâàìè ξ, η, ζ.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ρ : X×X → R ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü ξ, η � äâà ýëåìåíòà X è {xk} ∈ ξ,
{yk} ∈ η âûáðàíû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, òîãäà

ρ(ξ, η) = lim
k→∞

ρ0(xk, yk). (4)
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Äëÿ îáîñíîâàíèÿ êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèÿ (4) ñëåäóåò äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà è åãî íåçà-
âèñèìîñòü îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xk} ∈ ξ, {yk} ∈ η. Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì (2),
ïîëó÷èì

|ρ0(xk, yk)− ρ0(xm, ym)| 6 ρ0(xk, xm) + ρ0(yk, ym) → 0 ïðè k,m→ ∞,

ò.å. ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ρ0(xk, yk)} ôóíäàìåíòàëüíà, à çíà÷èò è ñõîäèòñÿ. Ïóñòü òåïåðü
{x′k} ∈ ξ, {y′k} ∈ η - äâå äðóãèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âîñïîëüçîâàâøèñü â î÷åðåäíîé ðàç íåðàâåí-
ñòâîì (2), ïîëó÷èì

|ρ0(xk, yk)− ρ0(x
′
k, y

′
k)| 6 ρ0(xk, x

′
k) + ρ0(yk, y

′
k) → 0 ïðè k, k′ → ∞,

ïîýòîìó ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ρ0(xk, yk)} è {ρ0(x′k, y′k)} èìåþò îäèí è òîò æå ïðåäåë.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèÿ ρ, îïðåäåëåííàÿ â (4) ÿâëÿåòñÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè ìåòðèêîé â

ïðîñòðàíñòâå X. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïåðâîé àêñèîìû ìåòðèêè íóæíî äîêàçàòü, ÷òî èç ðàâåíñòâà
ρ(ξ, η) = 0 ñëåäóåò ξ = η. Ñîõðàíèâ ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ, ìû âèäèì, ÷òî lim

k→∞
ρ0(xk, yk) = 0, ò.å.

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýêâèâàëåíòíû, à òîãäà êëàññû ξ è η ñîâïàäàþò. Óñëîâèå ñèììåòðèè âûïîëíÿåòñÿ
î÷åâèäíî. Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ρ(ξ, η) 6 ρ(ξ, ζ)+ ρ(ζ, η) ïîëó÷àåòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì èç
íåðàâåíñòâà

ρ0(xk, yk) 6 ρ0(xk, zk) + ρ0(zk, yk),

ãäå {xk} ∈ ξ, {yk} ∈ η è {zk} ∈ ζ.
Èòàê, ìíîæåñòâî X êëàññîâ ýêâèâàëåíòíûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â ïðîñòðàí-

ñòâå X0, îñíàùåííîå ìåòðèêîé (4), ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

2) Äîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) ÿâëÿåòñÿ ïîïîëíåíèåì (X0, ρ0).
Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî (X0, ρ0) èçîìåòðè÷íî (X̃, ρ) ñ íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì X̃, ïëîòíûì â

X. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà x ∈ X0 îáîçíà÷èì ÷åðåç ξx ∈ X êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ýêâè-
âàëåíòíûõ ñòàöèîíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (x, x, . . . , x, . . .}, èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, êëàññ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé, ñõîäÿùèõñÿ ê x. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàâåíñòâî ξx = ξy ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó x = y. Äàëåå,
ïîñêîëüêó â îïðåäåëåíèè ρ(ξx, ξy) = lim

k→∞
ρ0(xn, yn) ìîæíî áðàòü ëþáûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn ∈ ξx

è yn ∈ ξy, òî âîçüìåì ñòàöèîíàðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (x, x, . . . , x, . . .) è (y, y, . . . , y, . . .). Òîãäà
ñðàçó ïîëó÷èì ðàâåíñòâî ρ(ξx, ξy) = ρ0(x, y). Òàêèì îáðàçîì, (X0, ρ0) èçîìåòðè÷íî ïîäïðîñòðàíñòâó

(X̃, ρ), ãäå êàæäûé ýëåìåíò ïîäìíîæåñòâà X̃ � ýòî êëàññ ξx ñõîäÿùèõñÿ ê x ∈ X0 ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé.

Ìíîæåñòâî X̃ ïëîòíî âX: åñëè ξ ∈ X, òî âçÿâ êàêóþ-ëèáî ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xn} ∈ ξ, îïðåäåëÿþùóþ êëàññ ξ, ïîëó÷èì ξxn ∈ X̃ : ξxn → ξ â X. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε > 0
íàéäåòñÿ n(ε) òàêîé, ÷òî ρ0(xn, xm) < ε ïðè n,m > n(ε), ïîýòîìó

ρ(ξxn
, ξ) = lim

m→∞
ρ0(xn, xm) 6 ε ïðè n > n(ε). (5)

Äîêàæåì ïîëíîòó (X, ρ). Ïóñòü {ξn} ∈ X � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Âîçüìåì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εn → 0. Âîñïîëüçîâàâøèñü (5), äëÿ êàæäîãî n íàéäåì {xn} ∈ ξn òàê, ÷òî
ρ(ξxn , ξn) < εn. Òîãäà

ρ0(xn, xm) = ρ(ξxn , ξxm) 6 ρ(ξxn , ξn) + ρ(ξn, ξm) + ρ(ξm, ξxm) <

< εn + εm + ρ(ξn, ξm) → 0 ïðè n,m→ ∞.

Äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ôóíäàìåíòàëüíà â X0, ïîýòîìó
îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé êëàññ ξ ∈ X è ρ(ξxn

, ξ) → 0 ïðè n→ ∞. Òîãäà

ρ(ξn, ξ) 6 ρ(ξn, ξxn
) + ρ(ξxn

, ξ) < εn + ρ(ξxn
, ξ) → 0 ïðè n→ ∞,

ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} ∈ X ñõîäèòñÿ ê ξ ∈ X.
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Åäèíñòâåííîñòü ïîïîëíåíèÿ.

Ïóñòü (Y, ρy) � åùå îäíî ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà (X0, ρ0). Äîêàæåì, ÷òî îíî èçîìåòðè÷íî (X, ρ).
Ýëåìåíòû Y áóäåì îáîçíà÷àòü x̃, ỹ, . . ..

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x̃ ∈ Y . Îí ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ïîäìíî-
æåñòâà, èçîìåòðè÷íîãî X0, ïóñòü â X0 ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xk}. Òîãäà {xk} ôóíäàìåíòàëüíà è îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííûé êëàññ ξ ∈ X. Îáðàòíî, ïóñòü η ∈ X
è {yk} �êàêàÿ-ëèáî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç X0, îïðåäåëÿþùàÿ êëàññ η. Èçîìåò-
ðè÷íàÿ åé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â (Y, ρy) ôóíäàìåíòàëüíà â ïîëíîì ïðîñòðàíñòâå, ïîýòîìó èìååò
åäèíñòâåííûé ïðåäåë ỹ ∈ Y . Èòàê, óñòàíîâëåíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó X è Y .
Îñòàëîñü äîêàçàòü åãî èçîìåòðè÷íîñòü. Íî îíà ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ

ρ(ξ, η) = lim
n→∞

ρ0(xn, yn) = ρy(x̃, ỹ).

1.2 Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 8. (Îãðàíè÷åííûå è êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà )
Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ìíîæåñòâî K ⊂ X

1. îãðàíè÷åíî, åñëè ñóùåñòâóåò øàð B(a, r) ⊂ X ñ öåíòðîì â íåêîòîðîé òî÷êå a ∈ X è êîíå÷-
íîãî ðàäèóñà r > 0, ñîäåðæàùèé K;

2. ïðåäêîìïàêòíî (îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî), åñëè ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ K ñî-
äåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü;

3. êîìïàêòíî, åñëè ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ K ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
ñõîäÿùóþñÿ ê ýëåìåíòó èç K.

ßñíî èç îïðåäåëåíèé, ÷òî ìíîæåñòâî êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ïðåäêîìïàêòíî
è çàìêíóòî. Êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ êîìïàêòîì.

Èç êóðñà êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî â Rn êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâà ðàâíîñèëüíà åãî
îãðàíè÷åííîñòè è çàìêíóòîñòè, ñîîòâåòñòâåííî, ïðåäêîìïàêòíîñòü ðàâíîñèëüíà îãðàíè÷åííîñòè
ìíîæåñòâà. Â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà íåäî-
ñòàòî÷íî äëÿ åãî ïðåäêîìïàêòíîñòè. Êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè â ïðîèçâîëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå äàåò äîêàçàííàÿ íèæå òåîðåìà Õàóñäîðôà. Ïðåæäå, ÷åì åå ôîðìóëèðîâàòü, äàäèì îïðå-
äåëåíèå ε-ñåòè äëÿ ìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è ε > 0. Ìíîæåñòâî Aε ⊂ X íàçû-
âàåòñÿ ε-ñåòüþ äëÿ ìíîæåñòâà B ⊂ X, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ B íàéäåòñÿ y ∈ Aε òàêîé,
÷òî ρ(x, y) < ε.

Òåîðåìà 4. (òåîðåìà Õàóñäîðôà)
Äëÿ ïðåäêîìïàêòíîñòè K ⊂ X íåîáõîäèìî, à â ñëó÷àå ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà X è äîñòàòî÷-

íî, ÷òîáû ó ìíîæåñòâà K äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâîâàëà êîíå÷íàÿ ε-ñåòü (ò.å.ñîñòîÿùàÿ èç
êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü
Çàôèêñèðóåì ε > 0. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x1 ∈ K. Åñëè ρ(x, x1) < ε äëÿ ëþáîãî x ∈ K,

òî êîíå÷íàÿ (èç îäíîé òî÷êè) ε-ñåòü óæå ïîñòðîåíà. Èíà÷å ñóùåñòâóåò òî÷êà x2 ∈ K òàêàÿ, ÷òî
ρ(x2, x1) > ε. Åñëè òåïåðü x1, x2 îáðàçóþò ε-ñåòü äëÿK, òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Èíà÷å ñóùåñòâóåò
òî÷êà x3 ∈ K: ρ(x3, x1) > ε è ρ(x3, x2) > ε. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ëèáî ïîñòðîèì êîíå÷íóþ ε-
ñåòü äëÿ K, ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xi} ⊂ K, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà ρ(xi, xj) > ε
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äëÿ âñåõ i ̸= j. Íî èç òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåëüçÿ âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäêîìïàêòíîñòè K.

Äîñòàòî÷íîñòü
Ïóñòü {xn} ⊂ K � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë εk >

0, εk → 0. Äëÿ êàæäîãî εk ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ñåòü äëÿ ìíîæåñòâà K. Âîçüìåì ε1-ñåòü è îïèøåì
îêîëî êàæäîé èç òî÷åê ýòîé ñåòè øàð ðàäèóñà ε1. Êàæäàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ïîïàäåò
ïî êðàéíåé ìåðå â îäèí èç ýòèõ øàðîâ. À ïîñêîëüêó øàðîâ � êîíå÷íîå ÷èñëî, òî íàéäåòñÿ øàð,

ñîäåðæàùèé áåñêîíå÷íóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x(1)n } ⊂ {xn}. Òåïåðü îïèøåì îêîëî êàæäîé èç

òî÷åê ε2-ñåòè øàð ðàäèóñà ε2. Íàéäåòñÿ øàð, ñîäåðæàùèé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x(2)n } ⊂ {x(1)n }.
Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîñòðîèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x(k)n } ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, òàêèå
÷òî {x(k)n } ⊂ {x(k−1)

n } äëÿ âñåõ k. Ïðèìåíèì ïðîöåäóðó äèàãîíàëüíîãî âûáîðà è ïîñòðîèì ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü {x(n)n } ⊂ {xn}. Ïî ïîñòðîåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x(n)n } ⊂ {x(k)n } ïðè n > k, ïîýòîìó
ïðèíàäëåæèò øàðó ðàäèóñà εk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a öåíòð ýòîãî øàðà. Òîãäà ïðè n,m > k ñïðàâåä-
ëèâû íåðàâåíñòâà

ρ(x(n)n , x(m)
m ) 6 ρ(x(n)n , a) + ρ(a, x(m)

m ) < 2εk.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x(n)n } ôóíäàìåíòàëüíà. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ïðîñòðàíñòâî

X ïîëíîå, ïîýòîìó {x(n)n } ñõîäèòñÿ.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü (X, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùå-
ñòâóåò ïðåäêîìïàêòíàÿ ñåòü äëÿ ìíîæåñòâà K, òî îíî ïðåäêîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è ïóñòü E � ïðåäêîìïàêòíàÿ ε/2-ñåòü äëÿ K. Ïî
òåîðåìå 4 äëÿ E ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ε/2-ñåòü, îáîçíà÷èì åå F . Òîãäà F � êîíå÷íàÿ ε-ñåòü äëÿ K,
îòêóäà ñíîâà â ñèëó òåîðåìû 4 ñëåäóåò ïðåäêîìïàêòíîñòü K.

Ñëåäñòâèå 2. Ïðåäêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E = {a1, a2, . . . , an} � êîíå÷íàÿ 1-ñåòü äëÿ K è B(a, r) � øàð ðàäèóñà
r = max

16i6n
ρ(a, ai)+1 ñ öåíòðîì â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå a ∈ X. Òîãäà X ⊂ B(a, r). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ

ëþáîé òî÷êè x ∈ K íàéäåòñÿ íîìåð j òàêîé, ÷òî ρ(x, aj) < 1, ïîýòîìó

ρ(x, a) 6 ρ(x, aj) + ρ(a, aj) 6 1 + max
16i6n

ρ(a, ai),

ò.å. x ∈ B(a, r).

Îïðåäåëåíèå 10. (Ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâ)

1. Ïóñòü (X, ρ)� ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è A ⊂ X� íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Ñèñòåìà ìíî-

æåñòâ {Ci, i ∈ I} èç X ïîêðûâàåò A, åñëè A ⊂
⋃
i∈I

Ci.

2. Ïîêðûòèå{Ci, i ∈ I} íàçûâàåòñÿ

- êîíå÷íûì, åñëè îíî ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ìíîæåñòâ;

- îòêðûòûì, åñëè âñå ìíîæåñòâà Ci � îòêðûòûå.

3. Ïîäïîêðûòèå ïîêðûòèÿ {Ci, i ∈ I} � ýòî ÷àñòè÷íàÿ ñèñòåìà {Cik , ik ∈ J ⊂ I}, êîòîðàÿ
ïîêðûâàåò ìíîæåñòâî A.

Òåîðåìà 5. (òåîðåìà î êîíå÷íîì ïîêðûòèè) Ìíîæåñòâî K ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
(X, ρ) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîå åãî îòêðûòîå ïîêðûòèå ñîäåð-
æèò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

10



Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü K � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî è ñèñòåìà {Ci, i ∈ I} îáðàçóåò
îòêðûòîå ïîêðûòèå, èç êîòîðîãî íåëüçÿ âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Ïî òåîðåìå 4 Õàóñäîðôà
ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ 1-ñåòü {x1i , i = 1, 2, . . . , N1} äëÿ ìíîæåñòâà K. Îáîçíà÷èì A1

i = K ∩ B̄(x1i , 1).

Çäåñü è äàëåå B̄(a, r) � çàìêíóòûé øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå a. Òîãäà K =
N1⋃
i=1

A1
i è õîòÿ

áû îäíî èç ìíîæåñòâ A1
i1
íå èìååò êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ èç ñèñòåìû {Ci, i ∈ I}. Àíàëîãè÷íî,

ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ 1/2-ñåòü {x2i , i = 1, 2, . . . , N2} äëÿ ìíîæåñòâà A1
i1
è ìíîæåñòâî A2

i2 = A1
i1 ∩

B̄(x2i2 , 1/2), êîòîðîå íå èìååò êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ è ò.ä.
Â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíà ñèñòåìà âëîæåííûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ A1

i1
⊃ A2

i2
⊃ · · · , äèàìåòðó

êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïî òåîðåìå 2 ñóùåñòâóåò òî÷êà x. ïðèíàäëåæàùàÿ K è ïåðåñå÷åíèþ
ìíîæåñòâ Ak

ik
. Ýòà òî÷êà ïðèíàäëåæèò êàêîìó-ëèáî îòêðûòîìó ìíîæåñòâó Ci èç ïîêðûòèÿ, â êî-

òîðîå îíà âõîäèò âìåñòå ñ ε-îêðåñòíîñòüþ: B(x, ε) ⊂ Ci. Âûáåðåì n >
2

ε
, òîãäà An

in
⊂ Ci. Íî ýòî

íåâîçìîæíî, òàê êàê An
in
íå èìååò êîíå÷íûõ ïîäïîêðûòèé èç ñèñòåìû {Ci, i ∈ I}.

Äîñòàòî÷íîñòü.Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xn}, xn ∈
K, ó êîòîðîé íåò ïðåäåëüíûõ òî÷åê. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåìåíòû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî-
ïàðíî ðàçëè÷íû. Òîãäà êàæäàÿ òî÷êà x ∈ K èìååò îêðåñòíîñòü B(x, ε), â êîòîðîé íåò ÷ëåíîâ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} êðîìå, ìîæåò áûòü, ñàìîé òî÷êè x. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ îêðåñòíîñòåé
ïîêðûâàåò K. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû íàéäåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ýòèõ îêðåñòíîñòåé, ïîêðûâàþùèõ K:

K ⊂
N⋂
i=1

B(xi, εi). Òîãäà õîòÿ áû îäíà èç îêðåñòíîñòåé B(xi, εi) äîëæíà ñîäåðæàòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî

÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, íî ýòî íåâîçìîæíî ïî ïîñòðîåíèþ.

Òðåáîâàíèå êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ âåñüìà æåñòêèì è âûäåëÿåò ñðàâíèòåëüíî óç-
êèé êëàññ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, â ÷àñòíîñòè, áîëåå óçêèé, ÷åì ñåïàðàáåëüíûå è ïîëíûå ïðî-
ñòðàíñòâà, êàê óñòàíîâëåíî â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 6. Êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) ñåïàðàáåëüíî è ïîëíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòàíîâèì ñíà÷àëà ñåïàðàáåëüíîñòü X. Îáîçíà÷èì ÷åðåç An êîíå÷íûå 1/n-ñåòè

äëÿ X è ïîëîæèì A =

∞⋃
n=1

An. Ìíîæåñòâî A ñ÷åòíîå. Äîêàæåì, ÷òî îíî âñþäó ïëîòíî â X. ò.å. ÷òî

çàìûêàíèå Ā ñîâïàäàåò ñ X. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ X è äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n
íàéäåì xn ∈ An : ρ(x, xn) < 1/n. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ A ñõîäèòñÿ ê x, ò.å. x ÿâëÿåòñÿ
ïðåäåëüíîé òî÷êîé A, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äîêàæåì ïîëíîòó X. Ïóñòü {xn} ⊂ X � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â êîìïàêòíîì
ïðîñòðàíñòâå X. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ êîìïàêòíîñòè ó íåå ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {xnk

}, ïðåäåë êîòîðûé x0 ïðèíàäëåæèò X. Íî òîãäà ïî ëåììå 1, ï.5, è âñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ ê x0.

1.3 Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ êîìïàêòîâ è ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ

Ïóñòü çàäàíû äâà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà (X, ρx) è (Y, ρy) è çàäàíî ïðàâèëî f , ïî êîòîðîìó
êàæäîé òî÷êå x ∈ X ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðàÿ òî÷êà y ∈ Y . Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíî
îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y .

Åñëè çàäàíî îòîáðàæåíèå f : X → Y , òî òî÷êà y ∈ Y , êîòîðàÿ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå òî÷êå x ∈
X, íàçûâàåòñÿ îáðàçîì òî÷êè x è îáîçíà÷àåòñÿ f(x). Ëþáàÿ òî÷êà x, êîòîðîé ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
y, íàçûâàåòñÿ ïðîîáðàçîì y. Ìíîæåñòâî âñåõ ïðîîáðàçîâ òî÷êè y îáîçíà÷àåòñÿ f−1(y) è íàçûâàåòñÿ
ïîëíûì ïðîîáðàçîì òî÷êè y.

Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà M ⊂ X ìíîæåñòâî f(M) = {y ∈ Y : ∃x ∈ M,y = f(x)} ⊂ Y � îáðàç
ìíîæåñòâà M . Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà N ⊂ Y ìíîæåñòâî f−1(N) = {x ∈ X : y = f(x) ∈ N} ⊂ X �
(ïîëíûé) ïðîîáðàç ìíîæåñòâà N .
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Îïðåäåëåíèå 11. (Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå)
Îòîáðàæåíèå f(x) íåïðåðûâíî â òî÷êå x0 ∈ X, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ, ýêâèâà-

ëåíòíûõ, óñëîâèé:

1. (îïðåäåëåíèå Êîøè) äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî

∀x ∈ X : ρx(x, x0) < δ ⇒ ρy(f(x), f(x0)) < ε;

2. (îïðåäåëåíèå Ãåéíå) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ⊂ X, ñõîäÿùåéñÿ ê x0, ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {f(xn)} ⊂ Y ñõîäèòñÿ ê f(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèé íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f
â òî÷êå ("ïî Êîøè"è "ïî Ãåéíå") òàêîå æå, êàê è äëÿ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå.

Åñëè M � ýòî ìíîæåñòâî â X è îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî â êàæäîé òî÷êå M , òî îíî
íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì íà ìíîæåñòâå M .

Îïðåäåëåíèå 12. Îòîáðàæåíèå f(x), îïðåäåëåííîå â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå è ñî çíà÷åíè-
ÿìè â R, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì.

Òåîðåìà 7. Îòîáðàæåíèå f ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρx) â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
(Y, ρy) íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîîáðàç êàæäîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿ-
åòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü f íåïðåðûâíî è ïóñòü G ⊂ Y � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.
Åñëè x0 ∈ f−1(G), òî y0 = f(x0) ∈ G è âõîäèò â îòêðûòîå ìíîæåñòâî G âìåñòå ñ íåêîòîðîé ε-
îêðåñòíîñòüþ: {y : ρy(y, y0) < ε} ⊂ G. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ íåïðåðûâíîñòè íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå,
÷òî ρx(x, x0) < δ ⇒ ρy(y, y0) < ε. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x0 âõîäèò â f

−1(G) âìåñòå ñ δ-îêðåñòíîñòüþ, ò.å.
f−1(G) � îòêðûòîå.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ïðîîáðàç êàæäîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæå-
ñòâîì. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0 ∈ X è ïóñòü y0 = f(x0). Ïðîîáðàç ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè y0 �
ýòî îòêðûòîå ìíîæåñòâî G ∋ x0, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè x0, âõîäÿùàÿ â G. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ρx(x, x0) < δ ⇒ ρy(f(x), f(x0)) < ε, òàê ÷òî f íåïðåðûâíî â ò x0. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
x0 ∈ X îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî â X.

Òåîðåìà 8. Íåïðåðûâíûé îáðàç êîìïàêòà åñòü êîìïàêò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (X, ρx) � êîìïàêò, (Y, ρy) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è îòîáðàæåíèå f :
X → Y íåïðåðûâíî íà X. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} ⊂ f(X). Äëÿ êàæäîãî
yn âîçüìåì îäèí èç åãî ïðîîáðàçîâ xn : yn = f(xn). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ïðèíàäëåæèò
êîìïàêòíîìó ïðîñòðàíñòâó X, ïîýòîìó èç íåå ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü:
xnk

→ x0. Òàê êàê îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî, òî

f(xnk
) = ynk

→ y0 = f(x0) ∈ f(X).

Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî f(X) � êîìïàêò.

Ñëåäñòâèå 3. (Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà) Ïóñòü ôóíêöèîíàë f(x) îïðåäåëåí íà ìåòðè÷åñêîì
êîìïàêòå (X, ρ) è íåïðåðûâåí. Òîãäà îí îãðàíè÷åíà è äîñòèãàåò ñâîèõ ìàêñèìàëüíîãî è ìèíè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé òåîðåìå f(x) � êîìïàêò â R, ò.å. îãðàíè÷åííîå è çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî. Îòñþäà ñëåäóþò ñôîðìóëèðîâàííûå óòâåðæäåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 13. Îòîáðàæåíèå f : X → Y , îïðåäåëåííîå íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå M ìåò-
ðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρx) ñî çíà÷åíèÿìè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (Y, ρy) íàçûâàåòñÿ
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûì íà M , åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ = δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî

∀x, y ∈M : ρx(x, y) < δ ⇒ ρy(f(x), f(y)) < ε.

Òåîðåìà 9. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêîãî êîìïàêòà (X, ρx) â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî (Y, ρy) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f(x) îïðåäåëåíî íà ìåòðè÷åñêîì êîìïàêòå (X, ρx) è íåïðå-
ðûâíî. Äîïóñòèì, ÷òî îíî íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûì. Òîãäà íàéäåòñÿ ε0 > 0 òàêîå, ÷òî
äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n åñòü ïàðà (xn, yn) â X, äëÿ êîòîðîé

ρx(xn, yn) <
1

n
, â òî âðåìÿ, êàê ρy(f(xn), f(yn)) > ε0.

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè X èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå
x0 ∈ X ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk

}. Òîãäà è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ynk
} ñõîäèòñÿ ê x0. Â ñèëó

íåïðåðûâíîñòè f(x) ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå ρy(f(xnk
), f(ynk

)) → 0, à ïî ïðåäïîëîæå-
íèþ ρy(f(xn), f(yn)) > ε0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Ñëåäñòâèå 4. (òåîðåìà Êàíòîðà) Ïóñòü ôóíêöèîíàë f(x) îïðåäåëåí íà ìåòðè÷åñêîì êîìïàêòå
(X, ρ) è íåïðåðûâåí. Òîãäà îí ðàâíîìåðíî íåïðåðûâåí.

Îïðåäåëåíèå 14. Ìíîæåñòâî K ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ íåñâÿçíûì, åñëè ñóùå-
ñòâóþò äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâà C1 è C2, êàæäîå èç êîòîðûõ ïåðåñåêàåòñÿ
ñ K è îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ñîäåðæèò K. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî K � ñâÿçíîå.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü (X, ρx), (Y, ρy) � äâà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà, K ⊂ X � ñâÿçíîå ìíîæå-
ñòâî è îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî íà K. Òîãäà f(K) � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ñóùåñòâóþò äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ
ìíîæåñòâà C1 è C2 â (Y, ρy), êàæäîå èç êîòîðûõ ïåðåñåêàåòñÿ ñ f(K) è îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ñîäåð-
æèò f(K). Îáîçíà÷èì ÷åðåç D1 = f−1(C1) è D2 = f−1(C2) ïðîîáðàçû ýòèõ ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå
(X, ρx). Ñîãëàñíî òåîðåìå 7 ýòè ìíîæåñòâà îòêðûòû. Êðîìå òîãî, îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ, êàæäîå èç
íèõ èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñK, à èõ îáúåäèíåíèå ñîäåðæèòK. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òîK íåñâÿçíî,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 5. (òåîðåìà Áîëüöàíî-Êîøè) Ïóñòü ôóíêöèîíàë f(x) îïðåäåëåí íà ñâÿçíîì ìåò-
ðè÷åñêîì êîìïàêòå (K, ρ) è íåïðåðûâåí. Òîãäà îí ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [m,M ], ãäå
m = min

x∈K
f(x), M = max

x∈K
f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèîíàë f ïðèíèìàåò íàK ñâîè ìèíèìàëüíîåm è ìàêñèìàëüíîåM çíà÷åíèÿ
(ñì. ñëåäñòâèå 3 ê òåîðåìå 8), ïîýòîìó ìíîæåñòâî f(K) âõîäèò â îòðåçîê [m,M ] è òî÷êèm,M âõîäÿò
â ýòî ìíîæåñòâî. Íî f(K) � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, ïîýòîìó f(K) = [m,M ].

1.4 Ñæèìàþùèå îòîáðàæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 15. (Ñæèìàþùèå îòîáðàæåíèÿ è íåïîäâèæíûå òî÷êè)

1. Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Îòîáðàæåíèå A : X → X íàçûâàåòñÿ ñæèìàþ-
ùèì (èëè îòîáðàæåíèåì ñæàòèÿ), åñëè

∃α ∈ (0, 1) : ∀x, y ∈ X ⇒ ρ(Ax,Ay) 6 αρ(x, y). (6)

2. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ A : X → X, åñëè Ax = x.
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Òåîðåìà 11. (Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ)
Ïóñòü (X, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è A : X → X � ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå.

Òîãäà A èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0 ∈ X è ïî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå

xn = Axn−1, n = 1, 2, . . . (7)

ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}. Îíà ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé Äåéñòâèòåëüíî,

ρ(xn, xn+1) = ρ(Axn−1, Axn) 6 αρ(xn−1, xn) 6 · · · 6 αnρ(x0, x1),

îòêóäà

ρ(xn, xn+p) 6 ρ(xn, xn+1) + ρ(xn+1, xn+2) + · · · ρ(xn+p−1, xn+p) 6

6 (αn + αn+1 + · · ·αn+p−1)ρ(x0, x1) 6
αn

1− α
ρ(x0, x1) → 0 ïðè n→ ∞ ∀p ∈ N.

Â ñèëó ïîëíîòû X ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} èìååò ïðåäåë x∗ = lim
n→∞

xn. Äîêàæåì, ÷òî x
∗ � íåïî-

äâèæíàÿ òî÷êà A. Èìååì

ρ(x∗, Ax∗) 6 ρ(x∗, xn) + ρ(xn, Ax
∗) = ρ(x∗, xn) + ρ(Axn−1, Ax

∗) 6
6 ρ(x∗, xn) + αρ(x∗, xn−1) → 0 ïðè n→ ∞,

îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî ρ(x∗, Ax∗) = 0, ïîýòîìó Ax∗ = x∗.
Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü íåïîäâèæíîé òî÷êè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò âòîðàÿ íåïîäâèæ-

íàÿ òî÷êà y = Ay. Òîãäà ρ(x∗, y) = ρ(Ax∗, Ay) 6 αρ(x∗, y), α < 1. Ýòî íåðàâåíñòâî íåïðîòèâîðå÷èâî
òîëüêî ïðè ρ(x∗, y) = 0 ⇒ x∗ = y.

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà íàçûâàåòñÿ ïðèíöèïîì ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé. Ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà
(7) � ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Îí ïðåäîñòàâëÿåò àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ åäèíñòâåííîé
íåïîäâèæíîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ A. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè p→ ∞ â íåðàâåíñòâå

ρ(xn, xn+p) 6
αn

1− α
ρ(x0, x1),

ìû ïîëó÷àåì îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáëèæåíèé xn ê ðåøåíèþ x∞
óðàâíåíèÿ x = Ax:

ρ(xn, x∞) 6 αn

1− α
ρ(x0, x1).

Òåîðåìà 12. Ïóñòü n-àÿ ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ A : X → X, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì An =
A ◦A ◦ · · · ◦A︸ ︷︷ ︸

n

, n > 1, ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ñæàòèÿ â X. Òîãäà A èìååò åäèíñòâåííóþ íåïî-

äâèæíóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó An � ýòî ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå â X, òî îíî èìååò åäèíñòâåííóþ
íåïîäâèæíóþ òî÷êó x∗: x∗ = Anx∗. Èç ðàâåíñòâà Ax∗ = A(Anx∗) = An(Ax∗) ñëåäóåò, ÷òî Ax∗ �
òàêæå íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ An. Íî â ñèëó åå åäèíñòâåííîñòè x∗ = Ax∗, òàê ÷òî x∗ �
ýòî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà è îòîáðàæåíèÿ A.

Åäèíñòâåííîñòü íåïîäâèæíîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ A ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ íåïî-
äâèæíîé òî÷êîé An.
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1.5 Íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà è Ìèíêîâñêîãî

Ëåììà 5. Ïóñòü äâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëà p > 1, q > 1 ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì
1

p
+

1

q
= 1 (÷èñëà p

è q íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè). Òîãäà

uv 6 up

p
+
vq

q
∀u > 0,∀v > 0. (8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) =
xp

p
+

1

q
− x ïðè x > 0. Òàê êàê f ′(x) = xp−1 − 1 è

f”(x) = (p− 1)xp−2, òî f ′(1) = 0, f”(1) > 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â òî÷êå x = 1 ôóíêöèÿ f(x) äîñòèãàåò

ìèíèìóìà f(1) = 0, ïîýòîìó f(x) > 0 ïðè âñåõ x > 0, ò.å. x 6 xp

p
+

1

q
. Ïîëîæèâ â ýòîì íåðàâåíñòâå

x = uv1−q è çàòåì óìíîæèâ íà vq, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (8).

Òåîðåìà 13. (Íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà è Ìèíêîâñêîãî äëÿ ñóìì) Ïóñòü p > 1, q > 1 è
1

p
+

1

q
=

1, à x = (x1, x2, . . . , xn) è y = (y1, y2, . . . , yn) � âåêòîðû ñ äåéñòâèòåëüíûìè èëè êîìïëåêñíûìè
êîîðäèíàòàìè. Òîãäà ñïðàâåäëèâû

íåðàâåíñòâo Ã¼ëüäåðà
n∑

i=1

|xiyi| 6
( n∑
i=1

|xi|p
)1/p( n∑

i=1

|yi|q
)1/q

(9)

è íåðàâåíñòâo Ìèíêîâñêîãî

( n∑
i=1

|xi + yi|p
)1/p 6

( n∑
i=1

|xi|p
)1/p

+
( n∑
i=1

|yi|p
)1/p

. (10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ A =
( n∑
i=1

|xi|p
)1/p

,

B =
( n∑
i=1

|yi|q
)1/q

. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A > 0 è B > 0, ïîòîìó ÷òî ðàâåíñòâî íóëþ êàêîãî-ëèáî èç

ýòèõ ÷èñåë ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó íóëþ ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðà x èëè y, à òîãäà íåðàâåíñòâî

Ã¼ëüäåðà î÷åâèäíî âûïîëíåíî. Ïðèìåíèâ (8) ê ÷èñëàì u =
|xi|
A
, v =

|yi|
B

, ïðèäåì ê íåðàâåíñòâó

|xiyi|
AB

6 1

p

|xi|p

Ap
+

1

q

|yi|q

Bq
∀i = 1, 2, . . . , n.

Ïðîñóììèðîâàâ ýòè íåðàâåíñòâà ïî i = 1, 2, . . . , n, ïîëó÷èì:

1

AB

n∑
i=1

|xiyi| 6
1

pAp

n∑
i=1

|xi|p +
1

qBq

n∑
i=1

|yi|q =
1

p
+

1

q
= 1,

ò.å. íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

n∑
i=1

|xi+yi|p ̸= 0, ïîòî-

ìó ÷òî èíà÷å íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî î÷åâèäíî âûïîëíåíî. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Ã¼ëüäåðà
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è ðàâåíñòâîì (p− 1)q = p, ñïðàâåäëèâûì äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïîêàçàòåëåé p è q, ïðè ïðîâåäåíèè ñëå-
äóþùèõ îöåíîê:

n∑
i=1

|xi + yi|p 6
n∑

i=1

|xi||xi + yi|p−1 +

n∑
i=1

|yi||xi + yi|p−1 6

( n∑
i=1

|xi|p
)1/p( n∑

i=1

|xi + yi|(p−1)q
)1/q

+
( n∑
i=1

|yi|p
)1/p( n∑

i=1

|xi + yi|(p−1)q
)1/q

=

=

(( n∑
i=1

|xi|p
)1/p

+
( n∑
i=1

|yi|p
)1/p)( n∑

i=1

|xi + yi|p
)1/q

.

Ïîñëå äåëåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà íà ÷èñëî
( n∑
i=1

|xi + yi|p
)1/q

ïîëó÷èì íåðàâåí-

ñòâî Ìèíêîâñêîãî.

Ñëåäñòâèå 6. (Íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà è Ìèíêîâñêîãî äëÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ)

Ïóñòü p > 1, q > 1 è
1

p
+

1

q
= 1, à x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) è y = (y1, y2, . . . , yn, . . .) � ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Åñëè ñõîäÿòñÿ ðÿäû

∞∑
i=1

|xi|p è

∞∑
i=1

|yi|q, òî

ñõîäÿòñÿ òàêæå ðÿäû

∞∑
i=1

|xiyi| è
∞∑
i=1

|xi + yi|p è ñïðàâåäëèâû

íåðàâåíñòâo Ã¼ëüäåðà
∞∑
i=1

|xiyi| 6
( ∞∑
i=1

|xi|p
)1/p( ∞∑

i=1

|yi|q
)1/q

(11)

è íåðàâåíñòâo Ìèíêîâñêîãî

( ∞∑
i=1

|xi + yi|p
)1/p 6

( ∞∑
i=1

|xi|p
)1/p

+
( ∞∑
i=1

|yi|p
)1/p

. (12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà (9) ïðè ëþáîì n ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

n∑
i=1

|xiyi| 6
( n∑
i=1

|xi|p
)1/p( n∑

i=1

|yi|q
)1/q 6

( ∞∑
i=1

|xi|p
)1/p( ∞∑

i=1

|yi|q
)1/q

= const.

Èç ýòîé îöåíêè ïî êðèòåðèþ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè ñëåäóåò ñõîäèìîñòü

ðÿäà

∞∑
i=1

|xiyi| è íåðàâåíñòâî (11).

Àíàëîãè÷íî, â ñèëó íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî (10) ïðè ëþáîì n ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

( n∑
i=1

|xi + yi|p
)1/p 6

( ∞∑
i=1

|xi|p
)1/p

+
( ∞∑
i=1

|yi|p
)1/p 6

( ∞∑
i=1

|xi|p
)1/p

+
( ∞∑
i=1

|yi|p
)1/p

,

îòêóäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
i=1

|xi + yi|p è íåðàâåíñòâî (12).

Òåîðåìà 14. (Íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà è Ìèíêîâñêîãî äëÿ èíòåãðàëîâ)
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Ïóñòü p > 1, q > 1 è
1

p
+

1

q
= 1. Ïóñòü ôóíêöèè x(t) è y(t) èçìåðèìû íà îòðåçêå [a, b], à |x(t)|p

è |y(t)|q èíòåãðèðóåìû ïî Ëåáåãó íà [a, b]. Òîãäà ôóíêöèè |x(t)y(t)| è |x(t) + y(t)|p èíòåãðèðóåìû
íà [a, b] è ñïðàâåäëèâû

íåðàâåíñòâo Ã¼ëüäåðà

b∫
a

|x(t)y(t)|dt 6
( b∫
a

|x(t)|pdt
)1/p( b∫

a

|y(t)|qdt
)1/q

(13)

è íåðàâåíñòâo Ìèíêîâñêîãî

( b∫
a

|x(t) + y(t)|pdt
)1/p 6

( b∫
a

|x(t)|pdt
)1/p

+
( b∫
a

|y(t)|pdt
)1/p

. (14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ A =
( b∫
a

|x(t)|pdt
)1/p

, B =
( b∫
a

|y(t)|qdt
)1/q

. Ýòè ÷èñëà íåîò-

ðèöàòåëüíû. Åñëè êàêîå-ëèáî èç íèõ ðàâíî íóëþ, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ x(t) èëè y(t) ðàâíà
íóëþ ïî÷òè âñþäó íà [a, b]. Íî òîãäà è x(t)y(t) ðàâíà íóëþ ïî÷òè âñþäó íà [a, b], òàê ÷òî |x(t)y(t)|
èíòåãðèðóåìà íà [a, b] è ñïðàâåäëèâî (13).

Äàëåå ðàññìàòðèâàåì âàðèàíò A > 0, B > 0. Ïðèìåíèâ (8) ê ÷èñëàì u =
|x(t)|
A

, v =
|y(t)|
B

,
ïðèäåì ê íåðàâåíñòâó

|x(t)y(t)|
AB

6 1

p

|x(t)|p

Ap
+

1

q

|y(t)|q

Bq
ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b].

Èç íåãî ñëåäóåò èíòåãðèðóåìîñòü ôóíêöèè |x(t)y(t)|, à ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî îòðåçêó [a, b] �
íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà (13).

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè |x(t) + y(t)|p è íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî
(14). Ôóíêöèÿ f(u) = |u|p âûïóêëà ïðè p > 1, ïîýòîìó∣∣∣∣u+ v

2

∣∣∣∣p 6 1

2
|u|p + 1

2
|v|p ∀u, v ∈ R.

Ïðèìåíèâ ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì:

|x(t) + y(t)|p 6 2p−1(|x(t)|p + |y(t)|p) ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b],

îòêóäà ñëåäóåò èíòåãðèðóåìîñòü |x(t) + y(t)|p íà [a, b].
Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî îòðåçêó [a, b] íåðàâåíñòâî

|x(t) + y(t)|p 6 |x(t)|p |x(t) + y(t)|p−1 + |y(t)|p |x(t) + y(t)|p−1

è ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà (13), áóäåì èìåòü:

b∫
a

|x(t) + y(t)|pdt 6
( b∫
a

|x(t)|pdt
)1/p( b∫

a

|x(t) + y(t)|(p−1)qdt
)1/q

+

+
( b∫
a

|y(t)|pdt
)1/p( b∫

a

|x(t) + y(t)|(p−1)qdt
)1/q

=

=

( b∫
a

|x(t)|pdt
)1/p

+
( b∫
a

|y(t)|pdt
)1/p( b∫

a

|x(t) + y(t)|pdt
)1/q

.
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Ïîñëå äåëåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà íà ÷èñëî
( b∫
a

|x(t)+y(t)|pdt
)1/q

ïîëó÷èì íåðà-

âåíñòâî Ìèíêîâñêîãî (14).

1.6 Ïðèìåðû ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

1.6.1 Ïðîñòðàíñòâà ÷èñåë

1. Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñ ìåòðèêîé
ρ(x, y) = |x − y|. Ñõîäèìîñòü â R îçíà÷àåò îáû÷íóþ ñõîäèìîñòü ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Ïðîñòðàíñòâî R � ñåïàðàáåëüíîå (â íåì ïëîòíî ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q) è ïîëíîå.

2. Ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C ñ ìåòðèêîé ρ(z1, z2) = |z1−z2| =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

äëÿ zk = xk + iyk ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì è ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Ñõîäèìîñòü â
C ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè âåùåñòâåííûõ è ìíèìûõ ÷àñòåé, ïîýòîìó ñôîðìóëèðîâàííûå ñâîéñòâà
ñëåäóþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ R.

3. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rm m-ìåðíûõ äåéñòâèòåëüíûõ âåêòîðîâ ñ ìåòðèêîé ρ(x, y) =( m∑
i=1

(ξi − ηi)
2
)1/2

äëÿ x = (ξ1, ξ2, . . . , ξm) è y = (η1, η2, . . . , ηm). Â Rm ïðè m > 1 ñõîäèìîñòü ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè {xn = (ξn1, ξn2, . . . , ξnm)} ê âåêòîðó x = (ξ1, ξ2, . . . , ξm) ðàâíîñèëüíà êîîðäèíàòíîé
ñõîäèìîñòè:

max
16i6m

|ξni − ξi| → 0 ïðè n→ ∞.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâàìè

max
16i6m

|ξni − ξi| 6 ρ(xn, x) 6
√
m max

16i6m
|ξni − ξi|.

Ïðîñòðàíñòâî Rm ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì (â íåì ïëîòíî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîîðäèíàòàìè Qm) è ïîëíûì. Ýòî ñëåäóåò èç óñòàíîâëåííîé ñâÿçè ìåæäó ñõîäèìîñòüþ â ìåòðèêå
è êîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòüþ, à òàêæå èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ R.

1.6.2 Ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Äàëåå èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .), y = (η1, η2, . . . , ηn, . . .) è z =
(γ1, γ2, . . . , γn, . . .) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

1. Ïðîñòðàíñòâî s

×åðåç s îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âñåõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Óòâåðæäåíèå 1. Ôóíêöèÿ ρ, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì

ρ(x, y) =

∞∑
k=1

1

2k
|ξk − ηk|

1 + |ξk − ηk|
, (15)

ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé â ïðîñòðàíñòâå s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî (15), òàê êàê ðÿä â ïðà-
âîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñõîäèòñÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ ρ(., .) óäîâëåòâîðÿåò ïåðâûì äâóì
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àêñèîìàì ìåòðèêè. Äîêàæåì äëÿ íåå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âñïî-

ìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ f(t) =
t

1 + t
. Ïîñêîëüêó f ′(t) =

1

(1 + t)2
> 0, òî ýòà ôóíêöèÿ âîçðàñòà-

åò, îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

|x− y|
1 + |x− y|

= f(|x− y|) 6 f(|x− z|+ |z − y|) = |x− z|+ |z − y|
1 + |x− z|+ |z − y|

6

6 |x− z|
1 + |x− z|

+
|z − y|

1 + |z − y|
.

Ïðèìåíèâ ýòî íåðàâåíñòâî ê êàæäîìó ÷ëåíó ðÿäà, ïîëó÷èì:

ρ(x, y) =

∞∑
k=1

1

2k
|ξk − ηk|

1 + |ξk − ηk|
6

∞∑
k=1

1

2k
|ξk − γk|

1 + |ξk − γk|
+

+

∞∑
k=1

1

2k
|γk − ηk|

1 + |γk − ηk|
= ρ(x, z) + ρ(z, y).

Óòâåðæäåíèå 2. Â ïðîñòðàíñòâå s ñõîäèìîñòü {xn = (ξn1, ξn2, . . . , ξnm, . . .)} ê x = (ξ1, ξ2, . . . , ξm, . . .)
ðàâíîñèëüíà êîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè (â îáùåì ñëó÷àå íåðàâíîìåðíîé îòíîñèòåëüíî íîìå-
ðîâ êîîðäèíàò):

ρ(xn, x) → 0 ⇔ |ξni − ξi| → 0 ïðè n→ ∞ äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ρ(xn, x) → 0, òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ n(ε) òàêîé, ÷òî

∞∑
i=1

1

2i
|ξni − ξi|

1 + |ξni − ξi|
< ε ïðè n > n(ε).

Íî òîãäà ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì i

1

2i
|ξni − ξi|

1 + |ξni − ξi|
< ε ïðè n > n(ε)

è â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |ξni − ξi| → 0 ïðè n→ ∞.

Ïóñòü, îáðàòíî, |ξni − ξi| → 0 ïðè n→ ∞ äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . . Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è
íàéäåì m òàêîå, ÷òî

∞∑
i=m+1

1

2i
|ξni − ξi|

1 + |ξni − ξi|
<

∞∑
i=m+1

1

2i
<
ε

2
.

Òåïåðü ïðè ôèêñèðîâàííîì m íàéäåì n(ε) òàêîé, ÷òî

m∑
i=1

1

2i
|ξni − ξi|

1 + |ξni − ξi|
<
ε

2
ïðè n > n(ε).

Â ðåçóëüòàòå ρ(xn, x) < ε ïðè n > n(ε).

Óòâåðæäåíèå 3. Ïðîñòðàíñòâî s � ïîëíîå è ñåïàðàáåëüíîå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëíîòà s ñëåäóåò èç ýêâèâàëåíòíîñòè ñõîäèìîñòè â ìåòðèêå s êîîðäèíàò-
íîé ñõîäèìîñòè è ïîëíîòû R.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñåïàðàáåëüíîñòè îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

R0 =

∞⋃
k=1

Ak, Ak = {(r1, r2, . . . , rk︸ ︷︷ ︸
k ÷èñåë ̸=0

, 0, 0, . . .)}, ri ∈ Q. (16)

ßñíî, ÷òî îíî ñ÷åòíî. Äîêàæåì, ÷òî åãî çàìûêàíèå ñîâïàäàåò ñ s. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé
ýëåìåíò x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .) ∈ s è ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ∈ R0, ñõîäÿùóþñÿ ê x.
Äëÿ êàæäîãî ξn âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë {rnk}, rnk → ξn ïðè k → ∞
è ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç R0 ïî ïðàâèëó:

xk = (r1k, r2k, . . . , rkk, 0, 0, . . .).

Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê x ïîêîîðäèíàòíî, òàê êàê äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîîðäèíàòû
n ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì k > n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |ξn − rnk| < ε. Îñòàåòñÿ âîñïîëüçî-
âàòüñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî ñõîäèìîñòü â ìåòðèêå s ðàâíîñèëüíà êîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè.

2. Ïðîñòðàíñòâà lp, 1 6 p 6 ∞.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .) òàêèå, ÷òî ðÿä

∞∑
i=1

|ξi|p ñõîäèòñÿ, ÿâëÿþòñÿ ýëåìåí-

òàìè ïðîñòðàíñòâà lp ïðè 1 6 p <∞. Ìåòðèêà çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

ρ(x, y) =
( ∞∑
i=1

|ξi − ηi|p)1/p.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ ìåòðèêè lp ïðè p > 1 ñëåäóåò âîñïîëüçî-
âàòüñÿ íåðàâåíñòâîì Ìèíêîâñêîãî (12).

Ïðîñòðàíñòâî l∞ �ýòî ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .),
sup
i

|ξi| 6 cx = const, ñ ìåòðèêîé

ρ(x, y) = sup
16i<∞

|ξi − ηi|. (17)

Ñõîäèìîñòü â l∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn = (ξn1, ξn2, . . . , ξnm, . . .)} ê x = (ξ1, ξ2, . . . , ξm, . . .)
îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ êîîðäèíàòíóþ ñõîäèìîñòü:

ρ(xn, x) → 0 ⇔ sup
16i<∞

|ξni − ξi| → 0 ïðè n→ ∞.

Óòâåðæäåíèå 4. Ïðîñòðàíñòâà lp, 1 6 p < ∞, ñåïàðàáåëüíû. Ïðîñòðàíñòâî l∞ íå ñåïàðà-
áåëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñåïàðàáåëüíîñòè íåòðóäíî ïðîâåñòè ñàìîñòîÿòåëüíî (ñì. çà-
äà÷ó 8 äàííîãî ïàðàãðàôà).

Äîêàæåì íåñåïåðàáåëüíîñòü l∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ⊂ l∞ ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
(ξ1, ξ2, . . . , ξk, . . .), ó êîòîðûõ âñå ÷ëåíû ξk ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ëèáî 0, ëèáî 1. Äîêàæåì, ÷òî
ýòî ìíîæåñòâî íå ñ÷åòíî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà A ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë N, òàê ÷òî ëþáîìó n ∈ N ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξn1 , ξ

n
2 , . . . , ξ

n
k , . . .) ∈ A.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1− ξ11 , 1− ξ22 , 1− ξ33 , . . . , 1− ξnn , . . .) ∈ A. Äîïóñòèì, ÷òî åé ñî-
îòâåòñòâóåò ÷èñëî n. Âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè A ∼ N ýòîìó ÷èñëó ñîîòâåòñòâóåò
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òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξn1 , ξ
n
2 , . . . , ξ

n
n , . . .), ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ξn1 , ξ

n
2 , . . . , ξ

n
n , . . .)

è (1 − ξ11 , 1 − ξ22 , 1 − ξ33 , . . . , 1 − ξnn , . . .) äîëæíû ñîâïàäàòü. Â ÷àñòíîñòè, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
ðàâåíñòâî ξnn = 1 − ξnn , ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå îáîñíîâûâàåò íåñ÷åòíîñòü
ìíîæåñòâà A.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî l∞ ñåïàðàáåëüíî, òàê ÷òî â íåì ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå, âñþäó ïëîòíîå
ìíîæåñòâîM = {x1, x2, . . .}. Ðàññìîòðèì ñ÷åòíóþ ñîâîêóïíîñòü øàðîâ {B(xi, 1/3)} ñ öåíòðàìè
â òî÷êàõ xi ∈ M è ðàäèóñà 1/3. Òàê êàê ìíîæåñòâî M ïî îïðåäåëåíèþ âñþäó ïëîòíî, òî ýòè

øàðû ïîêðûâàþò l∞, â ÷àñòíîñòè, A ⊂
∞⋃
i=1

B(xi, 1/3). Íî ìíîæåñòâî A íå ñ÷åòíî, ïîýòîìó

õîòÿ áû â îäíîì øàðå B(xi0 , 1/3) ñîäåðæàòñÿ áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà èç A, ïóñòü ýòî áóäóò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x = (ξ1, ξ2, . . . , ξk, . . .) è y = (η1, η2, . . . , ηk, . . .). Ðàññòîÿíèå ìåæäó x è
y íå äîëæíî ïðåâûøàòü äèàìåòðà øàðà B(xi0 , 1/3), ò.å. ρ(x, y) 6 2/3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
èç îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x è y êàê ýëåìåíòîâ A ñëåäóåò ρ(x, y) = 1. Ïîëó÷åíî
ïðîòèâîðå÷èå.

Óòâåðæäåíèå 5. Ïðîñòðàíñòâà lp, 1 6 p 6 ∞ � ïîëíûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {xn = (ξ1n, ξ2n . . . , ξin, . . .)} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
â lp: ( ∞∑

i=1

|ξin − ξim|p
)1/p

< ε ïðè n,m > n0 â ñëó÷àå 1 6 p <∞;

sup
16i<∞

|ξin − ξi| < ε ïðè n,m > n0 â ñëó÷àå p = ∞.
(18)

Òîãäà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξin} äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî èíäåêñà i ôóíäàìåí-
òàëüíà, ïîýòîìó èìååò ïðåäåë ξi. Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x = (ξ1, ξ2 . . . , ξi, . . .) ïðè-
íàäëåæèò lp è ρ(xn, x) → 0 ïðè n→ ∞.

Ïóñòü âíà÷àëå p < ∞. Èç (18) ñëåäóåò

M∑
i=1

|ξin − ξim|p < εp ïðè n,m > n0 äëÿ ëþáîãî M . Â

ïðåäåëå ïðè m → ∞ ïîëó÷èì

M∑
i=1

|ξin − ξ|p 6 εp ïðè n > n0 äëÿ ëþáîãî M . Ïåðåéäåì òåïåðü

ê ïðåäåëó ïðè M → ∞:
∞∑
i=1

|ξin − ξ|p 6 εp ïðè n > n0 (19)

Èç ñõîäèìîñòè ðÿäîâ

∞∑
i=1

|ξin0
|p,

∞∑
i=1

|ξin0
− ξ|p è íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî (12) ñëåäóåò ñõîäè-

ìîñòü ðÿäà

∞∑
i=1

|ξ|p:

( ∞∑
i=1

|ξ|p
)1/p 6

( ∞∑
i=1

|ξin0
|p
)1/p

+
( ∞∑
i=1

|ξin0
− ξi|p

)1/p
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x ∈ lp. Íåðàâåíñòâî (19) ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ ρ(xn, x) → 0 ïðè n→ ∞.

Ïóñòü òåïåðü p = ∞. Ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó ïðè m→ ∞ â íåðàâåíñòâå (18), ïîëó÷èì

sup
16i<∞

|ξin − ξi| < ε ïðè n > n0,

îòêóäà ñëåäóåò ρ(xn, x) → 0 ïðè n→ ∞. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî x ïðèíàäëåæèò l∞, ò.å. ÿâëÿåò-
ñÿ îãðàíè÷åííîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn0

= (ξ1n0
, ξ2n0

. . . , ξin0
, . . .)
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îãðàíè÷åíà êàê ýëåìåíò l∞, òàê ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ k: sup
16i<∞

|ξin0
| 6 k. Òîãäà sup

16i<∞
|ξi| 6

sup
16i<∞

|ξin0
|+ sup

16i<∞
|ξin0

− ξi| 6 k + ε.

3. Ïðîñòðàíñòâî c

Çàäàâ íà ìíîæåñòâå âñåõ ñõîäÿùèõñÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìåòðèêó (17), ïîëó÷èì
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî c.

Óòâåðæäåíèå 6. Ïðîñòðàíñòâî c � ñåïàðàáåëüíîå è ïîëíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì ñåïàðàáåëüíîñòü c.Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî
âñåõ ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ðàöèîíàëüíûìè ÷ëåíàìè è äîêàæåì, ÷òî A ïëîòíî â
c. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x = (ξ1, ξ2, . . . ξn, . . .) ∈ c è ïóñòü ξ∗ = lim

n→∞
ξn. Äëÿ ε > 0

íàéäåì íîìåð m òàêîé, ÷òî |ξ∗ − ξk| <
ε

2
ïðè k > m è ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî r∗ : |ξ∗ − r∗| < ε

2
.

Òîãäà
|ξk − r∗| < ε ïðè k > m.

Äëÿ âåêòîðà (ξ1, ξ2, . . . ξm) âûáåðåì âåêòîð ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè (r1, r2, . . . rm), óäî-
âëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

max
16i6m

|ξi − ri| < ε.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xr = (r1, r2, . . . rm, r
∗, . . . r∗, . . .) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A è ρ(x, xr) < ε.

Äîêàæåì, ÷òî c ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäïðîñòðàíñòâîì l∞, îòêóäà ñëåäóåò åãî ïîëíîòà. Ïóñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn = (ξn1, ξn2, . . . , ξnm, . . .)} ñõîäèòñÿ ê x = (ξ1, ξ2, . . . , ξm, . . .). Äëÿ ïðî-

èçâîëüíîãî ε > 0 âûáåðåì âíà÷àëå íîìåð n0 òàêîé, ÷òî ρ(xn0 , x) <
ε

4
. Çàòåì, âîñïîëüçîâàâøèñü

ôóíäàìåíòàëüíîñòüþ ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ξn0 m}, íàéäåì m0 = m0(ε) òàêîé, ÷òî

|ξn0 i − ξn0 j | <
ε

2
ïðè i, j > m0. Â ðåçóëüòàòå

|ξi − ξj | 6 |ξi − ξn0 i|+ |ξn0 i − ξn0 j |+ |ξn0 j − ξj | 6
6 2ρ(xn0

, x) + |ξn0 i − ξn0 j | < ε ïðè i, j > m0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x = (ξ1, ξ2, . . . , ξm, . . .) ôóíäàìåíòàëüíà, ò.å. ñõîäèòñÿ,
ïîýòîìó x ∈ c.

1.6.3 Ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé

1. Ïðîñòðàíñòâî C[a, b]

C[a, b] � ýòî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèé àðãóìåíòà t ñ ìåòðèêîé

ρ(x, y) = max
a6t6b

|x(t)− y(t)|.

Ñõîäèìîñòü â C[a, b] îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ íà [a, b] ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè:

ρ(xn, x) → 0 ⇔ max
t∈[a,b]

|xn(t)− x(t)| → 0 ïðè n→ ∞.
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Óòâåðæäåíèå 7. Ïðîñòðàíñòâî C[a, b] ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì è ïîëíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñåïàðàáåëüíîñòü.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Pn � ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ñ äåé-
ñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, P r

n ⊂ Pn � ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè

n ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, P r =

∞⋃
n=0

P r
n .

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ x(t) ∈ C[a, b]. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà
íàéäåòñÿ ìíîãî÷ëåí pn0(t) = a0 + a1t+ a2t

2 + · · ·+ an0t
n0 ∈ Pn0 ñòåïåíè n0 = n(ε) òàêîé, ÷òî

ρ(x, pn0) = max
a6t6b

|x(t)− pn0(t)| <
ε

2
. (20)

ÏóñòüM = max
06i6n0

max
a6t6b

|ti|. Äëÿ êàæäîãî äåéñòâèòåëüíîãî êîýôôèöèåíòà ai ìíîãî÷ëåíà pn0(t)

âîçüìåì ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ãi:

|ãi − ai| <
ε

2M(n+ 1)

è îáîçíà÷èì ÷åðåç prn0
= ã0 + ã1t + ã2t

2 + · · · + ãn0t
n0 ∈ P r

n0
ìíîãî÷ëåí ñ ðàöèîíàëüíûìè

êîýôôèöèåíòàìè. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

ρ(prn0
, pn0

) = max
a6t6b

|prn0
(t)− pn0

(t)| < ε

2

Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà (20) ñëåäóåò

ρ(prn0
, x) < ε,

ò.å. ëþáóþ ôóíêöèþ èç C[a, b] ìîæíî ñêîëü óãîäíî òî÷íî ïðèáëèçèòü ìíîãî÷ëåíîì ñ ðàöèî-
íàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî P r âñþäó ïëîòíî â C[a, b].

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî P r ñ÷åòíî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñ÷åòíîñòü P r
n

äëÿ ëþáîãî n. Êàæäîìó ìíîãî÷ëåíó prn = ã0 + ã1t+ ã2t
2 + · · ·+ ãnt

n ∈ P r
n ìîæíî ïîñòàâèòü âî

âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå âåêòîð (ã0, ã1, . . . , ãn) ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè,
ò.å. ñ ãi ∈ Q. Òîãäà ìíîæåñòâî P r

n ýêâèâàëåíòíî ñ÷åòíîìó ìíîæåñòâó Qn+1, îòêóäà ñëåäóåò åãî
ñ÷åòíîñòü.

Ïîëíîòà.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ∈ C[a, b]ôóíäàìåíòàëüíà, ò.å. ρ(xn, xm) = max
t∈[a,b]

|xn(t)−xm(t)| →

0 ïðè n,m → ∞. Òîãäà ïî êðèòåðèþ Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò åå ïðåäåë � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ x(t), ê êîòîðîé ðàâíîìåðíî
ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}: ρ(xn, x) = max

t∈[a,b]
|xn(t)− x(t)| → 0 ïðè n→ ∞.

2. Ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà Lp(a, b), 1 6 p 6 ∞

Lp(a, b) ïðè 1 6 p < ∞ � ýòî ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ íà (a, b) ôóíêöèé, ñ èíòåãðèðóåìîé ïî

Ëåáåãó p-îé ñòåïåíüþ: ∃
b∫

a

|x(t)|pdt. Ìåòðèêà â Lp(a, b) çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

ρ(x, y) =
( b∫
a

|x(t)− y(t)|pdt
)1/p

.
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Ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà Lp(a, b) ÿâëÿþòñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé, ò.å. ôóíêöèé,
ðàâíûõ ïî÷òè âñþäó íà (a, b). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ ìåòðèêè Lp

ïðè p > 1 ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì Ìèíêîâñêîãî (14) èç äîïîëíåíèÿ 1.5.

L∞(a, b) � ýòî ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ è ïî÷òè âñþäó îãðàíè÷åííûõ íà (a, b) ôóíêöèé. Ìåò-
ðèêà â L∞(a, b) çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

ρ(x, y) = ess sup
t∈(a,b)

|x(t)− y(t)| ≡ inf
M

sup
t∈(a,b)\M

|x(t)− y(t)|, (21)

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ïîäìíîæåñòâàì M ⊂ (a, b) íóëåâîé ëåáåãîâîé ìåðû.

Óòâåðæäåíèå 8. Íèæíÿÿ ãðàíü â (21) äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå M0 íóëåâîé
ëåáåãîâîé ìåðû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ìíîæåñòâà Mn íóëåâîé ìåðû òàê, ÷òîáû

sup
t∈(a,b)\M

|x(t)− y(t)| < ρ(x, y) +
1

n

è çàäàäèì ìíîæåñòâî M0 =
∞⋃

n=1
Mn. Â ñèëó σ-ïîëóàääèòèâíîñòè ìåðû ìíîæåñòâî M0 èìååò

íóëåâóþ ìåðó, çíà÷èò
sup

t∈(a,b)\M0

|x(t)− y(t)| = ρ(x, y).

Òåïåðü íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ρ â (21) îïðåäåëÿåò ìåòðèêó. Äåéñòâèòåëüíî, ïåð-
âûå äâå àêñèîìû ìåòðèêè î÷åâèäíî âûïîëíåíû. Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî, êàê è â ïðîñòðàíñòâå
Lp(a, b), ýëåìåíòàìè L∞(a, b) ÿâëÿþòñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé. Äîêàæåì íåðàâåí-
ñòâî òðåóãîëüíèêà. Ïóñòü ρ(x, z) = sup

t∈(a,b)\Mxz

|x(t) − z(t)|, ρ(y, z) = sup
t∈(a,b)\Myz

|y(t) − z(t)|, ãäå

Mxz,Myz � ìíîæåñòâà íóëåâîé ìåðû, è M =Mxz ∪Myz. Òîãäà

ρ(x, y) 6 sup
t∈(a,b)\M

|x(t)− y(t)| 6 sup
t∈(a,b)\Mxz

|x(t)− z(t)|+

+ sup
t∈(a,b)\Myz

|y(t)− z(t)| = ρ(x, z) + ρ(y, z),

ò.å. íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà âûïîëíåíî.

Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ê x ïî íîðìå L∞(a, b) îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî
íóëåâîé ìåðû A ⊂ (a, b) òàêîå, ÷òî íà (a, b) \A ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíàÿ:

sup
t∈(a,b)\A

|xn(t)− x(t)| → 0 ïðè n→ ∞.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ìíîæåñòâà An íóëåâîé ìåðû òàêèå, ÷òî ρ(x, xn) = sup
t∈(a,b)\An

|x(t)−xn(t)|

è A =
∞⋃

n=1
An. Òîãäà A � òàêæå ìíîæåñòâî íóëåâîé ìåðû è

sup
t∈(a,b)\A

|xn(t)− x(t)| 6 ρ(x, xn) → 0 ïðè n→ ∞.

Óòâåðæäåíèå 9. Ïðîñòðàíñòâà Lp(a, b), 1 6 p < ∞, ñåïàðàáåëüíû. Ïðîñòðàíñòâî L∞(a, b)
íå ñåïàðàáåëüíî.
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Óòâåðæäåíèå 10. Ïðîñòðàíñòâà Lp(a, b), 1 6 p 6 ∞ � ïîëíûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé 1 6 p <∞.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ â Lp(a, b) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} è äîêàæåì, ÷òî
îíà èìååò ïðåäåë. Ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk

} ⊂ {xn} òàêàÿ, ÷òî

ρ(xm, xnk
) =

( ∫ b

a

|xm(t)− xnk
(t)|p dt

)1/p
<

1

2k
ïðè m > nk.

Ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà â ñëó÷àå p > 1, ïîëó÷èì∫ b

a

|xnk+1
(t)− xnk

(t)| dt 6 (b− a)1/q
( ∫ b

a

|xnk+1
(t)− xnk

(t)|p dt
)1/p

< (b− a)1/q
1

2k
.

Îòñþäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
k=1

∫ b

a

|xnk+1
(t) − xnk

(t)| dt. Ïî ñëåäñòâèþ ê òåîðåìå Áåïïî

Ëåâè äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ (a, b) ñõîäèòñÿ ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
k=1

|xnk+1
(t)− xnk

(t)|, à çíà÷èò è ðÿä

xn1
(t) +

∞∑
k=1

(xnk+1
(t)− xnk

(t)) = xn1
(t) + xn2

(t)− xn1
(t) + xn3

(t)− xn2
(t) + . . .

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè xnk
(t) ïî÷òè âñþäó ñòðåìÿòñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëó x(t), à çíà÷èò

|xnk
(t)|p → |x(t)|p ïî÷òè âñþäó íà (a, b).

Êðîìå òîãî, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà, ïîýòîìó∫ b

a

|xnk
(t)|p dt 6 const.

Â ñèëó òåîðåìû Ôàòó ôóíêöèÿ |x(t)|p èíòåãðèðóåìà íà (a, b).

Ïðèìåíèâ òåïåðü òåîðåìó Ôàòó ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {|xnl
(t)− xnk

(t)|p} ïðè ôèêñèðîâàííîì
nk è âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì( ∫ b

a

|xnl
(t)− xnk

(t)|p dt
)1/p

<
1

2k
ïðè nl > nk,

â ïðåäåëå ïðè nl → ∞ ïîëó÷èì

( ∫ b

a

|x(t)− xnk
(t)|p dt

)1/p 6 1

2k
.

Ýòî íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk
} ñõîäèòñÿ â ìåòðèêå Lp(a, b) ê x.

Âìåñòå ñ ôóíäàìåíòàëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xn} ñõîäèòñÿ â ìåòðèêå Lp(a, b) ê x.

Ñëó÷àé p = ∞.

Ïóñòü {xn} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ â L∞(a, b) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïóñòü ìíîæåñòâà Anm íóëåâîé

ìåðû òàêèå, ÷òî ρ(xn, xm) = sup
t∈(a,b)\Anm

|xn(t) − xm(t)| è A =
∞⋃

n,m=1
Anm (ñì. óòâåðæäåíèå 8).

Òîãäà A � òàêæå ìíîæåñòâî íóëåâîé ìåðû è

sup
t∈(a,b)\A

|xn(t)− xm(t)| 6 ρ(xn, xm) → 0 ïðè n,m→ ∞.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ëþáîì t ∈ (a, b) \ A ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn(t)} ôóíäàìåí-
òàëüíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x(t) åå ïðåäåë è äîîïðåäåëèì ôóíêöèþ x(t) íóëåì íà A. Òîãäà x(t)
èçìåðèìà è îãðàíè÷åíà íà (a, b), ïðè ýòîì

ρ(xn, x) 6 sup
t∈(a,b)\A

|xn(t)− x(t)| → 0 ïðè n→ ∞.

3. Ïðèìåð íåïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà CL[a, b]

Íà ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèé îïðåäåëèì èíòåãðàëüíóþ ìåòðèêó

ρ(x, y) =

b∫
a

|x(t) − y(t)|dt è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÷åðåç CL[a, b].

Äîêàæåì, ÷òî îíî íå ïîëíîå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî óêàçàòü îäíó ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ
íå áóäåò èìåòü ïðåäåëà â CL[a, b]. Äëÿ ïðîñòîòû âîçüìåì [a, b] = [0, 1], òîãäà ïðèìåð òàêîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

xn(t) =


−1 ïðè − 1 6 t < − 1

n
,

nt ïðè − 1

n
6 t 6 1

n
,

1 ïðè
1

n
< t 6 1.

Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ

y(t) =


−1 ïðè − 1 6 t < 0,

0 ïðè t = 0,

1 ïðè 0 < t 6 1

ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} â èíòåãðàëüíîé ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà CL[−1, 1].

Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ x(t), ÿâëÿþùàÿñÿ ïðåäåëîì {xn} â ìåòðèêå

ïðîñòðàíñòâà CL[−1, 1]. Òîãäà ρ(x, y) =

1∫
0

|x(t)− y(t)|dt = 0. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå δ > 0. Íà

îòðåçêå [δ, 1] ôóíêöèÿ x(t)−y(t) íåïðåðûâíà è
1∫

δ

|x(t)−y(t)|dt 6
1∫

0

|x(t)−y(t)|dt = 0, ïîýòîìó

x(t) = y(t) íà [δ, 1]. Àíàëîãè÷íî, x(t) = y(t) íà [−1,−δ]. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ x(t) äîëæíà
ðàâíÿòüñÿ 1 â òî÷êå t = δ è −1 â òî÷êå t = −δ ïðè ëþáîì δ > 0. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò åå
íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå 0.

1.6.4 Ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâ

1. Âîçüìåì ïðîñòðàíñòâî l0p, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ: (ξ1, ξ2, . . . , ξk, 0, . . .), ãäå ξi � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà è k
� ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå ââåäåì ìåòðèêó lp, èìåííî, åñëè
x = (ξ1, ξ2, . . . , ξk, 0, . . .), y = (η1, η2, . . . , ηm, 0, . . .) è äëÿ îïðåäåëåííîñòè m > k, òî

ρ(x, y) =
( k∑
i=1

|ξi − ηi|p +
m∑

i=k+1

|ηi|p
)1/p
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Ïðîñòðàíñòâî l0p ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì lp, ïðè÷åì íåïîëíûì. Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èç l0p

x1 = (1, 0 . . .), x2 = (1,
1

2
, 0 . . .), . . . , xm = (1,

1

2
, . . . ,

1

2m
, 0, . . .), . . .

â l0p ïðåäåëà íå èìååò, íî ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, òàê êàê

ρ(xm+k, xm) =
( m+k∑
i=m+1

1

2ip
)1/p → 0 ïðè m→ ∞ ∀p ∈ N

Îáîçíà÷èì ïîïîëíåíèå l0p ÷åðåç X. Íî î÷åâèäíî, ÷òî l
0
p âñþäó ïëîòíî â lp. Â ñèëó òåîðåìû 3

ïîïîëíåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè, ïîýòîìó X èçîìåòðè÷íî lp.

2. Ïóñòü X0 � ýòî ïðîñòðàíñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ p(t) = a0 + a1t + a2t
2 + . . . ant

n,
îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [0, 1], ñ ïðîèçâîëüíûìè âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ai è ïðî-
èçâîëüíîé ñòåïåíè n. Ìåòðèêó â X0 çàäàäèì ðàâåíñòâîì ρ0(p, q) = max

06t61
|p(t)− q(t)|. Ýòî ïðî-

ñòðàíñòâî íå ïîëíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âçÿòü êàêóþ-ëèáî ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ,
íàïðèìåð, et, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì åå ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ íà îòðåçêå
[0, 1] ðÿäà Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì t (ðÿäà Ìàêëîðåíà). Ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àëãåáðàè÷åñêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ � ýëåìåíòîâ X0, � êîòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíà â ìåòðèêå ρ0, íî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè,
íå ïðèíàäëåæàùåé X0.

Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ïðîñòðàíñòâî X0 âñþäó ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå C[0, 1] íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé, ïîýòîìó ïîïîëíåíèåì X0 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî, èçîìåòðè÷íîå C[0, 1].

3. Ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé âñþäó ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå Ëåáåãà L1(a, b), ïîýòîìó ïî-

ïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà CL[a, b] ñ ìåòðèêîé ρ(x, y) =

b∫
a

|x(t)−y(t)|dt èçîìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâó

Ëåáåãà L1(a, b).

1.7 Ïðèìåðû êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ

1.7.1 Êîìïàêò â ïðîñòðàíñòâå n-ìåðíûõ âåêòîðîâ

Óòâåðæäåíèå 11. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî n-ìåðíûõ âåêòîðîâ, íà êîòîðîì çàäàäèì ìåòðèêó
(x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn))

ρp(x, y) =


( n∑
i=1

|xi − yi|p
)1/p

ïðè 1 6 p <∞;

max
16i6n

|xi − yi| ïðè p = ∞.

Äëÿ ïðåäêîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà K â ýòîì ïðîñòðàíñòâå íåîáõîäèìà è äîñòàòî÷íà åãî îãðà-
íè÷åííîñòü (òàê ÷òî, äëÿ êîìïàêòíîñòè íåîáõîäèìà è äîñòàòî÷íà åãî îãðàíè÷åííîñòü è çà-
ìêíóòîñòü).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ (k1, k2, . . . , kn) ñ öåëî÷èñëåííûìè êîìïîíåíòàìè ki îáðàçó-
åò (áåñêîíå÷íóþ) ñåòü â ïðîñòðàíñòâå n-ìåðíûõ âåêòîðîâ, ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå îò ïðîèçâîëüíîãî
âåêòîðà x äî áëèæàéøåãî óçëà ýòîé ñåòè ρp(x, y) 6 n1/p ïðè p < ∞ è ρ∞(x, y) 6 1. Òîãäà äëÿ ïðî-

èçâîëüíîãî ε > 0 ìíîæåñòâî Aε =
ε

n1/p
(k1, k2, . . . , kn) îáðàçóåò ε > 0-ñåòü äëÿ âñåãî ïðîñòðàíñòâà

ïðè 1 6 p 6 ∞. Ïåðåñå÷åíèå Aε ∩K ñ îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì K îáðàçóåò êîíå÷íóþ ε-ñåòü äëÿ
K, ïîýòîìó K ïðåäêîìïàêòíî.
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1.7.2 Êîìïàêò â lp.

Óòâåðæäåíèå 12. Äëÿ ïðåäêîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà K ⊂ lp, 1 6 p < ∞, íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

∃M :
( ∞∑
i=1

|ξi|p
)1/p

< M ∀x ∈ K, (22)

∀ ε > 0 ∃n = n(ε) :
( ∞∑
i=n+1

|ξi|p
)1/p

< ε ∀x ∈ K. (23)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü

Îãðàíè÷åííîñòü (22) ïðåäêîìïàêòíîãî ìíîæåñòâàK îòìå÷åíà â ñëåäñòâèè 2. ÏóñòüAε = {y1, y2, . . . , ym}
� êîíå÷íàÿ ε/2 - ñåòü äëÿK. Íàéäåì n = n(ε) òàêîé, ÷òîáû ðàâíîìåðíî ïî âñåì yj ∈ Aε âûïîëíÿëîñü
íåðàâåíñòâî

∞∑
i=n+1

|ηji|p <
(ε
2

)p
, yj = (ηj1, ηj2, . . . , ηjn, . . .).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ K âîçüìåì y ∈ Aε, y = (η1, η2, . . . , ηn, . . .) : ρ(x, y) < ε/2. Èñïîëüçîâàâ
íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî, ïîëó÷èì

( ∞∑
i=n+1

|ξi|p
)1/p 6

( ∞∑
i=n+1

|ηi|p
)1/p

+
( ∞∑
i=n+1

|ξi − ηi|p
)1/p

<
ε

2
+ ρ(x, y) < ε,

òàê ÷òî óñëîâèå (23) âûïîëíåíî.

Äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 íîìåð n = n(ε) âûáðàí òàê, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (23). Ïî êàæ-
äîìó x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .) ∈ K ïîñòðîèì "óñå÷åííóþ"ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξ1, ξ2, . . . , ξn, 0, 0, . . .), à
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñòàâèì âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå n-ìåðíûé âåêòîð (ξ1, ξ2, . . . , ξn).
Ìíîæåñòâî óñå÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáîçíà÷èì ÷åðåç A, à ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ìíîæåñòâî
âåêòîðîâ ÷åðåç Ã. Îñíàñòèì Ã ìåòðèêîé

ρ̃(x, y) =
( n∑
i=1

|ξi − ηi|p
)1/p

.

Òîãäà ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà (A, ρ) è (Ã, ρ̃) èçîìåòðè÷íû. Â òî æå âðåìÿ, Ã îãðàíè÷åíî, ïîýòî-
ìó ïðåäêîìïàêòíî (ñì. ïðåäûäóùèé ïðèìåð). Íî òîãäà ïðåäêîìïàêòíî è A â ïðîñòðàíñòâå lp. Â
ñèëó íåðàâåíñòâà (23) A ÿâëÿåòñÿ ε - ñåòüþ äëÿ K. Èç ñëåäñòâèÿ 1 ê òåîðåìå Õàóñäîðôà ñëåäóåò
ïðåäêîìïàêòíîñòü K.

Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ ïðåäêîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà K ⊂ l∞ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå
ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

∃M : sup
16i6∞

|ξi| < M ∀x ∈ K,

∀ ε > 0 ∃n = n(ε) : sup
n+16i6∞

|ξi| < ε ∀x ∈ K.
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1.7.3 Êîìïàêò â C[a, b]

Ïðåæäå âñåãî, äàäèì îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè è ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 16. Ïóñòü K ⊂ C[a, b]. Ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà K íàçûâàþòñÿ

1. ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûìè, åñëè

∃c0 : max
a6t6b

|x(t)| 6 c0 äëÿ âñåõ x ∈ K; (24)

2. ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûìè, åñëè

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ = δ(ε) > 0 òàêîé, ÷òî :
∀x ∈ K ∀t1, t2 ∈ [a, b], |t1 − t2| < δ ⇒ |x(t1)− x(t2)| < ε.

(25)

ßñíî, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü âñåõ ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà K åñòü ïðîñòî îãðàíè÷åí-
íîñòü K ïî ìåòðèêå C[a, b]. Â òî æå âðåìÿ, ðàâíîñòåïåííàÿ íåïðåðûâíîñòü ýòèõ ôóíêöèé - ýòî
ñóùåñòâåííî áîëåå æåñòêîå òðåáîâàíèå, ÷åì ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü êàæäîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ
ïî òåîðåìå Êàíòîðà ñëåäóåò èç åå íåïðåðûâíîñòè íà îòðåçêå. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ε > 0 äîëæíî ñóùåñòâîâàòü åäèíîå δ > 0 íå òîëüêî äëÿ âñåõ t1, t2 ∈ [a, b], íî è äëÿ âñåõ
ôóíêöèé èç K.

Óòâåðæäåíèå 13. (òåîðåìà Àðöåëà)
Äëÿ ïðåäêîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà K ⊂ C[a, b] íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèè

ìíîæåñòâà K áûëè ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûìè è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü

Ïóñòü ìíîæåñòâî K ïðåäêîìïàêòíî. Òîãäà îíî îãðàíè÷åíî: ñóùåñòâóåò øàð B(x0, r) ⊃ K. Ïóñòü
d = ρ(x0, 0), òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ K ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ρ(x, 0) 6 ρ(x, x0) + ρ(x0, 0) <
r + d, ò.å. K ⊂ B(0, r + d). Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî max

06t61
|x(t)| 6 r + d äëÿ âñåõ x ∈ K, òàê ÷òî óñëîâèå

(24) âûïîëíåíî ñ c0 = r + d.
Äîêàæåì ðàâíîñòåïåííóþ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé èç K. Çàäàäèì ε > 0. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4

ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ε/3-ñåòü äëÿ ìíîæåñòâàK, îáîçíà÷èì åå {x1(t), x2(t), . . . , xn(t)}. Ôóíêöèè xi(t)
äëÿ ëþáîãî i íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a, b], ïîýòîìó îíè ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû (òåîðåìà Êàíòîðà):

∃δi = δi(ε) > 0 : ∀t1, t2 ∈ [a, b], |t1 − t2| < δi ⇒ |xi(t1)− xi(t2)| <
ε

3
. (26)

Ïóñòü δ = min
16i6n

δi. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ x(t) ∈ K. Äëÿ íåå íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ xi(t) èç

ε/3-ñåòè òàêàÿ, ÷òî

ρ(x, xi) = max
06t61

|x(t)− xi(t)| <
ε

3
. (27)

Åñëè òåïåðü âçÿòü ïðîèçâîëüíûå òî÷êè t1, t2 ∈ [a, b] : |t1 − t2| < δ, òî èç (26) è (27) ñëåäóåò:

|x(t1)− x(t2)| 6 |x(t1)− xi(t1)|+ |xi(t1)− xi(t2)|+ |xi(t2)− x(t2)| < 2ρ(x, xi) +
ε

3
= ε.

Ðàâíîñòåïåííàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé èç K óñòàíîâëåíà.

Äîñòàòî÷íîñòü.

Ïðîñòðàíñòâî C[a, b]) � ïîëíîå, ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäêîìïàêòíîñòè K äîñòàòî÷íî
ïîñòðîèòü äëÿ K êîíå÷íóþ ε-ñåòü. Ñîãëàñíî óñëîâèÿì (24) è (25) äëÿ âñåõ x ∈ K è âñåõ t ∈ [a, b]
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |x(t)| 6 c0 è ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî

|x(t1)− x(t2)| <
ε

5
ïðè |t1 − t2| < δ.
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Ðàçîáüåì îòðåçîê [a, b] íà îñè x òî÷êàìè 0 = t1 < t2 < · · · < tn = 1 íà ïðîìåæóòêè äëèíû ìåíüøå
δ è ïðîâåäåì ÷åðåç ýòè òî÷êè âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå. Îòðåçîê [−c0, c0] íà îñè y ðàçîáüåì òî÷êàìè
−c0 = y1 < y2 < · · · < ym = c0 íà ïðîìåæóòêè äëèíû ìåíüøå ε/5 è ïðîâåäåì ÷åðåç ýòè òî÷êè
ãîðèçîíòàëüíûå ïðÿìûå. Â ðåçóëüòàòå íà ïðÿìîóãîëüíèêå [a, b]× [−c0, c0] ïîñòðîåíà ïðÿìîóãîëüíàÿ
ñåòêà ω ñ óçëàìè (ti, yj). Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ è êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé,
ëèíåéíûõ íà êàæäîì îòðåçêå [ti, ti+1] è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ yj â óçëàõ ti. Ãðàôèêè ôóíêöèé èç
ìíîæåñòâà A � ýòî ëîìàíûå ëèíèè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç óçëû ñåòêè (ti, yj). Î÷åâèäíî, ÷òî A ñîäåðæèò
êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ε-ñåòüþ äëÿ K.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ x(t) èç K. Ïî ïîñòðîåíèþ ñåòêè ω äëÿ íåå ñóùåñòâóåò êóñî÷íî-
ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ y(t) èç A, êîòîðàÿ â óçëàõ ti óêëîíÿåòñÿ îò x(t) ìåíüøå, ÷åì íà ε/5. Òàê êàê

|x(ti)− y(ti)| <
ε

5
, |x(ti+1)− y(ti+1)| <

ε

5
, |x(ti)− x(ti+1)| <

ε

5
,

òî

|y(ti)− y(ti+1)| 6 |x(ti)− y(ti) + |x(ti)− x(ti+1)|+ |x(ti+1)− y(ti+1)| <
3ε

5
.

Ìåæäó òî÷êàìè ti è ti+1 ôóíêöèÿ y(t) ëèíåéíà, ïîýòîìó

|y(ti)− y(t)| < 3ε

5
ïðè t ∈ [ti, ti+1].

Ïóñòü òåïåðü t � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îòðåçêà [a, b] è ïóñòü îíà ïðèíàäëåæèò îòðåçêó ðàçáèåíèÿ
[ti, ti+1]. Òîãäà

|x(t)− y(t)| 6 |x(t)− x(ti)|+ |x(ti)− y(ti)|+ |y(ti)− y(t)| < ε

5
+
ε

5
+

3ε

5
= ε.

Èòàê, ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ε-ñåòüþ äëÿ K, îòêóäà ñëåäóåò ïðåäêîìïàêòíîñòü K.

Ñëåäñòâèå 7. Ïóñòü ôóíêöèè ìíîæåñòâà K ⊂ C[a, b] ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû è óäîâëåòâîðÿþò
"ðàâíîñòåïåííîìó" óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà:

ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå L > 0 è α ∈ (0, 1], òàêèå ÷òî
∀x ∈ K, ∀t1, t2 ∈ [a, b] ⇒ |x(t1)− x(t2)| 6 L|t1 − t2|α.

(28)

Òîãäà ìíîæåñòâî K ïðåäêîìïàêòíî â C[a, b]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî èç óñëîâèÿ (28) ñëåäóåò ðàâíîñòåïåííàÿ íåïðåðûâíîñòü

ôóíêöèé (25) ñ δ(ε) =
( ε
L

)1/α
.

Ñëåäñòâèå 8. Ïóñòü ôóíêöèè ìíîæåñòâà K ⊂ C[a, b] ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû è èìåþò íà èí-
òåðâàëå (a, b) ðàâíîñòåïåííî îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå:

∃L : ∀x ∈ K, ∀t ∈ (a, b) ⇒ |x′(t)| 6 L. (29)

Òîãäà ìíîæåñòâî K ïðåäêîìïàêòíî â C[a, b]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ôîðìóëå Ëàãðàíæà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé x(t1)− x(t2) = x′(ξ)(t1 − t2)
ãäå òî÷êà ξ ëåæèò ìåæäó t1 è t2, ïîýòîìó èç óñëîâèÿ (29) ñëåäóåò (28) ñ α = 1.
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1.7.4 Êîìïàêò â Lp(a, b), 1 6 p <∞

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà Lp(a, b) ïðîäîëæåíû íóëåì âíå ïðîìåæóòêà

(a, b). Ïðîäîëæåííûå ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò Lp(ã, b̃) äëÿ ëþáîãî ïðîìåæóòêà (ã, b̃). Áóäåì èñïîëü-
çîâàòü îáîçíà÷åíèå

x+∆t(t) = x(t+∆t).

ßñíî, ÷òî åñëè x(t) ∈ Lp(a, b) è ïðîäîëæåíà íóëåì âíå (a, b), òî ôóíêöèÿ x+∆t(t) òàêæå ïðèíàäëåæèò
Lp(a, b).

Îïðåäåëåíèå 17. Ïóñòü K ⊂ Lp(a, b). Ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà K íàçûâàþòñÿ

1. ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûìè â Lp(a, b), åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c0 òàêàÿ, ÷òî

ρ(x, 0) =
( b∫
a

|x(t)|pdt
)1/p 6 c0 äëÿ âñåõ x ∈ K; (30)

2. ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûìè â Lp(a, b), åñëè ∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0:

∀x ∈ K è 0 < ∆t < δ ⇒
( b∫
a

|x(t+∆t)− x(t)|pdt
)1/p

< ε. (31)

Óòâåðæäåíèå 14. (òåîðåìà Ðèññà) Äëÿ ïðåäêîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà K ⊂ Lp(a, b) 1 6 p <∞,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèè ìíîæåñòâà K áûëè ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûìè (30) è
ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûìè (31) â ïðîñòðàíñòâå Lp(a, b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ âîçüìåì [a, b] = [0, 1].
Íåîáõîäèìîñòü
Ïóñòü ìíîæåñòâî K îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî. Òîãäà îíî îãðàíè÷åíî è, êàê ñëåäñòâèå, âûïîëíåíî

óñëîâèå (30). Äîêàæåì ðàâíîñòåïåííóþ â ñðåäíåì íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé èçK. Çàäàäèì ε > 0. Ñî-
ãëàñíî òåîðåìå 4 ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ε/3-ñåòü äëÿ ìíîæåñòâàK, îáîçíà÷èì åå {x1(t), x2(t), . . . , xn(t)}.
Ôóíêöèè èç xi(t) ∈ Lp[0, 1] íåïðåðûâíû â ñðåäíåì, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî i ñóùåñòâóåò δi = δi(ε) > 0
òàêîé, ÷òî

0 < ∆t < δi ⇒ ρ(x+∆t
i , xi) =

( 1∫
0

|xi(t+∆t)− xi(t)|pdt
)1/p

< ε/3. (32)

Ïóñòü δ = min
16i6n

δi. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ x(t) ∈ K. Äëÿ íåå íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ xi(t) èç

ε/3-ñåòè òàêàÿ, ÷òî

ρ(x, xi) =
( 1∫

0

|x(t)− xi(t)|pdt
)1/p

< ε/3. (33)

Ïóñòü 0 < ∆t < δ. Ïðîâåäåì îöåíêè, ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâàìè (32) è (33):

ρ(x+∆t, x) 6 ρ(x+∆t, x+∆t
i ) + ρ(x+∆t

i , xi) + ρ(xi, x) < ρ(x+∆t, x+∆t
i ) +

2ε

3
.

Íî ôóíêöèè x(t) è xi(t) ðàâíû íóëþ âíå [0, 1], ïîýòîìó

ρ(x+∆t, x+∆t
i ) =

( 1∫
0

|x(t+∆t)− xi(t+∆t)|pdt
)1/p

=
( 1∫
∆t

|x(t)− xi(t)|pdt
)1/p 6
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6 ρ(x, xi) < ε/3.

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ îöåíîê ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ K ïðè 0 < ∆t < δ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
ρ(x+∆t, x) < ε. Ðàâíîñòåïåííàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé èç K óñòàíîâëåíà.

Äîñòàòî÷íîñòü.
Êàê è ðàíåå, ñ÷èòàåì âñå ôóíêöèè ïðîäîëæåííûìè íóëåì âíå îòðåçêà [0, 1]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé

ôóíêöèè x(t) ∈ Lp[0, 1] îïðåäåëèì òàê íàçûâàåìóþ ñðåäíþþ ôóíêöèþ Ñòåêëîâà

xh(t) =
1

2h

t+h∫
t−h

x(τ)dτ.

Ïóñòü p è q � ñîïðÿæåííûå ïîêàçàòåëè: 1/p + 1/q = 1. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, âûâåäåì
ñëåäóþùèå îöåíêè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t ∈ [0, 1]:

|xh(t)| 6 1

2h

( t+h∫
t−h

dτ
)1/q( t+h∫

t−h

|x(τ)|pdτ
)1/p 6 (

1

2h
)1/p

( 1∫
0

|x(τ)|pdτ
)1/p

(34)

|xh(t+∆t)− xh(t)| =
1

2h

∣∣ t+∆t+h∫
t+∆t−h

x(τ)dτ −
t+h∫

t−h

x(τ)dτ
∣∣ 6

6 1

2h

t+h∫
t−h

|x(τ +∆t)− x(τ)|dτ 6 (
1

2h
)1/p

( t+h∫
t−h

|x(τ +∆t)− x(τ)|pdτ
)1/p 6

6 (
1

2h
)1/p

( 1∫
0

|x(τ +∆t)− x(τ)|pdτ
)1/p

(35)

Èç óñëîâèé (30), (31) è íåðàâåíñòâ (34), (35) ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíèå ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà Kh =
{xh(t), x(t) ∈ K} ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ïàðàìåòðå óñðåäíåíèÿ h > 0 ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåð-
íî îãðàíè÷åííûìè è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûìè (â ïðîñòðàíñòâå C[0, 1]). Ñîãëàñíî òåîðåìå 13
ìíîæåñòâî Kh îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â C[0, 1].

Äëÿ íåïðåðûâíûõ íà [0, 1] ôóíêöèé ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

( 1∫
0

|x(t)|pdt
)1/p 6 max

06t61
|x(t)|,

ïîýòîìó èç ñõîäèìîñòè â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà C[0, 1] ñëåäóåò ñõîäèìîñòü â ìåòðèêå Lp[0, 1], à
çíà÷èò, èç îòíîñèòåëüíîé êîìïàêòíîñòè Kh â C[0, 1] åãî îòíîñèòåëüíàÿ êîìïàêòíîñòü â Lp[0, 1].

Äîêàæåì, ÷òî Kh ÿâëÿåòñÿ ε-ñåòüþ äëÿ ìíîæåñòâà K. Ïóñòü x(t) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç
K. Äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, 1] ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

|x(t)− xh(t)| 6
1

2h

t+h∫
t−h

|x(t)− x(τ)|dτ =
1

2h

h∫
−h

|x(t)− x(t+ τ)|dτ 6

6 (
1

2h
)1/p

( h∫
−h

|x(t)− x(t+ τ)|pdτ
)1/p

.
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Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî íåðàâåíñòâî è âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ôóáèíè è óñëîâèåì (31), ïðè 0 <
τ < δ ïîëó÷èì:

1∫
0

|x(t)− xh(t)|pdt 6
1

2h

1∫
0

( h∫
−h

|x(t)− x(t+ τ)|pdτ
)
dt =

=
1

2h

h∫
−h

( 1∫
0

|x(t)− x(t+ τ)|pdt
)
dτ <

1

2h
εp

h∫
−h

dτ = εp

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x(t) ∈ K åå ñðåäíÿÿ ôóíêöèÿ xh(t) ∈ Kh óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó ρ(x, xh) < ε, òàê ÷òî Kh � ýòî ε-ñåòü äëÿ K. Ðàíåå áûëà óñòàíîâëåíà îòíîñèòåëüíàÿ êîì-
ïàêòíîñòü Kh, ïîýòîìó èç ñëåäñòâèÿ 1 ê òåîðåìå 4 ñëåäóåò îòíîñèòåëüíàÿ êîìïàêòíîñòü K.

1.8 Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé

Ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé ïîçâîëÿåò åäèíûì îáðàçîì äîêàçûâàòü òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ
è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ, èíòåãðàëüíûõ è äðóãèõ óðàâíåíèé. Ìû ðàññìîò-
ðèì ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ïðèíöèïà ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ê çàäà÷å
Êîøè äëÿ ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà è ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Âîëüòåððû.

1.8.1 Ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ïóñòü C = {cij} � n×n ìàòðèöà ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè cij , îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì ñòðîãîãî
äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ ïî ñòðîêàì:

|cii| >
∑
j ̸=i

|cij | ∀i = 1, 2, . . . n. (36)

Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé Cx = d èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè d ∈ Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C0 = diag(c11, c22, . . . , cnn) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç äèàãî-
íàëüíûõ ýëåìåíòîâ C. Â ñèëó óñëîâèÿ (36) |cii| > 0 ∀i, ïîýòîìó ìàòðèöà C0 íå âûðîæäåíà. Çàïèøåì
ñèñòåìó Cx = d â ýêâèâàëåíòíîì âèäå:

x = x− C−1
0 (Cx− d)

è äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå A, îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì Ax = x−C−1
0 (Cx− d) ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþ-

ùèì â ïðîñòðàíñòâå n-ìåðíûõ âåêòîðîâ ñ ìåòðèêîé ρ(x, y) = max
16i6n

|xi−yi|. Òîãäà ñôîðìóëèðîâàííûé
ðåçóëüòàò áóäåò ñëåäîâàòü èç òåîðåìû 11.

Óñëîâèå (36) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

max
16i6n

∑
j ̸=i

|cij |
|cii|

6 α ñ íåêîòîðûì 0 < α < 1.

Èñïîëüçîâàâ ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì:

ρ(Ax,Ay) = max
16i6n

|(xi − yi)−
n∑

j=1

cij
cii

(xj − yj)| = max
16i6n

∣∣∑
j ̸=i

cij
cii

(xj − yj)
∣∣ 6

6 max
16i6n

∑
j ̸=i

|cij |
|cii|

max
16j6n

|xj − yj | 6 αρ(x, y).

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå A � ñæèìàþùåå è óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ ñèñòåìû
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñëåäóåò èç òåîðåìû 11.
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1.8.2 Çàäà÷à Êîøè äëÿ ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

dy

dx
= f(x, y), x ̸= x0; y(x0) = y0, (37)

ãäå ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé îáëàñòè G ∈ R2, ñîäåðæàùåé òî÷êó
(x0, y0). Ïðåäïîëîæèì, òàêæå, ÷òî f(x, y) óäîâëåòâîðÿåò â G óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé y:

|f(x, y1)− f(x, y2)| 6 L|y1 − y2|.

Äîêàæåì, ÷òî çàäà÷à (37) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y = φ(x) íà íåêîòîðîì îòðåçêå |x− x0| 6 d.
Çàäà÷à (37) ýêâèâàëåíòíà èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

y(x) = y0 +

x∫
x0

f(t, y(t))dt. (38)

Ïóñòü Ḡ′ ⊂ G � íåêîòîðàÿ îãðàíè÷åííàÿ çàìêíóòàÿ ïîäîáëàñòü G, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó (x0, y0). Â
ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x, y) îíà îãðàíè÷åíà â Ḡ′ ⊂ G: |f(x, y) 6 K ∀(x, y) ∈ Ḡ′. Ïóñòü
d > 0 íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî

1. (x, y) ∈ Ḡ′, |x− x0| 6 d⇒ |y − y0| 6 Kd;

2. Ld < 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C∗ ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [x0 − d, x0 + d] ôóíêöèé, òàêèõ ÷òî |y(x)−
y0| 6 Kd. Íàäåëèì C∗ ìåòðèêîé ïðîñòðàíñòâà C[x0 − d, x0 + d]. Òîãäà C∗ � çàìêíóòîå ïîäìíîæå-
ñòâî ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà C[x0 − d, x0 + d] � ñàìî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (38) îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå A. Äîêàæåì, ÷òî îíî îòîáðàæàåò C∗ â ñåáÿ
è ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì. Òîãäà óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è (37) áóäåò ñëåäîâàòü
èç ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé (òåîðåìà 11).

A(C∗) ⊂ C∗, òàê êàê äëÿ y ∈ C∗

|x− x0| 6 d⇒ |Ay(x)− y0| = |
x∫

x0

f(t, y(t))dt| 6 K|x− x0| 6 Kd.

A � ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå, ïîòîìó ÷òî äëÿ ëþáûõ y1, y2 ∈ C∗ ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

|x− x0| 6 d⇒ |Ay1(x)−Ay2(x)| = |
x∫

x0

(
f(t, y1(t))− f(t, y2(t))

)
dt| 6

6
x∫

x0

L |y1(t))− y2(t)|dt 6 Ld max
x∈[x0−d,x0+d]

|y1(x))− y2(x)| = Ldρ(y1, y2).

1.8.3 Óðàâíåíèå Âîëüòåððû

Ïóñòü ôóíêöèÿ K(s, t) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â òðåóãîëüíèêå △ = {(s, t) : a 6 t 6 s 6 b},
max

(s,t)∈△
|K(s, t)| = K è çàäàíà ôóíêöèÿ f(s) ∈ C[a, b]. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå x(s) ∈ C[a, b] èíòåãðàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû

x(s) =

s∫
a

K(s, t)x(t)dt+ f(s) ïðè a 6 s 6 b. (39)
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Îòîáðàæåíèå A, îïðåäåëåííîå ïðàâîé ÷àñòüþ ýòîãî óðàâíåíèÿ,

Ax(s) =

s∫
a

K(s, t)x(t)dt+ f(s),

äåéñòâóåò èç C[a, b] â C[a, b]. Äîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî An � ñæèìà-
þùåå îòîáðàæåíèå.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé x1, x2 ∈ C[a, b] è ëþáîãî s ∈ [a, b] ïîñëåäîâàòåëüíî âûâîäèì ñëåäó-
þùèå îöåíêè:

|Ax1(s)−Ax2(s)| 6 K

s∫
a

|x1(t)− x2(t)|dt 6 K(s− a) max
a6t6b

|x1(t)− x2(t)| =

= K(s− a)ρ(x1, x2);

|A2x1(s)−A2x2(s)| 6 K

s∫
a

|Ax1(t)−Ax2(t)|dt 6 Kρ(x1, x2)

s∫
a

(t− a)dt =

= K
(s− a)2

2
ρ(x1, x2);

. . .

|Anx1(s)−Anx2(s)| 6 K

s∫
a

|An−1x1(t)−An−1x2(t)|dt 6 K
(s− a)n

n!
ρ(x1, x2).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ρ(Anx1, A
nx2) = max

s∈[a,b]
|Anx1(s)−Anx2(s)| 6 K

(b− a)n

n!
ρ(x1, x2).

Ïîñêîëüêó lim
n→∞

(b− a)n

n!
= 0, òî íàéäåòñÿ n, ïðè êîòîðîì K

(b− a)n

n!
< 1, ò.å. îòîáðàæåíèå An �

ñæèìàþùåå. Òåïåðü èç òåîðåìû 12 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (39).

1.9 Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå m-ìåðíûõ äåéñòâèòåëüíûõ âåêòîðîâ ôóíêöèÿ

ρ(x, y) =
( m∑
i=1

|ξi − ηi|p
)1/p

äëÿ x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) è y = (η1, η2, . . . , ηn) ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé ïðè ëþáîì 1 6 p <∞.

2. Ïóñòü 1 6 p < ∞ è lp � ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äåéñòâèòåëüíûõ èëè êîìïëåêñíûõ

÷èñåë òàêèõ, ÷òî äëÿ x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .) ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
i=1

|ξi|p. Äëÿ x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .) è

y = (η1, η2, . . . , ηn, . . .) ïîëîæèì

ρ(x, y) =
( ∞∑
i=1

|ξi − ηi|p
)1/p

.

Äîêàçàòü, ÷òî ýòî ìåòðèêà.
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3. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî c0 ñõîäÿùèõñÿ ê íóëþ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ìåòðèêîé
(17) ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì è ïîëíûì.

4. Ïóñòü 1 6 p < ∞. Íà ìíîæåñòâå èíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó (â ñîáñòâåííîì ñìûñëå) ôóíêöèé
íà îòðåçêå [a, b] çàäàäèì

ρ(x, y) =
( b∫
a

|x(t)− y(t)|p dt
)1/p

Äîêàçàòü, ÷òî ýòî ìåòðèêà.

5. Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ, ãëàäêàÿ êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè, Γ = {r = r(t), a 6 t 6 b}, r = (x, y) � åå
ãëàäêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî äëèíà ó÷àñòêà êðèâîé ìåæäó òî÷êàìè êðèâîé c1 =
r(t1) è c2 = r(t2)

ρ(c1, c2) =
( t2∫
t1

√
x′2(t) + y′2(t) dt

)1/2
îïðåäåëÿåò ìåòðèêó íà Γ.

6. Êàê ñâÿçàíû ìíîæåñòâà int(A ∪B) è intA ∪ intB ?

7. Êàê ñâÿçàíû ìíîæåñòâà int(A ∩B) è intA ∩ intB ?

8. Äîêàçàòü ñåïàðàáåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâ lp ïðè 1 6 p <∞.

Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ìíîæåñòâî (16)

9. Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå áîëüøå îäíîãî ýëåìåíòà. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

ρ(x, y) =

{
1 åñëè x ̸= y

0 åñëè x = y

Äîêàçàòü, ÷òî ρ(x, y) - ýòî ìåòðèêà.

Êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò ïîñòðîåííîå ïðîñòðàíñòâî: ñõîäèìîñòü è ôóíäàìåíòàëüíîñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, ïîëíîòà, ñåïàðàáåëüíîñòü?

10. Ïóñòü B(a, b) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ íà èíòåðâàëå (a, b) ôóíêöèé ñ ìåòðèêîé
ρ(x, y) = sup

a<t<b
|x(t)− y(t)|. Äîêàçàòü, ÷òî ýòî ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî.

11. Ïóñòü BC(a, b) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ íà èíòåðâàëå (a, b) ôóíêöèé
ñ ìåòðèêîé ρ(x, y) = sup

a<t<b
|x(t)− y(t)|. Äîêàçàòü, ÷òî ýòî ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî.

12. Ïóñòü C1[a, b] � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèé ñ
ìåòðèêîé

ρ(x, y) = max
a6t6b

|x(t)− y(t)|+ max
a6t6b

|x′(t)− y′(t)|.

Äîêàçàòü, ÷òî ýòî ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî.

13. ÏóñòüM � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) è x0 ∈ X � ôèêñèðîâàííàÿ
òî÷êà. Ðàññòîÿíèåì ìåæäó x0 èM íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà ρ(x0,M) = inf

y∈M
ρ(x0, y). Äîêàçàòü, ÷òî

åñëè M � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà y0 ∈M òàêàÿ, ÷òî ρ(x0, y0) = ρ(x0,M).

14. Ïóñòü (X, ρx) è (Y, ρy) � äâà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà, f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
X íà âñå Y . Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî E ïëîòíî â X, òî f(E) ïëîòíî â Y .
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15. Ïóñòü (X, ρx) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äèàìåòð ìíîæåñòâà A ⊂ X îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâîì

diamA = sup
x,y∈A

ρ(x, y).

Äîêàçàòü, ÷òî äèàìåòðû ìíîæåñòâà A è åãî çàìûêàíèÿ Ā ðàâíû.

16. Ïóñòü A,B � äâà ìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ). Ðàññòîÿíèåì ìåæäó A è B
íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

ρ(A,B) = inf
x∈A,y∈B

ρ(x, y).

Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, à B �çàìêíóòîå ìíîæåñòâî è A ∩ B = ∅, òî
ρ(A,B) > 0.

17. Ïðèâåñòè ïðèìåð çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ A è B òàêèõ, ÷òî A ∩B = ∅, íî ρ(A,B) = 0.

18. Ïóñòü äâà íåïóñòûõ ìíîæåñòâà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ā ∩ B̄ = ∅ (èõ çàìûêàíèÿ íå ïåðåñå-
êàþòñÿ). Äîêàçàòü, ÷òî A ∪B � íåñâÿçíîå ìíîæåñòâî.

19. Ïóñòü A è B � ñâÿçíûå ìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è A ∩ B ̸= ∅. Äîêàçàòü, ÷òî
A ∩B � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî.

20. Ïóñòü A � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è A ⊂ B ⊂ Ā, ãäå Ā � çàìûêàíèå
ìíîæåñòâà A. Äîêàçàòü, ÷òî B � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî.

21. Ïóñòü C = {cij} � n × n ìàòðèöà ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè cij , îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì
ñòðîãîãî äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ ïî ñòîëáöàì:

|cii| >
∑
j ̸=i

|cji| ∀i = 1, 2, . . . n. (40)

Äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé Cx = d èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè
d ∈ Rn.

22. Ïðèâåñòè ïðèìåð ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) è íåðàñòÿãèâàþùåãî îòîáðà-
æåíèÿ

A : X → X, ρ(Ax,Ay) 6 ρ(x, y) ∀x, y ∈ X,

ó êîòîðîãî íåò íåïîäâèæíîé òî÷êè.

23. Ïðèâåñòè ïðèìåð ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) è îòîáðàæåíèÿ

A : X → X, ρ(Ax,Ay) < ρ(x, y) ∀x, y ∈ X,

ó êîòîðîãî íåò íåïîäâèæíîé òî÷êè.

1.10 Ñâîäêà îïðåäåëåíèé è îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Ìåòðèêà è ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà X ìåòðèêà - ýòî ôóíêöèÿ ρ(., .) : X × X → R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

• ρ(x, y) > 0 ∀x, y ∈ X è ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y;

• ρ(x, y) = ρ(y, x) ∀x, y ∈ X (àêñèîìà ñèììåòðèè);

• ρ(x, y) 6 ρ(x, z) + ρ(z, y) ∀x, y, z ∈ X (àêñèîìà òðåóãîëüíèêà).

Íåïóñòîå ìíîæåñòâî X, â êîòîðîì çàäàíà ìåòðèêà � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ).
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2. Åñëè X1 ⊂ X, òî (X1, ρ) � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ∈ X ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ

• îãðàíè÷åííîé, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ∈ X è ÷èñëî R > 0 òàêèå, ÷òî ρ(xn, a) 6 R;

• ñõîäÿùåéñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ X : lim
n→∞

ρ(xn, x) = 0;

• ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè lim
n,m→∞

ρ(xn, xm) = 0.

2. Åñëè {xn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â X è 0 < n1 < n2 < · · · < nk < · · · � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk} íàçûâàåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {xn}: {xnk} ⊂ {xn}.

Óòâåðæäåíèå (Îñíîâíûå ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé)

1. Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò åäèíñòâåííûé ïðåäåë, îãðàíè÷åíà è ôóíäàìåíòàëüíà.

2. Ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäèòñÿ ê òîìó æå ïðåäåëó.

3. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà â X è êàêàÿ-ëèáî åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, òî
è âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê òîìó æå ïðåäåëó.

4. Åñëè x = limxn, y = lim yn, òî ρ(x, y) = lim ρ(xn, yn).

Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà

1. Îòêðûòûì øàðîì ðàäèóñà r > 0 ñ öåíòðîì a ∈ X â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X = (X, ρ) íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî B(a, r) = {x ∈ X : ρ(a, x) < r}.

2. Òî÷êà x ∈ A ìíîæåñòâà A ⊂ X íàçûâàåòñÿ åãî âíóòðåííåé òî÷êîé, åñëè ñóùåñòâóåò îòêðûòûé øàð
B(x, r) ⊂ A. Ìíîæåñòâî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷åê ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ âíóòðåííîñòüþ A è îáîçíà-
÷àòñÿ intA.

3. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè intA = A.

4. Ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî B ⊂ X, ñîäåðæàùåå òî÷êó a ∈ X, íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ a.

5. Òî÷êà a ∈ X íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A ⊂ X, åñëè ëþáàÿ åå îêðåñòíîñòü B(a, r) =
{x ∈ X : ρ(a, x) < r}, r > 0, ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó òî÷êó ìíîæåñòâàA, îòëè÷íóþ îò a:B(a, r)∩(A\a) ̸=
∅ ∀r > 0.

6. Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.

Óòâåðæäåíèå (Ñâîéñòâà ìíîæåñòâ)

1. Ìíîæåñòâî A ⊂ X îòêðûòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çàìêíóòî åãî äîïîëíåíèå X \A.
2. Ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ è âñå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî îòêðûòûìè è çàìêíóòûìè ìíîæå-

ñòâàìè.

3. Îáúåäèíåíèå ëþáîé ñîâîêóïíîñòè îòêðûòûõ ìíîæåñòâ è ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíî-
æåñòâ ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè.

4. Ïåðåñå÷åíèå ëþáîé ñîâîêóïíîñòè çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ è îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè.

5. Äëÿ òîãî, ÷òîáû a ∈ X áûëà ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A ⊂ X, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ñóùåñòâîâàëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ∈ A, xn ̸= a∀n, ñõîäÿùàÿñÿ ê a.

6. Òî÷êè ìíîæåñòâà A, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè äëÿ A, íàçûâàþòñÿ èçîëèðîâàííûìè. Îáú-
åäèíåíèå A è âñåõ åãî ïðåäåëüíûõ òî÷åê îáðàçóåò çàìûêàíèå A ìíîæåñòâà A.

Ñåïàðàáåëüíîñòü è ïîëíîòà

1. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ïëîòíûì â ìíîæåñòâå B, åñëè B ⊂ A.

2. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ âñþäó ïëîòíûì â ïðîñòðàíñòâå X, åñëè X = A.
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3. Ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, åñëè â íåì ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî.

4. Ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ëþáàÿ åãî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðå-
äåë.

Óòâåðæäåíèå (Êðèòåðèé ïîëíîòû: ïðèíöèï âëîæåííûõ øàðîâ)
Ïóñòü â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ, çàìêíóòûõ

øàðîâ, ðàäèóñû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ:

B̄(ak+1, rk+1) ⊂ B̄(ak, rk) ∀k, rk → 0 ïðè k → ∞.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà a ∈
⋂
k

B̄(ak, rk).

Îáðàòíî, åñëè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ, çàìêíóòûõ
øàðîâ, ðàäèóñû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, òî ýòî ïðîñòðàíñòâî ïîëíîå.

Èçîìåòðèÿ è ïîïîëíåíèå

1. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà (X1, ρ1) è (X2, ρ2) íàçûâàþòñÿ èçîìåòðè÷íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêòèâ-
íîå (âçàèìíî îäíîçíà÷íîå) îòîáðàæåíèå f : X1 → X2 òàêîå, ÷òî

ρ2(f(x), f(y)) = ρ1(x, y) ∀x, y ∈ X1.

Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ èçîìåòðèåé.

2. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) íàçûâàåòñÿ ïîïîëíåíèåì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X0, ρ0), åñëè

(a) ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) � ïîëíîå;

(b) ñóùåñòâóåò âñþäó ïëîòíîå â X ïîäìíîæåñòâî X̃ òàêîå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà (X0, ρ0) è (X̃, ρ) èçî-
ìåòðè÷íû.

Óòâåðæäåíèå (Òåîðåìà î ïîïîëíåíèè)
Âñÿêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî èìååò ïîïîëíåíèå, åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè.

Îãðàíè÷åííûå è êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà

Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

1. ÌíîæåñòâîK ⊂ X íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè ñóùåñòâóåò øàð B(a, r) ⊂ X ñ öåíòðîì â íåêîòîðîé
òî÷êå a ∈ X è êîíå÷íîãî ðàäèóñà r > 0, ñîäåðæàùèé K.

2. Ìíîæåñòâî K ⊂ X íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíûì (ïðåäêîìïàêòíûì), åñëè ëþáàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {xn} ⊂ K ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

3. Ìíîæåñòâî K ⊂ X íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ K ñîäåðæèò
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê ýëåìåíòó èç K.

4. Êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ êîìïàêòîì.

5. Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è ε > 0. Ìíîæåñòâî Aε ⊂ X íàçûâàåòñÿ ε-ñåòüþ äëÿ ìíîæå-
ñòâà B ⊂ X, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ B íàéäåòñÿ y ∈ Aε òàêîé, ÷òî ρ(x, y) < ε.

Óòâåðæäåíèå (Òåîðåìà Õàóñäîðôà)

Äëÿ îòíîñèòåëüíîé êîìïàêòíîñòè K ⊂ X íåîáõîäèìî, à â ñëó÷àå ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà X è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû ó ìíîæåñòâà K äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâîâàëà êîíå÷íàÿ ε-ñåòü (ò.å. ε-ñåòü, ñîñòîÿùàÿ èç êîíå÷íîãî
÷èñëà ýëåìåíòîâ).

Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

1. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî â òî÷êå x0 ∈ X, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ, ýêâèâà-
ëåíòíûõ, óñëîâèé:

• äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî

∀x ∈ X : ρx(x, x0) < δ ⇒ ρy(f(x), f(x0)) < ε;

• äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ⊂ X, ñõîäÿùåéñÿ ê x0, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xn)} ⊂ Y
ñõîäèòñÿ ê f(x0).
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2. Åñëè M � ýòî ìíîæåñòâî â X è îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî â êàæäîé òî÷êå M , òî îíî
íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì íà ìíîæåñòâå M .

3. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûì íà X, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
δ = δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî

∀x, y ∈ X : ρx(x, y) < δ ⇒ ρy(f(x), f(y)) < ε.

4. Îòîáðàæåíèå f(x), îïðåäåëåííîå â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå è ñî çíà÷åíèÿìè â R, íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèîíàëîì.

Óòâåðæäåíèå (Ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé êîìïàêòîâ)

1. Îòîáðàæåíèå f ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρx) â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Y, ρy) íåïðåðûâíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîîáðàç êàæäîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.

2. Íåïðåðûâíûé îáðàç êîìïàêòà åñòü êîìïàêò.

Ñëåäñòâèå (òåîðåìà Âåéåðøòðàññà): íåïðåðûâíûé íà ìåòðè÷åñêîì êîìïàêòå ôóíêöèîíàë îãðàíè÷åí
è äîñòèãàåò ñâîèõ ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèé.

3. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêîãî êîìïàêòà (X, ρx) â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Y, ρy) ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíî.

Ñëåäñòâèå (òåîðåìà Êàíòîðà): íåïðåðûâíûé íà ìåòðè÷åñêîì êîìïàêòå ôóíêöèîíàë ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâåí.

Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ
ÌíîæåñòâîK ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ íåñâÿçíûì, åñëè ñóùåñòâóþò äâà íåïåðåñåêàþùèõ-

ñÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâà C1 è C2, êàæäîå èç êîòîðûõ ïåðåñåêàåòñÿ ñ K è îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ñîäåðæèò
K. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî K � ñâÿçíîå.

Óòâåðæäåíèå
Ïóñòü (X, ρx), (Y, ρy) � äâà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà, K ⊂ X � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî è îòîáðàæåíèå

f : X → Y íåïðåðûâíî íà K. Òîãäà f(K) � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî.
Ñëåäñòâèå (òåîðåìà Áîëüöàíî-Êîøè): íåïðåðûâíûé íà ñâÿçíîì ìåòðè÷åñêîì êîìïàêòå (K, ρ) ôóíêöèî-

íàë f(x) ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [m,M ], ãäå m = min
x∈K

f(x), M = max
x∈K

f(x).

Ñæèìàþùèå îòîáðàæåíèÿ è íåïîäâèæíûå òî÷êè

1. Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Îòîáðàæåíèå A : X → X íàçûâàåòñÿ ñæèìàþùèì (èëè
îòîáðàæåíèåì ñæàòèÿ), åñëè

∃α ∈ (0, 1) : ∀x, y ∈ X ⇒ ρ(Ax,Ay) 6 αρ(x, y).

2. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ A : X → X, åñëè Ax = x.

Óòâåðæäåíèå (Íåïîäâèæíûå òî÷êè ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé)

1. Ïóñòü (X, ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è A : X → X � ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå. Òîãäà A
èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

2. Ïóñòü n-àÿ ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ A : X → X, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì An = A ◦A ◦ · · · ◦A︸ ︷︷ ︸
n

, n > 1,

ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ñæàòèÿ â X. Òîãäà A èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Ïðèìåð: Ïóñòü äàíî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (N, ρ), ãäå N - ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è

ρ(n,m) =

1 +
1

n+m
n ̸= m,

0 n = m.

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ øàðîâ ñ öåíòðîì â òî÷êå n è ðàäèóñà 1 +
1

2n
: B(n, 1 +

1

2n
) = {m : ρ(m,n) 6 1 +

1

2n
}, n = 1, 2, . . .. Øàðû B(n, 1 +

1

2n
) çàìêíóòû è âëîæåíû äðóã â

äðóãà, ïðîñòðàíñòâî (N, ρ) - ïîëíî, òàê êàê êàæäàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ
â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Íî óñëîâèå ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ ðàäèóñîâ øàðîâ íàðóøåíî, ïîýòîìó ïåðåñå÷åíèå
âëîæåííûõ øàðîâ ïóñòî.
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�2 Ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå è ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà

2.1 Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

Ïóñòü äàëåå F îçíà÷àåò ÷èñëîâîå ïîëå R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èëè C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 1. (Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî)
Ìíîæåñòâî X, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçîâåì âåêòîðàìè, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì (èëè âåêòîð-

íûì) ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì F , åñëè â íåì çàäàíû äâå îïåðàöèè: ñëîæåíèÿ x + y âåêòîðîâ
x, y ∈ X è óìíîæåíèÿ λx âåêòîðà x ∈ X íà ÷èñëî λ ∈ F , óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

• êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ x+ y = y + x;

• àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ (x+ y) + z = x+ (y + z);

• àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ λ(µx) = (λµ)x;

• äèñòðèáóòèâíîñòü ñëîæåíèÿ λ(x+ y) = λx+ λy;

• äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ (λ+ µ)x = λx+ µx;

• ñóùåñòâîâàíèå íóëåâîãî âåêòîðà 0: x+ 0 = x;

• ñóùåñòâîâàíèå îòðèöàòåëüíîãî âåêòîðà −x: x+ (−x) = 0;

• óìíîæåíèå âåêòîðà íà 1: 1x = x.

Ðàññìîòðåííûå ðàíåå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà Rn, C[0, 1], lp ∀p > 1 ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè, ò.å.
ëèíåéíûìè ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Îïðåäåëåíèå 2. (Ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñèñòåìû; ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà)

1. Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ x1, x2, . . . , xn íàçûâàåòñÿ âåêòîð

λ1x1 + λ2x2 + · · ·λnxn, λi ∈ F. (1)

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé, åñëè õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ λi
îòëè÷åí îò íóëÿ.

2. Âåêòîðû x1, x2, . . . , xn ëèíåéíî çàâèñèìû, åñëè ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáè-
íàöèÿ (1), ðàâíàÿ íóëþ, è ëèíåéíî íåçàâèñèìû, åñëè òîëüêî òðèâèàëüíàÿ êîìáèíàöèÿ (1)
ðàâíà íóëþ.

3. Ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ èç X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé, åñëè ëþáàÿ åå êî-
íå÷íàÿ ïîäñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

4. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X èìååò ðàçìåðíîñòü n, åñëè â íåì ñóùåñòâóåò n ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûõ âåêòîðîâ, à ëþáûå n+ 1 âåêòîðû ëèíåéíî çàâèñèìû.

5. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X � áåñêîíå÷íîìåðíîå, åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n â íåì ñóùå-
ñòâóåò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ.

6. Åñëè ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X íàä ïîëåì F èìååò ðàçìåðíîñòü n, òî ëþáàÿ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìàÿ ñèñòåìà èç n åãî âåêòîðîâ (e1, e2, . . . , en) îáðàçóåò áàçèñ X: ëþáîé âåêòîð x ∈ X

îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå x =

n∑
i=1

xiei, xi ∈ F .
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Îïðåäåëåíèå 3. (Ïîäïðîñòðàíñòâî è ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà)

1. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî X0 ⊂ X â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì,
åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X0 è λ ∈ F ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ x + y ∈ X0, λx ∈ X0. Êàæ-
äîå ïîäïðîñòðàíñòâî X0 ⊂ X ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé,
îïðåäåëåííûõ íà âñåì ïðîñòðàíñòâå X.

2. Íàèìåíüøåå ïîäïðîñòðàíñòâî X0, ñîäåðæàùåå ñèñòåìó âåêòîðîâ V ⊂ X, íàçûâàåòñÿ ëè-
íåéíîé îáîëî÷êîé ýòîé ñèñòåìû è îáîçíà÷àåòñÿ spanV . Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà spanV ñîñòîèò
èç âñåõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà X òàêèõ, êîòîðûå ïðåäñòàâèìû â âèäå êîíå÷íîé ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè: x =

k∑
i=1

λivi, ãäå λi ∈ F è vi ∈ X.

Îïðåäåëåíèå 4. (Èçîìîðôíûå ïðîñòðàíñòâà)
Ïóñòü X1 è X2 � äâà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì F .

1. Îòîáðàæåíèå f : X1 → X2 íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè f(α+βy) = αf(x)+βf(y) äëÿ ëþáûõ
x, y ∈ X1 è ëþáûõ ÷èñåë α, β ∈ F .

2. Ëèíåéíîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : X1 → X2 íàçûâàåòñÿ èçîìîðôíûì, èëè
èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâ X1 è X2.

2.2 Ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

Îïðåäåëåíèå 5. (Àêñèîìû íîðìû)
Ïóñòü íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X íàä ÷èñëîâûì ïîëåì F îïðåäåëåíà âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ

ôóíêöèÿ ∥x∥, ∀x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ X è ÷èñåë λ ∈ F ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì (àêñèîìàì íîðìû):

1. ∥x∥ > 0 è ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0 (íóëåâîé ýëåìåíò X);

2. ∥λx∥ = |λ|∥x∥;

3. ∥x+ y∥ 6 ∥x∥+ ∥y∥.

Òîãäà ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íîðìîé, à ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X ñ íîðìîé ∥.∥ � íîðìèðîâàííûì
ïðîñòðàíñòâîì.

Êàê è â ñëó÷àå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, åñëè íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî íà X îïðåäåëåíà
íîðìà ∥.∥, ìû áóäåì ïèñàòü (X, ∥.∥).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ (ëèíåéíûì) ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàí-
ñòâîì ñ ìåòðèêîé ρ(x, y) = ∥x−y∥,∀x, y,∈ X. Â ÷àñòíîñòè, ρ(x, 0) = ∥x∥, ò.å. íîðìà � ýòî ðàññòîÿíèå
äî íóëåâîãî ýëåìåíòà â ñîîòâåòñòâóþùåé ìåòðèêå.

Ïðèìåðàìè ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ âñå ðàññìîòðåííûå â 1.6 ëèíåéíûå
ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà Rn, s, c, lp, C[a, b], Lp(a, b).

Ëåììà 1. Åñëè â ëèíåéíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) ìåòðèêà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

ρ(x+ z, y + z) = ρ(x, y) ∀x, y, z ∈ X, ρ(0, λx) = |λ|ρ(0, x) ∀x ∈ X ∀λ ∈ F,

òî â X ìîæíî îïðåäåëèòü íîðìó ðàâåíñòâîì ∥x∥ = ρ(x, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ àêñèîìà íîðìû äëÿ ∥x∥ = ρ(x, 0) âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó ïåðâîé àêñèîìû
ìåòðèêè. Àêñèîìà ïîëîæèòåëüíîé îäíîðîäíîñòè ñëåäóåò èç óñëîâèÿ ρ(0, λx) = |λ|ρ(0, x). Íàêîíåö,
èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ ìåòðèêè è óñëîâèÿ ρ(x+ z, y + z) = ρ(x, y) ñëåäóåò

∥x+ y∥ = ρ(x+ y, 0) 6 ρ(x+ y, y) + ρ(y, 0) = ρ(x, 0) + ρ(y, 0) = ∥x∥+ ∥y∥.
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Îòìå÷åííàÿ âûøå ñâÿçü ìåæäó íîðìîé è ìåòðèêîé, ρ(x, y) = ∥x−y∥, ïîçâîëÿåò ëåãêî ïåðåíåñòè
áîëüøèíñòâî ïîíÿòèé è ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íà ñëó÷àé íîðìèðîâàííûõ
ïðîñòðàíñòâ. Äàëåå ìíîãèå èç íèõ ìû ïåðå÷èñëÿåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Îïðåäåëåíèå 6. (Îãðàíè÷åííûå, ñõîäÿùèåñÿ è ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè)

1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ∈ X ýëåìåíòîâ íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ñõî-
äÿùåéñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ X òàêîé, ÷òî lim

n→∞
∥xn − x∥ = 0.

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ∈ X íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî R > 0
òàêîå, ÷òî ∥xn∥ 6 R ∀x ∈ X.

3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ∈ X íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé åñëè lim
n,m→∞

∥xn − xm∥ = 0.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ñëåäñòâèÿìè äîêàçàííûõ
óòâåðæäåíèé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå:

Ëåììà 2. (Îñíîâíûå ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé)

1. Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò åäèíñòâåííûé ïðåäåë.

2. Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà.

3. Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà.

4. Ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäèòñÿ ê òîìó æå ïðåäå-
ëó.

5. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà â X è êàêàÿ-ëèáî åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõî-
äèòñÿ, òî è âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê òîìó æå ïðåäåëó.

6. Íîðìà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé: åñëè x = limxn, òî ∥x∥ = lim ∥xn∥.

Â äîïîëíåíèå ê ïåðå÷èñëåííûì óòâåðæäåíèÿì ïðèâåäåì åùå äâà ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,
â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíîñòü ïðîñòðàíñòâà:

Ëåììà 3.

1. Åñëè xn → x â X è λn → λ â F , òî λnxn → λx;

2. Åñëè xn → x è yn → y â X, òî xn + yn → x+ y.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïîñêîëüêó ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λn} ñõîäèòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó
λ, òî îíà îãðàíè÷åíà: ∃M > 0 : ∥λn∥ 6 M ∀n. Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ íîðìû
ëåãêî ñëåäóåò ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå:

∥λnxn − λx∥ 6 |λn|∥xn − x∥+ |λn − λ|∥x∥ → 0 ïðè n→ ∞.

2. Èñïîëüçóÿ â î÷åðåäíîé ðàç íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷èì

∥(xn + yn)− (x+ y)∥ 6 ∥xn − x∥+ ∥yn − y∥ → 0 ïðè n→ ∞.

Îïðåäåëåíèå 7. (Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà)

1. Îòêðûòûì øàðîì ðàäèóñà r > 0 ñ öåíòðîì a ∈ X â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X = (X, ρ)
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî B(a, r) = {x ∈ X : ∥x− a∥ < r}.
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2. Òî÷êà x ∈ A ìíîæåñòâà A ⊂ X íàçûâàåòñÿ åãî âíóòðåííåé òî÷êîé, åñëè ñóùåñòâóåò îò-
êðûòûé øàð B(x, r) ⊂ A. Ìíîæåñòâî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷åê ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ
âíóòðåííîñòüþ A è îáîçíà÷àòñÿ intA.

3. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè intA = A.

4. Òî÷êà a ∈ X íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A ⊂ X, åñëè ëþáàÿ îêðåñòíîñòü
òî÷êè a ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó òî÷êó ìíîæåñòâà A, îòëè÷íóþ îò a:

B(a, r) ∩ (A \ a) ̸= ∅ ∀r > 0.

5. Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè

Êàê è âûøå, ïðèâåäåííûå äàëåå óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé äëÿ
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Ëåììà 4. (Ñâîéñòâà îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ)

1. Ìíîæåñòâî A ⊂ X îòêðûòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çàìêíóòî åãî äîïîëíåíèå X \A.

2. Îáúåäèíåíèå ëþáîé ñîâîêóïíîñòè îòêðûòûõ ìíîæåñòâ è ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îò-
êðûòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè.

3. Ïåðåñå÷åíèå ëþáîé ñîâîêóïíîñòè çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ è îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà çà-
ìêíóòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè.

4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû a ∈ X áûëà ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A ⊂ X, íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ∈ A, xn ̸= a ∀n, ñõîäÿùàÿñÿ ê a.

Îïðåäåëåíèå 8. (Ïîëíûå ïðîñòðàíñòâà, èçîìåòðèÿ, ïîïîëíåíèå)

1. Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ëþáàÿ åãî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë. Ïîëíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ïðèíÿòî íàçûâàòü ïðî-
ñòðàíñòâîì Áàíàõà, èëè áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

2. Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà (X1, ∥.∥1) è (X2, ∥.∥2) íàçûâàþòñÿ èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíû-
ìè, åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé èçîìîðôèçì f : X1 → X2 (ñì. îïðåäåëåíèå 4), ñîõðàíÿþùèé
íîðìó:

∥f(x)∥2 = ∥x∥1 ∀x ∈ X1.

3. Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî (X, ∥.∥X) íàçûâàåòñÿ ïîïîëíåíèåì íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà (X0, ∥.∥X0), åñëè

• ïðîñòðàíñòâî (X, ∥.∥X) � ïîëíîå. ò.å. áàíàõîâî;

• ñóùåñòâóåò âñþäó ïëîòíîå â X ïîäïðîñòðàíñòâî (X̃, ∥.∥X) òàêîå, ÷òî (X0, ∥.∥X0
) è

(X̃, ∥.∥X) èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíû.

Ïîïîëíåíèå (X, ρ) ÿâëÿåòñÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ìèíèìàëüíûì ïîëíûì ïðîñòðàíñòâîì, ñî-
äåðæàùèì (X0, ρ0).

Òåîðåìà 1. Âñÿêîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî èìååò ïîïîëíåíèå, åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ
äî èçîìåòðè÷åñêîãî èçîìîðôèçìà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X0 � íåïîëíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ∥.∥. Ïîñêîëüêó X0

ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñ ìåòðèêîé ρ0(x, y) = ∥x − y∥, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 3 îíî
èìååò ïîïîëíåíèå � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ). Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíòû X � ýòî êëàññû
ýêâèâàëåíòíûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, è åñëè ξ, η � äâà ýëåìåíòà X è {xk} ∈
ξ, {yk} ∈ η � ôóíäàìåíòàëüíûå â (X0, ρ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ýòèõ êëàññîâ, òî ìåòðèêà â X
îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

ρ(ξ, η) = lim
k→∞

ρ0(xk, yk).

Ðàñïðîñòðàíèì àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè è íîðìó, îïðåäåëåííûå òîëüêî íà X0, íà âñå X. Ïóñòü
{xk} ∈ ξ, {yk} ∈ η. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn + yn} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ â X0, ïóñòü îíà ïðè-
íàäëåæèò êëàññó ζ. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì ζ = ξ + η. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïðåäåëåíèå
ýëåìåíòà ζ íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xn} è {yn} èç êëàññîâ ξ è η, ñîîòâåòñòâåííî.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòà èõ X íà ÷èñëî.

Ïîëîæèì òåïåðü äëÿ ξ ∈ X

∥ξ∥ = ρ(x, 0) = lim
k→∞

ρ0(xk, 0) = lim
k→∞

∥xk∥.

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ìåòðèêè, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî òàê îïðåäåëåííàÿ ôóíê-
öèÿ íà X ÿâëÿåòñÿ íîðìîé. Èòàê, ïîñòðîåííîå ìåòðè÷åñêîå ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà X0 ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì íîðìèðîâàííûì (áàíàõîâûì) ïðîñòðàíñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 9. (Ëèíåàëû, ïîäïðîñòðàíñòâà, àôôèííûå ìíîãîîáðàçèÿ)

1. Ïîäìíîæåñòâî X0 íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì (èëè
ëèíåàëîì), åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X0 è ëþáûõ α, β ∈ F ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ αx+ βy ∈ X0.

2. Çàìêíóòûé ëèíåàë X0 ⊂ X íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì X.

Ïîä÷åðêíåì çäåñü òðåáîâàíèå çàìêíóòîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ëþ-
áîé ëèíåàë ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, ÷òî íå òàê äëÿ íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà.

3. Ìíîæåñòâî L = x0 + X0 = {x ∈ X : x = x0 + y, y ∈ X0} ñ ôèêñèðîâàííûì ýëåìåíòîì
x0 ∈ X íàçûâàåòñÿ àôôèííûì ìíîãîîáðàçèåì. ßñíî, ÷òî ïðè x0 = 0 àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå
ÿâëÿåòñÿ ëèíåàëîì.

Îïðåäåëåíèå 10. (Ýêâèâàëåíòíûå íîðìû)
Äâå íîðìû ∥.∥1 è ∥.∥2 â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùå-

ñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå m è M òàêèå, ÷òî

m∥x∥1 6 ∥x∥2 6M∥x∥1 ∀x ∈ X.

Äàëåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì îáîçíà÷àåì ∥.∥1 ∼ ∥.∥2.

Îòìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì òðàíçèòèâíî: åñëè ∥.∥1 ∼ ∥.∥2 è ∥.∥2 ∼ ∥.∥3., òî
∥.∥1 ∼ ∥.∥3.

Ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíûõ íîðì ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñóùåñòâåííûì äëÿ àíàëèçà, ïîñêîëüêó ëèíåéíûå
ïðîñòðàíñòâà (X, ∥.∥1) è (X, ∥.∥2) ñ ýêâèâàëåíòíûìè íîðìàìè ∥.∥1 è ∥.∥2 îáëàäàþò îäíèìè è òå-
ìè æå ìåòðè÷åñêèìè è òîïîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Íàïðèìåð, åñëè íåêîòîðîå ìíîæåñòâî (èëè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü) îãðàíè÷åíî (îòêðûòî, çàìêíóòî) â (X, ∥.∥1), òî îíî îãðàíè÷åíî (ñîîòâåòñòâåí-
íî, îòêðûòî èëè çàìêíóòî) è â (X, ∥.∥2); åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ (ôóíäàìåíòàëüíà) â
(X, ∥.∥1), òî îíà òàêæå ñõîäèòñÿ (ôóíäàìåíòàëüíà) â (X, ∥.∥2); åñëè ïðîñòðàíñòâî (X, ∥.∥1) � ïîëíîå,
òî è ïðîñòðàíñòâî (X, ∥.∥2) ñ ýêâèâàëåíòíîé íîðìîé � ïîëíîå.

Òåîðåìà 2. Âñå íîðìû â êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ýêâèâàëåíòíû.

45



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F (F = R èëè F = C) ðàçìåðíîñòè
n ñ áàçèñîì {ei}, i = 1, 2 . . . , n. Îïðåäåëèì íà X íîðìó ∥.∥1. Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

β1 =

n∑
i=1

∥ei∥1 > 0. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x ∈ X è ïóñòü x = ξ1e1 + ξ2e2 + . . . ξnen, ξi ∈ F, �

åãî ðàçëîæåíèå ïî äàííîìó áàçèñó. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòó x âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2, . . . ξn) ∈
Fn ïðîñòðàíñòâà Fn ñ íîðìîé ∥ξ∥∞ = max

i
|ξi|. Èç àêñèîìû òðåóãîëüíèêà äëÿ íîðì ñëåäóåò íåðà-

âåíñòâî

∥x∥1 = ∥ξ1e1 + ξ2e2 + . . . ξnen∥1 6
n∑

i=1

|ξi|1 ∥ei∥1 6 β∥ξ∥∞.

Äîêàæåì òåïåðü íåðàâåíñòâà ïðîòèâîïîëîæíîãî âèäà. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ôóíêöèþ f(ξ) = ∥ξ1e1+
ξ2e2 + . . . ξnen∥1. Îíà íåïðåðûâíà, òàê êàê

|f(ξ)− f(η)| =
∣∣∥ξ1e1 + ξ2e2 + . . . ξnen∥1 − ∥η1e1 + η2e2 + . . . ηnen∥1

∣∣ 6
6 ∥(ξ1 − η1)e1 + (ξ2 − η2)e2 + . . . (ξn − ηn)en∥1 6 β1∥ξ − η∥∞ ∀ξ, η ∈ Fn.

Ïóñòü S1 = {ξ ∈ Fn : ∥ξ∥∞ = 1} �îãðàíè÷åííîå è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â êîíå÷íîìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå Fn, ò.å. êîìïàêò. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà (ñì. ñëåäñòâèå 3 ê òåîðåìå 8 â ïàðàãðàôå 1.3)
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(ξ) äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà S1:

∃ ξ0 ∈ S1 : f(ξ0) = min
ξ∈S1

f(ξ) = α1.

×èñëî α1 ïîëîæèòåëüíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äîïóñòèòü, ÷òî α1 = f(ξ0) = 0, òî ∥ξ01e1 + ξ02e2 +
. . . ξ0nen∥1 = 0, ïîýòîìó ξ01e1 + ξ02e2 + . . . ξ0nen = 0 äëÿ íåíóëåâîãî âåêòîðà ξ0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû {ei}, i = 1, 2 . . . , n.

Ïóñòü òåïåðü ξ � ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð è η =

(
ξ1

∥ξ∥∞
,
ξ2

∥ξ∥∞
, . . .

ξn
∥ξ∥∞

)
∈ S1. Òîãäà

∥x∥1 = f(ξ) = ∥ξ∥∞f(η) > α1∥ξ∥∞.

Èòàê, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî äëÿ ëþáîé íîðìû ∥.∥1 â ïðîñòðàíñòâå X ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

α1∥ξ∥∞ 6 ∥x∥1 6 β1∥ξ∥∞. (2)

Äëÿ ëþáîé äðóãîé íîðìû ∥.∥2 â X ñïðàâåäëèâû àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà:

α2∥ξ∥∞ 6 ∥x∥2 6 β2∥ξ∥∞ (3)

ñ ïîñòîÿííûìè α2 = min
ξ∈S1

∥ξ1e1 + ξ2e2 + . . . ξnen∥2 > 0 è β2 =

n∑
i=1

∥ei∥2 > 0. Èç íåðàâåíñòâ (2) è (3)

ñëåäóåò ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì ∥.∥1 è ∥.∥2:

α2

β1
∥x∥1 6 ∥x∥2 6 β2

α1
∥x∥1 ∀x ∈ X.

Ñëåäñòâèå 1. Êîíå÷íîìåðíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ïîëíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � êîíå÷íîìåðíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F è {ei}, i =
1, 2 . . . , n, � êàêîé-ëèáî åãî áàçèñ. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû óñòàíîâëåíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó X è ïðîñòðàíñòâîì Fn, à òàêæå íåðàâåíñòâà (2) äëÿ X ∋ x = ξ1e1 + ξ2e2 +
. . . ξnen, ξi ∈ F. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñõîäèìîñòü è ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â X
ðàâíîñèëüíû, ñîîòâåòñòâåííî, ñõîäèìîñòè è ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ èç
êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó â Fn. Â ñèëó ïîëíîòû Fn ïðîñòðàíñòâî X òàêæå ïîëíî.
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2.3 Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî

Ïóñòü X - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F äåéñòâèòåëüíûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 11. (Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïðåäãèëüáåðòîâî è ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâà)

1. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â X íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ (x, y) äâóõ ïåðåìåííûõ x, y ∈ X ñî çíà-
÷åíèÿìè â F , îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(a) ëèíåéíîñòü: (αx+ βy, z) = α(x, z) + β(y, z);

(b) ñèììåòðè÷íîñòü: (x, y) = (y, x);

(c) ïîëîæèòåëüíîñòü: (x, x) > 0, åñëè x ̸= 0

äëÿ âñåõ x, y, z ∈ X è âñåõ α, β ∈ F .

2. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X, â êîòîðîì çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, íàçûâàåòñÿ ïðåäãèëü-
áåðòîâûì (à òàêæå óíèòàðíûì â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå è åâêëèäîâûì â äåéñòâèòåëüíîì ñëó-
÷àå).

3. Ïîëíîå ïðåäãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ãèëüáåðòà, èëè ãèëüáåð-
òîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ëåììà 5. Ôóíêöèÿ îò x ∈ X
∥x∥ =

√
(x, x) (4)

îïðåäåëÿåò íîðìó â ïðåäãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâå àêñèîìû íîðìû ëåãêî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ:

∥λx∥2 = (λx, λx) = λλ∥x∥2 = |λ|2∥x∥2, ∥x∥ > 0 ïðè x ̸= 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ íîðìû ïðåæäå äîêàæåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî
Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî:

|(x, y)| 6 ∥x∥∥y∥. (5)

Ïðè y = 0 íåðàâåíñòâî (5) î÷åâèäíî, ïîýòîìó ñ÷èòàåì y ̸= 0. Äëÿ ëþáîãî λ ∈ F èìååì

0 6 (x− λy, x− λy) = (x, x)− λ(x, y)− λ(x, y) + |λ|2(y, y).

Ïîëîæèâ â ýòîì íåðàâåíñòâå λ =
(x, y)

(y, y)
, ïîëó÷èì

(x, x)− (x, y)

(y, y)
(x, y)− (x, y)

(y, y)
(x, y) +

|(x, y)|2

(y, y)2
(y, y) > 0,

ò.å. íåðàâåíñòâî (5):

(x, x)− |(x, y)|2

(y, y)
> 0.

Òåïåðü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ íîðìû ∥x∥ =
√
(x, x) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

(5):
∥x+ y∥2 = (x, y) + 2Re(x, y) + (y, y) 6 (x, y) + 2∥x∥∥y∥+ (y, y) 6 (∥x∥+ ∥y∥)2.
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Èç ëåììû 5 ñëåäóåò, ÷òî ïðåäãèëüáåðòîâî (ãèëüáåðòîâî) ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷à-
åì ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííîãî (ñîîòâåòñòâåííî, áàíàõîâà) ïðîñòðàíñòâà, ÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåíåñòè
íà ýòè ïðîñòðàíñòâà îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû òåîðèè íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ. Â ñëåäó-
þùèõ ïóíêòàõ ìû óäåëèì âíèìàíèå ñïåöèôè÷åñêèì ñâîéñòâàì ïðîñòðàíñòâ ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâå-
äåíèåì, ñâÿçàííûì ñ ïîíÿòèåì îðòîãîíàëüíîñòè.

Ëåììà 6. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ñâîèõ àðãóìåíòîâ:
åñëè xn → x, yn → y ïî íîðìå ∥.∥ =

√
(., .), ïîðîæäåííîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, òî

(xn, yn) → (x, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî (5), ïîëó÷èì:

|(xn, yn)− (x, y)| = |(xn − x, yn) + (x, yn − y)| 6 ∥xn − x∥∥yn∥+ ∥x∥∥yn − y∥.

Ïîñêîëüêó ñõîäÿùàÿñÿ ïî íîðìå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà, òî ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→ ∞.

Îïðåäåëåíèå 12. Ïðåäãèëüáåðòîâû (ãèëüáåðòîâû) ïðîñòðàíñòâà (H1, (., .)1) è (H2, (., .)2) íàçû-
âàþòñÿ èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé èçîìîðôèçì f : X1 → X2 (ñì.
îïðåäåëåíèå 4), ñîõðàíÿþùèé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

(f(x), f(y))2 = (x, y)1 ∀x, y ∈ H1.

Òåîðåìà 3. Âñÿêîå ïðåäãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî èìååò ïîïîëíåíèå, åäèíñòâåííîå ñ òî÷íî-
ñòüþ äî èçîìåòðè÷åñêîãî èçîìîðôèçìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X0 � ïðåäãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (., .).
Â ñèëó òåîðåìû 1 ïðîñòðàíñòâî X0 èìååò ïîïîëíåíèå � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî X, ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü íà X ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ïîëîæèì

(ξ, η) = lim
n→∞

(xn, yn) äëÿ {xn} ∈ ξ, {yn} ∈ η.

Óáåäèìñÿ, ÷òî ïðåäåë ñóùåñòâóåò è íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xn} è {yn} èç
êëàññîâ ξ è η. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xn}
è {yn} ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

|(xn, yn)− (xk, yk)| = |(xn − xk, yn) + (xk, yn − yk)| 6 ∥xn − xk∥∥yn∥+

+∥xk∥∥yn − yk∥ → 0 ïðè n, k → ∞.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(xn, yn)} ôóíäàìåíòàëüíà, ïîýòîìó èìååò ïðåäåë.
Åñëè òåïåðü {x̃n} è {ỹn} � äðóãèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç êëàññîâ ξ è η, òî

|(xn, yn)− (x̃n, ỹn)| = |(xn − x̃n, yn) + (x̃n, yn − ỹn)| 6 ∥xn − x̃n∥∥yn∥+

+∥x̃n∥∥yn − ỹn∥ → 0 ïðè n→ ∞.

òàê êàê ïàðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {x̃n}, {xn} è {ỹn}, {yn} ýêâèâàëåíòíû. Òàêèì îáðàçîì, lim
n→∞

(xn, yn) =

lim
n→∞

(x̃n, ỹn).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ íîðìû, îïðåäåëåííîé â ïðîñòðàíñòâå H ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
ðàâåíñòâîì (4) ∥.∥ =

√
(., .), ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå (ðàâåíñòâî ïàðàëëåëîãðàììà):

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2
(
∥x∥2 + ∥y∥2

)
∀x, y ∈ H. (6)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì òîãî, ÷òî â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî
ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ñâÿçàííîå ñ íîðìîé ðàâåíñòâîì (4):
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Òåîðåìà 4. (ôîí Íåéìàí, Éîðäàí) Åñëè â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå (H, ∥.∥) âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî ïàðàëëåëîãðàììà (6), òî H� ïðåäãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ò.å. â íåì ìîæíî ââåñòè
(ïðè÷åì, åäèíñòâåííûì îáðàçîì) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ñâÿçàííîå ñ íîðìîé ðàâåíñòâîì ∥.∥ =√
(., .).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåì òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà. 1

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ x è y ðàâåíñòâîì

(x, y) =
1

4

(
∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2

)
(7)

è äîêàæåì, ÷òî åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (6), òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.
Ïîñêîëüêó ïðè y = x èç (7) ñëåäóåò

(x, x) = ∥x∥2,

òî ýòî è áóäåò òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, êîòîðîå ïîðîæäàåò íîðìó.
ßñíî, ÷òî àêñèîìû (x, x) = ∥x∥2 > 0 è (x, x) = 0 ⇔ x = 0 ñëåäóþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ àê-

ñèîì äëÿ íîðì. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî (x, y) = (y, x). Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóåò äîêàçàòü àêñèîìó
ëèíåéíîñòè, ò.å. àääèòèâíîñòü (x1 + x2, y) = (x1, y) + (x2, y) è îäíîðîäíîñòü (cx, y) = c(x, y), c ∈ R.

Ñíà÷àëà äîêàæåì àääèòèâíîñòü. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëè ôóíêöèþ òðåõ àðãóìåíòîâ

Φ(x1, x2, y) = 4
∣∣(x1 + x2, y)− (x1, y)− (x2, y)

∣∣, x1, x2y ∈ H,

è äîêàæåì, ÷òî îíà òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ.
Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (7) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Φ(x1, x2, y) = ∥x1 + x2 + y∥2 − ∥x1 + x2 − y∥2 − ∥x1 + y∥2 + ∥x1 − y∥2−

−∥x2 + y∥2 + ∥x2 − y∥2. (8)

Èç (6) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

∥x1 + x2 ± y∥2 = 2∥x1 ± y∥2 + 2∥x2∥2 − ∥x1 ± y − x2∥2,

ïîäñòàâèâ êîòîðûå â (8), ïîëó÷èì:

Φ(x1, x2, y) = −∥x1 + y − x2∥2 + ∥x1 − y − x2∥2 + ∥x1 + y∥2 − ∥x1 − y∥2−

−∥x2 + y∥2 + ∥x2 − y∥2. (9)

Âçÿâ òåïåðü ïîëóñóììó (8) è (9), ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

Φ(x1, x2, y) =
1

2

(
∥x1 + y + x2∥2 − ∥x1 − y − x2∥2

)
− 1

2

(
∥x1 + x2 − y∥2 − ∥x1 − x2 + y∥2

)
−

−∥x2 + y∥2 + ∥x2 − y∥2. (10)

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî â ñèëó (6) ïåðâàÿ ñêîáêà â (10) ðàâíà ∥x1∥2+∥x2+y∥2, à âòîðàÿ ðàâíà ∥x1∥2+
∥x2 − y∥2. Â ñèëó ýòèõ ðàâåíñòâ èç (10) ïîëó÷èì

Φ(x1, x2, y) = 0 ∀x1, x2, y.
1Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

(x, y) =
1

4

(
∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2

)
+

1

4
i
(
∥x+ iy∥2 − ∥x− iy∥2

)
.
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Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó îäíîðîäíîñòè ôóíêöèè (x, y) ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó. Ïðè ôèêñèðî-
âàííûõ x è y îïðåäåëèì ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ

f(c) = (cx, y)− c(x, y), c ∈ R,

è äîêàæåì, ÷òî îíà òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Èç äîêàçàííîãî ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè ñëåäóåò ðà-
âåíñòâî

(nx, y) = (x+ x+ · · ·+ x, y) = n(x, y),

ïîýòîìó f(n) = 0 äëÿ íàòóðàëüíîãî n. ßñíî, ÷òî f(0) = 0 è â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (7) f(−1) = 0.
Òåïåðü

f(−n) = (n(−x), y) + n(x, y) = n(−x, y) + n(x, y) = nf(−1) = 0.

Èòàê, f(p) = 0 äëÿ öåëûõ ÷èñåë p. Òåïåðü äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà
p

q
, q ̸= 0

(
p

q
x, y) = p(

1

q
x, y) =

p

q
q(
1

q
x, y) =

r

q
(x, y),

îòêóäà ñëåäóåò f(c) = 0 äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà c. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè íîðìû ôóíêöèÿ
(x, y) íåïðåðûâíà, ïîýòîìó íåïðåðûâíà ôóíêöèÿ f(c), îòêóäà f(c) = 0 äëÿ âñåõ c ∈ R.

2.4 Îðòîãîíàëüíîñòü è îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (., .).

Îïðåäåëåíèå 13. (Îðòîãîíàëüíîñòü)

1. Âåêòîðû x, y ∈ H îðòîãîíàëüíû, åñëè (x, y) = 0; äàëåå èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå x⊥y.

2. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâó S ⊂ H � ýòî ìíîæåñòâî S⊥ = {x ∈ H : (x, y) =
0 ∀y ∈ S}.

3. Â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà (F = R) îïðåäåëåí óãîë α ìåæäó âåêòî-
ðàìè x è y ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

cosα =
(x, y)

∥x∥∥y∥
, α ∈ [0, π].

Ëåììà 7. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà S ⊂ H åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå S⊥ ÿâëÿåòñÿ ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, S⊥ � ëèíåàë. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x, y ∈ S⊥, òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë
α, β ∈ F ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(αx+ βy, z) = α(x, z) + β(y, z) = 0 ∀z ∈ S.

Äîêàæåì çàìêíóòîñòü S⊥. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ∈ S⊥ ñõîäèòñÿ ê x. Òîãäà â ñèëó ëåììû
6

(x, z) = lim
n→∞

(xn, z) = 0 ∀z ∈ S ⇒ x ∈ S⊥.

Òåîðåìà 5. (Òåîðåìà îá îðòîãîíàëüíîì ðàçëîæåíèè ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà)
Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è L � åãî ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ëþáîé âåêòîð x ∈ H

îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå
x = y + z, y ∈ L, z ∈ L⊥. (11)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x ∈ L, òî y = x è z = 0.
Ïóñòü x /∈ L è

d = inf
y∈L

∥x− y∥2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {yn} ìèíèìèçèðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

yn ∈ L, dn = ∥x− yn∥2 → d ïðè n→ ∞.

Äëÿ ëþáîãî h ∈ L è ÷èñëà α ýëåìåíò yn + αh ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó L, ïîýòîìó

d 6 ∥x− (yn + αh)∥2 = ∥x− yn∥2 − α(x− yn, h)− α(x− yn, h) + |α|2∥h∥2.

Âûáðàâ α =
(x− yn, h)

∥h∥2
, ïîëó÷èì ∥x− yn∥2 −

|(x− yn, h)|2

∥h∥2
> d, èëè

|(x− yn, h)| 6 ∥h∥
√
dn − d. (12)

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò

|(yk − yn, h)| 6 |(x− yk, h)|+ |(x− yn, h)| 6
(√

dk − d+
√
dn − d

)
∥h∥ ∀h ∈ L.

Ïóñòü òåïåðü h = yk − yn, òîãäà

∥yk − yn∥ 6
√
dk − d+

√
dn − d→ 0 ïðè k, n→ ∞.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} ∈ L ôóíäàìåíòàëüíà. Ïîñêîëüêó H � ïîëíîå ïðîñòðàí-
ñòâî, à L � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë y ∈ L ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yn}.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n → n∞ â íåðàâåíñòâå (12), ïîëó÷èì (x− y, h) = 0 äëÿ ëþáîãî h ∈ L, ò.å.
âåêòîð z = x− y⊥L.

Èòàê, ðàçëîæåíèå x = y + z ñ y ∈ L è z ∈ L⊥ ïîñòðîåíî. Îñòàëîñü äîêàçàòü åãî åäèíñòâåííîñòü.
Äîïóñòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî, òàêæå, ðàâåíñòâî x = ỹ+ z̃, ỹ ∈ L, z̃ ∈ L⊥. Òîãäà y− ỹ = z̃− z, ïðè ýòîì
y − ỹ ∈ L, à z̃ − z ∈ L⊥. Ïîýòîìó

∥y − ỹ∥2 = (y − ỹ, z̃ − z) = 0 ⇒ y − ỹ = 0 è z̃ = z.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü L � ëèíåàë â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Äëÿ òîãî, ÷òîáû L áûëî âñþäó
ïëîòíî â H, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû L⊥ = {0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü z � êàêîé-ëèáî âåêòîð èç L⊥. Îí îðòîãîíàëåí L, à çíà÷èò,
è çàìûêàíèþ ýòîãî ìíîæåñòâà L, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ H â ñèëó ïëîòíîñòè L. Â ÷àñòíîñòè, z⊥z,
ïîýòîìó z = 0.

Äîñòàòî÷íîñòü. Äîïóñòèì, ÷òî L íå âñþäó ïëîòíî â H, ò.å. L ̸= H. Òîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð
x /∈ L è ïî òåîðåìå 5 åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå x = y + z ãäå y ∈ L è z ∈ (L)⊥ = L⊥. Ïðè ýòîì
z ̸= 0, òàê êàê x /∈ L. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ L⊥ = {0}.

2.5 Îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû è ðÿäû Ôóðüå

Îïðåäåëåíèå 14. (Îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû)

1. Ìíîæåñòâî L âåêòîðîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé,
åñëè ëþáûå äâà ðàçëè÷íûõ âåêòîðà ýòîé ñèñòåìû îðòîãîíàëüíû: (x, y) = 0 ∀x ̸= y, x, y ∈ L.

2. Îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà L íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé, åñëè ∥x∥ = 1 äëÿ ëþáîãî x ∈ L.
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Ëþáóþ êîíå÷íóþ èëè ñ÷åòíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó (ñì. îïðåäåëåíèå 2 â 2.1) â H
ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â îðòîíîðìèðîâàííóþ ñ ïîìîùüþ ïðîöåññà îðòîãîíàëèçàöèè Øìèäòà. Íèæå
ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ â ñëó÷àå ñ÷åòíîé ñèñòåìû.

Ëåììà 8. (Îðòîãîíàëèçàöèÿ) Ïóñòü {g1, g2, . . . , gn, . . .} ≡ {gi}∞i=1 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñè-
ñòåìà â H. Òîãäà ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííàÿ â H ñèñòåìà {ei}∞i=1, òàêàÿ, ÷òî

en =

n∑
i=1

cnigi, ãäå cnn ̸= 0, äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . . (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ñíà÷àëà îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó {fi}∞i=1 ïîëàãàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî

f1 = g1, fn = gn −
n−1∑
i=1

dnifi, n = 2, 3, . . .

Êîýôôèöèåíòû dni âûáåðåì èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè fn âñåì âåêòîðàì f1, f2, . . . fn−1, ò.å. êàê
ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

(fn, fk) = (gn, fk)− dnk∥fk∥2 = 0, k = 1, 2, . . . , n− 1.

Ïî ïîñòðîåíèþ êàæäûé fk åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ g1, g2, . . . , gk, ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò ïðè gk
ðàâåí 1, ïîýòîìó fk ̸= 0 è äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

dnk =
(fn, fk)

∥fk∥2
, k = 1, 2, . . . , n.

Äàëåå ïîëîæèì en =
fn
∥fn∥

äëÿ âñåõ n è ïîëó÷èì îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó {ei}∞i=1. Êàê è fn,

êàæäûé âåêòîð en ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé g1, g2, . . . , gn, ïîýòîìó èìååò âèä (13).

Ñëåäñòâèå 3. Ïðè êàæäîì n òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà Cn êîýôôèöèåíòîâ cni â ðàâåíñòâå (13) �
òðåóãîëüíàÿ ñ íåíóëåâîé äèàãîíàëüþ, ïîýòîìó èìååò îáðàòíóþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé ýëå-
ìåíò gn èñõîäíîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû {gi}∞i=1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
{e1, e2, . . . , en}. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëèíåéíûå îáîëî÷êè ñèñòåì âåêòîðîâ {gi}∞i=1 è {ei}∞i=1 ñîâïà-
äàþò.

Îïðåäåëåíèå 15. (Êîýôôèöèåíòû è ðÿä Ôóðüå) Ïóñòü H � (áåñêîíå÷íîìåðíîå) ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî è {ei}∞i=1 � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â H.

1. Äëÿ ëþáîãî x ∈ H ÷èñëà xk = (x, ek) íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå âåêòîðà x ïî
ñèñòåìå {ei}∞i=1.

2. Ðÿä

∞∑
k=1

xkek íàçûâàþòñÿ ðÿäîì Ôóðüå âåêòîðà x ïî ñèñòåìå {ei}∞i=1.

Òåîðåìà 6. (Ñóììà ðÿäà Ôóðüå)

1. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ H åãî ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ïî íîðìå.

2. Åñëè S =

∞∑
k=1

xkek � ñóììà ðÿäà Ôóðüå äëÿ âåêòîðà x, òî ðàçíîñòü x− S îðòîãîíàëüíà âñåì

âåêòîðàì ñèñòåìû {ei}∞i=1:
(x− S, ei) = 0 ∀i = 1, 2, . . . (14)
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü Sn =

n∑
k=1

xkek �÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå è yn = x − Sn. Ïîñêîëüêó

âåêòîðû ei îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó, òî

(yn, ei) = (x, ei)−
n∑

k=1

xk(ek, ei) = 0 ∀i = 1, 2, . . . n ⇒ (yn, Sn) = 0, (15)

∥Sn∥2 =

n∑
k,i=1

xkxi(ek, ei) =

n∑
k=1

|xk|2. (16)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèÿìè (15), (16), ïîëó÷èì:

∥x∥2 = ∥yn + Sn∥2 = ∥yn∥2 + ∥Sn∥2 = ∥yn∥2 +
n∑

k=1

|xk|2.

Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà
n∑

k=1

|xk|2 6 ∥x∥2 ∀n,

ò.å. ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîãî ðÿäà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè

∞∑
k=1

|xk|2 è íåðàâåíñòâî (ò.í. íåðàâåí-

ñòâî Áåññåëÿ):
∞∑
k=1

|xk|2 6 ∥x∥2. (17)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ (17) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} ÷àñòè÷íûõ ñóìì ôóíäàìåíòàëüíà. Äåé-
ñòâèòåëüíî,

∥Sn+p − Sn∥2 =
∥∥ n+p∑

k=n+1

xkek
∥∥2 =

n+p∑
k=n+1

|xk|2 → 0 ïðè n→ ∞ ∀p ∈ N.

Ïîñêîëüêó H � ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} èìååò ïðåäåë S =

∞∑
k=1

xkek.

2. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî âåêòîð x− S îðòîãîíàëåí ei äëÿ ëþáîãî i, äîñòàòî÷íî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì (15) è íåïðåðûâíîñòüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

(x− S, ei) = (x− lim
n→∞

Sn, ei) = lim
n→∞

(x− Sn, ei) = 0 ∀i.

Ïîëíûå è çàìêíóòûå ñèñòåìû

Îïðåäåëåíèå 16. (Ïîëíàÿ ñèñòåìà) Ñèñòåìà {ei}∞i=1 íàçûâàåòñÿ ïîëíîé â H, åñëè âûïîëíåíî
îäíî èç ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé:

1. Íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâîãî âåêòîðà â H, îðòîãîíàëüíîãî âñåì ei, i = 1, 2, . . .:

(x, ei) = 0 ∀i ⇒ x = 0. (18)

2. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà span{ei} ñèñòåìû {ei}∞i=1 âñþäó ïëîòíà â H.
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Ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî x⊥ ei ∀i ðàâíîñèëüíî x⊥ span{ei}, ÷òî,
â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíî ïëîòíîñòè span{ei} â ïðîñòðàíñòâå H (ñëåäñòâèå 2).

Òåîðåìà 7. (Ïîëíûå è çàìêíóòûå ñèñòåìû)
Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è {ei}∞i=1 � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â H. Òîãäà

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Ñèñòåìà {ei}∞i=1 ïîëíà â H.

2. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ H åãî ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ê x:

x =

∞∑
i=1

xiei, ãäå xi = (x, ei).

3. Äëÿ ëþáîé ïàðû âåêòîðîâ x, y ∈ H ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(x, y) =

∞∑
i=1

xiyi, ãäå xi = (x, ei), yi = (y, ei). (19)

4. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ H ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ (óðàâíåíèå çàìêíóòîñòè):

∥x∥2 =

∞∑
i=1

|xi|2, ãäå xi = (x, ei). (20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì "êðóãîâîå" äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé.
1 ⇒ 2. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç (14) è (24).

2 ⇒ 3. Ïóñòü Sn =

n∑
i=1

xiei. Òîãäà

(Sn, y) =

n∑
i=1

xi(ei, y) =

n∑
i=1

xiyi.

Â ïðåäåëå ïðè n→ ∞ îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî (19).
3 ⇒ 4. Ïîëîæèâ y = x â ðàâåíñòâå (19), ïîëó÷èì (20).
4 ⇒ 1. Ïóñòü x ∈ H òàêîé, ÷òî (x, ei) = 0 ∀i. Òîãäà xi = (x, ei) = 0 ∀i, ïîýòîìó èç (20) ñëåäóåò

ðàâåíñòâî ∥x∥ = 0 ⇒ x = 0.
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2.6 Ïðèìåðû

2.6.1 Êîíå÷íîìåðíûå è áåñêîíå÷íîìåðíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà

1. Ïðîñòðàíñòâî Rn èìååò ðàçìåðíîñòü n, âåêòîðû

ei = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
i

, 0, . . . , 0), i = 1, 2, . . . , n îáðàçóþò áàçèñ â Rn.

2. Ïðîñòðàíñòâî lp � áåñêîíå÷íîìåðíîå. Ýëåìåíòû lp (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) ei = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
i

, 0, . . . , ),

i = 1, 2, . . . ,∞ ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

3. Ïðîñòðàíñòâî C[0, 1] � áåñêîíå÷íîìåðíîå. Òàê, íàïðèìåð, â C[0, 1] ñèñòåìà ôóíêöèé 1, x, x2, . . . , xn

äëÿ ëþáîãî n ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé. Ýòî ñëåäóåò èç èçâåñòíîãî ôàêòà, ÷òî àëãåáðà-
è÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè n (íå ðàâíûé òîæäåñòâåííî íóëþ) èìååò íå áîëåå n âåùåñòâåííûõ
êîðíåé.

2.6.2 Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà

Ïðèìåðàìè ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ âñå ðàññìîòðåííûå â 1.6 ëèíåéíûå
ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà Rn, s, c, lp, C[a, b], Lp(a, b). Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, âñå ðàññìîòðåííûå
â 1.6 ëèíåéíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà n-ìåðíûõ âåêòîðîâ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé s, c, lp, 1 6 p 6
∞, è ôóíêöèé C[a, b], Lp(a, b), 1 6 p 6 ∞, ÿâëÿþòñÿ íîðìèðîâàííûìè ïðîñòðàíñòâàìè. Íîðìû â
ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâóþùèìè ìåòðèêàìè: ∥x∥ = ρ(x, 0).

2.6.3 Ìåòðèêà, íå ïîðîæäàþùàÿ íîðìó

Â ïðîñòðàíñòâå s ñ ìåòðèêîé

ρ(x, y) =

∞∑
k=1

1

2k
|ξk − ηk|

1 + |ξk − ηk|

ôóíêöèÿ ρ(x, 0) íå ÿâëÿåòñÿ íîðìîé, òàê êàê ρ(λx, 0) ̸= |λ|ρ(x, 0), íàïðèìåð, äëÿ λ = 2.
Áîëåå òîãî, â ýòîì ïðîñòðàíñòâå íåëüçÿ îïðåäåëèòü íîðìó òàê, ÷òîáû òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà

ïîñòðîåííîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàëè ñ òîïîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè s ñ ìåòðèêîé
(15). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðèâåäåì òåïåðü ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿ-
ùåéñÿ ê íóëþ â ìåòðèêå (15), íî íå ñõîäÿùåéñÿ ê íóëþ íè â êàêîé íîðìå ∥.∥, îïðåäåëåííîé íà
X.

Ïóñòü ∥.∥ � êàêàÿ-ëèáî íîðìà íàX, x̃n = (0, 0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
n

, 0, . . .) è xn = ∥x̃n∥−1x̃n = (0, 0, . . . , 0, ∥x̃n∥−1︸ ︷︷ ︸
n

, 0, . . .).

ßñíî, ÷òî

ρ(xn, 0) =
1

2n
1

1 + ∥x̃n∥
→ 0 ïðè n→ ∞.

Íî ∥xn∥ = 1, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íå ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïî íîðìå ∥.∥.

2.6.4 Ïðîñòðàíñòâà Ãèëüáåðòà è íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ
ãèëüáåðòîâûìè

1. Â ïðîñòðàíñòâàõ n-ìåðíûõ äåéñòâèòåëüíûõ èëè êîìïëåêñíûõ âåêòîðîâ ñ íîðìàìè

∥x∥p =
( n∑
i=1

|xi|p
)1/p

, p ̸= 2; ∥x∥∞ = max
16i6n

|xi|
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íå âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ïàðàëëåëîãðàììà (6) äëÿ ïàðû áàçèñíûõ âåêòîðîâ ei, ej ïðè i ̸= j,
ãäå ei = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸

i

, 0 . . . , 0).

Ïðè p = 2 ýòè ïðîñòðàíñòâà ãèëüáåðòîâû ñî ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèåì

(x, y) =

n∑
i=1

ξiηi.

2. Ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé l2 ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì

(x, y) =

∞∑
i=1

ξiηi

äëÿ x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .) è y = (η1, η2, . . . , ηn, . . .).

Â ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé lp ñ íîðìîé ∥x∥p =
( ∞∑
i=1

|ξi|p
)1/p

äëÿ x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .),

ξi ∈ C, ïðè p ̸= 2 íå âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ïàðàëëåëîãðàììà (6) äëÿ ïàðû âåêòîðîâ ei, ej ïðè
i ̸= j, ãäå ei = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸

i

, 0 . . . , 0, . . .).

3. Ïðîñòðàíñòâî L2(a, b) � ãèëüáåðòîâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(x, y) =

b∫
a

x(t)y(t) dt.

Ïðîñòðàíñòâà Lp(a, b) íå ÿâëÿþòñÿ ãèëüáåðòîâûìè ïðè p ̸= 2. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷-
íî óáåäèòüñÿ, ÷òî â Lp(0, 1), p ̸= 2, ðàâåíñòâî ïàðàëëåëîãðàììà (6) íå âûïîëíåíî äëÿ ïàðû
ëèíåéíûõ ôóíêöèé x(t) = t è y(t) = 1− t.

4. Íîðìà ∥x∥ = max
a6t6b

|x(t)| ïðîñòðàíñòâà C[a, b] íå ïîðîæäàåò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Íàïðè-

ìåð, â C[0, 1] íå âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ïàðàëëåëîãðàììà (6) äëÿ ïàðû ôóíêöèé x(t) = t è
y(t) = 1− t.

2.6.5 Ëèíåàëû è ïîäïðîñòðàíñòâà

1. Ìíîæåñòâî
P∞ = {p(x) = a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ anx
k ∀ai ∈ R ∀k}

àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ
ëèíåàëîì, íî íå ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà C[0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà P∞ âñþäó ïëîòíî â C[0, 1]. Òåì ñàìûì, çàìûêàíèå
P̄∞ ñîâïàäàåò ñ C[0, 1] ̸= P∞.

2. Ìíîæåñòâî X0 = {u ∈ C[0, 1] : u(x0) = 0, x0 ∈ [0, 1]} íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [0, 1] ôóíêöèé,
ðàâíûõ íóëþ â íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå x0, ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì ïðîñòðàíñòâà C[0, 1].
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Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî X0 � ëèíåàë â C[0, 1]. Äàëåå, èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
un → u ïî íîðìå C[0, 1] (ò.å. ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà [0, 1]) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü â òî÷êå x0,
ïîýòîìó ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ u(x0) = 0. Çíà÷èò,X0 � ïîäïðîñòðàíñòâî.
Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî èìååò áåñêîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü, òàê êàê ñîäåðæèò, íàïðèìåð, áåñêîíå÷-
íîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé

x− x0, (x− x0)
2, . . . , (x− x0)

n, . . .

3. Ìíîæåñòâî Pk = {p(x) = a0 + a1x + a2x
2 + . . . + akx

k, ∀ai ∈ R} àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíî-
ìîâ ñòåïåíè íå âûøå k ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì C[0, 1]
ðàçìåðíîñòè k + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî Pk � ýòî ëèíåàë ðàçìåðíîñòè k + 1, â êà÷åñòâå åãî áàçèñà ìîæíî
âçÿòü ôóíêöèè 1, x, . . . , xk.

Äîêàæåì çàìêíóòîñòü Pk â C[0, 1]. Ïîñòàâèì âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó
ìíîãî÷ëåíó p(x) = a0+a1x+a2x

2+. . .+akx
k âåêòîð èç åãî êîýôôèöèåíòîâ a⃗ = (a0, a1, . . . , ak) ∈

Rk+1. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç ∥a⃗∥ åâêëèäîâó íîðìó a⃗, äîêàæåì íåðàâåíñòâà

α∥a⃗∥ 6 ∥p∥C[0,1] 6
√
k + 1∥a⃗∥ ∀p ∈ Pk, α > 0. (21)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðàâîãî íåðàâåíñòâà âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî

k∑
i=0

|ai| 6
√
k + 1

( k∑
i=0

|ai|2
)1/2

=

√
k + 1∥a⃗∥. Áóäåì èìåòü:

∥p∥C[0,1] = max
06t61

|a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ akx

k| 6
k∑

i=0

|ai| 6
√
k + 1∥a⃗∥.

Ââåäåì òåïåðü â ðàññìîòðåíèå íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ

f (⃗a) = ∥p∥C[0,1] = max
06t61

|a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ akx

k|.

Ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, òàê êàê

|f (⃗a)− f (⃗b)| 6 max
06t61

|(a0 − b0) + (a1 − b1)x+ . . .+ (ak − bk)x
k| 6

√
k + 1∥a⃗− b⃗∥.

Ïóñòü S1 = {a⃗ : ∥a⃗∥ = 1} � åäèíè÷íàÿ ñôåðà â Rk+1. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f äîñòèãàåò
ìèíèìóìà íà êîìïàêòå S1:

∃a⃗∗ ∈ S1 : f (⃗a∗) = min
a⃗∈S1

f (⃗a) = α.

Ïîñòîÿííàÿ α ïîëîæèòåëüíà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äîïóñòèòü, ÷òî f (⃗a∗) = 0, òî ìíîãî÷ëåí
a∗0 + a∗1x+ . . .+ a∗kx

k = 0 òîæäåñòâåííî íà îòðåçêå [0, 1], ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèé åìó âåêòîð
êîýôôèöèåíòîâ a⃗∗ = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò åãî ïðèíàäëåæíîñòè åäèíè÷íîé ñôåðå S1. Èñïîëüçóÿ
ïîëîæèòåëüíóþ îäíîðîäíîñòü ôóíêöèè F , äëÿ ïðîèçâîëüíîãî a⃗ ïîëó÷èì:

f (⃗a) = ∥a⃗∥f( a⃗

∥a⃗∥
) > α∥a⃗∥,

ò.å. ëåâîå íåðàâåíñòâî â (21).
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Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pn = an0 + an1x + . . . + ankx
k} ∈ Pk ñõîäèòñÿ â C[0, 1] ïðè n → ∞ ê

íåêîòîðîé ôóíêöèè u ∈ C[0, 1]. Äîêàæåì, ÷òî u ∈ Pk. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pn} ôóíäàìåíòàëü-
íà â C[0, 1]. Â ñèëó ëåâîãî íåðàâåíñòâà (21) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ a⃗n = (an0 , a

n
1 , . . . , a

n
k )

òàêæå ôóíäàìåòàëüíà â Rk+1, ïîýòîìó ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó âåêòîðó a⃗ = (a0, a1, . . . , ak). Íî
èç ïðàâîãî íåðàâåíñòâà (21) ñëåäóåò, ÷òî òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pn} ñõîäèòñÿ â C[0, 1] ê
p(x) = a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ anx
k.

2.6.6 Ýêâèâàëåíòíûå íîðìèðîâêè ïðîñòðàíñòâ

1. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 âñå íîðìû â ïðîñòðàíñòâå n-ìåðíûõ âåêòîðîâ ýêâèâàëåíòíû. Ïðèìåðû
íîðì:

åâêëèäîâà íîðìà ∥x∥ =
( n∑
i=1

x2i
)1/2

, ìàêñèìóì-íîðìà ∥x∥∞ = max
16i6n

|xi|, íîðìà ∥x∥1 =

n∑
i=1

|xi|.

Äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè:

max
16i6n

|xi| 6
n∑

i=1

|xi| 6 n max
16i6n

|xi|, max
16i6n

|xi| 6
( n∑
i=1

x2i
)1/2 6

√
n max

16i6n
|xi|.

2. Îïðåäåëèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X = {u ∈ C1[0, 1]) : u(0) = 0} íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìûõ íà îòðåçêå [0, 1] ôóíêöèé, ðàâíûõ íóëþ â òî÷êå 0. Îñíàñòèì åãî íîðìîé

∥u∥1 =
( 1∫

0

(u2(x) + u′2(x))dx
)1/2

.

Íàðÿäó ñ ýòèì ïðîñòðàíñòâîì ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî X ñ íîðìîé

∥u∥2 =
( 1∫

0

u′2(x)dx
)1/2

.

Äîêàæåì, ÷òî ýòè íîðìû ýêâèâàëåíòíû. ßñíî, ÷òî ∥u∥2 6 ∥u∥1, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî.

Â ñèëó óñëîâèÿ u(0) = 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

u(x) =

x∫
0

u′(t)dt ∀x ∈ [0, 1].

Âîçâåäÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà â êâàäðàò è âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî,
ïîëó÷èì:

u2(x) =
( x∫

0

u′(t)dt
)2 6 x

1∫
0

u′2(t)dt 6
1∫

0

u′2(t)dt ∀x ∈ [0, 1].

Îòñþäà ëåãêî âûâåñòè äâà ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâà:

( 1∫
0

u2(x)dx
)1/2 6

( 1∫
0

u′2(x)dx
)1/2 ∀u ∈ X. (22)
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max
06x61

|u(x)| 6
( 1∫

0

u′2(x)dx
)1/2 ∀u ∈ X. (23)

Èç íåðàâåíñòâà (22) ñëåäóåò ∥u∥1 6
√
2∥u∥2.

2.6.7 Ïðèìåðû ïîëíûõ ñèñòåì

1. Ïóñòü H = L2(−π, π) è

{ei}∞i=1 = { 1√
2π
,

1√
π
cosx,

1√
π
sinx, . . . ,

1√
π
cosnx,

1√
π
sinnx, . . .}

� òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé. Îíà îðòîíîðìèðîâàíà è ïîëíà. Ïåðâîå ñâîéñòâî ïðî-
âåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû ñèñòåìû {ei}∞i=1 äî-
êàæåì, ÷òî åå ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà span{ei} âñþäó ïëîòíà â L2(−π, π).
Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ôàêòîì: ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ íà [−π, π] ôóíêöèé âñþäó ïëîòíî
â L2(−π, π). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è äëÿ ôóíêöèè v ∈ L(−π, π) íàéäåì íåïðåðûâíóþ
ôóíêöèþ u(x) òàêóþ, ÷òî

∥v − u∥L2
<
ε

3
.

ÏóñòüM = max
−π6x6π

|u(x)| è δ > 0 òàêîâî, ÷òî
√
δ2M <

ε

3
. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ũ(x) ðàâåíñòâîì

ũ(x) =

{
u(x) ïðè − π 6 x 6 π − δ

ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè (π − δ, u(π − δ)) è (π, u(−π)).

Òîãäà

∥u− ũ∥L2 =
( π∫
π−δ

|u(x)− ũ(x)|2 dx
)1/2 6

√
δ2M <

ε

3
.

Ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ ũ íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó ũ(−π) = ũ(π), ïîýòîìó îíà
ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíà ñêîëü óãîäíî òî÷íî òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì ïî íîðìå ïðî-
ñòðàíñòâà C[−π, π]:

∃Tn(x) = a0 +

n∑
k=1

ak cos kπx+ bk sin kπx : max
−π6x6π

|ũ(x)− Tn(x)| <
ε

3
√
2π
.

ßñíî, ÷òî òîãäà

∥ũ− Tn∥L2 =
( π∫
−π

|ũ(x)− Tn(x)|2 dx
)1/2 6

√
2π max

−π6x6π
|ũ(x)− Tn(x)| <

ε

3
.

Ñîåäèíèâ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó: äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
v ∈ L(−π, π) è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì
Tn � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýëåìåíòîâ {ei}∞i=1 òàêàÿ, ÷òî

∥v − Tn∥L2
< ε,

ò.å. span{ei} âñþäó ïëîòíà â L2(−π, π).
Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé âûâîä, ñïðàâåäëèâûé â ñèëó òåîðåìû 7:

òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå ëþáîé ôóíêöèè èç L2[−π, π] ñõîäèòñÿ ê ýòîé ôóíêöèè ïî
íîðìå L2(−π, π).
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2. Ïóñòü H = L2(a, b) è {gi(t)}∞i=1 = {1, t, t2, . . . , tn, . . .} � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà. Ïðè-
ìåíèâ ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè (ñì. òåîðåìó 6), ïîëó÷èì îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ò.í.
ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà {Li(t)}∞i=1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû ñèñòåìû {Li(t)}∞i=1 äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü ïîëíîòó ñèñòåìû {gi(t)}∞i=1, òàê êàê ëèíåéíûå îáîëî÷êè ýòèõ ñèñòåì ñîâïàäàþò (ñì.
ñëåäñòâèå 3). Íî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà span{gi(t)} � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíî-
ìîâ, âñþäó ïëîòíîå â C[a, b]. Ïîñêîëüêó, â ñâîþ î÷åðåäü, íåïðåðûâíûå ôóíêöèè âñþäó ïëîòíû
â L2(a, b), à äëÿ íîðì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥u∥L2 =
( b∫
a

|u(t)|2 dt
)1/2 6 (b− a)1/2 max

a6t6b
|u(t)| = (b− a)1/2∥u∥C ,

òî span{gi(t)} âñþäó ïëîòíî â L2(a, b).

60



2.7 Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

1. Ïóñòü Cα[a, b], α ∈ (0, 1] � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà [a, b] ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ Ãåëüäåðà:

Lα(x) ≡ sup
t1,t2∈[a,b]; t1 ̸=t2

|x(t1)− x(t2)|
|t1 − t2|α

< +∞.

Ïðîâåðèòü, ÷òî
∥x∥Cα = ∥x∥C + Lα(x) = max

a6t6b
|x(t)|+ Lα(x)

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

2. Ïðîâåðèòü, ìîæíî ëè â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà [a, b] ôóíê-
öèé èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå íîðìû ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëû:

(a) |x(b)− x(a)|+ max
a6t6b

|x′(t)|;

(b) |x(a)|+ max
a6t6b

|x′(t)|;

(c)

b∫
a

|x(t)| dt+ max
a6t6b

|x′(t)|.

3. Êàêèå èç íîðì ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ýêâèâàëåíòíû èñõîäíîé íîðìå ïðîñòðàíñòâà C1[a, b]:
∥x∥ = max

a6t6b
|x(t)|+ max

a6t6b
|x′(t)|?

4. ßâëÿþòñÿ ëè ïîäïðîñòðàíñòâàìè ïðîñòðàíñòâà C[−1, 1] ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:

(a) ìîíîòîííûå ôóíêöèè;

(b) ÷åòíûå ôóíêöèè;

(c) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè;

(d) ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó Ëèïøèöà:

|x(t1)− x(t2)| 6 |t1 − t2| ∀t1, t2 ∈ [−1, 1]?

5. Ïóñòü X = {u ∈ C[a, b],∃u′ :
b∫

a

u′2(x)dx <∞} � ëèíåéíîå ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå

[a, b] ôóíêöèé, èìåþùèõ èíòåãðèðóåìóþ ñ êâàäðàòîì ïðîèçâîäíóþ.

Äîêàçàòü, ÷òî íà X ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå íîðìû:

(a) ∥u∥1 =
( b∫
a

(u′ 2(x) + u2(x))dx
)1/2

;

(b) ∥u∥2 =
( b∫
a

u′ 2(x)dx
)1/2

+ |
b∫

a

u(x)dx|;

(c) ∥u∥3 =
( b∫
a

u′ 2(x)dx
)1/2

+ |u(x0)|, x0 ∈ [a, b].

6. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî X0 = {u ∈ C[0, 1] :

1∫
0

u(x)dx = 0} ôóíêöèé ñ íóëåâûì ñðåäíèì

çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì C[0, 1].
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7. Äîêàçàòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå íåïðåðûâíûõ íà [a, b] ôóíêöèé íîðìû ∥x∥C = max
a6t6b

|x(t)| è ∥x∥1 =

b∫
a

|x(t)| dt íå ýêâèâàëåíòíû.

8. Äîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íîìåðíûé ëèíåàë íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì.

9. Ïóñòü (X, ∥.∥x) è (Y, ∥.∥y) � äâà ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâà. Ïðîèçâåäåíèåì Z =
X×Y íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ïàð z = (x, y), x ∈ X, y ∈ Y ñ ëèíåéíûìè îïåðàöèÿìè

λ1z1 + λ2z2 = (λ1x1 + λ2x2, λ1y1 + λ2y2) äëÿ z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2).

Äîêàçàòü, ÷òî âñå ïåðå÷èñëåííûå íèæå ôóíêöèîíàëû ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè íîðìàìè íà
ïðîñòðàíñòâå Z:

∥z∥ =
√

∥x∥2x + ∥y∥2y, ∥z∥ = ∥x∥x + ∥y∥y, ∥z∥ = max{∥x∥x, ∥y∥y}.

10. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè (X, ∥.∥x) è (Y, ∥.∥y) � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, òî Z = X × Y , îñíàùåííîå
îäíîé èç ïðèâåäåííûõ â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå íîðì, òàêæå áàíàõîâî.

11. Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ íà [0,+∞) ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

+∞∫
0

e−tx2(t) dt < +∞

îïðåäåëèì ôóíêöèþ

(x, y) =

+∞∫
0

e−tx(t) y(t) dt.

Äîêàçàòü, ÷òî ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

12. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâà âåêòîðà y è x ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé (ò.å. ëèíåéíî çàâèñèìû) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

|(x, y)|2 = ∥x∥ ∥y∥.

13. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâà âåêòîðà y è x ëåæàò íà îäíî
ëó÷å (ò.å. y = kx äëÿ íåêîòîðîãî k > 0 ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∥x+ y∥ = ∥x∥+ ∥y∥.

14. Äîêàçàòü, ÷òî â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ëþáàÿ åãî îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñè-
ñòåìà íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíà.

15. Äîêàçàòü, ÷òî â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò ñ÷åòíûé îðòîíîðìèðî-
âàííûé áàçèñ.

16. Ïóñòü H0 � (çàìêíóòîå) ïîäïðîñòðàíñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ H ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y0 ∈ H0 òàêîé, ÷òî

∥x− y0∥ = inf
y∈H0

∥x− y∥.

(y0 � ýòî îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ x íà ïîäïðîñòðàíñòâî H0).
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17. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ÷åðåç A⊥ îáîçíà÷àåòñÿ åãî îðòîãî-
íàëüíîå äîïîëíåíèå:

x ∈ A⊥ ⇔ (x, y) = 0 ∀y ∈ A.

Ïóñòü A ⊂ B. Äîêàçàòü, ÷òî A⊥ ⊃ B⊥.

18. Ïóñòü A � ïîäìíîæåñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H. Äîêàçàòü, ÷òî

(a) A ⊂ (A⊥)⊥;

(b) (A⊥)⊥ ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì ëèíåéíîé îáîëî÷êè A.

19. Ïóñòü X � ðåôëåêñèâíîå ïðîñòðàíñòâî è f ∈ X∗. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé
ýëåìåíò x ∈ X, ÷òî f(x) = ∥f∥ ∥x∥.

20. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ∈ H òàêîâà, ÷òî

(xn, y) → (x, y) ∀y ∈ H; ∥xn∥ → ∥x∥.

Äîêàçàòü, ÷òî ∥xn − x∥ → 0.

21. Äîêàçàòü, ÷òî ïðåäãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíîå ãèëüáåðòîâó ïðî-
ñòðàíñòâó, òàêæå ãèëüáåðòîâî.

22. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, A ⊂ H è Ā � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A. Äîêàçàòü, ÷òî
A⊥ = Ā⊥.

2.8 Ñâîäêà îïðåäåëåíèé è îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

1. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì (èëè âåêòîðíûì) ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì F âåùåñòâåííûõ èëè
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, åñëè â íåì çàäàíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ x + y âåêòîðîâ x, y ∈ X è óìíîæåíèÿ λx
âåêòîðà x ∈ X íà ÷èñëî λ ∈ F , óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

• êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ x+ y = y + x;

• àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ (x+ y) + z = x+ (y + z);

• àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ λ(µx) = (λµ)x;

• äèñòðèáóòèâíîñòü ñëîæåíèÿ λ(x+ y) = λx+ λy;

• äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ (λ+ µ)x = λx+ µx;

• ñóùåñòâîâàíèå íóëåâîãî âåêòîðà 0: x+ 0 = x;

• ñóùåñòâîâàíèå îòðèöàòåëüíîãî âåêòîðà −x: x+ (−x) = 0;

• óìíîæåíèå âåêòîðà íà 1: 1x = x.

2. Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ x1, x2, . . . , xn íàçûâàåòñÿ âåêòîð λ1x1 + λ2x2 + · · ·λnxn, λi ∈ F.
Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé, åñëè õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ λi îòëè÷åí
îò íóëÿ.

3. Âåêòîðû x1, x2, . . . , xn ëèíåéíî çàâèñèìû, åñëè ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, ðàâ-
íàÿ íóëþ, è ëèíåéíî íåçàâèñèìû, åñëè òîëüêî òðèâèàëüíàÿ êîìáèíàöèÿ ðàâíà íóëþ.

4. Ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ èç X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé, åñëè ëþáàÿ åå êîíå÷íàÿ ïîä-
ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

5. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X èìååò ðàçìåðíîñòü n, åñëè â íåì ñóùåñòâóåò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåê-
òîðîâ, à ëþáûå n+ 1 âåêòîðû ëèíåéíî çàâèñèìû.

6. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X � áåñêîíå÷íîìåðíîå, åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n â íåì ñóùåñòâóåò n
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ.
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7. Åñëè ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X èìååò ðàçìåðíîñòü n, òî ëþáàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà èç n
åãî âåêòîðîâ (e1, e2, . . . , en) îáðàçóåò áàçèñ X: ëþáîé âåêòîð x ∈ X îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå

x =

n∑
i=1

xiei, xi ∈ F .

Ïîäïðîñòðàíñòâî è ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà

1. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî X0 ⊂ X â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, åñëè äëÿ
ëþáûõ x, y ∈ X0 è λ ∈ F ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ x + y ∈ X0, λx ∈ X0. Êàæäîå ïîäïðîñòðàíñòâî
X0 ⊂ X ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé, îïðåäåëåííûõ íà X.

2. Íàèìåíüøåå ïîäïðîñòðàíñòâî X0, ñîäåðæàùåå ñèñòåìó âåêòîðîâ V ⊂ X, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé îáî-
ëî÷êîé ýòîé ñèñòåìû è îáîçíà÷àåòñÿ spanV . Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà spanV ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ

ïðîñòðàíñòâà X òàêèõ, êîòîðûå ïðåäñòàâèìû â âèäå êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè: x =

k∑
i=1

λivi, ãäå

λi ∈ F è vi ∈ X.

Èçîìîðôíûå ïðîñòðàíñòâà
Ïóñòü X1 è X2 � äâà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì F .

1. Îòîáðàæåíèå f : X1 → X2 íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè f(α+βy) = αf(x)+βf(y) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X1

è ëþáûõ ÷èñåë α, β ∈ F .

2. Ëèíåéíîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : X1 → X2 íàçûâàåòñÿ èçîìîðôíûì, èëè èçîìîðôèç-
ìîì ïðîñòðàíñòâ X1 è X2.

Ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

Ïóñòü íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X íàä ÷èñëîâûì ïîëåì F îïðåäåëåíà âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ
∥x∥, ∀x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ X è ÷èñåë λ ∈ F ñëåäóþùèì óñëîâèÿì (àêñèîìàì
íîðìû):

1. ∥x∥ > 0 è ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0 (íóëåâîé ýëåìåíò X);

2. ∥λx∥ = |λ|∥x∥;
3. ∥x+ y∥ 6 ∥x∥+ ∥y∥.

Òîãäà ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íîðìîé, à ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X ñ íîðìîé ∥.∥ � íîðìèðîâàííûì ïðî-
ñòðàíñòâîì.

Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ (ëèíåéíûì) ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñ ìåòðèêîé ρ(x, y) =
∥x − y∥, ∀x, y,∈ X. Â ÷àñòíîñòè, ρ(x, 0) = ∥x∥, ò.å. íîðìà � ýòî ðàññòîÿíèå äî íóëåâîãî ýëåìåíòà â ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ìåòðèêå.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ∈ X ýëåìåíòîâ íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ

1. ñõîäÿùåéñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ X òàêîé, ÷òî lim
n→∞

∥xn − x∥ = 0;

2. îãðàíè÷åííîé, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî R > 0 òàêîå, ÷òî ∥xn∥ 6 R ∀x ∈ X;

3. ôóíäàìåíòàëüíîé åñëè lim
n,m→∞

∥xn − xm∥ = 0.

Óòâåðæäåíèå (Îñíîâíûå ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé)

1. Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò åäèíñòâåííûé ïðåäåë, îãðàíè÷åíà è ôóíäàìåíòàëüíà.

2. Ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäèòñÿ ê òîìó æå ïðåäåëó.

3. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà â X è êàêàÿ-ëèáî åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, òî
è âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê òîìó æå ïðåäåëó.

4. Íîðìà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé: åñëè x = limxn, òî ∥x∥ = lim ∥xn∥.
5. Åñëè xn → x â X è λn → λ â F , òî λnxn → λx;

6. Åñëè xn → x è yn → y â X, òî xn + yn → x+ y.
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Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà

1. Îòêðûòûì øàðîì ðàäèóñà r > 0 ñ öåíòðîì a ∈ X â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X = (X, ρ) íàçûâà-
åòñÿ ìíîæåñòâî B(a, r) = {x ∈ X : ∥x− a∥ < r}.

2. Òî÷êà x ∈ A ìíîæåñòâà A ⊂ X íàçûâàåòñÿ åãî âíóòðåííåé òî÷êîé, åñëè ñóùåñòâóåò îòêðûòûé øàð
B(x, r) ⊂ A. Ìíîæåñòâî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷åê ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ âíóòðåííîñòüþ A è îáîçíà-
÷àòñÿ intA.

3. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè intA = A.

4. Òî÷êà a ∈ X íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A ⊂ X, åñëè ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a
ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó òî÷êó ìíîæåñòâà A, îòëè÷íóþ îò a:

B(a, r) ∩ (A \ a) ̸= ∅ ∀r > 0.

5. Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè

Óòâåðæäåíèå (Ñâîéñòâà îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ)

1. Ìíîæåñòâî A ⊂ X îòêðûòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çàìêíóòî åãî äîïîëíåíèå X \A.
2. Îáúåäèíåíèå ëþáîé ñîâîêóïíîñòè îòêðûòûõ ìíîæåñòâ è ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíî-

æåñòâ ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè.

3. Ïåðåñå÷åíèå ëþáîé ñîâîêóïíîñòè çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ è îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè.

4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû a ∈ X áûëà ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A ⊂ X, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ñóùåñòâîâàëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ∈ A, xn ̸= a∀n, ñõîäÿùàÿñÿ ê a.

Ïîëíûå ïðîñòðàíñòâà, èçîìåòðèÿ, ïîïîëíåíèå

1. Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì (áàíàõîâûì), åñëè ëþáàÿ åãî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë.

2. Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà (X1, ∥.∥1) è (X2, ∥.∥2) íàçûâàþòñÿ èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíûìè, åñëè
ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé èçîìîðôèçì f : X1 → X2, ñîõðàíÿþùèé íîðìó: ∥f(x)∥2 = ∥x∥1 ∀x ∈ X1.

3. Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî (X, ∥.∥X) íàçûâàåòñÿ ïîïîëíåíèåì íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà (X0, ∥.∥X0),
åñëè

• ïðîñòðàíñòâî (X, ∥.∥X) � ïîëíîå;

• ñóùåñòâóåò âñþäó ïëîòíîå â X ïîäïðîñòðàíñòâî (X̃, ∥.∥X) òàêîå, ÷òî (X0, ∥.∥X0) è (X̃, ∥.∥X) èçî-
ìåòðè÷åñêè èçîìîðôíû.

Óòâåðæäåíèå (Òåîðåìà î ïîïîëíåíèè)
Âñÿêîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî èìååò ïîïîëíåíèå, åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðè÷åñêîãî

èçîìîðôèçìà.
Ëèíåàëû è ïîäïðîñòðàíñòâà
Ïîäìíîæåñòâî X0 íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì (èëè ëèíåàëîì),

åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X0 è ëþáûõ α, β ∈ F ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ αx+βy ∈ X0. Çàìêíóòûé ëèíåàë X0 ⊂ X
íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì X.

Ýêâèâàëåíòíûå íîðìû
Äâå íîðìû ∥.∥1 è ∥.∥2 â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, ∥.∥1 ∼ ∥.∥2, åñëè ñóùå-

ñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå m è M òàêèå, ÷òî

m∥x∥1 6 ∥x∥2 6 M∥x∥1 ∀x ∈ X.

Óòâåðæäåíèå

1. Âñå íîðìû â êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ýêâèâàëåíòíû.

2. Êîíå÷íîìåðíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ïîëíî.
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Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïðåäãèëüáåðòîâî è ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâà

1. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â X íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ (x, y) äâóõ ïåðåìåííûõ x, y ∈ X ñî çíà÷åíèÿìè
â F , îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(a) ëèíåéíîñòü: (αx+ βy, z) = α(x, z) + β(y, z) ∀x, y, z ∈ X, ∀α, β ∈ F ;

(b) ñèììåòðè÷íîñòü: (x, y) = (y, x) ∀x, y ∈ X;

(c) ïîëîæèòåëüíîñòü: (x, x) > 0 ∀x ∈ X, åñëè x ̸= 0.

2. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X, â êîòîðîì çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, íàçûâàåòñÿ ïðåäãèëüáåðòîâûì
(à òàêæå óíèòàðíûì â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå è åâêëèäîâûì â äåéñòâèòåëüíîì ñëó÷àå).

3. Ïîëíîå ïðåäãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ãèëüáåðòà, èëè ãèëüáåðòîâûì ïðî-
ñòðàíñòâîì.

Óòâåðæäåíèå

1. Ôóíêöèÿ ∥x∥ =
√

(x, x) îïðåäåëÿåò íîðìó â ïðåäãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå X.

2. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ñâîèõ àðãóìåíòîâ: åñëè xn → x, yn → y ïî
íîðìå ∥.∥ =

√
(., .), ïîðîæäåííîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, òî (xn, yn) → (x, y).

Èçîìåòðèÿ è ïîïîëíåíèå

Ïðåäãèëüáåðòîâû (ãèëüáåðòîâû) ïðîñòðàíñòâà (H1, (., .)1) è (H2, (., .)2) íàçûâàþòñÿ èçîìåòðè÷åñêè èçî-
ìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé èçîìîðôèçì f : X1 → X2 (ñì. îïðåäåëåíèå 4), ñîõðàíÿþùèé ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

(f(x), f(y))2 = (x, y)1 ∀x, y ∈ H1.

Óòâåðæäåíèå
Âñÿêîå ïðåäãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî èìååò ïîïîëíåíèå, åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðè÷åñêîãî

èçîìîðôèçìà.

Óòâåðæäåíèå (Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà)
Åñëè â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå (H, ∥.∥) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ïàðàëëåëîãðàììà

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2
(
∥x∥2 + ∥y∥2

)
∀x, y ∈ H.

òî H� ïðåäãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ò.å. â íåì ìîæíî ââåñòè (ïðè÷åì, åäèíñòâåííûì îáðàçîì) ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå, ñâÿçàííîå ñ íîðìîé ðàâåíñòâîì ∥.∥ =

√
(., .).

Îðòîãîíàëüíîñòü è îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (., .).

1. Âåêòîðû x, y ∈ H îðòîãîíàëüíû, åñëè (x, y) = 0; äàëåå èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå x⊥y.

2. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâó S ⊂ H � ýòî ìíîæåñòâî S⊥ = {x ∈ H : (x, y) = 0 ∀y ∈ S}.
3. Â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà (F = R) îïðåäåëåí óãîë α ìåæäó âåêòîðàìè x è y

ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

cosα =
(x, y)

∥x∥∥y∥ , α ∈ [0, π].

Óòâåðæäåíèå

1. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà S ⊂ H åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå S⊥ ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì H.

2. ÏóñòüH � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è L � åãî ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ëþáîé âåêòîð x ∈ H îäíîçíà÷íî
ïðåäñòàâèì â âèäå x = y + z, y ∈ L, z ∈ L⊥.

3. Ïóñòü L � ëèíåàë â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Äëÿ òîãî, ÷òîáû L áûëî âñþäó ïëîòíî â H, íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû L⊥ = {0}.
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Îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû è ðÿäû Ôóðüå

1. Ìíîæåñòâî L âåêòîðîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé, åñëè ëþáûå
äâà ðàçëè÷íûõ âåêòîðà ýòîé ñèñòåìû îðòîãîíàëüíû: (x, y) = 0 ∀x ̸= y, x, y ∈ L.

2. Îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà L íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé, åñëè ∥x∥ = 1 äëÿ ëþáîãî x ∈ L.

Óòâåðæäåíèå (Îðòîãîíàëèçàöèÿ)
Ïóñòü {g1, g2, . . . , gn, . . .} ≡ {gi}∞i=1 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà â H. Òîãäà ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðî-

âàííàÿ â H ñèñòåìà {ei}∞i=1, òàêàÿ, ÷òî

en =

n∑
i=1

cnigi, ãäå cnn ̸= 0, äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . .

Êîýôôèöèåíòû è ðÿä Ôóðüå
Ïóñòü H � (áåñêîíå÷íîìåðíîå) ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è {ei}∞i=1 � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â H.

1. Äëÿ ëþáîãî x ∈ H ÷èñëà xk = (x, ek) íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå âåêòîðà x ïî ñèñòåìå
{ei}∞i=1.

2. Ðÿä

∞∑
k=1

xkek íàçûâàþòñÿ ðÿäîì Ôóðüå âåêòîðà x ïî ñèñòåìå {ei}∞i=1.

Ïîëíûå è çàìêíóòûå ñèñòåìû
Ñèñòåìà {ei}∞i=1 íàçûâàåòñÿ ïîëíîé â H, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé:

1. Íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâîãî âåêòîðà â H, îðòîãîíàëüíîãî âñåì ei, i = 1, 2, . . .:

(x, ei) = 0 ∀i ⇒ x = 0. (24)

2. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà span{ei} ñèñòåìû {ei}∞i=1 âñþäó ïëîòíà â H.

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è {ei}∞i=1 � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â H.
Óòâåðæäåíèå (Ñóììà ðÿäà Ôóðüå. Ïîëíûå è çàìêíóòûå ñèñòåìû)

1. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ H åãî ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ïî íîðìå.

2. Åñëè S =

∞∑
k=1

xkek � ñóììà ðÿäà Ôóðüå äëÿ âåêòîðà x, òî ðàçíîñòü x− S îðòîãîíàëüíà âñåì âåêòîðàì

ñèñòåìû {ei}∞i=1:
(x− S, ei) = 0 ∀i = 1, 2, . . .

3. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) Ñèñòåìà {ei}∞i=1 ïîëíà â H.

(b) Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ H åãî ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ê x:

x =

∞∑
i=1

xiei, ãäå xi = (x, ei).

(c) Äëÿ ëþáîé ïàðû âåêòîðîâ x, y ∈ H ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(x, y) =

∞∑
i=1

xiyi, ãäå xi = (x, ei), yi = (y, ei).

(d) Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ H ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ (óðàâíåíèå çàìêíóòîñòè):

∥x∥2 =

∞∑
i=1

|xi|2, ãäå xi = (x, ei).
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�3 Ëèíåéíûå îïåðàòîðû è ôóíêöèîíàëû

3.1 Íåïðåðûâíîñòü è îãðàíè÷åííîñòü, íîðìà îïåðàòîðà

Ïóñòü çàäàíû äâà íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâà (X, |.∥X) è (Y, ∥.∥Y íàä ïîëåì F âåùåñòâåííûõ èëè
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 1. (Ëèíåéíûé îïåðàòîð è ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë)

1. Îòîáðàæåíèå A : X → Y íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì, åñëè îíî

(a) àääèòèâíî: A(x1 + x2) = Ax1 +Ax2 äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X;

(b) îäíîðîäíî : A(λx) = λAx äëÿ ëþáûõ x ∈ X è λ ∈ F .

2. ×àñòíûé ñëó÷àé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f : X → F íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì èçó÷àòü ñâîéñòâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, êîòîðûå åñòåñòâåííî ñïðà-
âåäëèâû è äëÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ. Ñïåöèôè÷åñêèå ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëîâ áóäóò èçó÷åíû â
ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ.

Îïðåäåëåíèå 2. (Íåïðåðûâíûé îïåðàòîð) Îïåðàòîð A : X → Y íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â
òî÷êå x0 ∈ X, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé (îïðåäåëåíèÿ "ïî
Êîøè" è "ïî Ãåéíå"):

1. äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî

∀x ∈ X : ∥x− x0∥X < δ ⇒ ∥Ax−Ax0∥Y < ε.

2. äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ⊂ X, ñõîäÿùåéñÿ ê x0 ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà X, ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {Axn} ⊂ Y ñõîäèòñÿ ê Ax0 ïî íîðìå Y .

Îïðåäåëåíèå 3. (Îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð) Ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X → Y íàçûâàåòñÿ îãðà-
íè÷åííûì, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî M > 0 òàêîå, ÷òî

∥Ax∥Y 6M∥x∥X ∀x ∈ X. (1)

Â îáùåì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå A : X → Y íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî ïåðåâîäèò îãðàíè-
÷åííûå ìíîæåñòâà â X â îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà â Y . Â ñëó÷àå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ýòî îáùåå
îïðåäåëåíèå è îïðåäåëåíèå 3 ýêâèâàëåíòíû. Äåéñòâèòåëüíî, èç (1) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî A ïåðåâîäèò
îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà â X â îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà â Y . Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç SX = {∥x∥X = 1} åäèíè÷íóþ ñôåðó â ïðîñòðàíñòâå X. Îïåðàòîð A ïåðåâîäèò
îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî SX â îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò M > 0 òàêîå, ÷òî

∥Ax∥Y 6M ∀x ∈ SX .

Íî äëÿ ëþáîãî x ∈ X âåêòîð z =
x

∥x∥X
ïðèíàäëåæèò SX , ïîýòîìó

∥Ax∥Y = ∥x∥X
∥∥Az∥∥

Y
6M∥x∥X .

Äîêàçàííûå íèæå ðåçóëüòàòû äëÿ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ îïèðàþòñÿ íà ñâîéñòâî èõ ëèíåéíîñòè.

Ëåììà 1. Äëÿ íåïðåðûâíîñòè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íà âñåì ïðîñòðàíñòâå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
îí áûë íåïðåðûâåí â îäíîé òî÷êå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îïåðàòîð A : X → Y íåïðåðûâåí â òî÷êå x∗ ∈ X è x ∈ X � ëþáàÿ äðóãàÿ
òî÷êà. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}, ñõîäÿùóþñÿ ê x. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xn − x+ x∗} ñõîäèòñÿ ê x∗ è èç ëèíåéíîñòè A è åãî íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå x∗ ñëåäóåò:

∥Axn −Ax∥Y = ∥A(xn − x+ x∗)−Ax∗∥Y → 0 ïðè n→ ∞.

Òåîðåìà 1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X → Y íåïðåðûâåí íà X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí
îãðàíè÷åí íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A îãðàíè÷åí, x∗ � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà X è xn → x∗ ïðè n → ∞. Òîãäà â
ñèëó (1) è ëèíåéíîñòè A ïîëó÷èì

∥Axn −Ax∗∥Y = ∥A(xn − x∗)∥Y 6M∥xn − x∗∥X → 0 ïðè n→ ∞,

òàê ÷òî A íåïðåðûâåí â òî÷êå x∗.
Ïóñòü òåïåðü A íåïðåðûâåí íà X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îí íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îãðàíè÷åí-

íîñòè (1). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò xn ∈ X òàêîé, ÷òî

∥Axn∥Y > n∥xn∥X .

Íî òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zn =
xn

n∥xn∥X
ñõîäèòñÿ ê 0, â òî âðåìÿ êàê

∥Azn∥Y =
1

n∥xn∥X
∥Axn∥Y > 1,

ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Azn} íå ñòðåìèòñÿ ê A0 = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåïðåðûâíîñòè A â òî÷êå
0.

Îïðåäåëåíèå 4. (Íîðìà îïåðàòîðà) Íàèìåíüøàÿ ïîñòîÿííàÿ M â íåðàâåíñòâå (1):

∥Ax∥Y 6M∥x∥X ∀x ∈ X

íàçûâàåòñÿ íîðìîé ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà A : X → Y è îáîçíà÷àåòñÿ ∥A∥.

Ëåììà 2. Äëÿ íîðìû ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà A : X → Y ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
ðàâåíñòâà:

∥A∥ = sup
x ̸=0

∥Ax∥Y
∥x∥X

= sup
∥x∥X=1

∥Ax∥Y = sup
∥x∥X61

∥Ax∥Y . (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé ñóïðåìóìà êàê òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè
è íîðìû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Âòîðîå ðàâåíñòâî � î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå îäíîðîäíîñòè íîðìû è
îïåðàòîðà:

∥A∥ = sup
x ̸=0

∥Ax∥Y
∥x∥X

= sup
x ̸=0

∥∥∥∥A( x

∥x∥X

)∥∥∥∥
Y

= sup
∥x∥X=1

∥Ax∥Y .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ñ îäíîé ñòîðîíû

∥A∥ = sup
∥x∥X=1

∥Ax∥Y 6 sup
∥x∥X61

∥Ax∥Y ,

à ñ äðóãîé, äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñ ∥x∥X 6 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ∥Ax∥Y 6 ∥A∥∥x∥X 6 ∥A∥,
ïîýòîìó

sup
∥x∥X61

∥Ax∥Y 6 ∥A∥.
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Ñëåäñòâèå 4. (Íîðìà ôóíêöèîíàëà) Íàèìåíüøàÿ ïîñòîÿííàÿ M â íåðàâåíñòâå

|f(x)| 6M∥x∥X ∀x ∈ X

íàçûâàåòñÿ íîðìîé ∥f∥ ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî ôóíêöèîíàëà f : X → R. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
ðàâåíñòâà:

∥f∥ = sup
x̸=0

|f(x)|
∥x∥X

= sup
∥x∥X=1

|f(x)| = sup
∥x∥X61

|f(x)|.

3.2 Ïðîñòðàíñòâà L(X;Y ), X∗ è êîëüöî îïåðàòîðîâ L(X;X)

3.2.1. Ïðîñòðàíñòâî L(X;Y ) è ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî X∗

Ïóñòü (X, ∥.∥X) è (Y, ∥.∥Y ) � äâà ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå
ïîëåì F (R èëè C). Íà ìíîæåñòâå ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç âñåãî X â
Y , îïðåäåëèì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü A : X → Y è B : X → Y � ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû.

1. Ñóììîé îïåðàòîðîâ A è B íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð A+B, çàäàííûé ðàâåíñòâîì

(A+B)x = Ax+Bx ∀x ∈ X.

2. Ïðîèçâåäåíèåì ÷èñëà λ ∈ F íà îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð λA, çàäàííûé ðàâåíñòâîì

(λA)x = λAx ∀x ∈ X.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç âñåãî X
â Y , ñ ââåäåííûìè îïåðàöèÿìè ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì. Â ÷àñòíîñòè, íóëåì ýòîãî
ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî ðàâíûé íóëþ îïåðàòîð A : Ax = 0 ∀x ∈ X, êîòîðûé ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì 0, êàê è ÷èñëî. Ïðîâåðèì, ÷òî íîðìà íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå, îïðåäåëåííàÿ â
(2)

∥A∥ = sup
x ̸=0

∥Ax∥Y
∥x∥X

= sup
∥x∥X=1

∥Ax∥Y = sup
∥x∥X61

∥Ax∥Y ,

óäîâëåòâîðÿåò âñåì àêñèîìàì íîðìû.
1) ∥A∥ > 0; åñëè A = 0, òî Ax = 0 äëÿ âñåõ x ∈ X, ïîýòîìó ∥A∥ = 0; îáðàòíî, åñëè ∥A∥ = 0, òî

∥Ax∥Y = 0 ∀x ∈ X, îòêóäà Ax = 0 ∀x ∈ X, ò.å. A = 0.
2) ∥λA∥ = sup

∥x∥X=1

∥λAx∥Y = λ sup
∥x∥X=1

∥Ax∥Y = λ∥A∥.

3) ∥A+B∥ = sup
∥x∥X=1

∥Ax+Bx∥Y 6 sup
∥x∥X=1

∥Ax∥Y + sup
∥x∥X=1

∥Bx∥Y = ∥A∥+ ∥B∥.

Îïðåäåëåíèå 6. Ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, äåé-
ñòâóþùèõ èç âñåãî X â Y , îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç L(X;Y ).

Îïðåäåëåíèå 7. Ïðîñòðàíñòâî L(X;F ) ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ â X íàçûâàåòñÿ
ñîïðÿæåííûì ê X ïðîñòðàíñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ X∗.

Òåîðåìà 2. Åñëè Y � ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî, òî L(X,Y ) � òàêæå ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {An} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â L(X,Y ): ∥An − Am∥ →
0 ïðè n,m→ ∞. Òîãäà

∥Anx−Amx||Y 6 ∥An −Am∥ ∥x∥X → 0 ïðè n,m→ ∞,
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òàê ÷òî ïðè ëþáîì x ∈ X ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Anx} ôóíäàìåíòàëüíà â Y è â ñèëó ïîëíîòû Y
èìååò ïðåäåë Ax = lim

n→∞
Anx.

Èçó÷èì ñâîéñòâà îïåðàòîðà A : X → Y . Ïðåæäå âñåãî, îí ëèíåéíûé, òàê êàê äëÿ ëþáûõ xi ∈ X
è λ ∈ F ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

A(x1 + x2) = lim
n→∞

An(x1 + x2) = lim
n→∞

Anx1 + lim
n→∞

Anx2 = Ax1 +Ax2;

A(λx) = lim
n→∞

An(λx) = lim
n→∞

λAnx = λAx

Äîêàæåì, ÷òî A � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð. Òàê êàê |∥An∥−∥Am∥| 6 ∥An−Am∥ → 0 ïðè n,m→ ∞,
òî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {∥An∥} ôóíäàìåíòàëüíà, çíà÷èò è îãðàíè÷åíà: ∃M : ∥An∥ 6M ∀n.
Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

∥Anx∥Y 6M∥x∥X ∀n ∀x ∈ X.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→ ∞, óñòàíîâèì îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà A:

∥Ax∥Y = lim
n→∞

∥Anx∥Y 6M∥x∥X ∀x ∈ X.

Èòàê, îïåðàòîð A ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L(X,Y ). Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {An} ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà L(X,Y ). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 è âñåõ x ∈ X :
∥x∥X 6 1 íàéä¼ì n(ε) òàêîé, ÷òî

∥Anx−Amx||Y 6 ∥An −Am∥∥x∥X 6 ∥An −Am∥ < ε ïðè n,m > n(ε).

Óñòðåìèâ m→ ∞, ïîëó÷èì

∥An −A|| = sup
∥x∥X61

∥(An −A)x||Y 6 ε ïðè n > n(ε).

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ∥An −A∥ → 0 ïðè n→ ∞.

Ñëåäñòâèå 5. Ñîïðÿæåííîå X∗ ïðîñòðàíñòâî ê ëþáîìó íîðìèðîâàííîìó ïðîñòðàíñòâó X ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëíûì.

3.2.2. Êîëüöî îïåðàòîðîâ L(X;X)

Ëåììà 3. Ïóñòü (X, ∥.∥X), (Y, ∥.∥Y ) è (Z, ∥.∥Z) � òðè ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâà
íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì F , B ∈ L(X;Y ) è A ∈ L(Y ;Z). Òîãäà ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ C =
AB : X → Z:

Cx = A(Bx) ∀x ∈ X,

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L(X;Z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèíåéíîñòü C ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè A è B:

C(x1 + x2) = A(B(x1 +Bx2)) = A(Bx1 +Bx2) = ABx1 +ABx2;

C(λx) = AB(λx) = A(λBx) = λABx.

Îïåðàòîð C îãðàíè÷åííûé, òàê êàê

∥Cx∥Z = ∥ABx∥Z 6 ∥A∥∥Bx∥Y 6 ∥A∥ ∥B∥ ∥x∥X ∀x ∈ X.

Òàêèì îáðàçîì, C ∈ L(X;Z) è
∥C∥ 6 ∥A∥∥B∥.
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Â ïðîñòðàíñòâå L(X;X) îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå àêñè-
îìàì êîëüöà, ïîýòîìó L(X;X) ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì êîëüöîì. Â L(X;X) îïðåäåëåíû ñòåïåíè
îïåðàòîðà

A0 = I, An = AAn−1 ∀n,

ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â X: Ix = x ∀x ∈ X.

Ëåììà 4. (Ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ îïåðàòîðà) Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è A ∈
L(X;X) � ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð. Òîãäà ñóùåñòâóåò

lim
n→∞

n
√

∥An∥ = ρ(A),

íàçûâàåìûé ñïåêòðàëüíûì ðàäèóñîì îïåðàòîðà A.
Îïåðàòîðíûé ðÿä

∞∑
k=0

Ak = I +A+A2 + . . .+An + . . . (3)

ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå L(X;X), åñëè ρ(A) < 1, è ðàñõîäèòñÿ, åñëè ρ(A) > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì
a = inf

n

n
√

∥An∥

è äîêàæåì, ÷òî a = ρ(A).
Äëÿ ε > 0 íàéäåìm = m(ε) òàêîé, ÷òî m

√
∥Am∥ < a+ε è ïîëîæèìM = max{1, ∥A∥, . . . , ∥Am−1∥}.

Ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ïðåäñòàâèì â âèäå n = km+ l, ãäå 0 6 l 6 m− 1. Âîñïîëüçîâàâ-
øèñü íåðàâåíñòâîì ∥As∥ 6 ∥A∥s äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî s, ïîëó÷èì:

n
√

∥An∥ 6 n

√
∥Al∥∥Am∥k 6M1/n∥Am∥k/n =M1/n( m

√
∥Am∥)km/n < M1/n(a+ ε)(n−l)/n.

Ïðè n→ ∞ ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê a+ ε, ïîýòîìó íàéäåòñÿ íîìåð n(ε)
òàêîé, ÷òî

a 6 n
√
∥An∥ < a+ 2ε ïðè n > n(ε).

Ýòî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå lim
n→∞

n
√

∥An∥ = inf
n

n
√
∥An∥.

Ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ ñõîäèìîñòè îïåðàòîðíîãî ðÿäà (3). Ïóñòü ρ(A) < 1. Òîãäà ïî ïðè-

çíàêó Êîøè ñõîäèòñÿ ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
k=0

∥Ak∥. Äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn =

n∑
k=0

Ak îïåðàòîðíîãî ðÿäà

ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

∥Sn+p − Sn∥ = ∥
n+p∑

k=n+1

Ak∥ 6
n+p∑

k=n+1

∥Ak∥ → 0 ïðè k → ∞ ∀p > 0

â ñèëó ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
k=0

∥Ak∥. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} ôóíäàìåíòàëüíà â

L(X;X), è, â ñèëó ïîëíîòû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, èìååò ïðåäåë â L(X;X):

S = lim
n→∞

Sn =

∞∑
k=0

Ak.

Ïóñòü òåïåðü ρ(A) > 1. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ∥Sn+1 − Sn∥ =
∥An+1∥ > 1 è íå âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè îïåðàòîðíîãî ðÿäà.
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3.3 Îáðàòíûé îïåðàòîð

3.3.1 Îïðåäåëåíèå è êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A) � ëèíåàë â íîðìè-
ðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X è îáëàñòüþ çíà÷åíèé R(A) â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå Y .

1. Îïåðàòîð A : D(A) → R(A) íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè óðàâíåíèå Ax = y èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ D(A) äëÿ ëþáîãî y ∈ R(A).

2. Îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðó y ýòî ðåøåíèå x, íàçûâàåòñÿ îá-
ðàòíûì îïåðàòîðîì A−1 : R(A) → D(A).

Èç îïðåäåëåíèÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà ñëåäóþò ðàâåíñòâà:

A−1Ax = x ∀x ∈ D(A); AA−1y = y ∀y ∈ R(A).

Ëåììà 5. Îïåðàòîð A−1, îáðàòíûé ê ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A, òàêæå ëèíååí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y1, y2 ∈ R(A) è x1 = A−1y1, x2 = A−1y2. Äëÿ ëþáûõ α, β ∈ F èìååì
A(αx1 + βx2) = αAx1 + βAx2 = αy1 + βy2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî αx1 + βx2 = A−1(αy1 + βy2), ò.å.
αA−1y1 + βA−1y2 = A−1(αy1 + βy2), ÷òî è îçíà÷àåò ëèíåéíîñòü A.

Ëåììà 6. Ïóñòü N(A) ≡ {x ∈ D(A) : Ax = 0} � ÿäðî îïåðàòîðà A. Óñëîâèå N(A) = {0} íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ áèåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ A : D(A) → R(A), ò.å. äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
îáðàòíîãî îïåðàòîðà A−1 : R(A) → D(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü N(A) = {0}. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ R(A) ñóùåñòâóþò äâà
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ax = y, à èìåííî, x1 ̸= x2. Òîãäà A(x1−x2) = 0, ïîýòîìó x1−x2 ∈ N(A) = {0},
òàê ÷òî x1 è x2 äîëæíû ñîâïàäàòü. Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü òåïåðü A áèåêòèâåí, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî y ∈ R(A) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Ax = y. Äîïóñòèì, ÷òî N(A) ñîäåðæèò íåíóëåâîé ýëåìåíò z. Âîçüìåì êàêîé-ëèáî âåêòîð
y ∈ R(A), îáîçíà÷èì ÷åðåç x ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ax = y. Òîãäà âåêòîð x + z ̸= x òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ, òàê êàê A(x+z) = Ax+Az = Ax = y. Ñíîâà ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå.

3.3.2 Îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé îïåðàòîð

Òåîðåìà 3. Îïåðàòîð A−1 ñóùåñòâóåò è îãðàíè÷åí íà R(A) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàé-
äåòñÿ ïîñòîÿííàÿ m > 0:

∥Ax∥Y > m∥x∥X ∀x ∈ D(A). (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A−1 ñóùåñòâóåò è îãðàíè÷åí íà D(A−1) = R(A). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåò-
ñÿ ïîñòîÿííàÿ c > 0 òàêàÿ, ÷òî

∥A−1y∥X 6 c∥y∥Y ∀y ∈ R(A).

Ïîëàãàÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå y = Ax, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (4) ñ m = c−1.
Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (4). Òîãäà, âî-ïåðâûõ, èç ðàâåíñòâà Ax = 0 ñëåäóåò x = 0,

ïîýòîìó N(A) = {0}. Â ñèëó ëåììû 6 ñóùåñòâóåò A−1, âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþùèé R(A)
íà D(A). Ïîëàãàÿ â (4) x = A−1y, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

∥A−1y∥X 6 m−1∥y∥Y ∀y ∈ R(A),

ò.å. îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà A−1 íà R(A).
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Òåîðåìà 4. (Îïåðàòîðíûé ðÿä) Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ L(X;X) è ñïåêòðàëü-
íûé ðàäèóñ ρ(A) < 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò (I −A)−1 ∈ L(X;X) è

(I −A)−1 =

∞∑
k=0

Ak.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè ∥A∥ < 1 ñóùåñòâóåò (I −A)−1 ∈ L(X;X) è

∥(I −A)−1∥ 6 1

1− ∥A∥
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 4 îïåðàòîðíûé ðÿä

∞∑
k=0

Ak ñõîäèòñÿ. Ïóñòü S � åãî ñóììà. Òîãäà

S(I −A) = lim
n→∞

Sn(I −A) = lim
n→∞

(I −An) = I,

ïîýòîìó S = (I −A)−1.
Â ñëó÷àå ∥A∥ < 1 èìååì:

∥S∥ = lim
n→∞

∥Sn∥ 6 lim
n→∞

n∑
k=0

∥A∥k =
1

1− ∥A∥
.

Òåîðåìà 5. (Îáðàòèìîñòü âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà)
Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, A0 ∈ L(X;Y ) èìååò îáðàòíûé A−1

0 ∈ L(Y ;X) è
îïåðàòîð ∆A ∈ L(X;Y ) (âîçìóùåíèå A0) òàêîâ, ÷òî

∥∆A∥ < 1

∥A−1
0 ∥

.

Òîãäà ñóùåñòâóåò (A0 +∆A)−1 ∈ L(Y ;X) è

∥(A0 +∆A)−1 −A−1
0 ∥ 6 ∥∆A∥

1− ∥A−1
0 ∥∥∆A∥

∥A−1
0 ∥2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ix - òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â X. Òîãäà A0 +∆A = A0(Ix +A−1
0 ∆A). Òàê

êàê ∥A−1
0 ∆A∥ < 1, òî îïåðàòîð Ix +A−1

0 ∆A ∈ L(X;X) èìååò îáðàòíûé â L(X;X) è

(Ix +A−1
0 ∆A)−1 =

∞∑
k=0

(−A−1
0 ∆A)k.

Òîãäà îïåðàòîð (Ix +A−1
0 ∆A)−1A−1

0 ∈ L(Y ;X) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê A0(Ix +A−1
0 ∆A)=A0 +∆A.

Ïîëó÷èì îöåíêó áëèçîñòè îáðàòíûõ îïåðàòîðîâ (A0 +∆A)−1 è A−1
0 . Èìååì:

∥(A0 +∆A)−1 −A−1
0 ∥ 6 ∥A−1

0 ∥∥(Ix +A−1
0 ∆A)−1 − Ix∥ 6

6
∞∑
k=1

∥A−1
0 ∆A∥k∥A−1

0 ∥ =
∥A−1

0 ∆A∥
1− ∥A−1

0 ∆A∥
∥A−1

0 ∥ 6 ∥∆A∥
1− ∥A−1

0 ∥∥∆A∥
∥A−1

0 ∥2.

Òåîðåìà 6. (Òåîðåìà Áàíàõà î ñóùåñòâîâàíèè îáðàòíîãî îïåðàòîðà)
Ïóñòü A ∈ L(X;Y ) âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X íà áàíàõîâî

ïðîñòðàíñòâî Y . Òîãäà A−1 ∈ L(Y ;X).
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3.4 Ïðîäîëæåíèå ïî íåïðåðûâíîñòè. Òåîðåìà Õàíà-Áàíàõà

3.4.1 Ïðîäîëæåíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

Òåîðåìà 7. Ïóñòü (X, ∥.∥X) � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, (Y, ∥.∥Y ) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.
Ïóñòü ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A0 îïðåäåëåí íà âñþäó ïëîòíîì â X ëèíåàëå D(A0). Òîãäà
åãî ìîæíî ïðîäîëæèòü íà âñå ïðîñòðàíñòâî X ñ ñîõðàíåíèåì íîðìû, à èìåííî, ñóùåñòâóåò
ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A : X → Y òàêîé, ÷òî

1) Ax = A0x ∀x ∈ D(A0);
2) ∥A∥ = ∥A0∥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x ∈ X. Â ñèëó ïëîòíîñòè D(A0) â X ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ∈ X0, ñõîäÿùàÿñÿ ê x: ∥xn − x∥X → 0 ïðè n → ∞ Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{A0xn} ôóíäàìåíòàëüíà â Y , òàê êàê

∥A0xn −A0xm∥Y 6 ∥A0∥∥xn − xm∥X → 0 ïðè n,m→ ∞.

Èç ïîëíîòû Y ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {A0xn}. Ýòîò ïðåäåë íå çàâèñèò
îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ∈ X0, ñõîäÿùåéñÿ ê x. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè {x̃n} ∈ X0: ∥x̃n −
x∥X → 0 ïðè n→ ∞, òî

∥A0x̃n −A0xn∥Y 6 ∥A0∥∥x̃n − xn∥X → 0 ïðè n→ ∞.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàòîð A : X → Y ðàâåíñòâîì

Ax = lim
n→∞

A0xn â Y äëÿ xn ∈ D(A0); xn → x â X.

Åñëè x ∈ X0, òî â êà÷åñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùåéñÿ ê x, ìîæíî âçÿòü ñòàöèîíàðíóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {x, x, . . . , x . . .}, ïîýòîìó

Ax = A0x ïðè x ∈ D(A0).

Äîêàæåì, ÷òî A � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Ïóñòü x = lim
n→∞

xn è y = lim
n→∞

yn, ãäå xn, yn ∈ D(A0). Òîãäà

x+ y = lim
n→∞

(xn + yn) è

A(x+ y) = lim
n→∞

A0(xn + yn) = lim
n→∞

A0xn + lim
n→∞

A0yn = Ax+Ay.

Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâåíñòâî A(λx) = λAx.
Îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà A ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ

∥Ax∥Y = lim
n→∞

∥A0xn∥Y 6 lim
n→∞

∥A0∥∥xn∥X = ∥A0∥∥x∥X .

Íàêîíåö, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ íîðìû îïåðàòîðà

∥A∥ = sup
∥x∥X61

∥Ax∥Y > sup
x∈D(A0),∥x∥X61

∥Ax∥Y = ∥A0∥,

è èç äâóõ ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò ∥A∥ = ∥A0∥.

3.4.2 Òåîðåìà Õàíà-Áàíàõà î ïðîäîëæåíèè ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà

Òåîðåìà 8. Ïóñòü (X, ∥.∥X) � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F , L = D(f) � ëèíåàë
â X è f0 : L → F � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë. Òîãäà åãî ìîæíî ïðîäîëæèòü íà âñå
ïðîñòðàíñòâî X ñ ñîõðàíåíèåì íîðìû, ò.å. ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë f :
X → F òàêîé, ÷òî

1) f(x) = f0(x) ∀x ∈ L;
2) ∥f∥ = ∥f0∥.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ ñåïàðàáåëüíîãî âåùåñòâåííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà X(F = R).

Ïóñòü e1 ∈ X \ L è L1 � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà L è e1, ò.å. ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âèäà z = t1x+ t2e1
äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x ∈ X è ti ∈ R. Êàæäûé ýëåìåíò èç L1 îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå

z = x+ te1, t ∈ R.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ x ∈ X ýëåìåíò t1x ïðèíàäëåæèò X, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî z ∈ L1 ñïðàâåäëèâî
ïðåäñòàâëåíèå z = x+te1, x ∈ L, t ∈ R. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò åùå îäíî ïðåäñòàâëåíèå z = x̃+ t̃e1
ñ x̃ ∈ L è t̃ ∈ R. Òîãäà x − x̃ = (t̃ − t) e1. Åñëè t̃ = t, òî è x̃ = x. Åñëè æå äîïóñòèòü, ÷òî t̃ ̸= t, òî
e1 = (t̃− t)−1(x− x̃) ∈ L, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó âåêòîðà e1 ∈ X \ L.

Ïðîäîëæèì ôóíêöèîíàë f0 íà L1 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû, à èìåííî:

f(x) = f0(x) íà L,

∥f∥L1
= sup

z∈L1,∥z∥X61

|f(z)| = ∥f0∥ = sup
x∈L,∥x∥X61

|f0(x)|.

Âîçüìåì äâà ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðà x, y ∈ L. Èç íåðàâåíñòâ

f0(x) + f0(y) = f0(x+ y) 6 ∥f0∥(∥x+ y∥) 6 ∥f0∥(∥x− e1∥+ ∥y + e1∥)

ñëåäóåò f0(x)−∥f0∥ ∥x−e1∥ 6 ∥f0∥ ∥y+e1∥−f0(y) äëÿ âñåõ x, y ∈ L. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ ÷èñëî c1 ∈ R
òàêîå, ÷òî

f0(x)− ∥f0∥ ∥x− e1∥ 6 c1 6 ∥f0∥ ∥y + e1∥ − f0(y) ∀x, y ∈ L.

Ïîäñòàâèâ â ýòè íåðàâåíñòâà
x

t
âìåñòî x è y è óìíîæèâ çàòåì íà t > 0, ïîëó÷èì

f0(x)± t c1 6 ∥f0∥ ∥x± t e1∥ ∀t > 0, ∀x ∈ L. (5)

Îïðåäåëèì íà L1 ôóíêöèîíàë ïî ôîðìóëå

f(z) = f0(x) + tc1 äëÿ z = x+ te1, ãäå x ∈ L è t ∈ R. (6)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë. Äàëåå, åñëè z ∈ L, òî t = 0, ò.å. z = x è
f(x) = f0(x). Èç (5) è (6) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî f(z) 6 ∥f0∥ ∥z∥ äëÿ âñåõ z ∈ L1. Ïîìåíÿâ çäåñü z íà
−z, ïîëó÷èì |f(z)| 6 ∥f0∥ ∥z∥ ∀z ∈ L1, ò.å.

∥f∥L1 6 ∥f0∥.

Íî ïîñêîëüêó L ⊂ L1 è f = f0 íà L, òî

∥f∥L1
= sup

z∈L1,∥z∥X61

|f(z)| 6 sup
x∈L,∥x∥X61

|f0(x)| = ∥f0∥.

Èòàê, ôóíêöèîíàë f ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì f0 íà L1 è óäîâëåòâîðÿåò âñåì óòâåðæäåíèåì òåîðåìû.
Ïóñòü X̃ � ñ÷åòíîå è âñþäó ïëîòíîå â X ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç e1, e2, . . . , en, . . . � åãî

ýëåìåíòû, íå ïðèíàäëåæàùèå L. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíî ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë
f1 � ïðîäîëæåíèå ôóíêöèîíàëà f0 íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó L è e1, çàòåì ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé
ôóíêöèîíàë f2 � ïðîäîëæåíèå ôóíêöèîíàëà f1 íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó L1 è e2 è ò. ä. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èì ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë f̃ ïðîäîëæåíèå f0 íà ìíîæåñòâî L̃ =

∞⋃
i=1

Li. Ýòî

ìíîæåñòâî âñþäó ïëîòíî â X, ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 7 â ÷àñòíîì ñëó÷àå Y = R, ïîñòðîèì
òðåáóåìîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèîíàëà f0 íà âñå ïðîñòðàíñòâî X.

3.6.3 Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Õàíà-Áàíàõà
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Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F è x0 ∈ X, x0 ̸= 0. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë f ∈ X∗, òàêîé, ÷òî f(x0) = ∥x0∥ è ∥f∥ = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì L = {tx0, t ∈ F} è îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë f0 : L → F ðàâåíñòâîì
f0(tx0) = t∥x0∥. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî L � ýòî ëèíåàë, à ôóíêöèîíàë f0 îáëàäàåò ñâîéñòâàìè: f0(x0) =
∥x0∥ è

∥f0∥ = sup
x∈L,x̸=0

|f0(x)|
∥x∥

= sup
t ̸=0

|t|∥x0∥
∥tx0∥

= 1.

Ïî òåîðåìå 8 ôóíêöèîíàë f0 ìîæíî ïðîäîëæèòü íà âñå ïðîñòðàíñòâî X ñ ñîõðàíåíèåì íîðìû.
Ïðîäîëæåííûé ôóíêöèîíàë îáëàäàåò òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè: f(x0) = ∥x0∥ è ∥f∥ = 1.

Ñëåäñòâèå 7. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F è x0 ∈ X òàêîé, ÷òî f(x0) =
0 ∀f ∈ X∗. Òîãäà x0 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî x0 ̸= 0, òî ïî ïðåäûäóùåìó ñëåäñòâèþ 6 íàéäåòñÿ ôóíêöè-
îíàë f ∈ X∗ òàêîé, ÷òî f(x0) = ∥x0∥ ̸= 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Ñëåäñòâèå 8. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R è L � åãî ïîäïðîñòðàíñòâî,
à âåêòîð x0 ∈ X \ L. Òîãäà ñóùåñòâóåò f ∈ X∗ òàêîé, ÷òî

f(x) = 0 ∀x ∈ L, f(x0) = 1, ∥f∥ =
1

d
,

ãäå d = inf
x∈L

∥x0 − x∥ � ðàññòîÿíèå îò x0 äî L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L1 � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà L è âåêòîðà x0. Òîãäà, êàê óñòàíîâëåíî â äîêàçà-
òåëüñòâå òåîðåìû 8, ëþáîé ýëåìåíò z ∈ L1 îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå z = x+ tx0, x ∈ L, t ∈ R.
Îïðåäåëèì íà L1 ôóíêöèîíàë

f0(z) = t äëÿ z = x+ tx0.

Ïî ïîñòðîåíèþ f0(x) = 0 ïðè x ∈ L è f0(x0) = 1. Íàéäåì íîðìó f0. Äëÿ z ∈ L1, z ̸= 0, èìååì

|f0(z)| = |t| = |t|∥z∥
∥z∥

=
∥z∥

∥t−1x+ x0∥
6 ∥z∥

∥x0 − (−t−1x)∥
6 ∥z∥

d
,

ïîýòîìó ∥f0∥ 6 1

d
. Äîêàæåì ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ∈ L

òàêàÿ, ÷òî ∥xn − x0∥ → d ïðè n→ ∞. Òîãäà

|f0(xn − x0)| = |f0(xn)− f0(x0)| = |f0(x0)| = 1,

ïîýòîìó
∥f0∥∥xn − x0∥ > |f0(xn − x0)| = 1

è â ïðåäåëå ïðè n → ∞ ïîëó÷èì ∥f0∥ > 1

d
. Èòàê, ïîñòðîåí ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà ëèíåàëå L1,

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì

f0(x) = 0 ∀x ∈ L, f0(x0) = 1, ∥f0∥ =
1

d
.

Îñòàëîñü ïðîäîëæèòü åãî íà âñå ïðîñòðàíñòâî X ñ ñîõðàíåíèåì óêàçàííûõ ñâîéñòâ.

Ñëåäñòâèå 9. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R è L � åãî ïîäïðîñòðàíñòâî,
à âåêòîð x0 ∈ X \ L. Òîãäà ñóùåñòâóåò f ∈ X∗ òàêîé, ÷òî

f(x) = 0 ∀x ∈ L, f(x0) ̸= 0, ∥f∥ = 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî âàðèàíò óòâåðæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ 8, â êîòîðîì íàäî ïîñòðîåí-
íûé ôóíêöèîíàë óìíîæèòü íà ïîñòîÿííóþ d.

Ñëåäñòâèå 10. Åñëè ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî X∗ � ñåïàðàáåëüíîå, òî è X � ñåïàðàáåëüíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñåïàðàáåëüíîñòèX∗ ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâîD = {f1, f2, . . . , fn, . . .},
êîòîðîå âñþäó ïëîòíî â åäèíè÷íîì øàðå ïðîñòðàíñòâà X∗. Òàê êàê

∥fn∥ = sup
∥x∥=1

|fn(x)|,

òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 è äëÿ ëþáîãî n íàéäåòñÿ âåêòîð xn, ∥xn∥ = 1 òàêîé, ÷òî |fn(xn) > (1− ε)∥fn∥.
Âîçüìåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ε = 1/2, òàê ÷òî

∥xn∥ = 1, |fn(xn)| >
1

2
∥fn∥. (7)

Ïóñòü L � ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå ìíîæåñòâîì {xn}, ò.å. çàìûêàíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè
ýòèõ âåêòîðîâ. Ïî ïîñòðîåíèþ L � ñåïàðàáåëüíîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæåì, ÷òî L = X. Äîïóñòèì
ïðîòèâîïîëîæíîå, ò.å. ÷òî ñóùåñòâóåò x0 ∈ X \L. Ïî ñëåäñòâèþ 9 ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë f òàêîé,
÷òî

f(x) = 0 ∀x ∈ L, f(x0) ̸= 0, ∥f∥ = 1.

Â ÷àñòíîñòè, f(xn) = 0 ∀n. Îòñþäà è èç (7) ïîëó÷èì

1

2
∥fn∥ 6 |fn(xn)| 6 |fn(xn)− f(xn)|+ |f(xn)| = |fn(xn)− f(xn)| 6 ∥fn − f∥.

Â ñèëó ïëîòíîñòè D â åäèíè÷íîì øàðå ïðîñòðàíñòâà X∗ ôóíêöèîíàë f ìîæíî ïðèáëèçèòü ñ ëþáîé
òî÷íîñòüþ âåêòîðàìè èç D. Íå óìîëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî fn → f ïî íîðìå, ïîýòîìó èç
ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò fn → 0. Â ðåçóëüòàòå

fn → f, fn → 0, íî ∥f∥ = 1.

Ïîëó÷åíû ïðîòèâîðå÷èâûå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå äîêàçûâàþò ÷òî L = X è X � ñåïàðàáåëüíîå
ïðîñòðàíñòâî.

3.5 Âòîðîå ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî. Ðåôëåêñèâíîñòü

Îïðåäåëåíèå 9. Âòîðîå ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî
Ïðîñòðàíñòâî X∗, ñîïðÿæåííîå ê ëèíåéíîìó íîðìèðîâàííîìó ïðîñòðàíñòâó X, ñàìî ÿâëÿåò-

ñÿ íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì. Ïðîñòðàíñòâî (X∗)∗ ôóíêöèîíàëîâ íà X∗ îáîçíà÷àåòñÿ X∗∗

è íàçûâàåòñÿ âòîðûì ñîïðÿæåííûì ê X.

Ëåììà 7. Îïåðàòîð âëîæåíèÿ X â X∗∗

Îòîáðàæåíèå J , êîòîðîå êàæäîìó âåêòîðó èç X ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèîíàë íà X∗

ïî ïðàâèëó:
J(x) = Fx, ãäå Fx(f) = f(x) ∀f ∈ X∗, (8)

ïðèíàäëåæèò L(X,X∗∗) è

∥J(x)∥X∗∗ = ∥Fx∥X∗∗ = ∥x∥X ∀x ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Îïðåäåëåíèå 10. Âëîæåíèå, ðåôëåêñèâíîñòü
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1. J : X → X∗∗ íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì âëîæåíèÿ X â X∗∗, ïðîñòðàíñòâî X èçîìåòðè÷íî
ïîäïðîñòðàíñòâó X∗∗. Äëÿ ïðîñòîòû ïèøóò X ⊂ X∗∗.

2. Ñèììåòðè÷íîå îáîçíà÷åíèå ⟨f, x⟩ îçíà÷àåò êàê çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà f ∈ X∗ íà ýëåìåíòå
x ∈ X, òàê è çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà x ∈ X ⊂ X∗∗ íà ýëåìåíòå f ∈ X∗.

3. Ïðîñòðàíñòâî, äëÿ êîòîðîãî X = X∗∗ (áîëåå òî÷íî, J(X) = X∗∗), íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâ-
íûì.

Ïðèìåðû 1. 1.

2. Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíûì.

3.6 Ñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû

Ïóñòü X è Y � äâà íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì F .

Îïðåäåëåíèå. Ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð
Åñëè A ∈ L(X;Y ), òî îïåðàòîð A∗ : Y ∗ → X∗, îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì

⟨Ax, f⟩ = ⟨x,A∗f⟩ ∀x ∈ X ∀f ∈ Y ∗,

íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê A.

Óòâåðæäåíèÿ. Ñâîéñòâà ñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ

Ïóñòü A ∈ L(X;Y ) è B ∈ L(X;Y ). Òîãäà

1. A∗ � ëèíåéíûé îïåðàòîð.

2. (A+B)∗ = A∗ +B∗.

3. (λA)∗ = λA∗ äëÿ λ ∈ C èëè λ ∈ R.

4. ∥A∥ = ∥A∗∥.

5. Ïóñòü A ∈ L(X;Y ) è ïðîñòðàíñòâà X, Y � áàíàõîâû. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ (A∗)−1 ∈ L(X∗;Y ∗)
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë îáðàòíûé îïåðàòîð A−1, ïðè ýòîì (A∗)−1 =
(A−1)∗.

3.7 Îïåðàòîðû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

Îïðåäåëåíèÿ. Ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è îïåðàòîð A ∈ L(H;H).

1. A íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì â H, åñëè A = A∗, ò.å.

(Ax, y) = (x,Ay) ∀x ∈ H ∀y ∈ H.

2. A íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì (èëè ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííûì), åñëè

(Ax, x) > 0 ∀x ∈ H.

3. A íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì, åñëè

(Ax, x) > 0 ∀x ∈ H, x ̸= 0.
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Óòâåðæäåíèÿ. Ñâîéñòâà ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ

Ïóñòü A è B � ñàìîñîïðÿæåííûå â H îïåðàòîðû. Òîãäà

1. Äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë α è β îïåðàòîð αA+ βB ñàìîñîïðÿæåí â H.

2. Îïåðàòîð AB ∈ L(H;H) ñàìîñîïðÿæåí â H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A è B ïåðåñòàíîâî÷íû
(êîììóòèðóþò): AB = BA.

3. ×èñëî (Ax, x) � âåùåñòâåííîå.

4. Äëÿ íîðìû ñàìîñîïðÿæåííîãî â H îïåðàòîðà A ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

∥A∥ = sup
x ̸=0

|(Ax, x)|
∥x∥2

= sup
∥x∥=1

|(Ax, x)| = sup
∥x∥61

|(Ax, x)|.

Îïðåäåëåíèå. Óíèòàðíûå îïåðàòîðû (ïî Ëþñòåðíèêó)

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Ëèíåéíûé îïåðàòîð U : H → H íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì,
åñëè

∥Ux∥ = ∥x∥.

Óòâåðæäåíèÿ. Ñâîéñòâà óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ

1. U � âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå H íà H, ñóùåñòâóåò U−1 � óíèòàðíûé îïåðàòîð.

2. U∗ = U−1.

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîðû îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ (ïî Òðåíîãèíó)

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è L � åãî ïîäïðîñòðàíñòâî. Îïåðàòîð P , êîòîðûé ñòàâèò
â ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâîëüíîìó ýëåìåíòó x ∈ H åãî îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ y ∈ L, íàçûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ, èëè êîðîòêî îðòîïðîåêòîðîì.

Óòâåðæäåíèÿ. Ñâîéñòâà îðòîïðîåêòîðîâ

1. Ïóñòü P � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H íà ïîäïðî-
ñòðàíñòâî L. Òîãäà

• P ∈ L(H;H) è ∥P∥ = 1, åñëè L ̸= {0}.
• P 2 = P .

• P ñàìîñîïðÿæåí è ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåí, (Px, x) = ∥Px∥2.
• (Px, x) 6 ∥Px∥2 ∀x ∈ H è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè x ∈ L.

2. Åñëè A � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H è A2 = A, òî A �
îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂ H.
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3.8 Ïðèìåðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ è ôóíêöèîíàëîâ

3.8.1 Îïåðàòîðû â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

1. Ïóñòü X = Rn è Y = Rm � âåùåñòâåííûå ïðîñòðàíñòâà ñ åâêëèäîâûìè íîðìàìè, à A � m× n
ìàòðèöà.

Óòâåðæäåíèå 15. Ìàòðèöà A îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð èç X â Y ñ
íîðìîé

∥A∥ =
√
µmax(A).

Çäåñü µmax(A) = λmax(A
TA) > 0 � ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ñèììåòðè÷íîé è íåîò-

ðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé n × n ìàòðèöû ATA, (íàçûâàåìîå ìàêñèìàëüíûì ñèíãóëÿðíûì
÷èñëîì ìàòðèöû A), AT � òðàíñïîíèðîâàííàÿ n×m ìàòðèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî A îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé îïåðàòîð èç X â Y . Îñòàíîâèìñÿ
íà âûâîäå ôîðìóëû äëÿ åãî íîðìû.

Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ∥Ax∥2 = (ATAx, x), ãäå (., .) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn, îòêóäà

∥A∥2 = sup
∥x∥X=1

∥Ax∥2Y = sup
∥x∥X=1

(ATAx, x).

Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ñ ∥x∥X = 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (ATAx, x) 6 ∥ATA∥, ïîýòîìó

∥A∥2 = sup
∥x∥X=1

∥Ax∥2Y = sup
∥x∥X=1

(ATAx, x) 6 ∥ATA∥ = λmax(A
TA).

Ïîñêîëüêó íà íîðìèðîâàííîì ñîáñòâåííîì âåêòîðå ei∗ ìàòðèöû ATA, ñîîòâåòñòâóþùåì ìàê-
ñèìàëüíîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λmax(A

TA), äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî ∥Aei∗∥2Y = (ATAei∗ , ei∗) =
λmax(A

TA), òî
∥A∥2 = λmax(A

TA).

2. Ïóñòü (X, ∥.∥X) è (Y, ∥.∥Y ) � äâà êîíå÷íîìåðíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè áàçèñàìè {ej}mj=1 ∈ X è {gi}ni=1 ∈ Y .

Ïóñòü A : X → Y � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, y = Ax è x = x1e1 + x2e2 + . . . +
xmem, y = y1g1 + y2g2 + . . .+ yngn � ðàçëîæåíèÿ âåêòîðîâ x è y ïî áàçèñàì ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïðîñòðàíñòâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç aij êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà Aej ïî áàçèñó ïðîñòðàíñòâà Y :

Aej =

n∑
i=1

aijgi.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

y = Ax =

m∑
j=1

xjAej =

n∑
i=1

(

m∑
j=1

aijxj)gi,

ò.å. yi =

m∑
j=1

aijxj äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ëèíåéíîìó îãðàíè÷åííîìó îïåðàòîðó A : X → Y ìîæíî ïîñòà-
âèòü â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöó (aij), ýëåìåíòû êîòîðîé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ âûáðàííûìè
â ïðîñòðàíñòâàõ X è Y áàçèñàìè.

Î÷åâèäíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå � êàæäàÿ ìàòðèöà n ×m ìàòðèöà îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé
ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A : X → Y äëÿ âûáðàííûõ â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ áàçèñàõ.
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3. "Îäíîñòðî÷å÷íàÿ" 1 × n ìàòðèöà f =
(
f1 f2 . . . fn

)
îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé

ôóíêöèîíàë â ïðîñòðàíñòâå X = Rn ñ åâêëèäîâîé íîðìîé. Íîðìà ýòîãî ôóíêöèîíàëà ðàâíà

∥f∥ =

(
n∑

i=1

f2i

)1/2

,

ò.å. ñîâïàäàåò ñ åâêëèäîâîé íîðìîé âåêòîðà f̃ = (f1, f2, . . . fn).

Äåéñòâèòåëüíî, íåðàâåíñòâî ∥f∥ 6
( n∑
i=1

f2i
)1/2

ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

äëÿ ñóìì. Âçÿâ òåïåðü âåêòîð

x =
( n∑
i=1

f2i
)−1/2

(f1, f2, . . . , fn)

ñ åäèíè÷íîé íîðìîé, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî f(x) =

n∑
i=1

fixi =
( n∑
i=1

f2i
)1/2

, îòêóäà ñëåäóåò óòâåð-

æäåíèå.

3.8.2 Îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Ïóñòü X = Y = l2 � ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ýëåìåíòàìè x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .), ãäå

÷èñëà ξi ∈ C òàêîâû, ÷òî

∞∑
i=1

|ξi|2 <∞.

Óòâåðæäåíèå 16. Çàäàäèì îïåðàòîð A : l2 → l2 ðàâåíñòâîì

(Ax)i =

∞∑
j=1

aijξj äëÿ i = 1, 2, . . . ,

ãäå aij ∈ C è

∞∑
i,j=1

|aij |2 <∞. Òîãäà A � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥A∥ 6
( ∞∑
i,j=1

|aij |2
)1/2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà (11) (ïðè p = 2) äëÿ ðÿäîâ:

∥Ax∥2 =

∞∑
i=1

( ∞∑
j=1

aijξj
)2 6

∞∑
i,j=1

a2ij

∞∑
j=1

ξ2j =

∞∑
i,j=1

a2ij ∥x∥2.

3.8.3 Èíòåãðàëüíûå è äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé

1. Ïóñòü X = C[0, 1] � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ íîðìîé ∥x∥C = max
06t61

|x(t)| è ϕ(t) ∈

C[0, 1]. Ôóíêöèîíàë

f(x) =

1∫
0

ϕ(t)x(t)dt
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ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è íåïðåðûâíûì ñ íîðìîé

∥f∥ =

1∫
0

|ϕ(t)|dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî f � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë. Èç íåðàâåíñòâà |f(x)| 6 max
06t61

|x(t)|
1∫

0

|ϕ(t)|dt,

ñïðàâåäëèâîãî äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè x(t), ñëåäóåò

∥f∥ 6
1∫

0

|ϕ(t)|dt.

Äîêàæåì ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî. Íåïðåðûâíàÿ íà [0, 1]ôóíêöèÿ ϕ(t) ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíà, ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, 1] òî÷êàìè
0 = t0 < t1 < . . . < tn = 1, ÷òî êîëåáàíèå ϕ(t) íà êàæäîì ∆i = [ti−1, ti] ìåíüøå ε:

ω∆i
(ϕ) = sup

ti−16t,s6ti

|ϕ(t)− ϕ(s)| < ε.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T0 îáúåäèíåíèå ïðîìåæóòêîâ∆i, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ϕ(t) îáðàùàåòñÿ â íóëü
è ÷åðåç T+ = [0, 1] \ T0 îáúåäèíåíèå òåõ, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ϕ(t) íå ìåíÿåò çíàê. Îïðåäåëèì
íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ

x̃(t) =

{
signϕ(t) ïðè t ∈ ∆i ⊂ T+,

ëèíåéíà ïðè t ∈ ∆i ⊂ T0.

Ïîñêîëüêó |x̃(t)| 6 1, à ôóíêöèÿ |ϕ(t)| < ε òî÷êàõ ∆i ⊂ T0, òî

f(x̃) =

1∫
0

ϕ(t)x̃(t)dt =

∫
T+

|ϕ(t)|dt+
∫
T0

ϕ(t)x̃(t)dt >
∫
T+

|ϕ(t)|dt−
∫
T0

|ϕ(t)|dt >

>
∫ 1

0

|ϕ(t)|dt− 2

∫
T0

|ϕ(t)|dt >
∫ 1

0

|ϕ(t)|dt− 2ε

Îòñþäà ñëåäóåò ∥f∥ > f(x̃) >
∫ 1

0

|ϕ(t)|dt− 2ε è ïðè ε→ 0 íåðàâåíñòâî ∥f∥ >
∫ 1

0

|ϕ(t)|dt.

2.

Óòâåðæäåíèå 17. Ïóñòü X = Y = C[0, 1] è K(t, s) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà êâàäðàòå
[0, 1]× [0, 1]. Îïåðàòîð A : C[0, 1] → C[0, 1], çàäàííûé ðàâåíñòâîì

(Ax)(t) =

1∫
0

K(t, s)x(s) ds,

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è íåïðåðûâíûì ñ íîðìîé

∥A∥ = max
06t61

1∫
0

|K(t, s)| ds.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îïåðàòîð A : C[0, 1] → C[0, 1] ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è íåïðåðûâíûì, òàê êàê

max
06t61

|(Ax)(t)| 6 max
06t61

1∫
0

|K(t, s)|ds max
06s61

|x(s)| = max
06t61

1∫
0

|K(t, s)| ds∥x∥.

Èç ïðèâåäåííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò îöåíêà ∥A∥ 6 max
06t61

1∫
0

|K(t, s)| ds.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîòèâîïîëîæíîãî íåðàâåíñòâà çàìåòèì, ÷òî
1∫
0

|K(t, s)| ds � íåïðåðûâíàÿ

ïî t ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ äîñòèãàåò ìàêñèìóìà íà îòðåçêå [0, 1] â íåêîòîðîé òî÷êå t0:

1∫
0

|K(t0, s)|x(s) ds = max
06t61

1∫
0

|K(t, s)| ds.

Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë

f(x) =

1∫
0

K(t0, s)x(s) ds.

Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ϕ(s) = K(t0, s)) ïîñòðîåíà íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ x̃(s), |x̃(s)| 6 1 ∀s ∈ [0, 1], òàêàÿ, ÷òî

f(x̃) =

1∫
0

K(t0, s)x(s) ds >
∫ 1

0

|K(t0, s)|ds− ε

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

∥A∥| > ∥Ax̃∥ = max
06t61

∣∣ 1∫
0

K(t, s)x(s)ds
∣∣ > 1∫

0

K(t0, s)x(s) ds >
∫ 1

0

|K(t0, s)|ds− ε

è â ïðåäåëå ïðè ε→ 0

∥A∥ >
1∫

0

|K(t0, s)|x(s) ds = max
06t61

1∫
0

|K(t, s)| ds.

Èòàê,

∥A∥ = max
06t61

1∫
0

|K(t, s)| ds.

3. Ïóñòü Y = C[0, 1] � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ íîðìîé ∥x∥C = max
06t61

|x(t)|, à

X = C1[0, 1] � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ñ íîðìîé ∥x∥C1 =
max
06t61

|x(t)|+ max
06t61

|x′(t)|. Îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ A : C1[0, 1] → C[0, 1],

(Ax)(t) =
dx(t)

dt
,

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è íåïðåðûâíûì,
∥A∥ = 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíà îöåíêà ∥Ax∥C = max
06t61

|x′(t)| 6 ∥x∥C1 ∀x ∈ C1[0, 1], ïîýòîìó

∥A∥ 6 1. Âîçüìåì òåïåðü ôóíêöèþ èç C1[0, 1] âèäà

x̃(t) =
1

n(1 + nt)
.

Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ïîëó÷èì ∥x̃∥C1 = 1 +
1

n
, ∥Ax̃∥C = 1, ïîýòîìó

∥A∥ > n

n+ 1
.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè n îòñþäà ñëåäóåò ∥A∥ > 1.

4. Ïóñòü Y = C[0, 1], à X � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ñ íîð-
ìîé C[0, 1]: ∥x∥C = max

06t61
|x(t)|. Îòìåòèì, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ íåïîëíûì íîðìèðîâàííûì ïðî-

ñòðàíñòâîì � ïîäïðîñòðàíñòâîì Y = C[0, 1]. Îïðåäåëèì íà X îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

(Ax)(t) =
dx(t)

dt
. Ýòî ëèíåéíûé, íî íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åãî íåîãðà-

íè÷åííîñòè äîñòàòî÷íî âçÿòü x(t) = sinnt: (Ax)(t) = n cosπt ⇒ ∥Ax∥Y = n∥x∥X . Ïîñêîëüêó
íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ïðîèçâîëüíî, òî A � íå îãðàíè÷åí.

3.9 Ïðèìåðû ñîïðÿæåííûõ ïðîñòðàíñòâ

3.9.1 Îáùèé âèä ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî (âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
(., .) è íîðìîé ∥.∥ = (., .)1/2. Ïðè ôèêñèðîâàííîì y ∈ H ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x, y) îïðåäåëÿ-
åò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë îò x. Áîëåå òîãî, â ñèëó íåðàâåíñòâà |(x, y)| 6 ∥x∥∥y∥ ýòîò ôóíêöèîíàë
íåïðåðûâíûé. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèîíàëàìè òàêîãî âèäà èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå ëèíåéíûå íåïðåðûâ-
íûå ôóíêöèîíàëû â H.

Òåîðåìà 9. Âñÿêèé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë â H èìååò âèä

f(x) = (x, y),

ãäå ýëåìåíò y ∈ H îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì f è

∥f∥ = ∥y∥ (9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f - ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë â H è H0 = {x ∈
H : f(x) = 0} � åãî ÿäðî. Â ñèëó ëèíåéíîñòè è íåïðåðûâíîñòè f ìíîæåñòâî H0 ÿâëÿåòñÿ ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì H.

Åñëè H0 = H, òî f � íóëåâîé ôóíêöèîíàë è ìîæíî âçÿòü y = 0, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì,
÷òî H0 ̸= H.

Âîçüìåì êàêîé-ëèáî ýëåìåíò y0⊥H0, y0 ̸= 0. Î÷åâèäíî, ÷òî f(y0) = c0 ̸= 0. Ïîëîæèì y1 =
y0
c0
,

òîãäà y1 ̸= 0 è f(y1) = 1. Ïóñòü òåïåðü x � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç H è f(x) = α. Òîãäà f(x−αy1) =
f(x)− α = 0, ò.å. x− αy1 = z ∈ H0, èëè

x = αy1 + z.

Ýòî ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî H ðàâíî îðòîãîíàëüíîé ñóììå H0 è îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà,
ïîðîæäåííîãî ýëåìåíòîì y1.

Òàê êàê y1⊥z, òî (x, y1) = α∥y1∥2, îòêóäà

α = f(x) = (x,
y1

∥y1∥2
).
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Îáîçíà÷èâ y =
y1

∥y1∥2
, ìû ïîëó÷èì òðåáóåìîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèîíàëà f(x) = (x, y).

Ïîñêîëüêó |f(x)| 6 ∥y∥∥x∥, òî ∥f∥ 6 ∥y∥. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, f(y) = ∥y∥2, ïîýòîìó ∥f∥ íå ìîæåò
áûòü ìåíüøå ∥y∥ è ðàâåíñòâî (9) äîêàçàíî.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åùå îäèí âåêòîð ỹ ∈ H òàêîé, ÷òî f(x) = (x, ỹ) ∀x ∈ H, òî
(x, y − ỹ) = 0 ∀x ∈ H, îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî y = ỹ.

3.9.2 Ñîïðÿæåííûå ê ïðîñòðàíñòâàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

1. Îáùèé âèä ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà â lp, 1 6 p <∞.

Â ïðîñòðàíñòâå lp, 1 6 p <∞, âîçüìåì áàçèñ ei = (0, . . . , 1︸︷︷︸
i

, 0 . . .). Åñëè x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .) ∈

lp, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà lp

x = lim
n→∞

n∑
k=1

ξiei = lim
n→∞

(ξ1, ξ2, . . . , ξn, 0, . . . , 0, . . .) =

∞∑
k=1

ξiei.

Äëÿ f ∈ (lp)
∗, ïîëîæèì f(ei) = ηi. Òîãäà â ñèëó ëèíåéíîñòè è íåïðåðûâíîñòè f ñóùåñòâóåò

ïðåäåë

f(x) = lim
n→∞

f
( n∑
k=1

ξiei
)
= lim

n→∞

n∑
k=1

ηiei =

∞∑
k=1

ηiei.

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî îáùàÿ ôîðìà ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà â lp äàåòñÿ ðàâåíñòâîì

f(x) =

∞∑
k=1

ηiei, (10)

â êîòîðîì ñëåäóåò îïðåäåëèòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
y = (η1, η2, . . . , ηn, . . .), ÷òîáû ýòî ðàâåíñòâî äàâàëî ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë.

Óòâåðæäåíèå 18. Äëÿ òîãî, ÷òîáû (10) áûëî ëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì ôóíêöèîíàëîì â lp
ïðè 1 6 p < ∞ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y = (η1, η2, . . . , ηn, . . .)

ïðèíàäëåæàëà lq, ãäå q � ñîïðÿæåííûé ïîêàçàòåëü:
1

p
+

1

q
= 1 (q = ∞ â ñëó÷àå p = 1). Ïðè

ýòîì
∥f∥ = ∥y∥lq . (11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y = (η1, η2, . . . , ηn, . . .) òàêîâà, ÷òî ðàâåíñòâî (10) îïðåäåëÿåò ôóíê-
öèîíàë â lp.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé p = 1. Ïîñêîëüêó ∥ei∥l1 = 1, òî |ηi| = f(ei) 6 ∥f∥, îòêóäà

∥y∥l∞ = sup
i

|ηi| 6 ∥f∥.

Ïóñòü òåïåðü p > 1. Âîçüìåì ýëåìåíò x̃ ∈ lp âèäà

x̃ = (|η1|q−1sign η1, |η2|q−1sign η2, . . . , |ηk|q−1sign ηk, 0, 0, . . .),

òîãäà f(x̃) =

k∑
i=1

|ηi|q. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

∥x̃∥lp =
( k∑
i=1

|ηi|(q−1)p
)1/p

=
( k∑
i=1

|ηi|q
)1/p

,
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ïîýòîìó íåðàâåíñòâî f(x̃) 6 ∥f∥∥x̃∥ ïðèíèìàåò âèä

k∑
i=1

|ηi|q 6 ∥f∥
( k∑
i=1

|ηi|q
)1/p

.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè k â ïðåäåëå ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

( ∞∑
i=1

|ηi|q
)1/q 6 ∥f ||.

Èòàê, ïðè ëþáîì p > 1, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y = (η1, η2, . . . , ηn, . . .) òàêîâà, ÷òî ðàâåíñòâî
(10) îïðåäåëÿåò ôóíêöèîíàë â lp, òî y ∈ lp è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥y∥lq 6 ∥f∥. (12)

Äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü p = 1. Âîçüìåì y = (η1, η2, . . . , ηn, . . .) ∈ l∞ è x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .) ∈ l1. Èç ñõîäèìîñòè

ðÿäà

∞∑
i=1

|ξi| è íåðàâåíñòâà |ηi| 6 ∥y∥l∞ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
i=1

ηiξi è íåðàâåíñòâî

∞∑
i=1

ηiξi 6 ∥y∥l∞∥x∥l1 .

Ëèíåéíîñòü ôóíêöèîíàëà, îïðåäåëåííîãî ðàâåíñòâîì (10), î÷åâèäíà. Èç äîêàçàííîãî íåðàâåí-
ñòâà ñëåäóåò åãî îãðàíè÷åííîñòü è íåðàâåíñòâî

|f(x)| 6 ∥y∥l∞∥x∥l1 ∀x ∈ l1 ⇒ ∥f∥ 6 ∥y∥l∞ .

Ñîïîñòàâëÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî ñ (12), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî ∥f∥ = ∥y∥l∞ â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî l1.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâà lp, p > 1 àíàëîãè÷íî. Íàäî ëèøü âîñïîëüçîâàòüñÿ
íåðàâåíñòâîì Ãåëüäåðà (11), îòêóäà ñëåäóåò:

|f(x)| =
∣∣ ∞∑
i=1

ηiξi
∣∣ 6 ( ∞∑

i=1

|ηi|q
)1/q( ∞∑

i=1

|ξi|p
)1/p

= ∥y∥lq ∥x∥lp ⇒ ∥f∥ 6 ∥y∥lq .

Îòñþäà è èç (12) ïîëó÷èì ðàâåíñòâî ∥f∥ = ∥y∥lq .

Èç äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñîïðÿæåííîå ê lp, 1 6 p < ∞ ïðîñòðàíñòâî èçî-

ìîðôíî è èçîìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâó lq ïðè q =
p

p− 1
, q = +∞ ïðè p = 1.

2. Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ê c0

Â ïðîñòðàíñòâå c0 ñõîäÿùèõñÿ ê íóëþ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ íîðìîé ∥x∥c0 = sup
n

|ξn|

äëÿ x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .) ðàâåíñòâî (10) ïðè y ∈ l1 äàåò îáùèé âèä ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî
ôóíêöèîíàëà f è ∥f∥ = ∥y∥l1 .
Äîêàçàòåëüñòâî ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò ïðèâåäåííîå âûøå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ ïðî-
ñòðàíñòâ lp. Ïðè îáîñíîâàíèè íåîáõîäèìîñòè ñëåäóåò âçÿòü ýëåìåíò

x̃ = (sign η1, sign η2, . . . , sign ηk, 0, 0, . . .) ∈ c0.

Òàêèì îáðàçîì, c∗0 èçîìîðôíî è èçîìåòðè÷íî l1.
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3. Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî l∗∞ ⊃ l1

Ïîñòðîèì ôóíêöèîíàë ψ ∈ l∗∞ òàêîé, ÷òî åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå

ψ(x) =

∞∑
i=1

ηiξi ∀x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .) ∈ l∞ (13)

äëÿ íåêîòîðîãî y = (η1, η2, . . . , ηn, . . .) ∈ l1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M ⊂ l∗∞ òàêèõ x =
(ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .), ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
n→∞

ψn(x) = lim
n→∞

ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn
n

.

M ÿâëÿåòñÿ ëèíåàëîì â l∗∞. Çàäàäèì íà M ôóíêöèîíàë

ψ(x) = lim
n→∞

ψn(x) ∀x ∈M.

Ýòî ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, òàê êàê äëÿ ëþáûõ x, y ∈M è ÷èñåë α, β ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
ðàâåíñòâà:

ψ(αx+ βy) = lim
n→∞

ψn(αx+ βy) = lim
n→∞

(
αψn(x) + βψ(y)

)
= αψn(x) + βψ(y).

Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèîíàë ψ îãðàíè÷åí íà M . èìååì:

|ψ(x)| = | lim
n→∞

ψn(x)| 6 sup
n
ψn(x) 6 sup

n

|ξ1|+ |ξ2|+ . . .+ |ξn|
n

6 ∥x∥l∞ .

Ïî òåîðåìå Õàíà-Áàíàõà ñóùåñòâóåò ïðîäîëæåíèå ψ âñå ïðîñòðàíñòâî l∞, ñîõðàíèì çà ïðîäîë-
æåííûì ôóíêöèîíàëîì òî æå îáîçíà÷åíèå ψ. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ïîñòðîåííîãî ôóíêöèîíàëà
ψ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (13) äëÿ íåêîòîðîãî y = (η1, η2, . . . , ηn, . . .) ∈ l1. Òîãäà â ñèëó (13)
ïðè x = ei = (0, . . . , 1︸︷︷︸

i

, 0 . . .) ïîëó÷èì ψ(ei) = ηi. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ei ∈ M , òî

ψ(ei) = lim
n→∞

ψn(ei) = 0 ∀i. Â ðåçóëüòàòå y = 0, ïîýòîìó ψ(x) ≡ 0 äëÿ âñåõ x ∈ l∞. Íî ïðè

x0 = (1, 1, . . . , 1, . . .) ∈ M èìååì ψ(x0) = lim
n→∞

ψn(x0) = 1. Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå, ïîýòîìó ψ

íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå (13).

3.10 Ïðèìåðû îáðàòíûõ îïåðàòîðîâ

1. Ïóñòü X = Y = l2 � ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ýëåìåíòàìè x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .),

ãäå ÷èñëà ξi ∈ C òàêîâû, ÷òî

∞∑
i=1

|ξi|2 <∞. Çàäàäèì îïåðàòîð A : l2 → l2 ðàâåíñòâîì

(Ax)i =

∞∑
j=1

aijξj äëÿ i = 1, 2, . . . ,

ãäå aij ∈ C è

∞∑
i,j=1

|aij |2 < ∞. Â ïðèìåðå 16 óñòàíîâëåíî, ÷òî A � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé

îïåðàòîð è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ∥A∥ 6
( ∞∑
i,j=1

|aij |2
)1/2

. Îòñþäà ñëåäóåò (òåîðåìà 4), ÷òî åñëè

∞∑
i,j=1

|aij |2 < 1, òî áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

ξi +

∞∑
j=1

aijξj = ηi, i = 1, 2 . . . , n, . . .
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èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .) ∈ l2 ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè y = (η1, η2, . . . , ηn, . . .) ∈
l2.

2. Ïóñòü X = Y = C[a, b] è K(t, s) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà êâàäðàòå [a, b] × [a, b]. Â ïðè-
ìåðå 17 óñòàíîâëåíî, ÷òî îïåðàòîð A : C[a, b] → C[a, b], çàäàííûé ðàâåíñòâîì (Ax)(t) =
b∫

a

K(t, s)x(s) ds, a 6 t 6 b, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è íåïðåðûâíûì ñ íîðìîé

∥A∥ = max
a6t6b

b∫
a

|K(t, s)| ds.

Â ñèëó òåîðåìû 4 èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

x(t) + λ

b∫
a

K(t, s)x(s) ds = y(t), a 6 t 6 b,

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x(t) ∈ C[a, b] ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè y(t) ∈ C[a, b], åñëè ïàðàìåòð
λ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

|λ| max
a6t6b

b∫
a

|K(t, s)| ds < 1.

3. Ïóñòü X = Y = C[0, 1] è îïåðàòîð A çàäàí íà X ðàâåíñòâîì y(t) = Ax(t) =

t∫
0

x(s) ds. Îïå-

ðàòîð A � ëèíåéíûé è åãî îáëàñòü çíà÷åíèé R(A) = {y ∈ C1[0, 1] : y(0) = 0}. Ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

Ax = 0 ⇒
t∫

0

x(s) ds = 0 ∀t ⇒ x(t) = 0 ∀t ⇒ x = 0 â C[0, 1].

Ñîãëàñíî ëåììå 6 ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð A−1 : R(A) → C[0, 1]. Îòìåòèì, ÷òî A−1 �

íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ A−1y(t) =
dy(t)

dt
.

4. Ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìóþ äâóõòî÷å÷íóþ êðàåâóþ çàäà÷ó

−u′′(x) = f(x) ïðè 0 < x < 1; u(0) = u(1) = 0. (14)

Ïóñòü ôóíêöèÿ G îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

G(x, s) =

{
s(1− x) ïðè 0 < s < x,

x(1− s) ïðè x < s < 1.
(15)

Ôóíêöèÿ G íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà äëÿ çàäà÷è (14). Äëÿ ëþáîé f ∈ C[0, 1] ðàâåíñòâî

u(x) =

1∫
0

G(x, s)f(s)ds (16)
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îïðåäåëÿåò ðåøåíèå çàäà÷è (14). Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ G èç (15) â (16),
ïîëó÷èì:

u(x) = (1− x)

x∫
0

sf(s) ds+ x

1∫
x

(1− s)f(s) ds.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî u(0) = u(1) = 0. Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ìîæíî óáåäèòüñÿ, òàêæå, ÷òî
−u′′(x) = f(x) ïðè 0 < x < 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè f ∈ C[0, 1] ñóùåñòâóåò
ðåøåíèå çàäà÷è (14). Â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Ïóñòü X = C[0, 1],
D(A) = {u ∈ C[0, 1] ∩ C2(0, 1) : u(0) = u(1) = 0} � ëèíåàë â C[0, 1], íà êîòîðîì îïðåäåëåí

äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà Au(x) = −d
2u

dx2
. Òîãäà R(A) = C[0, 1].

Äàëåå, ôóíêöèÿ G íåîòðèöàòåëüíà è

1∫
0

G(x, s)ds =
1

2
x(1− x).

Èñïîëüçóÿ ýòè ñâîéñòâà, ïîëó÷èì îöåíêó:

∥u∥C = max
06x61

|u(x)| 6 max
06s61

|f(s)| max
06x61

1∫
0

G(x, s)ds 6 1

8
∥f∥C , (17)

êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∥Au∥C > 8∥u∥C ∀u ∈ D(A).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 6 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé îïåðàòîð

A−1f(x) =

1∫
0

G(x, s)f(s)ds

íà âñåì ïðîñòðàíñòâå C[0, 1].
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3.11 Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå l∞ îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .)
îïåðàòîð A, çàäàííûé ðàâåíñòâîì

(Ax)i =

∞∑
j=1

aijξj , i = 1, 2, . . .

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

sup
16i<∞

∞∑
j=1

|aij | <∞.

2. Ïóñòü îïåðàòîðû A,B,C ∈ L(X;X) (ëèíåéíûå è îãðàíè÷åííûå èç íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X â X). Äîêàçàòü ðàâåíñòâà

A(BC) = (AB)C; (A+B)C = AC +BC; C(A+B) = CA+ CB.

3. Çàäàäèì â ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðû A,B : C[0, 1] → C[0, 1] ðàâåíñòâàìè

(Ax)(t) =

1∫
0

tsx(s) ds, (Bx)(t) = t x(t).

Äîêàçàòü, ÷òî îíè íå êîììóòèðóþò: AB ̸= BA.

4. Ïóñòü X è X̃ � ïðîñòðàíñòâà ñ ýêâèâàëåíòíûìè íîðìàìè. Àíàëîãè÷íî, Y è Ỹ � ïðîñòðàíñòâà
ñ ýêâèâàëåíòíûìè íîðìàìè. Äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì ïðîñòðàíñòâ îïåðàòîðîâ L(X;Y )
è L(X̃; Ỹ ).

5. Ïóñòü X � ðåôëåêñèâíîå ïðîñòðàíñòâî, x, y ∈ X è x ̸= y. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò f ∈ X∗:
f(x) ̸= f(y).

6. Ïóñòü l2 � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .)

òàêèõ, ÷òî

∞∑
i=1

|ξi|2 < +∞, ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (x, y) =

∞∑
i=1

ξiηi. Íàéòè ñîïðÿæåííûå

ê îïåðàòîðàì

(a) Ax = (0, 0, ξ3, . . . , ξn, . . .),

(b) Ax = (ξ2, ξ3, . . . , ξn, . . .),

(c) Ax = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

, ξn+1, 0, 0, . . .).

7. Äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíîãî îáðàòíîãî îïåðàòîðà ê îïåðàòîðó

A : C[0, 1] → C[0, 1]; Ax(t) =

1∫
0

x(s) ds+ x(t).

8. Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, ýëåìåíò x0 ∈ X òàêîé, ÷òî

|f(x0) 6 1 ∀f ∈ X∗ : ∥f∥ = 1.

Äîêàçàòü, ÷òî ∥x0∥ 6 1.

9. Ïóñòü A,B ∈ L(H;H). Äîêàçàòü, ÷òî

(A+B)∗ = A∗ +B∗; (λA)∗ = λ̄A∗, λ ∈ C; (AB)∗ = B∗A∗.

10. Ïóñòü A è B � ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Äîêàçàòü, ÷òî
äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîñòè AB íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ðàâåíñòâî AB = BA.
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3.12 Ñâîäêà îïðåäåëåíèé è îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Íåïðåðûâíîñòü è îãðàíè÷åííîñòü ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

Ïóñòü çàäàíû äâà íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâà (X, |.∥X) è (Y, ∥.∥Y íàä ïîëåì F âåùåñòâåííûõ èëè
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

1. Îòîáðàæåíèå A : X → Y íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì, åñëè îíî

(a) àääèòèâíî: A(x1 + x2) = Ax1 +Ax2 äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X;

(b) îäíîðîäíî : A(λx) = λAx äëÿ ëþáûõ x ∈ X è λ ∈ F .

×àñòíûé ñëó÷àé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f : X → F íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì.

2. Îïåðàòîð A : X → Y íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â òî÷êå x0 ∈ X, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ
äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé (îïðåäåëåíèÿ "ïî Êîøè" è "ïî Ãåéíå"):

(a) äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî

∀x ∈ X : ∥x− x0∥X < δ ⇒ ∥Ax−Ax0∥Y < ε.

(b) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ⊂ X, ñõîäÿùåéñÿ ê x0 ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà X, ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {Axn} ⊂ Y ñõîäèòñÿ ê Ax0 ïî íîðìå Y .

3. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X → Y íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî M > 0 òàêîå, ÷òî

∥Ax∥Y 6 M∥x∥X ∀x ∈ X.

Óòâåðæäåíèå

1. Äëÿ íåïðåðûâíîñòè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íà âñåì ïðîñòðàíñòâå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îí áûë íåïðåðûâåí
â îäíîé òî÷êå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

2. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X → Y íåïðåðûâåí íà X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí îãðàíè÷åí íà X.

Íîðìà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

1. Íàèìåíüøàÿ ïîñòîÿííàÿ M â íåðàâåíñòâå

∥Ax∥Y 6 M∥x∥X ∀x ∈ X

íàçûâàåòñÿ íîðìîé ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà A : X → Y è îáîçíà÷àåòñÿ ∥A∥.
2. Íàèìåíüøàÿ ïîñòîÿííàÿ M â íåðàâåíñòâå

|f(x)| 6 M∥x∥X ∀x ∈ X

íàçûâàåòñÿ íîðìîé ∥f∥ ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî ôóíêöèîíàëà f : X → R.

Óòâåðæäåíèå

1. Äëÿ íîðìû ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà A : X → Y ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

∥A∥ = sup
x ̸=0

∥Ax∥Y
∥x∥X

= sup
∥x∥X=1

∥Ax∥Y = sup
∥x∥X61

∥Ax∥Y .

2. Äëÿ íîðìû ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà ôóíêöèîíàëà f : X → R ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
ðàâåíñòâà:

∥f∥ = sup
x ̸=0

|f(x)|
∥x∥X

= sup
∥x∥X=1

|f(x)| = sup
∥x∥X61

|f(x)|.

Ïðîñòðàíñòâî L(X;Y ) è ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî X∗

Ïóñòü A : X → Y è B : X → Y � ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû.
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1. Ñóììîé îïåðàòîðîâ A è B íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð A+B, çàäàííûé ðàâåíñòâîì

(A+B)x = Ax+Bx ∀x ∈ X.

2. Ïðîèçâåäåíèåì ÷èñëà λ ∈ F íà îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð λA, çàäàííûé ðàâåíñòâîì

(λA)x = λAx ∀x ∈ X.

Óòâåðæäåíèå

1. Ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç âñåãî X â Y , ñ ââåäåííûìè îïåðà-
öèÿìè ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

2. Íîðìà íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì

∥A∥ = sup
x ̸=0

∥Ax∥Y
∥x∥X

= sup
∥x∥X=1

∥Ax∥Y = sup
∥x∥X61

∥Ax∥Y ,

óäîâëåòâîðÿåò âñåì àêñèîìàì íîðìû.

Ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç âñåãî X â
Y , îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç L(X;Y ). Ïðîñòðàíñòâî L(X;F ) ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ â X íàçûâà-
åòñÿ ñîïðÿæåííûì ê X ïðîñòðàíñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ X∗.

Óòâåðæäåíèå

Åñëè Y � ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî, òî L(X,Y ) � òàêæå ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî.
Ñëåäñòâèå: ñîïðÿæåííîå X∗ ïðîñòðàíñòâî ê ëþáîìó íîðìèðîâàííîìó ïðîñòðàíñòâóX ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Óòâåðæäåíèå (Îáùèé âèä ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå)
Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî (âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (., .)

è íîðìîé ∥.∥ = (., .)1/2. Âñÿêèé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë â H èìååò âèä

f(x) = (x, y),

ãäå ýëåìåíò y ∈ H îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì f è

∥f∥ = ∥y∥.

Êîëüöî îïåðàòîðîâ L(X;X)

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü (X, ∥.∥X), (Y, ∥.∥Y ) è (Z, ∥.∥Z) � òðè ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå
ïîëåì F , B ∈ L(X;Y ) è A ∈ L(Y ;Z). Òîãäà ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ C = AB : X → Z:

Cx = A(Bx) ∀x ∈ X,

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L(X;Z).

Â ïðîñòðàíñòâå L(X;X) îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìàì êîëü-
öà, ïîýòîìó L(X;X) ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì êîëüöîì. Â L(X;X) îïðåäåëåíû ñòåïåíè îïåðàòîðà

A0 = I, An = AAn−1 ∀n,

ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â X: Ix = x ∀x ∈ X.

Óòâåðæäåíèå (Ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ îïåðàòîðà. Îïåðàòîðíûé ðÿä)

1. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è A ∈ L(X;X) � ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð. Òîãäà ñóùåñòâóåò

lim
n→∞

n
√

∥An∥ = ρ(A),

íàçûâàåìûé ñïåêòðàëüíûì ðàäèóñîì îïåðàòîðà A.
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2. Îïåðàòîðíûé ðÿä
∞∑

k=0

Ak = I +A+A2 + . . .+An + . . .

ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå L(X;X), åñëè ρ(A) < 1, è ðàñõîäèòñÿ, åñëè ρ(A) > 1.

Îáðàòíûé îïåðàòîð

Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A) � ëèíåàë â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå
X è îáëàñòüþ çíà÷åíèé R(A) â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå Y .

1. Îïåðàòîð A : D(A) → R(A) íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè óðàâíåíèå Ax = y èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå x ∈ D(A) äëÿ ëþáîãî y ∈ R(A).

2. Îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðó y ýòî ðåøåíèå x, íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì îïåðà-
òîðîì A−1 : R(A) → D(A).

Èç îïðåäåëåíèÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà ñëåäóþò ðàâåíñòâà:

A−1Ax = x ∀x ∈ D(A); AA−1y = y ∀y ∈ R(A).

Îïåðàòîð A−1, îáðàòíûé ê ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A, òàêæå ëèíååí.
Óòâåðæäåíèå (Ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî îïåðàòîðà)
Ïóñòü N(A) ≡ {x ∈ D(A) : Ax = 0} � ÿäðî îïåðàòîðà A. Óñëîâèå N(A) = {0} íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî

äëÿ áèåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿA : D(A) → R(A), ò.å. äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðàA−1 : R(A) →
D(A).

Óòâåðæäåíèå (Ñóùåñòâîâàíèå îãðàíè÷åííîãî îáðàòíîãî îïåðàòîðà)

1. Îïåðàòîð A−1 ñóùåñòâóåò è îãðàíè÷åí íà R(A) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ
m > 0:

∥Ax∥Y > m∥x∥X ∀x ∈ D(A).

2. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ L(X;X) è ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ρ(A) < 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò
(I −A)−1 ∈ L(X;X) è

(I −A)−1 =

∞∑
k=0

Ak.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè ∥A∥ < 1 ñóùåñòâóåò (I −A)−1 ∈ L(X;X) è

∥(I −A)−1∥ 6 1

1− ∥A∥ .

3. Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, A0 ∈ L(X;Y ) èìååò îáðàòíûé A−1
0 ∈ L(Y ;X) è îïåðàòîð

∆A ∈ L(X;Y ) (âîçìóùåíèå A0) òàêîâ, ÷òî

∥∆A∥ <
1

∥A−1
0 ∥

.

Òîãäà ñóùåñòâóåò (A0 +∆A)−1 ∈ L(Y ;X) è

∥(A0 +∆A)−1 −A−1
0 ∥ 6 ∥∆A∥

1− ∥A−1
0 ∥∥∆A∥

∥A−1
0 ∥2.

4. Ïóñòü A ∈ L(X;Y ) âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X íà áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî Y . Òîãäà A−1 ∈ L(Y ;X).

Ïðîäîëæåíèå ïî íåïðåðûâíîñòè. Òåîðåìà Õàíà-Áàíàõà

Óòâåðæäåíèå Ïðîäîëæåíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
Ïóñòü (X, ∥.∥X) � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, (Y, ∥.∥Y ) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü ëèíåéíûé

îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A0 îïðåäåëåí íà âñþäó ïëîòíîì â X ëèíåàëå D(A0). Òîãäà åãî ìîæíî ïðîäîëæèòü
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íà âñå ïðîñòðàíñòâî X ñ ñîõðàíåíèåì íîðìû, à èìåííî, ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A :
X → Y òàêîé, ÷òî

1) Ax = A0x ∀x ∈ D(A0);
2) ∥A∥ = ∥A0∥.

Óòâåðæäåíèå Òåîðåìà Õàíà-Áàíàõà î ïðîäîëæåíèè ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà
Ïóñòü (X, ∥.∥X) � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F , L = D(f) � ëèíåàë â X è f0 : L → F �

ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë. Òîãäà åãî ìîæíî ïðîäîëæèòü íà âñå ïðîñòðàíñòâî X ñ ñîõðàíåíèåì
íîðìû, ò.å. ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë f : X → F òàêîé, ÷òî

1) f(x) = f0(x) ∀x ∈ L;
2) ∥f∥ = ∥f0∥.

Óòâåðæäåíèå Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Õàíà-Áàíàõà

1. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F è x0 ∈ X, x0 ̸= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë
f ∈ X∗, òàêîé, ÷òî f(x0) = ∥x0∥ è ∥f∥ = 1.

2. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F è x0 ∈ X òàêîé, ÷òî f(x0) = 0 ∀f ∈ X∗. Òîãäà
x0 = 0.

3. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R è L � åãî ïîäïðîñòðàíñòâî, à âåêòîð x0 ∈ X \L.
Òîãäà ñóùåñòâóåò f ∈ X∗ òàêîé, ÷òî

f(x) = 0 ∀x ∈ L, f(x0) = 1, ∥f∥ =
1

d
,

ãäå d = inf
x∈L

∥x0 − x∥ � ðàññòîÿíèå îò x0 äî L.

4. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R è L � åãî ïîäïðîñòðàíñòâî, à âåêòîð x0 ∈ X \L.
Òîãäà ñóùåñòâóåò f ∈ X∗ òàêîé, ÷òî

f(x) = 0 ∀x ∈ L, f(x0) ̸= 0, ∥f∥ = 1.

5. Åñëè ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî X∗ � ñåïàðàáåëüíîå, òî è X � ñåïàðàáåëüíîå.

Âòîðîå ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî

Ïðîñòðàíñòâî X∗, ñîïðÿæåííîå ê ëèíåéíîìó íîðìèðîâàííîìó ïðîñòðàíñòâó X, ñàìî ÿâëÿåòñÿ íîðìèðî-
âàííûì ïðîñòðàíñòâîì. Ïðîñòðàíñòâî (X∗)∗ ôóíêöèîíàëîâ íà X∗ îáîçíà÷àåòñÿ X∗∗ è íàçûâàåòñÿ âòîðûì
ñîïðÿæåííûì ê X.

Óòâåðæäåíèå (Îïåðàòîð âëîæåíèÿ X â X∗∗)

Îòîáðàæåíèå J , êîòîðîå êàæäîìó âåêòîðó èç X ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèîíàë íà X∗ ïî ïðàâèëó:

J(x) = Fx, ãäå Fx(f) = f(x) ∀f ∈ X∗, (18)

ïðèíàäëåæèò L(X,X∗∗) è
∥J(x)∥X∗∗ = ∥Fx∥X∗∗ = ∥x∥X ∀x ∈ X.

Âëîæåíèå, ðåôëåêñèâíîñòü

1. J : X → X∗∗ íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì âëîæåíèÿ X â X∗∗, ïðîñòðàíñòâî X èçîìåòðè÷íî ïîäïðîñòðàí-
ñòâó X∗∗. Äëÿ ïðîñòîòû ïèøóò X ⊂ X∗∗.

2. Ñèììåòðè÷íîå îáîçíà÷åíèå ⟨f, x⟩ îçíà÷àåò êàê çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà f ∈ X∗ íà ýëåìåíòå x ∈ X, òàê
è çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà x ∈ X ⊂ X∗∗ íà ýëåìåíòå f ∈ X∗.

3. Ïðîñòðàíñòâî, äëÿ êîòîðîãî X = X∗∗ (áîëåå òî÷íî, J(X) = X∗∗), íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíûì.

Ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð
Åñëè A ∈ L(X;Y ), òî îïåðàòîð A∗ : Y ∗ → X∗, îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì

⟨Ax, f⟩ = ⟨x,A∗f⟩ ∀x ∈ X ∀f ∈ Y ∗,

íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê A.

Óòâåðæäåíèå Ñâîéñòâà ñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ

Ïóñòü A ∈ L(X;Y ) è B ∈ L(X;Y ). Òîãäà
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1. A∗ � ëèíåéíûé îïåðàòîð.

2. (A+B)∗ = A∗ +B∗.

3. (λA)∗ = λA∗ äëÿ λ ∈ C èëè λ ∈ R.
4. ∥A∥ = ∥A∗∥.
5. Ïóñòü A ∈ L(X;Y ) è ïðîñòðàíñòâà X, Y � áàíàõîâû. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ (A∗)−1 ∈ L(X∗;Y ∗) íåîáõî-

äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë îáðàòíûé îïåðàòîð A−1, ïðè ýòîì (A∗)−1 = (A−1)∗.

Ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è îïåðàòîð A ∈ L(H;H).

1. A íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì â H, åñëè A = A∗, ò.å.

(Ax, y) = (x,Ay) ∀x ∈ H ∀y ∈ H.

2. A íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì (èëè ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííûì), åñëè

(Ax, x) > 0 ∀x ∈ H.

3. A íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì, åñëè

(Ax, x) > 0 ∀x ∈ H, x ̸= 0.

Óòâåðæäåíèå Ñâîéñòâà ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ

Ïóñòü A è B � ñàìîñîïðÿæåííûå â H îïåðàòîðû. Òîãäà

1. Äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë α è β îïåðàòîð αA+ βB ñàìîñîïðÿæåí â H.

2. Îïåðàòîð AB ∈ L(H;H) ñàìîñîïðÿæåí â H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A è B ïåðåñòàíîâî÷íû
(êîììóòèðóþò): AB = BA.

3. ×èñëî (Ax, x) � âåùåñòâåííîå.

4. Äëÿ íîðìû ñàìîñîïðÿæåííîãî â H îïåðàòîðà A ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

∥A∥ = sup
x ̸=0

|(Ax, x)|
∥x∥2 = sup

∥x∥=1

|(Ax, x)| = sup
∥x∥61

|(Ax, x)|.

Óíèòàðíûå îïåðàòîðû

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Ëèíåéíûé îïåðàòîð U : H → H íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì, åñëè

∥Ux∥ = ∥x∥.

Óòâåðæäåíèå Ñâîéñòâà óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ

1. U � âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå H íà H, ñóùåñòâóåò U−1 � óíèòàðíûé îïåðàòîð.

2. U∗ = U−1.

Îïåðàòîðû îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è L � åãî ïîäïðîñòðàíñòâî. Îïåðàòîð P , êîòîðûé ñòàâèò â ñî-
îòâåòñòâèå ïðîèçâîëüíîìó ýëåìåíòó x ∈ H åãî îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ y ∈ L, íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ, èëè êîðîòêî îðòîïðîåêòîðîì.

Óòâåðæäåíèå Ñâîéñòâà îðòîïðîåêòîðîâ

1. Ïóñòü P � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâàH íà ïîäïðîñòðàíñòâî
L. Òîãäà
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• P ∈ L(H;H) è ∥P∥ = 1, åñëè L ̸= {0}.
• P 2 = P .

• P ñàìîñîïðÿæåí è ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåí, (Px, x) = ∥Px∥2.
• (Px, x) 6 ∥Px∥2 ∀x ∈ H è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè x ∈ L.

2. Åñëè A � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H è A2 = A, òî A � îïåðàòîð
îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂ H.

Äîïîëíåíèå

Ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî è ñïåêòð ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé îïåðàòîðà , åñëè îïåðàòîð íåïðåðûâíî îáðà-
òèì. Ñîâîêóïíîñòü ðåãóëÿðíûõ òî÷åê îïåðàòîðà íàçûâàåòñÿ ðåçîëüâåíòíûì ìíîæåñòâîì îïåðàòîðà
è îáîçíà÷àåòñÿ .

Åñëè , òî îïåðàòîð è íàçûâàåòñÿ ðåçîëüâåíòîé îïåðàòîðà , - êîìïëåêñíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî,
ïëîòíî â , - êîìïëåêñíîå ÷èñëî (â îáùåì ñëó÷àå).

Òåîðåìà: Ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî îïåðàòîðà A - âñåãäà îòêðûòî.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü , çíà÷èò, íåïðåðûâíî îáðàòèì. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð . Ò.ê. íåïðåðûâíî

îáðàòèì, òî è íåïðåðûâíî îáðàòèì, åñëè íåïðåðûâíî îáðàòèì Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîì îïåðàòîðå,
îïåðàòîð áóäåò íåïðåðûâíî îáðàòèì, åñëè . Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè , òî îòêðûòûé øàð , ãäå áóäåò òîæå
ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó è ïî îïðåäåëåíèþ áóäåò îòêðûòûì. Îïðåäåëåíèå. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ çíà-
÷åíèé , íå ÿâëÿþùèõñÿ ðåãóëÿðíûìè, íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì îïåðàòîðà . Â ÷àñòíîñòè, âñå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ïðèíàäëåæàò ñïåêòðó îïåðàòîðà, ò.å.ñàì ñïåêòð - ýòî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, äîïîëíèòåëü-
íîå (â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè) ê ðåçîëüâåíòíîìó ìíîæåñòâó, îáîçíà÷àåòñÿ . Òåîðåìà: Ïóñòü , òîãäà .
Äîêàçàòåëüñòâî: Òàê êàê îïåðàòîð ìîæíî îïðåäåëèòü: , òîãäà åñëè òî è áóäåò íåïðåðûâíî îáðàòèì è
. Ñëåäñòâèå. Åñëè îãðàíè÷åí, òî ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî íåîãðàíè÷åííî. Ïðèìåð: Åñëè ïðîñòðàí-
ñòâî X êîíå÷íîìåðíî, òî ñïåêòð ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ñîñòîèò òîëüêî èç åãî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
Â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå âñÿêèé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð èìååò ðîâíî n ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííû, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû
ñîñòàâëÿþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà X. Îïðåäåëåíèå. Êîíå÷íûé ïðåäåë âèäà íàçû-
âàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ðàäèóñîì îïåðàòîðà . Òåîðåìà: Ïóñòü , êîìïëåêñíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.
Åñëè ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ , òî îïåðàòîð íåïðåðûâíî îáðàòèì è ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Åñëè , òî
ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
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