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Òåìïîðàëüíûå êîìïîíåíòû ïîëóãðóïïû íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö. Îáîáùåíèå
òåîðåìû Ìèíêà î ñòðóêòóðå íåïðèâîäèìîé ìàòðèöû.

�1. Ââåäåíèå

Íàïîìíèì, ÷òî íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà A ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäè-
ìîé, åñëè äëÿ ëþáûõ èíäåêñîâ i ,j èç ìíîæåñòâà N = {1, . . . , n} ñóùåñòâóåò òàêîé
ïîêàçàòåëü l , ÷òî (i, j)-ýëåìåíò ìàòðèöû Al ïîëîæèòåëåí.

Íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà âèäà

A =


0 A12 0 ... 0
0 0 A23 ... 0
.. .. .. .. ..
0 0 0 0 Ak−1,k

Ak1 0 0 0 0

 (1)

ñ êâàäðàòíûìè äèàãîíàëüíûìè íóëåâûìè áëîêàìè íàçûâàåòñÿ íàääèàãîíàëüíîé
áëî÷íîé ìàòðèöåé. Åñëè A íåïðèâîäèìà è èìååò èíäåêñ èìïðèìèòèâíîñòè r(A) = k ,
òî ìàòðèöà (1) åñòü íå ÷òî èíîå, êàê èçâåñòíàÿ ôîðìà Ôðîáåíèóñà íåïðèâîäèìîé èì-
ïðèìèòèâíîé íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû (ñì., íàïðèìåð, [1]). Â îáùåì ñëó÷àå íåîòðè-
öàòåëüíàÿ ìàòðèöà â ôîðìå (1) ìîæåò áûòü ïðèâîäèìîé, ëèáî, áóäó÷è íåïðèâîäèìîé,
ìîæåò èìåòü èíäåêñ èìïðèìèòèâíîñòè, íå ðàâíûé å¼ áëî÷íîìó ïîðÿäêó k .

Õ. Ìèíê [2,3] óñòàíîâèë ñëåäóþùèé êðèòåðèé íåïðèâîäèìîñòè íàääèàãîíàëüíîé
áëî÷íîé ìàòðèöû:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà A áåç íóëåâûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ
íàõîäèòñÿ â ôîðìå (1). Òîãäà A íåïðèâîäèìà â òîì, è òîëüêî òîì, ñëó÷àå, êîãäà
ïðîèçâåäåíèå A12A23 . . . Ak1 ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé ìàòðèöåé.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àâòîð ïðèâë¼ê ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ìàòðèöû (1), èçâåñò-
íûå èç òåîðèè Ïåððîíà�Ôðîáåíèóñà íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö. Ïîçäíåå áûëè ïðåäëî-
æåíû ðàçëè÷íûå êîìáèíàòîðíûå (è áîëåå ïðîñòûå) äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 [4�6].
Ìû ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì îáîáùåíèå òåîðåìû 1 íà ïîëóãðóïïû íåîòðèöàòåëü-
íûõ ìàòðèö. Â îïðåäåëåíèÿõ è äîêàçàòåëüñòâàõ èñïîëüçóþòñÿ ëèøü êîìáèíàòîðíûå
ñâîéñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö. Âíà÷àëå ââåä¼ì ïîäõîäÿùóþ òåðìèíîëîãèþ.

Íåñëîæíîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè âîçâåäåíèè ìàòðèöû (1) â ñòåïåíü k
ïîëó÷àåòñÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà

Ak = diag(A
(k)
11 , A

(k)
22 , . . . , A

(k)
kk ). (2)

Ïóñòü ìàòðèöà (1) � ñòîõàñòè÷åñêàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëÿåò ïåðèîäè÷åñêóþ
öåïü Ìàðêîâà. Åñëè ìû íàáëþäàåì öåïü ëèøü â ìîìåíòû âðåìåíè k, 2k, 3k, . . . , òî
ïîëó÷èì íîâóþ öåïü Ìàðêîâà ñ ìàòðèöåé (2) ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé. Ýòà öåïü
ðàñïàäàåòñÿ íà k öåïåé, óïðàâëÿåìûõ äèàãîíàëüíûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè ïîäìàòðè-
öàìè ìàòðèöû (2) (ïîäðîáíåå î ïåðèîäè÷åñêèõ öåïÿõ ñì., íàïðèìåð, [7]). Ïîýòîìó

ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì íàçâàòü ìàòðèöû A
(k)
11 , A

(k)
22 , . . . , A

(k)
kk òåìïîðàëüíûìè
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êîìïîíåíòàìè ìàòðèöû A . Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòîò òåðìèí è òîãäà, êîãäà
íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà (1) íå ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî A
(k)
11 = A12A23 . . . Ak1 . Çíà÷èò, òåîðåìà 1 äîïóñêàåò ñëåäóþ-

ùóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó: íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà (1) áåç íóëåâûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ
íåïðèâîäèìà â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà íåïðèâîäèìà å¼ ïåðâàÿ òåìïîðàëüíàÿ êîìïî-
íåíòà. Âìåñòî ïåðâîé ìîæíî âçÿòü, ðàçóìååòñÿ, ëþáóþ äðóãóþ êîìïîíåíòó.

Òåïåðü ïóñòü P � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö ïî-
ðÿäêà n . Ïîëóãðóïïà P íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìîé, åñëè äëÿ ëþáûõ èíäåêñîâ i ,j èç
ìíîæåñòâà N = {1, . . . , n} â ïîëóãðóïïå íàéä¼òñÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûì (i, j) -
ýëåìåíòîì. Çàìåòèì, ÷òî ïåðåõîä îò åäèíñòâåííîé íåïðèâîäèìîé ìàòðèöû ê íåïðè-
âîäèìîé ïîëóãðóïïå ìàòðèö ñîâåðøàåòñÿ åñòåñòâåííî, òàê êàê ìîíîãåííàÿ ïîëóãðóï-
ïà, ïîðîæäåííàÿ íåïðèâîäèìîé ìàòðèöåé A è ñîñòîÿùàÿ èç ìàòðèö Al (l = 1, 2, . . .) ,
íåïðèâîäèìà.

Îáîáùàÿ ïîíÿòèå íàääèàãîíàëüíîé áëî÷íîé ìàòðèöû, íàçîâ¼ì ìàòðèöó

A =


A11 A12 . . . A1k

A21 A22 . . . A2k

· · · ·
Ak1 Ak2 . . . Akk


ñ êâàäðàòíûìè äèàãîíàëüíûìè áëîêàìè áëî÷íî-ìîíîìèàëüíîé, åñëè â êàæäîé áëî÷-
íîé ñòðîêå è êàæäîì áëî÷íîì ñòîëáöå èìååòñÿ ðîâíî îäèí íåíóëåâîé áëîê.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîëóãðóïïû áëî÷íî-ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö. Ïîäðàçó-
ìåâàåòñÿ, ÷òî âñå ìàòðèöû ïîëóãðóïïû ðàçáèòû íà áëîêè îäíèì è òåì æå ñïîñîáîì,
òàê ÷òî óìíîæåíèå ìàòðèö ìîæíî ïðîèçâîäèòü ïîáëî÷íî. Îäèí ïðèìåð ïîëóãðóïïû
áëî÷íî-ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö ó íàñ óæå åñòü: ýòî ïîëóãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ íàääèà-
ãîíàëüíîé áëî÷íîé ìàòðèöåé. Âîîáùå, ïîëóãðóïïû áëî÷íî-ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö
âîçíèêàþò åñòåñòâåííûì îáðàçîì: êàê äîêàçàíî â [8], âñÿêàÿ íåïðèâîäèìàÿ ïîëó-
ãðóïïà íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö áåç íóëåâûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ ëèáî ñîäåðæèò ïî-
ëîæèòåëüíóþ ìàòðèöó, ëèáî ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîãî ïåðåñòàíîâî÷íîãî ïîäîáèÿ âñå
ìàòðèöû ïîëóãðóïïû ïðåîáðàçóþòñÿ ê áëî÷íî-ìîíîìèàëüíîìó âèäó.

Â �2 áóäåò ââåäåíî ïîíÿòèå òåìïîðàëüíîé êîìïîíåíòû ïîëóãðóïïû áëî÷íî-
ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö è ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû. Â �3 äîêàçûâàåò-
ñÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Ìèíêà íà ïîëóãðóïïû áëî÷íî-ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö. Îíî
ïðåäñòàâëåíî â âèäå òåîðåì 2 è 3.

�2. Òåìïîðàëüíûå êîìïîíåíòû.

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Pn ïîëóãðóïïó âñåâîçìîæíûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö
ïîðÿäêà n . Ïóñòü P ⊆ Pn � ïîëóãðóïïà áëî÷íî-ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö áëî÷íî-
ãî ïîðÿäêà k . Ìíîæåñòâî ìàòðèö èç P , ó êîòîðûõ (s, s) -áëîê íåíóëåâîé, îáðàçóåò
ïîäïîëóãðóïïó â P . Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Ps äèàãîíàëüíûõ (s, s) -áëîêîâ ìàò-
ðèö ýòîé ïîëóãðóïïû òîæå îáðàçóåò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ïîëóãðóïïó ìàòðèö. Ýòó
ïîëóãðóïïó è áóäåì íàçûâàòü s-é òåìïîðàëüíîé êîìïîíåíòîé ïîëóãðóïïû P .

Â ñëåäóþùèõ äâóõ ïðèìåðàõ ïîëàãàåì, ÷òî äèàãîíàëüíûå áëîêè èìåþò ðàçìåðû
n1, n2, . . . , nk ñîîòâåòñòâåííî (n1 + n2 + . . .+ nk = n) .
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Ïðèìåð 1. Ïîëóãðóïïà Dn ⊆ Pn âñåâîçìîæíûõ áëî÷íî-äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö.
Òåìïîðàëüíûìè êîìïîíåíòàìè Dn ñëóæàò, î÷åâèäíî, ïîëóãðóïïû Pn1 , Pn2 , . . . , Pnk

.

Ïðèìåð 2. Ïîëóãðóïïà Bn ⊆ Pn âñåâîçìîæíûõ áëî÷íî-ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö.
Òåìïîðàëüíûå êîìïîíåíòû ïîëóãðóïïû Bn òå æå, ÷òî ó ïîëóãðóïïû Dn .

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó Dn ⊆ Bn , òî s -àÿ òåìïîðàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïîëóãðóï-
ïû Dn ñîäåðæèòñÿ â s-é òåìïîðàëüíîé êîìïîíåíòå ïîëóãðóïïû Bn , ò. å. èìååò ìåñòî
âëîæåíèå Pns ⊆ (Bn)s (s = 1, . . . , k) . Íî ýòî âëîæåíèå íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ðà-
âåíñòâîì, òàê êàê â Pns âõîäÿò âñåâîçìîæíûå íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà
ns .

Ïóñòü M ⊆ Pn � íåêîòîðîå ñåìåéñòâî áëî÷íî-ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö ñ îäèíàêî-
âûì ðàçáèåíèåì íà áëîêè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈M〉 ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ïîëóãðóïïó
âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé ìàòðèö èç M . Ãîâîðÿò, ÷òî îíà ïîðîæäåíà ñåìåéñòâîì
M . Ïîêàæåì, ÷òî òåìïîðàëüíûå êîìïîíåíòû ïîëóãðóïïû 〈M〉 ìîæíî íàãëÿäíî
ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ ãðàôà. Ñîïîñòàâèì ñåìåéñòâó M íàãðóæåííûé îðèåíòè-
ðîâàííûé ìóëüòèãðàô ñ âåðøèíàìè 1, . . . , k . Ïîëîæèì, ÷òî äóãà s → t ñ âåñîì Ast

ñóùåñòâóåò, åñëè (s, t) -áëîê ìàòðèöû A ∈ M íåíóëåâîé. Âåñîì ïóòè â ýòîì ãðàôå
íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå âåñîâ äóã, ñîñòàâëåííîå â òîì ïîðÿäêå, â êàêîì ðàñïîëîæå-
íû äóãè ïóòè. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òåìïîðàëüíîé êîìïîíåíòå Mv ïðèíàäëåæàò â
òî÷íîñòè òå ìàòðèöû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âåñàìè çàìêíóòûõ ïóòåé, íà÷àëî è êîíåö
êîòîðûõ ëåæàò â âåðøèíå v . Ïðèâåä¼ì ïðîñòîé ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ãðàôîâîå
ïðåäñòàâëåíèå òåìïîðàëüíûõ êîìïîíåíò.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ïîëóãðóïïó, ïîðîæä¼ííóþ ìàòðèöàìè

F =

(
A 0
0 B

)
, G =

(
0 E
E 0

)
, (3)

â êîòîðûõ âñå áëîêè � êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî ïîðÿäêà. Ãðàô ñåìåéñòâà {F,G}
èìååò âåðøèíû 1 è 2, ïðè÷åì âîêðóã âåðøèíû 1 åñòü ïåòëÿ âåñà A , âîêðóã âåðøèíû
2 åñòü ïåòëÿ âåñà B , èç êàæäîé âåðøèíû â äðóãóþ âåðøèíó âåä¼ò äóãà åäèíè÷íîãî
âåñà E . Èç ðèñóíêà ãðàôà âèäíî, ÷òî îáå òåìïîðàëüíûå êîìïîíåíòû ðàññìàòðèâàå-
ìîé ïîëóãðóïïû ñîâïàäàþò ñ ïîëóãðóïïîé 〈A,B,E〉 .

�3. Îáîáùåíèå òåîðåìû Ìèíêà

Òåîðåìà 1 îòíîñèòñÿ ê ïîëóãðóïïå, ïîðîæä¼ííîé åäèíñòâåííîé íàääèàãîíàëüíîé
áëî÷íîé ìàòðèöå. Ïåðåõîä ê ïîëóãðóïïàì áëî÷íî-ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö îáùåãî âèäà
òàê èçìåíÿåò ñèòóàöèþ, ÷òî îáîáùåíèå òåîðåìû 1 ïðåäñòàâëåíî íèæå â âèäå äâóõ
òåîðåì, äîêàçûâàåìûõ ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ.

Âíà÷àëå äîêàæåì ïîëåçíûé êðèòåðèé íåïðèâîäèìîñòè:

Ëåììà 1. Ïîëóãðóïïà P íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö íåïðèâîäèìà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ ñóììà ìàòðèö ïîëóãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé
ìàòðèöåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëóãðóïïà P íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö
ïîðÿäêà n íåïðèâîäèìà. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ íåïðèâîäèìîñòè ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ
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ëþáîé ïàðû èíäåêñîâ i, j ∈ N ñóùåñòâóåò ìàòðèöà A(i, j) ∈ P , òàêàÿ, ÷òî (A)ij > 0 .
Ñóììèðóÿ ìàòðèöû A(i, j) ïî âñåâîçìîæíûì i, j ∈ N , ïîëó÷èì ïîëîæèòåëüíóþ ìàò-
ðèöó. Îáðàòíî, ïóñòü ïîëóãðóïïà P ñîäåðæèò êîíå÷íûé íàáîð ìàòðèö A1, . . . , Am ,
ñóììà êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé ìàòðèöåé. ßñíî, ÷òî â ýòîì íàáîðå äëÿ
ëþáûõ i, j íàéä¼òñÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûì (i, j) -ýëåìåíòîì, ñëåäîâàòåëüíî, ïî-
ëóãðóïïà P íåïðèâîäèìà.

Òåîðåìà 2. Òåìïîðàëüíûå êîìïîíåíòû íåïðèâîäèìîé ïîëóãðóïïû P áëî÷íî-
ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö íåïðèâîäèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëóãðóïïà P íåïðèâîäèìà. Ñîãëàñíî ëåì-
ìå 1 íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ ñóììà A+B+. . .+C ìàòðèö èç P ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé
ìàòðèöåé. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ëþáîì s ñóììà äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ ýòèõ ìàòðèö, ðàñ-
ïîëîæåííûõ íà s-é ïîçèöèè, ò. å. ñóììà ìàòðèö èç s -é êîìïîíåíòû ïîëóãðóïïû P ,
ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé ìàòðèöåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 1, s -ÿ òåìïîðàëüíàÿ
êîìïîíåíòû P ïðè ëþáîì s íåïðèâîäèìà.

Çàìå÷àíèå 1. Òåîðåìà 2 îáîáùàåò òó ÷àñòü òåîðåìû 1, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò (åñ-
ëè ïîëüçîâàòüñÿ òåðìèíîëîãèåé, ââåä¼ííîé â �1), ÷òî èç íåïðèâîäèìîñòè íàääèàãî-
íàëüíîé áëî÷íîé ìàòðèöû âûòåêàåò íåïðèâîäèìîñòü å¼ òåìïîðàëüíûõ êîìïîíåíò.
Îòìåòèì îòëè÷èå, âîçíèêàþùåå ïðè ïåðåõîäå ê ïîëóãðóïïàì áëî÷íî-ìîíîìèàëüíûõ
ìàòðèö îáùåãî âèäà. Åñëè íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà A íåïðèâîäèìà, òî îíà, î÷åâèä-
íî, íå ìîæåò ñîäåðæàòü íóëåâûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ. Òî æå âåðíî è äëÿ âñåõ ìàòðèö
ïîëóãðóïïû, ïîðîæä¼ííîé ýòîé ìàòðèöåé. Íî â îáùåì ñëó÷àå íåïðèâîäèìûå ïîëó-
ãðóïïû ìîãóò ñîäåðæàòü ìàòðèöû ñ íóëåâûìè ðÿäàìè è äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
2 îòñóòñòâèå íóëåâûõ ðÿäîâ íå òðåáóåòñÿ.

Ïðèìåð 4. Ïîëîæèì, ÷òî â ìàòðèöå A ïðèìåðà 3 ïåðâûé ñòîëáåö ïîëîæèòåëåí,
à îñòàëüíûå ñòîëáöû íóëåâûå; ïóñòü â ìàòðèöå B ïåðâàÿ ñòðîêà ïîëîæèòåëüíàÿ, à
äðóãèå ñòðîêè íóëåâûå. Òîãäà ìàòðèöà F èìååò íóëåâûå ñòðîêè è ñòîëáöû. Òåìïî-
ðàëüíàÿ êîìïîíåíòà 〈A,B,E〉 ïîëóãðóïïû 〈F,G〉 ñîäåðæèò ïîëîæèòåëüíóþ ìàòðèöó
AB è ïî ëåììå 1 íåïðèâîäèìà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 2 íåïðèâîäèìà è ïîëó-
ãðóïïà 〈F,G〉 .

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïðèâîäèòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Ëåììà 2.Ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö, îäíà èç êîòîðûõ ïîëîæè-
òåëüíàÿ, à äðóãàÿ íå ñîäåðæèò íóëåâûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ, ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé
ìàòðèöåé.

Òåîðåìà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëóãðóïïà P áëî÷íî-ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö
áëî÷íîãî ïîðÿäêà k óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) ìàòðèöû ïîëóãðóïïû íå èìåþò íóëåâûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ;
2) äëÿ ëþáûõ s, t ∈ {1, 2, . . . , k} ïîëóãðóïïà ñîäåðæèò ìàòðèöó ñ íåíóëåâûì (s, t) -

áëîêîì.
Òîãäà, åñëè íåêîòîðàÿ òåìïîðàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïîëóãðóïïû P íåïðèâîäèìà, òî

è ïîëóãðóïïà P íåïðèâîäèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íåêîòîðàÿ òåìïîðàëüíàÿ êîìïîíåíòà íåïðèâîäèìà. Äëÿ
ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåïðèâîäèìà êîìïîíåíòà P1 . Òîãäà ïî
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óñëîâèþ 2) òåîðåìû äëÿ ëþáûõ s, t ∈ {1, 2, . . . , k} ñóùåñòâóþò ìàòðèöû B,C ∈ P
òàêèå, ÷òî Bs1 6= 0, C1t 6= 0 . Ïîñêîëüêó ïîëóãðóïïà P1 íåïðèâîäèìà, òî ïîëóãðóïïà
P ñîäåðæèò òàêèå ìàòðèöû X, . . . , Y , ÷òî â èõ ñóììå Z = X + . . . + Y áëîê Z11 =
X11 + . . . + Y11 ïîëîæèòåëåí. Ïî óñëîâèþ 1) áëî÷íî-ìîíîìèàëüíûå ìàòðèöû B è
C íå èìåþò íóëåâûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ. Òåì æå ñâîéñòâîì, î÷åâèäíî, îáëàäàþò èõ
íåíóëåâûå áëîêè Bs1 è C1t . Çíà÷èò, ïî ëåììå 2 ìàòðèöà Bs1Z11C1t ïîëîæèòåëüíàÿ.
Îòñþäà è èç ðàâåíñòâ

Bs1Z11C1t = Bs1X11C1t + . . .+Bs1Y11C1t = (BXC)st + . . .+ (BY C)st

ñëåäóåò, ÷òî â ïîëóãðóïïå P íàéäóòñÿ òàêèå ìàòðèöû BXC, . . . , BY C , ÷òî èõ ñóì-
ìà BZC èìååò ïîëîæèòåëüíûé (s, t) -áëîê. Ñóììèðóÿ ìàòðèöû òèïà BZC ïî âñå-
âîçìîæíûì s, t ∈ {1, 2, . . . , k} , ïîëó÷èì ïîëîæèòåëüíóþ ìàòðèöó. Ïî ëåììå 1 ýòî
îçíà÷àåò íåïðèâîäèìîñòü ïîëóãðóïïû P .

Çàìå÷àíèå 2. Òåîðåìà 3 îáîáùàåò ïîëîæåíèå òåîðåìû 1, óòâåðæäàþùåå, ÷òî
íåïðèâîäèìîñòü òåìïîðàëüíîé êîìïîíåíòû íàääèàãîíàëüíîé áëî÷íîé ìàòðèöû A
âëå÷¼ò íåïðèâîäèìîñòü ìàòðèöû A . Çàìåòèì, ÷òî áåç óñëîâèé 1) è 2) îáîéòèñü
íåëüçÿ. Åñëè îïóñòèòü óñëîâèå 1), òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñòàíîâèòñÿ íåâåðíûì.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ìàòðèöó

A =

(
0 A12

A21 0

)
, ãäå A12 =

(
1 0
1 0

)
, A21 =

(
1 1
1 0

)
.

Òàê êàê A
(2)
11 = A12A21 � ïîëîæèòåëüíàÿ ìàòðèöà, òî ïî ëåììå 1 ïåðâàÿ òåìïî-

ðàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïîëóãðóïïû 〈A〉 íåïðèâîäèìà. Îäíàêî ñàìà ïîëóãðóïïà 〈A〉
ïðèâîäèìà, ïîñêîëüêó ó âñåõ ìàòðèö ïîëóãðóïïû ÷åòâ¼ðòûé ñòîëáåö íóëåâîé.

Áåç óñëîâèÿ 2) óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3 òàêæå ïåðåñòà¼ò áûòü âåðíûì. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè ïðè íåêîòîðûõ s è t âî âñåõ ìàòðèöàõ ïîëóãðóïïû (s, t) -áëîê íóëåâîé,
òî ýòî ÿâíî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ íåïðèâîäèìîé ïîëóãðóïïû.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ïîëóãðóïïà P áëî÷íî-ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì 1) è 2) òåîðåìû 3. Åñëè îäíà èç ìàòðèö ïîëóãðóïïû ñîäåðæèò ïîëîæèòåëü-
íûé áëîê, òî ïîëóãðóïïà P íåïðèâîäèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (s, t) -áëîê ìàòðèöû A ∈ P ïîëîæèòåëåí. Èç óñëîâèÿ
2) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû B,C ∈ P òàêèå, ÷òî B1s 6= 0, Ct1 6= 0 . Òî-
ãäà (1, 1)-áëîê ìàòðèöû BAC ðàâåí B1sAstCt1 . Îí ïîëîæèòåëåí ïî ïðè÷èíàì, óæå
ïðèâåä¼ííûì â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3. Ñëåäîâàòåëüíî, òåìïîðàëüíàÿ êîìïîíåí-
òà P1 íåïðèâîäèìà ïî ëåììå 1, êàê ñîäåðæàùàÿ ïîëîæèòåëüíóþ ìàòðèöó. Ïðèìåíÿÿ
òåîðåìó 3, çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîëóãðóïïà P íåïðèâîäèìà.

Ëèòåðàòóðà

1. Ô. Ð. Ãàíòìàõåð, Òåîðèÿ ìàòðèö. � Ì.: Íàóêà, 1967.
2. H. Minc, The structure of irreducible matrices. � Linear and Multilinear Algebra. 2

(1974), 85-90.
3. H. Mink, Nonnegative Matrices.� Wiley, New York etc., 1988.

5



4. N.J. Pullman, A note on a theorem of Minc on irreducible nonnegative matrices. �
Linear and Multilinear Algebra. 2 (1974), 335-336.

5. L. EIsner, Another note on a theorem of Minc on irreducible nonnegative matrices.

� Linear and Multilinear Algebra. 6 (1978), 61-62.
6. R.A. Brualdi, M. Lewin, On powers of nonnegative matrices. � Linear Algebra Appl.

43 (1982), 87-97.
7. Â. Ôåëëåð, Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è å¼ ïðèëîæåíèÿ, ò. 1 Ìèð, 1967.
8. V.Yu. Protasov, A.S. Voynov, Sets of nonnegative matrices without positive products.

� Linear Algebra Appl., 437 (2012), 749-765.

Al`pin Yu. A., Al`pina V.S. This paper gives a combinatorial proof of the Protasov �
Voynov theorem about an irreducible semigroup of nonnegative matrices without positive
matrices.

Êàçàíñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
E-mail : Yuri.Alpin@ksu.ru

Êàçàíñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé òåõíîëîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
420015, Êàçàíü, óë. Ê.Ìàðêñà, 68.

6


