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Àííîòàöèÿ. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà íåêîììóòàòèâíûì àíàëîãàì êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïî-
ñòðîåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü àëãåáðà ôîí Íåéìàíà M îïåðàòîðîâ
äåéñòâóåò â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, τ � òî÷íûé íîðìàëüíûé ïîëóêîíå÷íûé ñëåä
íàM. Ïóñòü M̃ � ∗-àëãåáðà τ -èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ, |X| =

√
X∗X äëÿ X ∈ M̃. Ëè-

íåàë E â M̃ íàçûâàåòñÿ èäåàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì íà (M, τ), åñëè 1) èç X ∈ E ñëåäóåò,
÷òî X∗ ∈ E ; 2) èç X ∈ E , Y ∈ M̃ è |Y | 6 |X| ñëåäóåò, ÷òî Y ∈ E .

Ïóñòü E , F � èäåàëüíûå ïðîñòðàíñòâà íà (M, τ). Ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îòîá-
ðàæåíèÿ ρ̃ : E → [0,+∞] ñ õîðîøèìè ñâîéñòâàìè, èñïîëüçóÿ çàäàííîå íà ïîëîæèòåëü-
íîì êîíóñå E+ îòîáðàæåíèå ρ. Ïðè ýòîì, åñëè E = M è ρ = τ , òî ρ̃(X) = τ(|X|)
è, â ñëó÷àå êîíå÷íîñòè ñëåäà τ , ρ̃(X) = ‖X‖1, äëÿ âñåõ X ∈ M. Èññëåäîâàí ñëó÷àé,
êîãäà ρ̃(X) ýêâèâàëåíòíî èñõîäíîìó îòîáðàæåíèþ ρ(|X|). Èñïîëüçóÿ îòîáðàæåíèÿ íà
E è F , ïîñòðîåíî íîâîå îòîáðàæåíèå ñ õîðîøèìè ñâîéñòâàìè íà ñóììå E + F . Ïðè-
âåäåíû ïðèìåðû òàêèõ îòîáðàæåíèé. Ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòÿ íîâûìè è äëÿ ∗-àëãåáðû
M = B(H) âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â H, ñíàáæåííîé êàíîíè÷åñêèì
ñëåäîì τ = tr.

Mathematics Subject Classi�cation: 46L10; 47C15; 46L51

1. Ââåäåíèå

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà íåêîììóòàòèâíûì àíàëîãàì êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ôóíê-
öèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Íà÷àëî ðàçâèòèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî àñïåêòà òåîðèè íåêîììóòà-
òèâíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñâÿçàíà ñ èìåíàìè È. Ñèãàëà è Æ. Äèêñìüå, êîòîðûå â íà÷àëå
1950-õ ãã. ñîçäàëè òåîðèþ èíòåãðèðîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëåäà íà ïîëóêîíå÷íîé àëãåáðå
ôîí Íåéìàíà [1]. Ðåçóëüòàòû ýòèõ èññëåäîâàíèé íàøëè ýôôåêòíûå ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè
äâîéñòâåííîñòè äëÿ óíèìîäóëÿðíûõ ãðóïï è ñòèìóëèðîâàëè ïðîãðåññ ¾íåêîììóòàòèâíîé
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé¿. Òåîðèÿ àëãåáð èçìåðèìûõ è ëîêàëüíî èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ èí-
òåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ è èìååò èíòåðåñíûå ïðèëîæåíèÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ôóíêöèî-
íàëüíîãî àíàëèçà, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè, êâàíòîâîé òåîðèè
ïîëÿ.
Äî ñåðåäèíû 1980-õ ãã. èäåàëüíûå ïðîñòðàíñòâà èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ ñëóæèëè ïðå-

èìóùåñòâåííî îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ (ñì. [2] è áèáëèîãðàôèþ â íåé). Â ïîñëåäíåå âðåìÿ
ïîÿâèëèñü ïóáëèêàöèè, â êîòîðûõ îíè âûñòóïàþò êàê èíñòðóìåíò (íàïðèìåð, [3]). Âû-
øåñêàçàííîå äåìîíñòðèðóåò àêòóàëüíîñòü ïîèñêà íîâûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ èäåàëüíûõ
ïðîñòðàíñòâ è ðàçâèòèÿ îáùåé òåîðèè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ. Â [4], [5] áûëè ïðåäëîæåíû íî-
âûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ èäåàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ íà ïîëóêîíå÷íûõ àëãåáðàõ ôîí Íåéìàíà
è èññëåäîâàíû ãåîìåòðè÷åñêèå è òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîëó÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ.

A.M. Bikchentaev, Renormalizations of measurable operator ideal spaces, affiliated to a
semifinite von Neumann algebra.
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Ïóñòü àëãåáðà ôîí ÍåéìàíàM îïåðàòîðîâ äåéñòâóåò â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H,
τ � òî÷íûé íîðìàëüíûé ïîëóêîíå÷íûé ñëåä íàM. Ïóñòü E , F � èäåàëüíûå ïðîñòðàíñòâà
íà (M, τ). Â ðàçäåëå 3 ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ ρ̃ : E → [0,+∞] ñ õîðî-
øèìè ñâîéñòâàìè, èñïîëüçóÿ çàäàííîå íà ïîëîæèòåëüíîì êîíóñå E+ îòîáðàæåíèå ρ. Ïðè
ýòîì, åñëè E =M è ρ = τ , òî ρ̃(X) = τ(|X|) è, â ñëó÷àå êîíå÷íîñòè ñëåäà τ , ρ̃(X) = ‖X‖1,
äëÿ âñåõ X ∈ M. Èññëåäîâàí ñëó÷àé, êîãäà ρ̃(X) ýêâèâàëåíòíî èñõîäíîìó îòîáðàæåíèþ
ρ(|X|). Â ðàçäåëå 4, èñïîëüçóÿ îòîáðàæåíèÿ íà E è F , ïîñòðîåíî íîâîå îòîáðàæåíèå ñ õîðî-
øèìè ñâîéñòâàìè íà ñóììå E+F . Ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòÿ íîâûìè è äëÿ ∗-àëãåáðûM = B(H)
âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â H, ñíàáæåííîé êàíîíè÷åñêèì ñëåäîì τ = tr.

2. Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü M � àëãåáðà ôîí Íåéìàíà îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, Mpr �
ðåøåòêà ïðîåêòîðîâ (P = P 2 = P ∗) âM, I � åäèíèöàM, P⊥ = I −P äëÿ P ∈Mpr,M+ �
êîíóñ ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ èçM,M1 = {X ∈M : ‖X‖ 6 1}.
Îòîáðàæåíèå ϕ : M+ → [0,+∞] íàçûâàåòñÿ ñëåäîì, åñëè ϕ(X + Y ) = ϕ(X) + ϕ(Y ),

ϕ(λX) = λϕ(X) äëÿ âñåõ X, Y ∈ M+, λ ≥ 0 (ïðè ýòîì 0 · (+∞) ≡ 0) è ϕ(Z∗Z) = ϕ(ZZ∗)
äëÿ âñåõ Z ∈ M. Ñëåä ϕ íàçûâàåòñÿ òî÷íûì, åñëè ϕ(X) > 0 äëÿ âñåõ X ∈ M+, X 6= 0;
ïîëóêîíå÷íûì, åñëè ϕ(X) = sup{ϕ(Y ) : Y ∈ M+, Y ≤ X, ϕ(Y ) < +∞} äëÿ êàæäîãî
X ∈ M+; íîðìàëüíûì, åñëè Xi ↗ X (Xi, X ∈ M+) ⇒ ϕ(X) = supϕ(Xi) (ñì. [6, ãë. V,
�2]).
Îïåðàòîð â H (íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åííûé èëè ïëîòíî îïðåäåëåííûé) íàçûâàåòñÿ

ïðèñîåäèíåííûì ê àëãåáðå ôîí Íåéìàíà M, åñëè îí ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ëþáûì óíèòàð-
íûì îïåðàòîðîì èç êîììóòàíòà M′ àëãåáðû M. Äàëåå âñþäó τ � òî÷íûé íîðìàëüíûé
ïîëóêîíå÷íûé ñëåä íàM. Çàìêíóòûé îïåðàòîð X, ïðèñîåäèíåííûé êM, èìåþùèé âñþ-
äó ïëîòíóþ â H îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(X), íàçûâàåòñÿ τ -èçìåðèìûì, åñëè äëÿ ëþáîãî

ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé P ∈ Mpr, ÷òî PH ⊂ D(X) è τ(P⊥) < ε. Ìíîæåñòâî M̃ âñåõ
τ -èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ∗-àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî ïåðåõîäà ê ñîïðÿæåííîìó îïå-
ðàòîðó, óìíîæåíèþ íà ñêàëÿð è îïåðàöèé ñèëüíîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, ïîëó÷àåìûõ

çàìûêàíèåì îáû÷íûõ îïåðàöèé [1], [7]. Äëÿ ñåìåéñòâà L ⊂ M̃ îáîçíà÷èì ÷åðåç L+ è Lsa

åãî ïîëîæèòåëüíóþ è ýðìèòîâó ÷àñòè, ñîîòâåòñòâåííî. ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê â M̃
sa

, ïîðîæ-

äåííûé ñîáñòâåííûì êîíóñîì M̃
+
, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 6. Åñëè X ∈ M̃ è X = U |X| �

ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå X, òî U ∈M1 è |X| =
√
X∗X ∈ M̃

+
.

Â ∗-àëãåáðå M̃ ââîäèòñÿ òîïîëîãèÿ tτ ñõîäèìîñòè ïî ìåðå [7], ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó
îêðåñòíîñòåé íóëÿ êîòîðîé îáðàçóþò ìíîæåñòâà

U(ε, δ) = {X ∈ M̃ : ∃P ∈Mpr (‖XP‖ ≤ ε è τ(P⊥) 6 δ)}, ε > 0, δ > 0.

Èçâåñòíî, ÷òî (M̃, tτ ) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ìåòðèçóåìîé òîïîëîãè÷åñêîé ∗-àëãåáðîé, ïðè÷åì
M ïëîòíî â (M̃, tτ ).

×åðåç µt(X) îáîçíà÷èì ïåðåñòàíîâêó îïåðàòîðà X ∈ M̃, ò. å. íåâîçðàñòàþùóþ íåïðå-
ðûâíóþ ñïðàâà ôóíêöèþ µ(X) : (0,∞)→ [0,∞), çàäàííóþ ôîðìóëîé

µt(X) = inf{‖XP‖ : P ∈Mpr, τ(P⊥) 6 t}, t > 0.

Ìíîæåñòâî τ -êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ M̃0 = {X ∈ M̃ : lim
t→∞

µt(X) = 0} ÿâëÿåòñÿ

tτ -çàìêíóòûì èäåàëîì â M̃ [8]. Ïóñòü m � ëèíåéíàÿ ìåðà Ëåáåãà íà R. Àññîöèèðîâàííîå
ñ (M, τ) íåêîììóòàòèâíîå Lp-ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà (0 < p < ∞) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî

êàê Lp(M, τ) = {X ∈ M̃ : µt(X) ∈ Lp(R+,m)} ñ F -íîðìîé (íîðìîé äëÿ 1 6 p < ∞)
‖X‖p = ‖µt(X)‖p, X ∈ Lp(M, τ).

Ëèíåàë E â M̃ íàçûâàåòñÿ èäåàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì íà (M, τ) (ñì. [9], [3] è [2]), åñ-

ëè 1) èç X ∈ E ñëåäóåò, ÷òî X∗ ∈ E ; 2) èç X ∈ E , Y ∈ M̃ è |Y | 6 |X| ñëåäóåò, ÷òî
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Y ∈ E . Òàêîâû, íàïðèìåð, àëãåáðàM, ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòàðíûõ îïåðàòîðîâ F(M), M̃0,
(L1+L∞)(M, τ) è Lp(M, τ) ïðè 0 < p < +∞. Äëÿ êàæäîãî èäåàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà E íà
(M, τ) èìååìMEM ⊆ E [2, ëåììà 5].
Åñëè M = B(H) � ∗-àëãåáðà âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â H è τ = tr �

êàíîíè÷åñêèé ñëåä, òî M̃ è M̃0 ñîâïàäàþò ñ B(H) è ñ èäåàëîì êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ
â H ñîîòâåòñòâåííî. Èìååì µt(X) =

∑∞
n=1 sn(X)χ[n−1,n)(t), t > 0, ãäå {sn(X)}∞n=1 � ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü s-÷èñåë êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà X [10, ñ. 46]; χA � èíäèêàòîð ìíîæåñòâà
A ⊂ R. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî Lp(M, τ) åñòü èäåàë Øàòòåíà�ôîí Íåéìàíà Sp, 0 < p <∞.

Ëåììà 2.1. (ñì. [11], ñ. 261). Åñëè X, Y ∈ M̃
+
è X 6 Y , òî ñóùåñòâóåò îïåðàòîð

Z ∈M1 òàêîé, ÷òî
√
X = Z

√
Y è X = ZY Z∗.

Ëåììà 2.2. (ñì. [12], ñ. 720). Åñëè X, Y ∈ M̃
sa

è Z ∈ M̃, òî èç íåðàâåíñòâà X ≤ Y
ñëåäóåò, ÷òî ZXZ∗ ≤ ZY Z∗.

3. Ïåðåíîðìèðîâêà èäåàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ

Ïóñòü τ � òî÷íûé íîðìàëüíûé ïîëóêîíå÷íûé ñëåä íà àëãåáðå ôîí Íåéìàíà M, E �

èäåàëüíîå ïðîñòðàíñòâî íà (M, τ). Åñëè A ∈ M̃ è A∗A ∈ E , òî AA∗ ∈ E [2, ëåììà 5]. Äëÿ
îòîáðàæåíèÿ ρ : E+ → [0,+∞] ââåäåì óñëîâèÿ:
(i) åñëè X, Y ∈ E+ è X 6 Y , òî ρ(X) 6 ρ(Y );

(ii) ρ(X∗X) = ρ(XX∗) äëÿ âñåõ X ∈ M̃ ñ X∗X ∈ E ;
(iii) ρ(X + Y ) 6 ρ(X) + ρ(Y ) äëÿ âñåõ X, Y ∈ E+.

Äëÿ îòîáðàæåíèÿ ρ : E → [0,+∞] ââåäåì óñëîâèÿ:
(iv) ρ(X) = ρ(|X|) = ρ(X∗) äëÿ âñåõ X ∈ E ;
(v) ρ(X + Y ) 6 ρ(X) + ρ(Y ) äëÿ âñåõ X, Y ∈ E ;
(vi) ρ(λX) = |λ|ρ(X) äëÿ âñåõ λ ∈ C è X, Y ∈ E (ïðè ýòîì 0 ·+∞ = 0).

Ïðèìåð 3.1. Ïóñòü (E , ‖ · ‖E) � íîðìèðîâàííîå èäåàëüíîå ïðîñòðàíñòâî íà (M, τ) [9].
Òîãäà îãðàíè÷åíèå íîðìû ‖ · ‖E íà E+ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (i)�(iii), à ‖ · ‖E óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì (iv)�(vi). Ïðèìåðû: (M, ‖ · ‖) è (Lp(M, τ), ‖ · ‖p) äëÿ p > 1.

Ïðèìåð 3.2. Ïóñòü ρ = 〈(·)ξ, ξ〉 (ξ ∈ H, ‖ξ‖ = 1) � âåêòîðíîå ñîñòîÿíèå íà àëãåá-
ðå B(H). Ñóæåíèå ρ|B(H)+ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (i) è (iii). Äëÿ ρ1 = |ρ| âûïîëíåíû
óñëîâèÿ (v) è (vi).

Ïðèìåð 3.3. Ïóñòü E � èäåàëüíîå ïðîñòðàíñòâî íà (M, τ) è Y ∈ E+. Ïîëîæèì
ρ(X) = inf{λ > 0 : X 6 λY } äëÿ âñåõ X ∈ E+, ñ÷èòàÿ inf ïî ∅ ðàâíûì +∞. Òîãäà
ρ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (i) è (iii).

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü E � èäåàëüíîå ïðîñòðàíñòâî íà (M, τ) è îòîáðàæå-
íèå ρ : E → [0,+∞] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (iv)�(vi) (èëè (i), (iv) è (v)). Òîãäà
F = {X ∈ E : ρ(X) < +∞} ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì íà (M, τ).

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïóñòü E � èäåàëüíîå ïðîñòðàíñòâî íà (M, τ) è îòîáðàæåíèå

ρ : E → [0,+∞] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (i)�(iii). Òîãäà ρ(X) 6
n∑
k=1

ρ(YkXY
∗
k ) äëÿ âñåõ

X ∈ E+ è {Yk}nk=1 ⊂M ñ
n∑
k=1

Y ∗k Yk > I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 2.2 èìååì

X 6
√
X

(
n∑
k=1

Y ∗k Yk

)
√
X =

n∑
k=1

√
XY ∗k Yk

√
X.
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Ïîýòîìó ρ(X) 6
n∑
k=1

ρ(
√
XY ∗k Yk

√
X) =

n∑
k=1

ρ(YkXY
∗
k ) è ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü E � èäåàëüíîå ïðîñòðàíñòâî íà (M, τ) è îòîáðàæåíèå
ρ : E → [0,+∞] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (i), (iv). Åñëè X, Y ∈ M1, òî ρ(XZY ) 6 ρ(Z)
äëÿ âñåõ Z ∈ E.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè îïåðàòîðû A,B ∈ M, òî AZB ∈ E äëÿ âñåõ Z ∈ E . Äëÿ âñåõ
X ∈ M1 è Z ∈ E â ñèëó îïåðàòîðíîé ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè λ 7→

√
λ íà R+ è ëåììû 2.2

èìååì
ρ(XZ) = ρ(|XZ|) = ρ(

√
Z∗X∗XZ) 6 ρ(

√
Z∗Z) = ρ(|Z|) = ρ(Z).

Åñëè Y ∈ M1, òî Y ∗ ∈ M1 è ρ(ZY ) = ρ((ZY )∗) = ρ(Y ∗Z∗) 6 ρ(Z∗) = ρ(Z). Ëåììà
äîêàçàíà.

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü E � èäåàëüíîå ïðîñòðàíñòâî íà (M, τ) è îòîáðàæåíèå
ρ : E → [0,+∞] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (i), (iv). Òîãäà ρ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ii).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X = U |X| � ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà X ∈ M̃.
Òîãäà U,U∗ ∈ M1 è XX∗ = UX∗XU∗ ∈ E . Â ñèëó ëåììû 3.1 èìååì
ρ(XX∗) = ρ(UX∗XU∗) 6 ρ(X∗X). Çàìåíèâ X íà X∗, ïîëó÷àåì ρ(X∗X) 6 ρ(XX∗) è (ii)
äîêàçàíî.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü E � èäåàëüíîå ïðîñòðàíñòâî íà (M, τ), è çàäàíî îòîáðàæåíèå
ρ : E+ → [0,+∞]. Ïîëîæèì

ρ̃(X) = sup
Z∈M1

sup
06A6Z|X|Z∗

ρ(A) äëÿ âñåõ X ∈ E . (1)

Òîãäà äëÿ ρ̃ âûïîëíåíû óñëîâèÿ (i), (ii), (iv) è ρ̃(X) > ρ(|X|) äëÿ âñåõ X ∈ E.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X, Y ∈ E+ è X 6 Y . Â ñèëó ëåììû 2.1 íàéäåòñÿ îïåðàòîð U ∈M1

òàêîé, ÷òî X = UY U∗. Ïîýòîìó

ρ̃(X) = sup
Z∈M1

sup
06A6ZXZ∗

ρ(A) = sup
Z∈M1

sup
06A6ZUY U∗Z∗

ρ(A) 6

6 sup
Z∈M1

sup
06A6ZY Z∗

ρ(A) = ρ̃(Y )

è (i) óñòàíîâëåíî.

Ïóñòü X = U |X| � ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà X ∈ M̃. Òîãäà |X∗| = U |X|U∗ è
|X∗|2 = U |X|2U∗. Èìååì

ρ̃(X∗) = sup
Z∈M1

sup
06A6Z|X∗|Z∗

ρ(A) = sup
Z∈M1

sup
06A6ZU |X|U∗Z∗

ρ(A) 6

6 sup
Z∈M1

sup
06A6Z|X|Z∗

ρ(A) = ρ̃(X).

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (X∗)∗ = X, (iv) óñòàíîâëåíî. Òåïåðü (ii) ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.3.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü E � èäåàëüíîå ïðîñòðàíñòâî íà (M, τ), è ïóñòü îòîáðàæåíèå
ρ : E+ → [0,+∞] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (iii). Òîãäà îòîáðàæåíèå ρ̃ : E → [0,+∞], îïðå-
äåëåííîå ïî ôîðìóëå (1), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (v).

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüX, Y ∈ E è α = ρ̃(X+Y ). Òîãäà äëÿ êàæäîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäóòñÿ
îïåðàòîðû Zε ∈M1 è Aε ∈ E+ òàêèå, ÷òî

Aε 6 Zε|X + Y |Z∗ε , α > ρ(Aε) > α− ε.
Ñóùåñòâóþò òàêèå ÷àñòè÷íûå èçîìåòðèè V,W ∈ M1, ÷òî |X + Y | 6 V |X|V ∗ +W |Y |W ∗

([13, òåîðåìà 2.2]; [14]). Ïîýòîìó (ñì. òàêæå ëåììó 2.2) äëÿ êàæäîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäóòñÿ
îïåðàòîðû Zε ∈M1 è Aε ∈ E+ òàêèå, ÷òî

Aε 6 ZεV |X|V ∗Z∗ε + ZεW |Y |W ∗Z∗ε , α > ρ(Aε) > α− ε.
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Â ñèëó ëåììû 1 èìååì äëÿ êàæäîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ îïåðàòîð Uε ∈M1 òàêîé, ÷òî

Aε = UεZεV |X|V ∗Z∗εU∗ε + UεZεW |Y |W ∗Z∗εU
∗
ε .

Îïåðàòîðû UεZεV , UεZεW ëåæàò âM1 è

ρ(Aε) 6 ρ(UεZεV |X|V ∗Z∗εU∗ε ) + ρ(UεZεW |Y |W ∗Z∗εU
∗
ε ) 6 ρ̃(X) + ρ̃(Y ).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ÷èñëà ε > 0 ïîëó÷àåì α 6 ρ̃(X) + ρ̃(Y ) è òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3.1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.1 åñëè ρ(A) = 0 ⇔ A = 0 (A ∈ E+), òî
ρ̃(X) = 0 ⇔ X = 0 (X ∈ E); åñëè ρ(λA) = λρ(A) äëÿ âñåõ λ ∈ R+ è A ∈ E+, òî ρ̃
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (iv). Åñëè ρ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (i), òî ρ̃(I) = ρ(I) è

ρ̃(X) = sup
Z∈M1

ρ(Z|X|Z∗) äëÿ âñåõ X ∈ E .

Ïðåäëîæåíèå 3.4. Ïóñòü E � èäåàëüíîå ïðîñòðàíñòâî íà (M, τ), ρ : E+ → [0,+∞],
è ïóñòü îòîáðàæåíèå ρ̃ : E → [0,+∞] îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå (1). Åñëè äëÿ ρ âûïîëíåíû
óñëîâèÿ (i) è (ii), òî ρ̃(X) = ρ(|X|) äëÿ âñåõ X ∈ E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì Z∗Z 6 I äëÿ âñåõ Z ∈ M1 è
√
|X|Z∗Z

√
|X| 6 |X| äëÿ X ∈ E â

ñèëó ëåììû 2.2. Òîãäà

ρ̃(X) = sup
Z∈M1

sup
06A6Z|X|Z∗

ρ(A) = sup
Z∈M1

ρ(Z|X|Z∗) = sup
Z∈M1

ρ(
√
|X|Z∗Z

√
|X|) = ρ(|X|).

Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åíèå ρ̃|E+ ñîâïàäàåò ñ ρ. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïðèìåð 3.4. Ïóñòü E =M è ρ = τ . Òîãäà ρ̃(X) = τ(|X|) è, â ñëó÷àå êîíå÷íîñòè ñëåäà
τ , ρ̃(X) = ‖X‖1, äëÿ âñåõ X ∈M.

Ïðåäëîæåíèå 3.5. Ïóñòü E � èäåàëüíîå ïðîñòðàíñòâî íà (M, τ), ρ : E+ → [0,+∞], è
ïóñòü îòîáðàæåíèå ρ̃ : E → [0,+∞] îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå (1). Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(vii) ñóùåñòâóåò C1 > 0 òàêîå, ÷òî ρ(X∗X) 6 C1ρ(XX
∗) äëÿ âñåõ X ∈ M̃ ñ X∗X ∈ E;

(viii) ñóùåñòâóåò C2 > 0 òàêîå, ÷òî ρ(X) 6 C2ρ(Y ) äëÿ âñåõ X, Y ∈ E+ ñ X 6 Y ,
òî ρ(|X|) 6 ρ̃(X) 6 2C1C

2
2ρ(|X|) äëÿ âñåõ X ∈ E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X ∈ E , Z ∈ M1 è 0 6 A 6 Z|X|Z∗ òàêèå, ÷òî ρ̃(X) 6 2ρ(A).

Èìååì
√
|X|Z∗Z

√
|X| 6 |X| â ñèëó ëåììû 2.2 è

ρ̃(X) 6 2ρ(A) 6 2C2ρ(Z|X|Z∗) 6 2C1C2ρ(
√
|X|Z∗Z

√
|X|) 6 2C1C

2
2ρ(|X|).

Òàêèì îáðàçîì, ρ(|X|) 6 ρ̃(X) 6 2C1C
2
2ρ(|X|) äëÿ âñåõ X ∈ E . Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 3.2. Ïóñòü E � èäåàëüíîå ïðîñòðàíñòâî íà (M, τ), ãäåM � êîíå÷íàÿ àë-
ãåáðà ôîí Íåéìàíà (ò.å. èç U ∈ M è U∗U = I ñëåäóåò, ÷òî UU∗ = I). Ïóñòü îòîáðà-
æåíèå ρ : E → R+ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (v). Ïîëîæèì

ρ1(X) = sup
Z,T∈M1

ρ(ZXT ) äëÿ âñåõ X ∈ E .

Â òåîðåìå 2 [15] ïîêàçàíî, ÷òî îòîáðàæåíèå ρ1 : E → [0,+∞] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(i), (iv) è (v). Äëÿ îòîáðàæåíèÿ ρ ñî ñâîéñòâîì (vi) îòîáðàæåíèå ρ1 òàêæå óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ (vi).

Ïðåäëîæåíèå 3.6. Ïîëîæèì ρ2 = ρ̃|E+. Òîãäà ρ2(X) 6 ρ1(X) äëÿ âñåõ X ∈ E.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X ∈ E è α = ρ2(X). Òîãäà äëÿ êàæäîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäóòñÿ
îïåðàòîðû Zε ∈M1 è Aε ∈ E+ òàêèå, ÷òî

Aε 6 Zε|X|Z∗ε , α > ρ(Aε) > α− ε.
Â ñèëó ëåììû 2.1 äëÿ êàæäîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ îïåðàòîð Uε ∈M1 òàêîé, ÷òî

Aε = UεZε|X|Z∗εU∗ε .
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Ïîýòîìó
ρ1(X) = ρ1(|X|) = sup

Z,T∈M1

ρ(Z|X|T ) > ρ(Aε) > α− ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ÷èñëà ε > 0 èìååì ρ1(X) > α è ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïðèìåð 3.5. Ïóñòü îòîáðàæåíèå ρ :Mpr → R+ ìîíîòîííî è óíèòàðíî èíâàðèàíò-

íî. Òîãäà îòîáðàæåíèå ρs : M̃ → R+, îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé ρs(A) = ρ(s(|A|)), ãäå A ∈ M̃
è s(|A|) � íîñèòåëü îïåðàòîðà |A|, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (i), (ii) è (iv).

4. Íîðìèðîâêà ñóììû èäåàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ

Åñëè E , F � èäåàëüíûå ïðîñòðàíñòâà íà (M, τ), òî ìíîæåñòâà E ∩ F è
E + F = {A+B : A ∈ E , B ∈ F} òàêæå ÿâëÿþòñÿ èäåàëüíûìè ïðîñòðàíñòâàìè íà (M, τ)
[2, òåîðåìà 2]. Ñòðóêòóðà èäåàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëÿðíà: åñëè E , F è G ÿâëÿþòñÿ
èäåàëüíûìè ïðîñòðàíñòâàìè íà (M, τ) è E ⊂ G, òî (E + F) ∩ G = E + (F ∩ G) [2, òåî-
ðåìà 3]. Â íåêîììóòàòèâíîé òåîðèè èíòåãðèðîâàíèÿ âàæíóþ ðîëü èãðàåò ïðîñòðàíñòâî
(L1 + L∞)(M, τ) = L1(M, τ) +M [12].

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü E, F � èäåàëüíûå ïðîñòðàíñòâà íà (M, τ) è G = E + F . Åñëè
îòîáðàæåíèÿ ρ1 : E → [0,+∞] è ρ2 : F → [0,+∞] óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (i), (iv), òî
îòîáðàæåíèå ρ : G → [0,+∞], îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé

ρ(Z) = inf{ρ1(X) + ρ2(Y ) : X ∈ E , Y ∈ F è Z = X + Y }, (2)

òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (i), (iv).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Z = U |Z| � ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà Z ∈ G. Òîãäà
|Z| = U∗Z. Äëÿ ïðîâåðêè (iv) çàìåòèì, ÷òî ρ(Z∗) = ρ(Z). Â ñèëó ëåììû 3.1 èìååì

ρ(|Z|) = inf{ρ1(X) + ρ2(Y ) : X ∈ E , Y ∈ F è |Z| = X + Y } >
> inf{ρ1(X) + ρ2(Y ) : X ∈ E , Y ∈ F è U |Z| = UX + UY } >
> inf{ρ1(UX) + ρ2(UY ) : X ∈ E , Y ∈ F è U |Z| = UX + UY } >
> ρ(Z) = inf{ρ1(X) + ρ2(Y ) : X ∈ E , Y ∈ F è Z = X + Y } >
> inf{ρ1(X) + ρ2(Y ) : X ∈ E , Y ∈ F è |Z| = U∗Z = U∗X + U∗Y } >
> inf{ρ1(U∗X) + ρ2(U

∗Y ) : X ∈ E , Y ∈ F è |Z| = U∗X + U∗Y } >
> inf{ρ1(T ) + ρ2(S) : T ∈ E , S ∈ F è |Z| = T + S} = ρ(|Z|)

è (iv) óñòàíîâëåíî. Äëÿ ïðîâåðêè (i) âûáåðåì A,B ∈ E+, A 6 B. Â ñèëó ëåììû 2.1 èìååì
A = V BV ∗ äëÿ íåêîòîðîãî V ∈ M1. Ïóñòü α = ρ(B). Òîãäà äëÿ êàæäîãî ÷èñëà ε > 0
íàéäóòñÿ îïåðàòîðû Xε ∈ E è Yε ∈ F òàêèå, ÷òî

B = Xε + Yε, α 6 ρ1(Xε) + ρ2(Yε) < α+ ε.

Òîãäà A = V (Xε + Yε)V
∗ è â ñèëó ëåììû 3.1 èìååì

ρ(A) 6 ρ1(V XεV
∗) + ρ2(V YεV

∗) 6 ρ1(Xε) + ρ2(Yε).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ÷èñëà ε > 0, òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ïóñòü E, F � èäåàëüíûå ïðîñòðàíñòâà íà (M, τ) è G = E + F .
Åñëè îòîáðàæåíèÿ ρ1 : E → [0,+∞] è ρ2 : F → [0,+∞] óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (v) (ñîîò-
âåòñòâåííî, (vi)), òî îòîáðàæåíèå ρ : G → [0,+∞], îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé (2), òàêæå
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (v) (ñîîòâåòñòâåííî, (vi)).

Ïðèìåð 4.1. Èìååì E + F = M̃ äëÿ E = M è F = M̃0 [16]. Òîïîëîãèÿ tτ ìîæåò

áûòü çàäàíà è ñ ïîìîùüþ èäåàëüíîé F -íîðìû ρτ (X) = inf
t>0

max{t, µt(X)}, X ∈ M̃. Äëÿ

Z ∈ M̃ îïðåäåëèì (ñì. ôîðìóëó (2))

ρ(Z) = inf{‖X‖+ ρτ (Y ) : X ∈M, Y ∈ M̃0 è Z = X + Y }.
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Òîãäà ρ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (iv) è (v). Äëÿ îãðàíè÷åíèÿ ρ|M̃+ âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(i)�(iii). Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå ρ : M̃ → R+ ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíîé F -íîðìîé, ìàæî-
ðèðóþùåé ρτ . Òàê êàê ‖X‖ = lim

t→0+
µt(X) = sup

t>0
µt(X) > ρτ (X) äëÿ âñåõ X ∈ M, èìååì

ρ(Z) 6 2ρτ (Z) äëÿ âñåõ Z ∈ M̃.

Çàìå÷àíèå 4.1. Ïóñòü E, F � èäåàëüíûå ïðîñòðàíñòâà íà (M, τ) è G = E ∩ F . Åñëè
îòîáðàæåíèÿ ρ1 : E → [0,+∞] è ρ2 : F → [0,+∞] óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó èç óñëîâèèé (i)�
(vi), òî îòîáðàæåíèå ρ : G → [0,+∞], îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé ρ(Z) = max{ρ1(Z), ρ2(Z)}
äëÿ âñåõ Z ∈ G, òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ.

Àâòîð ïðèçíàòåëåí ïðîôåññîðó Â.È. ×èëèíó çà öåííûå ñîâåòû.
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