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П О В Т О Р Е Н И Е  ( О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  И Н Т Е Г РА Л А )  

Как известно, интеграл – это предел интегральных сумм. Он обла-

дает свойствами 

меры: аддитивно-

стью и неотрицатель-

ностью для неотри-

цательных функций. 

Ясно, что инте-

гральная сумма состоит, по сути, из площадей прямоугольников. 

Правда, если функция отрицательна, то и площадь прямоугольника бе-

рется «с минусом». В этом смысле интеграл больше похож не на пло-

щадь, а на электрический заряд, который также аддитивен, но может 

иметь разные знаки. 

В этом разделе мы не будем каждый раз обговаривать существова-

ние интегралов. Все функции считаем «достаточно хорошими», напри-

мер, непрерывными. 
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В Ы Ч И С Л Е Н И Е  П Л О Щ А Д И  

Очевидно, что интеграл можно использовать для вычисления пло-

щади криволинейно трапеции, ограниченной кривой 𝑦 = 𝑓(𝑥) и отрез-

ками прямых y = 0; x = a; x = b. Можно немного обобщить это вычисле-

ние на чуть более общий вид трапеции. Площадь между графиками 

функций, заданных уравнениями 𝑦 = 𝑓(𝑥) и 𝑦 = 𝑔(𝑥) при 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 вы-

ражается интегралом ∫ |𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎
. 

На рисунке графики 𝑦 = 𝑥3 − 2𝑥 и 𝑦 = 2𝑥. Если гра-

ницы трапеций не заданы, их можно найти как точки пе-

ресечения графиков, а именно x = –2, x = 0; x = 2.  

𝑆 = ∫|𝑥3 − 2𝑥 − 2𝑥|𝑑𝑥

2

−2

= ∫(𝑥3 − 4𝑥)𝑑𝑥

0

−2

+ ∫(4𝑥 − 𝑥3)𝑑𝑥

2

0

 

В данном примере части рисунка симметричны, так что  

𝑆 = 2 ∫(4𝑥 − 𝑥3)𝑑𝑥

2

0

= 2 (2𝑥2 −
𝑥4

4
)|

0

2

= 2(8 − 4) = 8 
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Однако это не единственная задача о вычислении площади, которую 

можно решить при помощи интеграла. 

Площадь в полярных координатах 

Пусть криволинейный сектор ограничен лучами 

𝜑 = 𝛼, 𝜑 = 𝛽 и кривой 𝑟 = 𝑟(𝜑). Разобьем промежу-

ток [𝛼, 𝛽] точками 𝛼 = 𝜑0 ≤ 𝜑1 ≤ ⋯ ≤ 𝜑𝑛 = 𝛽, каж-

дый сектор можно приближенно заменить сектором 

круга. В качестве радиуса берём значение r в проме-

жуточной точке, 𝑟𝑖 = 𝑟(𝜉𝑖), 𝜑𝑖−1 ≤ 𝜉𝑖 ≤ 𝜑𝑖. Угол 

сектора равен Δ𝜑𝑖 = 𝜑𝑖 − 𝜑𝑖−1, его площадь – 
1

2
Δ𝜑𝑖𝑟𝑖

2. 

Сумма площадей секторов равна ∑
1

2
Δ𝜑𝑖𝑟𝑖

2(𝜉𝑖)𝑛
𝑖=1  – это интегральная 

сумма функции 
1

2
𝑟2(𝜑) на отрезке [𝛼, 𝛽]. Площадь криволинейного 

сектора равна пределу этих интегральных сумм,  
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𝑆 =
1

2
∫ 𝑟2(𝜑)𝑑𝜑

𝛽

𝛼

 

Параметрически заданная граница 

Пусть граница области описывается уравнениями 

𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏. Будем считать, что 

движение по границе идёт против часовой 

стрелки, это направление в математике считается 

положительным. Площадь внутри границы 

можно разбить на части, ограниченные снизу и 

сверху кусками линии. Заметим, что площадь 

фигуры будет равна интегралу от разности «верхней» и «нижней» 

функций. В нашем примере  

𝑆лев = ∫ (𝑓1(𝑥) − 𝑓2(𝑥))𝑑𝑥
1

0

= − ∫ 𝑓1(𝑥)𝑑𝑥
0

1

− ∫ 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥
1

0

 

Порядок пределов в первом интеграле изменили, чтобы он шел по 
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возрастанию t. Сделаем в каждом интеграле замену 𝑥 = 𝑥(𝑡). Получим 

𝑆лев = − ∫ 𝑦(𝑡)𝑥′(𝑡)𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

− ∫ 𝑦(𝑡)𝑥′(𝑡)𝑑𝑡
𝑡3

𝑡2

= − ∫ 𝑦(𝑡)𝑥′(𝑡)𝑑𝑡
𝑡3

𝑡1

 

Ясно, что так же можно записать интеграл для каждого куска 

фигуры. Окончательно получаем, что  

𝑆 = − ∫ 𝑦(𝑡)𝑥′(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

Провоизводя разбиение горизонтальными прямыми, получим 

аналогичную запись площади  

𝑆 = ∫ 𝑥(𝑡)𝑦′(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

Контрольный вопрос. Почему в этой формуле не нужно писать 

«минус» перед интегралом? 

Комбинируя эти две формулы, можно получить новые. Например, S 

равно полусумме полученных выражений: 
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𝑆 =
1

2
∫ (𝑥(𝑡)𝑦′(𝑡) − 𝑦(𝑡)𝑥′(𝑡))𝑑𝑡

𝑏

𝑎

=
1

2
∫ 𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥

[𝑎,𝑏]

 

Такое подынтегральное выражения характерно для другого инте-

грала, криволинейного интеграла второго рода. В теории таких интегра-

лов мы выясним смысл и источник этой формулы. 
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В Ы Ч И С Л Е Н И Е  О БЪ Ё М А  

Строгое определение понятия «объём» оставим на следующую часть 

курса. Будем пока руководствоваться интуитивным пониманием. 

Рассмотрим трехмерное тело с «хорошей» границей = поверхностью 

(смысл «хорошести» будет раскрыт позже). Поместим его в трехмерное 

декартово пространство, пусть координата x пробегает значения от a до 

b. Выберем разбиение 𝑎 = 𝑥0 ≤ 𝑥1 ≤ ⋯ ≤ 𝑥𝑛 = 𝑏. Плоскости 𝑥 = 𝑥𝑖 

разобьют тело на слои, каждый из которых можно заменить на цилиндр. 

Например, можно считать, что основание цилиндра совпадает с некото-

рым сечением тела. Тогда объём отдельного цилиндра равен 𝑆(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖, а 

всего набора таких цилиндров – ∑ 𝑆(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 , что является интеграль-

ной суммой функции S. Устремляя к 0 мелкость разбиения, получаем 

объём тела: 

𝑉 = lim
𝑑(𝜏)→0

∑ 𝑆(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= ∫ 𝑆(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

  

Конечно, нужно озаботится вопросами сходимости, но это позже. 
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Объём фигуры вращения 

Пусть криволинейная трапеция, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑓(𝑥), a ≤ x ≤ b вращается 

вокруг оси Ox. Сечение 𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 представляет собой круг радиуса 𝑓(𝑥) 

с площадью 𝑆(𝑥) = 𝜋𝑓2(𝑥). Итак,  

𝑉 = 𝜋 ∫ 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

  

Пример. Найти объем тела, полученного вращением области 0 ≤
𝑦 ≤ 𝑥(1 − 𝑥) вокруг оси Oy. В данном случае сечение 𝑦 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 обра-

зует кольцо с радиусами 𝑥1 и 𝑥2, 𝑥1, 𝑥2 – корни уравнения 𝑦 = 𝑥(1 − 𝑥).  

Итак, искомый объём задается интегралом 

𝑉 = 𝜋 ∫ (𝑥2
2(𝑦) − 𝑥1

2(𝑦))𝑑𝑦
1/4

0

  

Осталось подставить значения корней. В силу уравнения 𝑥𝑖
2 = 𝑥𝑖 −

𝑦, то есть 𝑥2
2 − 𝑥1

2 = 𝑥2 − 𝑥1 = √1 − 4𝑦. Окончательно  

𝑉 = 𝜋 ∫ √1 − 4𝑦𝑑𝑦
1/4

0

= 𝜋
2

3
⋅

√(1 − 4𝑦)3

−4
|

0

1/4

=
𝜋

6
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К Р И В Ы Е .  О П И СА Н И Е  

Понятие «линия», хотя и кажется наглядным, не так легко для фор-

мального описания. С одной стороны, кажется, что линия – это что-то 

«одномерное», или, как говорил Евклид «длина без ширины».  

Однако в 20 веке были открыты «одномерные» объекты, которые 

очень трудно интуитивно признать линиями. Например, ковер Серпин-

ского и его трехмерный аналог губка Менгера. Эта последняя имеет ну-

левой объём и бесконечную площадь поверхности.  

Понятие размерности оказалось очень сложным. Математики ввели 

несколько определений, так что разные размерности одного множества 

могут не совпадать. Например, ковер Серпинского имеет топологиче-

скую размерность 1 (как линия) и хаусдорфову размерность 
ln 8

ln 3
≈ 1,89. 

В качестве выхода из ситуации можно рассматривать линию «след 

движения», то есть как непрерывный образ отрезка:  

 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 (1) 

где 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) – непрерывные функции.  

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D1%80%D0%B8%D0%B2%D0%B0%D1%8F
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D1%80%D0%B8%D0%B2%D0%B0%D1%8F
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%BE%D0%B2%D1%91%D1%80_%D0%A1%D0%B5%D1%80%D0%BF%D0%B8%D0%BD%D1%81%D0%BA%D0%BE%D0%B3%D0%BE
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%BE%D0%B2%D1%91%D1%80_%D0%A1%D0%B5%D1%80%D0%BF%D0%B8%D0%BD%D1%81%D0%BA%D0%BE%D0%B3%D0%BE
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%93%D1%83%D0%B1%D0%BA%D0%B0_%D0%9C%D0%B5%D0%BD%D0%B3%D0%B5%D1%80%D0%B0
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Однако и это определение не всегда соответствует нашему представ-

лению о «линии». Например, кривая Пеано заполняет собою целый квад-

рат. Впрочем, она имеет самопересечения. 

Простая кривая – это непрерывный образ отрезка, не имеющий са-

мопересечений. Простая замкнутая кривая – это непрерывный образ от-

резка, имеющий одну «двойную» точку: 𝑥(𝑎) = 𝑥(𝑏), 𝑦(𝑎) = 𝑦(𝑏).  

Многочисленные примеры фракталов показывают нам, что слишком 

изломанная линия может, например, иметь бесконечную длину.  

Многие объекты в природе обладают свойствами фрактала, напри-

мер, побережья, облака, кроны деревьев, снежинки, система кровообра-

щения, альвеолы. Скажем, что такое «длина побережья» какого-либо 

острова? Мы можем измерить ее по карте, но, увеличив масштаб, уви-

дим, что то, что казалось почти отрезком, на самом деле имеет извили-

стую структуру.  

Таким образом, увеличивая масштаб, мы придем к тому, что «гра-

ницу острова» придется проводить между песчинками на берегу (а то и 

между атомами!). 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D1%80%D0%B8%D0%B2%D0%B0%D1%8F_%D0%9F%D0%B5%D0%B0%D0%BD%D0%BE
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D1%80%D0%B0%D0%BA%D1%82%D0%B0%D0%BB
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D1%80%D0%B8%D0%B2%D0%B0%D1%8F_%D0%9A%D0%BE%D1%85%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D1%80%D0%B8%D0%B2%D0%B0%D1%8F_%D0%9A%D0%BE%D1%85%D0%B0
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Значит, приведенное выше определение недостаточно хорошо для 

целей математического анализа.  Будем говорить, что линия (1) непре-

рывно дифференцируема, если у функций 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) существуют не-

прерывные производные, не обращающиеся одновременно в ноль. 

Пример. 𝑥 = 𝑡2 −
1

𝑡
, 𝑦 = 𝑡 −

1

𝑡2.  

Эти уравнения задают две простые кри-

вые, одну при 𝑡 > 0 (синяя линия на гра-

фике), другую при 𝑡 < 0 (зеленая линия на 

графике). 

 

Почему нам важно, чтобы производные 

не обращались в 0 одновременно? Диффе-

ренцируемость кривой предполагает нали-

чие касательной. Вектор (𝑥′(𝑡), 𝑦′(𝑡)) является касательным к кривой. 

Но если он равен 0, то касательной в точке может и не существовать. 
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Пример. 𝑥 = 𝑡3, 𝑦 = 𝑡2 . Как мы ви-

дим, в точке (0; 0), то есть при 𝑡 = 0, 

гладкость кривой нарушается, хотя обе 

функции, ее задающие, являются глад-

кими.  

Замечание. Вообще говоря, уравне-

ния (1) задают так называемую параметризованную кривую. При смене 

параметризации могут появиться ложные особые точки. Например, па-

рабола 𝑥 = 𝑡, 𝑦 = 𝑡2 может быть параметризована как 𝑥 = 𝑡3, 𝑦 = 𝑡6. В 

таком виде точка (0; 0) становится особой. 
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В Ы Ч И С Л Е Н И Е  Д Л И Н Ы  К Р И В О Й  

 

Как ни странно, с помощью интеграла можно считать не только пло-

щади и объёмы, но и длины. Расскажем идею, без строгого обоснования. 

Пусть линия задана параметрически, т.е. уравне-

ниями 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏. Введем разбие-

ние 𝜏 = {𝑡𝑖}, 𝑎 = 𝑡0 ≤ 𝑡1 ≤ ⋯ ≤ 𝑡𝑛 = 𝑏. Тогда каждый 

отрезок кривой можно заменить секущей, длина кото-

рой вычисляется по теореме Пифагора,  

Δ𝑠𝑖 = √(Δ𝑥𝑖)2 + (Δ𝑦𝑖)2 = √(𝑥′(𝜉𝑖))2 + (𝑦′(𝜉𝑖))2Δ𝑡𝑖   
Здесь использовано то, что Δ𝑥𝑖 = 𝑥′(𝑐) Δ𝑡𝑖. Заметьте, что величина 

Δ𝑡𝑖 записана без модуля, параметр рассматривается как возрастающий. 

Суммируя эти выражения, получим интегральную сумму функции 

√(𝑥′(𝑡))2 + (𝑦′(𝑡))2. Переходя к пределу по мелкости разбиение, нахо-

дим, что  
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𝑠 = ∫ √(𝑥′(𝑡))2 + (𝑦′(𝑡))2𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

Подынтегральное выражение можно обозначить как 𝑑𝑠. Можно пе-

ресчитать это выражение для других способах описания кривой. 

𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑑𝑠 = √(𝑥′(𝑡))2 + (𝑦′(𝑡))2𝑑𝑡 

Явная функция 

𝑦 = 𝑓(𝑥), 𝑑𝑠 = √1 + (𝑦′(𝑥))2𝑑𝑥 

Полярные координаты 

𝑟 = 𝑟(𝜑), 𝑥 = 𝑟 cos 𝜑 , 𝑦 = 𝑟 sin 𝜑,  

𝑑𝑥 = cos 𝜑 𝑑𝑟 − 𝑟 sin 𝜑 𝑑𝜑;    𝑑𝑦 = sin 𝜑 𝑑𝑟 + 𝑟 cos 𝜑 𝑑𝜑; 

(𝑑𝑠)2 = (𝑑𝑥)2 + (𝑑𝑦)2 = (𝑑𝑟)2 + 𝑟2(𝑑𝜑)2 = ((𝑟′(𝜑))
2

+ 𝑟2) (𝑑𝜑)2 

Итак,  

𝑑𝑠 = √(𝑟′(𝜑))
2

+ 𝑟2𝑑𝜑 
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Кроме того, можно линию рассмотреть и в трехмерном простран-

стве: если 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑧 = 𝑧(𝑡), то  

𝑑𝑠 = √(𝑥′(𝑡))2 + (𝑦′(𝑡))2 + (𝑧′(𝑡))2𝑑𝑡 
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П Л О Щ А Д Ь  П О В Е РХ Н О С Т И  В РА Щ Е Н И Я  

(Без обоснования) Пусть линия задана параметрически, т.е. уравне-

ниями 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏. Как и в случае длины кривой, впи-

шем в нее ломаную, заданную разбиением 𝜏 = {𝑡𝑖}, 𝑎 = 𝑡0 ≤ 𝑡1 ≤ ⋯ ≤
𝑡𝑛 = 𝑏. При вращении вокруг оси Ox каждый отрезок образует усечен-

ный конус. Можно показать, что его площадь равна  

Δ𝑆𝑖 = 2𝜋
𝑦𝑖−1 + 𝑦𝑖

2
Δ𝑠𝑖 = 2𝜋𝑦(𝜉𝑖)Δ𝑠𝑖 

Суммируя, получаем интегральную сумму функции 2𝜋𝑦(𝑡)𝑠′(𝑡). 

Окончательно:  

𝑆 = 2𝜋 ∫ 𝑦𝑑𝑠
𝑏

𝑎

 

где вместо ds подставляем выражение, подходящее к выбранному опи-

санию функции. 

Заметим, что у нас не разобран случай площади произвольной по-

верхности. Он требует других инструментов (других интегралов). 
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М АС СА  И  Ц Е Н Т Р  М АС С  

Ещё одна аддитивная характеристика – масса. Пока мы рассмотрим 

только массу стержня (тела, толщиной которого можно пренебречь). В 

этом случае можно ввести понятие линейной плотности, то есть плотно-

сти, приходящейся на единицу длины. Плотность отрезка стержня есть 
Δ𝑚

Δ𝑥
. Плотность в точке получим, устремляя Δ𝑥 к нулю. Таким образом, 

𝜌 = 𝑚𝑥
′ . Можно также записать, что Δ𝑚 ≈ 𝑑𝑚 = 𝜌𝑑𝑥. 

Массу можно задать и как предел интегральных сумм.  

Итак, если 𝜌(𝑥) плотность стержня в точке, то 𝑚 = ∫ 𝜌(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
.  

В каком-то смысле любую аддитивную характеристику, (например, 

заряд и т.п.) можно записать как интеграл от плотности соответствую-

щего аддитивного показателя. 

 

Вообще интеграл используется для вычисления огромного количе-

ства физических величин. Рассмотрим только один пример: поиск цен-

тра масс. 

https://youtu.be/kR5iL8lLf8g?t=75
https://youtu.be/kR5iL8lLf8g?t=75


19 

Центр масс – это точка, относительно которой сумма моментов всех 

частей фигуры равна 0. Сначала рассмотрим конечный набор массивных 

точек с массами 𝑚𝑖, находящимися в точках 𝑥𝑖. Пусть центр масс нахо-

дится в точке 𝑥0, тогда  

𝑚1(𝑥1 − 𝑥0) + 𝑚2(𝑥2 − 𝑥0) + ⋯ + 𝑚𝑛(𝑥𝑛 − 𝑥0) = 0 
откуда  

𝑥0 =
𝑚1𝑥1 + 𝑚2𝑥2 + ⋯ + 𝑚𝑛𝑥𝑛

𝑚1 + 𝑚2 + ⋯ + 𝑚𝑛
=

𝑚1𝑥1 + 𝑚2𝑥2 + ⋯ + 𝑚𝑛𝑥𝑛

𝑚
 

Пусть отрезок [𝑎, 𝑏] имеет переменную линейную плотность 𝜌(𝑥). 

Разобьём его на кусочки и будем каждый считать материальной точкой 

с координатой 𝑥𝑖 и массой 𝜌(𝑥𝑖)Δ𝑥𝑖. Числитель дроби перепишется в 

виде ∑ 𝑥𝑖𝜌(𝑥𝑖)Δ𝑥𝑖𝑖  – это интегральная сумма функции 𝑥𝜌(𝑥). Значит, 

центр масс можно найти как отношение двух интегралов: 

𝑥0 =
∫ 𝑥𝜌(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

∫ 𝜌(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 


