
.

Ñ. Ð. Íàñûðîâ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÉ

ÍÅÑÊÎËÜÊÈÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ

Êàçàíü � 2018



ÓÄÊ 515.1

Ðåêîìåíäîâàíî ê îïóáëèêîâàíèþ è ðàçìåùåíèþ

íà ñàéòå Êàçàíñêîãî (Ïðèâîëæñêîãî) ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà

Ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîé êîìèññèè Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè

èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, Ïðîòîêîë � 4 îò 15 ôåâðàëÿ 2018 ã.

Ðåöåíçåíò

êàíäèäàò ôèç.-ìàò. íàóê, äîöåíò Ð. Í. Ãóìåðîâ

Íàñûðîâ Ñ. Ð. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåí-

íûõ: Ó÷åáíîå ïîñîáèå / Ñ. Ð. Íàñûðîâ. � Êàçàíü: Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæ-

ñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, 2018. � 80 ñ.

Äàííîå ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåí-

òîâ, îáó÷àþùèõñÿ â áàêàëàâðèàòå ïî íàïðàâëåíèÿì ¾Ìàòåìàòèêà¿, ¾Ìà-

òåìàòèêà è êîìïüþòåðíûå íàóêè¿. Â íåì èçëàãàþòñÿ îñíîâû äèôôåðåí-

öèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

Ìàòåðèàë ñîîòâåòñòâóåò ïðîãðàììå êóðñà ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿ äëÿ

ñòóäåíòîâ-ìàòåìàòèêîâ, äåéñòâóþùåé â Êàçàíñêîì (Ïðèâîëæñêîì) ôåäå-

ðàëüíîì óíèâåðñèòåòå.

c⃝ Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, 2018

c⃝ Ñ. Ð. Íàñûðîâ, 2018



1 Ïðåäåëû è íåïðåðûâíîñòü

îòîáðàæåíèé â ïðîñòðàíñòâå

Rn (ñâîäêà ðåçóëüòàòîâ)

1.1 Òîïîëîãèÿ è ìåòðèêà â Rn

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rn âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî n -ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî,

ò. å. ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R , ýëåìåíòàìè êîòîðîãî

ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû x èç n âåùåñòâåííûõ ÷èñåë:

x = (x1, x2, . . . , xn).

(Çäåñü âåðõíèé èíäåêñ îçíà÷àåò íå ïîêàçàòåëü ñòåïåíè, à íîìåð ñîîòâåò-

ñòâóþùåé êîîðäèíàòû. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òàêèìè îáîçíà÷åíèÿìè

â ñëó÷àÿõ, êîãäà åñòü âîçìîæíîñòü ïóòàíèöû ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè

(xn ), â äðóãèõ ñëó÷àÿõ èíäåêñû áóäåì ïèñàòü âíèçó.) Ýëåìåíòû x òàê-

æå íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè èëè âåêòîðàìè ïðîñòðàíñòâà Rn . Íàïîìíèì,

êàê ââîäÿòñÿ îïåðàöèè íà ìíîæåñòâå Rn , ïðåâðàùàþùèå åãî â ëèíåéíîå

âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

1) Ñëîæåíèå âåêòîðîâ. Åñëè

x = (x1, x2, . . . , xn) è y = (y1, y2, . . . , yn)

äâà ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðà èç Rn , òî èõ ñóììîé íàçûâàåòñÿ âåêòîð

x+ y := (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn).
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Îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ Rn ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé. Åäèíèöåé â ýòîé

ãðóïïå ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé âåêòîð (0, 0, . . . , 0) , êîòîðûé â îòëè÷èå îò ñêà-

ëÿðíîãî íóëÿ áóäåì îáîçíà÷àòü θ .

2) Óìíîæåíèå íà ñêàëÿðû. Åñëè

x = (x1, x2, . . . , xn), α ∈ R,

òî èõ ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ âåêòîð

αx := (αx1, αx2, . . . , αxn).

Óìíîæåíèå âåêòîðà x íà ñêàëÿð α óäîâëåòâîðÿåò åñòåñòâåííûì óñëîâèÿì

àññîöèàòèâíîñòè è äèñòðèáóòèâíîñòè.

Â Rn ìîæíî ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ïî ïðàâèëó

⟨x, y⟩ :=
n∑

k=1

xkyk,

è íîðìó

∥x∥ :=

√∑n

k=1
(xk)2.

Î÷åâèäíî, ÷òî ∥x∥ =
√

⟨x, x⟩ .
Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x , y ∈ Rn èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Êîøè-

Áóíÿêîâñêîãî

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥ · ∥y∥, x, y ∈ Rn,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðà x è y

ëèíåéíî çàâèñèìû.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè â Rn (ìåòðèêà) ââîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

d(x, y) := ∥x− y∥ =

√∑n

k=1
(xk − yk)2.

Ñðåäè ñâîéñòâ ìåòðèêè îòìåòèì îñîáî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà

∥x− z∥ ≤ ∥x− y∥+ ∥y − z∥.

Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x ∈ Rn (èëè r -îêðåñòíîñòüþ x) íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî

Br(x) := {y ∈ Rn | ∥y − x∥ < r} (r > 0).
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ßñíî, ÷òî Br(x) � ýòî (îòêðûòûé) øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå x .

Ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü (èëè r -îêðåñòíîñòüþ) òî÷êè x � ýòî

ìíîæåñòâî
∨

B r(x) := Br(x) \ {x} .
Ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè â Rn îáëàäàþò íåïåðåñåêàþùèìèñÿ

îêðåñòíîñòÿìè.

Â Rn ìîæíî ââåñòè è äðóãóþ íîðìó

∥x∥1 = max
1≤k≤n

|xk|

è ðàññòîÿíèå

d1(x, y) := ∥x− y∥1 = max
1≤k≤n

|xk − yk|.

Ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

∥x∥1 ≤ ∥x∥ ≤
√
n ∥x∥1, x ∈ Rn.

1.2 Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà â Rn

Òî÷êà a ∈ Rn íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A ⊂ Rn , åñëè

äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ: Bε(a)∩A ̸= ∅ è Bε(a)∩Ac ̸= ∅ .
Òî÷êà a ∈ Rn íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà A , åñëè ∃ ε > 0 :

Bε(a) ⊂ A . Òî÷êà a ∈ Rn íàçûâàåòñÿ âíåøíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà A ,

åñëè ∃ ε > 0 : Bε(a) ⊂ Ac .

Ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà A èëè åãî ãðàíèöà îáî-

çíà÷àåòñÿ AΓ èëè ∂A , ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ òî÷åê èëè âíóòðåííîñòü

� A◦ . Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî Rn = A◦ ∪ AΓ ∪ (Ac)◦ .

Òî÷êà a ∈ Rn íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà A ,

åñëè ∀ε > 0 (Bε(a) ∩ A) ̸= ∅ . Ìíîæåñòâî òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæå-

ñòâà A íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèåì A è îáîçíà÷àåòñÿ A èëè A− . ßñíî, ÷òî

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî A = A ∪ AΓ .

Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè ëþáàÿ òî÷êà A ÿâëÿ-

åòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ýòîãî ìíîæåñòâà.

Ìíîæåñòâî A îòêðûòî ⇐⇒ A = A◦ ⇐⇒ A ∩ AΓ = ∅ .
Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè

òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ. Ìíîæåñòâî A çàìêíóòî ⇐⇒ A = A ⇐⇒ AΓ ⊂ A .
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Ìíîæåñòâî A çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî äîïîëíåíèå

Ac îòêðûòî.

Ïðèìåðû. 1) Èìååì (Rn)Γ = ∅ , ïîýòîìó (Rn)◦ = (Rn)− = Rn .

Ìíîæåñòâî Rn îòêðûòî è çàìêíóòî îäíîâðåìåííî.

2) Èìååì (∅)Γ = ∅ , ïîýòîìó (∅)Γ = (∅)− = ∅ . Ìíîæåñòâî ∅ îòêðû-

òî è çàìêíóòî îäíîâðåìåííî.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ ìíîæåñòâ â Rn , êðîìå ïó-

ñòîãî ìíîæåñòâà è ñàìîãî Rn , êîòîðûå áûëè áû îòêðûòûìè è çàìêíóòû-

ìè îäíîâðåìåííî, íåò.

1.3 Ñâîéñòâà îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ ìíî-

æåñòâ â Rn

Ñíà÷àëà îòìåòèì ñâîéñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â Rn .

1) Ìíîæåñòâà Rn è ∅ îòêðûòû.

2) Îáúåäèíåíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî.

3) Ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â îòêðûòî.

Àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò çàìêíóòûå ìíîæåñòâà.

1) Ìíîæåñòâà Rn è ∅ çàìêíóòû.

2) Ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî.

3) Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî.

Ïðèìåðû îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

1) Øàð Br(a) = {x ∈ Rn | ∥x − a∥ < r} ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì

ìíîæåñòâîì. Åãî ãðàíèöà (Br(a))
Γ = {x ∈ Rn | ∥x − a∥ = r} ÿâëÿåòñÿ

çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì. Çàìûêàíèå (Br(a))
− = {x ∈ Rn | ∥x − a∥ ≤ r}

ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì è íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì øàðîì ðàäè-

óñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå a .

2) Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A = Br(a) ∪ C , ãäå

Br(a) = {(x1, x2) ∈ R2 | (x1 − a1)2 + (x2 − a2)
2 < r2},

C = {(x1, x2) ∈ R2 | (x1 − a1)2 + (x2 − a2)
2 = r2, x1 ≥ a1}.
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Ìíîæåñòâî A íå ÿâëÿåòñÿ íè îòêðûòûì, íè çàìêíóòûì â R2 .

1.4 Ïðåäåëüíûå è èçîëèðîâàííûå òî÷êè

Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A ⊂ Rn , åñëè äëÿ

ëþáîãî ε > 0 èìååì
∨

B ε(a) ∩ A ̸= ∅ . Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé

òî÷êîé ìíîæåñòâà A , åñëè ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî Bε(a)∩A = {a} .
ßñíî ÷òî çàìûêàíèå A ìíîæåñòâà A äåëèòñÿ íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ

ìíîæåñòâà: ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ è ìíîæåñòâî èçîëèðîâàííûõ òî÷åê A .

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî

A = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1} ∪
{(

1 +
1

n
, 0

)
| n ∈ N

}
.

Ëþáàÿ òî÷êà âèäà
(
1 + 1

n , 0
)
ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé A ,

ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê A ñîñòîèò èç çàìêíóòîãî êðóãà {(x, y) ∈
R2 | x2 + y2 ≤ 1} .

1.5 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â Rn è èõ ïðåäåëû

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (xm) â ïðîñòðàíñòâå Rn íàçûâàåòñÿ îòîáðàæå-

íèå x( · ) : N → Rn , êîòîðîå êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó m ñîïîñòàâëÿåò

âåêòîð xm ∈ Rn .

Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xm) , åñëè

∀ ε > 0 ∃N ∈ N : ∀m ≥ N (∥xm − a∥ < ε).

Îòìåòèì ñâîéñòâà ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

1) Åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà. Åñëè (xm) → a è (xm) → b , òî a = b .

2) Åñëè (xm) → a , òî è ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xmk
) → a .

Íàîáîðîò, åñëè èç ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xmk
) ìîæíî âûäåëèòü

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xmkj
) , ñõîäÿùóþñÿ ê a , òî è âñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü (xm) → a .

3) Ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà, ò. å. åñëè

(xm) → a , òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà M > 0 òàêàÿ, ÷òî ∥xm∥ ≤M , m ≥ 1 .
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Òåîðåìà 1 (õàðàêòåðèçàöèÿ òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ è ïðå-

äåëüíûõ òî÷åê ÷åðåç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). 1) Òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ

òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà A ⊂ Rn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xm) òî÷åê ìíîæåñòâà A , ñõîäÿùà-

ÿñÿ ê a .

2) Òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A ⊂ Rn òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xm) òî÷åê

ìíîæåñòâà A \ {a} , ñõîäÿùàÿñÿ ê a .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü xm = (x1m, x
2
m, . . . , x

n
m) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

â Rn . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê xm ñõîäèòñÿ ê a = (a1, a2, . . . , an)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî k , 1 ≤ k ≤ n , èìååò ìåñòî

ñõîäèìîñòü xkm → ak .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xm íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè

∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀ l,m ≥ N (∥xl − xm∥ < ε).

Òåîðåìà 3 (êðèòåðèé Êîøè). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xm ñõîäèò-

ñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ôóíäàìåíòàëüíà.

Òåîðåìà Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà äëÿ Rn . Èç ëþáîé îãðàíè-

÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â Rn ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xm = (x1m, x
2
m, . . . , x

n
m) îãðàíè÷åíà. Òîãäà

ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà M > 0 òàêàÿ, ÷òî ∥xm∥ ≤ M , m ≥ 1 . Â ñèëó

ñâîéñòâ íîðì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ∥xm∥1 ≤ ∥xm∥ , îòêóäà ïîëó÷àåì

∥xm∥1 ≤ M , ò. å. max |xkm| ≤ M , m ≥ 1 . Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî k ÷èñëî-

âàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xkm îãðàíè÷åíà. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1m
îãðàíè÷åíà, òî ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà äëÿ R ñóùåñòâóåò åå

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1m1
, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó a1 . Ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü x2m1
îãðàíè÷åíà, ïîýòîìó ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà

äëÿ R ñóùåñòâóåò åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü x2m2
, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðî-

ìó ÷èñëó a2 . Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, â ðåçóëüòàòå ïîñòðîèì òàêóþ ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xmn
, äëÿ êîòîðîé xkmn

ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó

ak äëÿ âñåõ k , 1 ≤ k ≤ n . Ïî òåîðåìå 2 xmn
→ a = (a1, a2, . . . , an) .
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1.6 Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà â Rn

Ñåìåéñòâî (Ui)i∈I ïîäìíîæåñòâ Rn íàçûâàåòñÿ ïîêðûòèåì ìíîæå-

ñòâà A ⊂ Rn , åñëè A ⊂ ∪i∈IUi . Åñëè ê òîìó æå âñå Ui � îòêðûòûå

ìíîæåñòâà, òî ïîêðûòèå (Ui)i∈I íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì. Åñëè I � êî-

íå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ïîêðûòèå (Ui)i∈I íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì.

Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè èç ëþáîãî åãî îòêðû-

òîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíûì, åñëè èç ëþ-

áîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xm ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A ìîæíî âûäåëèòü

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xmk
, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó ìíîæå-

ñòâà A .

Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèòñÿ â íåêîòî-

ðîì øàðå. Â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî öåíòð

øàðà ðàñïîëàãàåòñÿ â òî÷êå θ .

Òåîðåìà. Ïóñòü A ⊂ Rn . Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) ìíîæåñòâî A êîìïàêòíî;

(2) ìíîæåñòâî A ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíî;

(3) ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî.

Äèàìåòðîì ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

d(A) := sup
x,y∈A

∥x− y∥.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà d(A) < +∞ .

Ïðèìåðû. 1) Äèàìåòð øàðà Br(a) ðàâåí d(Br(a)) = 2r .

2) Ïóñòü Q = [0, 1]n � åäèíè÷íûé êóá â ïðîñòðàíñòâå Rn . Åãî

äèàìåòð d(Q) =
√
n .

Òåîðåìà. Ïóñòü A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . . � óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ â Rn , ïðè÷åì d(Ak) → 0 ,

k → ∞ . Òîãäà ñóùåñòâóåò îäíà è òîëüêî îäíà òî÷êà x0 , ïðèíàäëåæà-

ùàÿ âñåì Ak , ò. å. ∩∞
k=1Ak = {x0} .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî k ôèêñèðóåì òî÷êó xk ∈ Ak . Åñ-

ëè l > k , òî xl ∈ Al ⊂ Ak . Çíà÷èò, òî÷êè xl , xk ∈ Ak . Òîãäà

∥xk − xl∥ ≤ d(Ak) → 0 , k → ∞ . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xk ôóíäàìåíòàëüíà â Rn , ñëåäîâàòåëüíî ïî êðèòåðèþ Êîøè ñõîäèòñÿ ê

íåêîòîðîìó x0 . Òàê êàê xl ∈ Ak , l ≥ k , òî x0 = liml→∞ xl ∈ A−
k . Ìíî-

æåñòâî Ak êîìïàêòíî, ïîýòîìó çàìêíóòî, ò. å. A−
k = Ak . Èòàê, x0 ∈ Ak ,

k ≥ 1 .

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî òàêàÿ òî÷êà åäèíñòâåííà. Ïðåäïîëîæèì

ïðîòèâíîå. Åñëè äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè x0 , x
′
0 ïðèíàäëåæàò âñåì Ak , òî

d(Ak) ≥ ∥x0 − x′0∥ > 0 , k ≥ 1 . Íî òîãäà d(Ak) ̸→ 0 , k → ∞ . Ïîëó÷åííîå

ïðîòèâîðå÷èå ïîëíîñòüþ äîêàçûâàåò òåîðåìó.

1.7 Îòîáðàæåíèÿ ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ

Ïóñòü n , m ∈ N , ìíîæåñòâî A ⊂ Rn . Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ôóíê-

öèþ f : A→ Rm . Çàïèøåì f ïîêîìïîíåíòíî:

y = f(x) = (f 1(x), f 2(x), . . . , fm(x)) =

= (f 1(x1, x2, . . . , xn), f
2(x1, x2, . . . , xn), . . . , f

m(x1, x2, . . . , xn)).

Ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîðíóþ ôóíêöèþ âåêòîðíîãî ïå-

ðåìåííîãî èëè, ïî-äðóãîìó, âåêòîðíóþ ôóíêöèþ n ïåðåìåííûõ x1 ,

x2, . . . , xn . Åñëè m = 1 , òî f íàçûâàþò ñêàëÿðíîé ôóíêöèåé âåêòîðíîãî

ïåðåìåííîãî x = (x1, x2, . . . , xn) èëè (ñêàëÿðíîé) ôóíêöèåé n ïåðåìåí-

íûõ x1 , x2, . . . , xn . Åñëè n = 1 , òî f íàçûâàþò âåêòîðíîé ôóíêöèåé

ñêàëÿðíîãî ïåðåìåííîãî x èëè îäíîãî âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî. ×àñòî

âìåñòî òåðìèíà ¾âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ¿ áóäåì óïîòðåáëÿòü òåðìèí ¾îòîá-

ðàæåíèå¿.

Ïðèìåðû. 1) Ôóíêöèÿ, äåéñòâóþùàÿ ïî ïðàâèëó

f : (x, y) 7→ (xy, sinxey, x2 + y2),

îòîáðàæàåò R2 â R3 .
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2) Ôóíêöèÿ f(x, y) = ln(x2 + y2) � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ äâóõ

ïåðåìåííûõ x è y .

3) Ôóíêöèÿ x 7→ (arcsinx, arccosx, x2) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé ôóíê-

öèåé îäíîãî âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî x .

1.8 Ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå

Ïóñòü A ⊂ Rn , f : A → Rm . Ïóñòü òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé

òî÷êîé ìíîæåñòâà A . Ïóñòü y ∈ Rm . Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : ∀x ∈ A (0 < ∥x−x0∥ < δ ⇒ ∥f(x)− y0∥ < ε).

2) Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê (xk) èç ìíîæåñòâà A\{x0}
èìååò ìåñòî èìïëèêàöèÿ xk → x0 ⇒ f(xk) → y0 .

3) ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : f(A ∩
∨

B δ(x0)) ⊂ Bε(y0) .

Ëþáîå èç ýòèõ òðåõ óñëîâèé ìîæíî ïðèíÿòü çà îïðåäåëåíèå ïðåäåëà

ôóíêöèè â òî÷êå: limx→x0
f(x) = y0 .

Äëÿ ïðåäåëîâ âåêòîðíûõ ôóíêöèé âåêòîðíîãî àðãóìåíòà ñïðàâåä-

ëèâû ñâîéñòâà, àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâàì ïðåäåëîâ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé

âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà: òåîðåìû î ïðåäåëå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè, ïðî-

èçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî (ïðè m = 1), ñëîæíîé ôóíêöèè. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà (êðèòåðèé Êîøè). Ïóñòü A ⊂ Rn , f : A → Rm è

òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A . Äëÿ òîãî ÷òîáû

ñóùåñòâîâàë ïðåäåë limx→x0
f(x) , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : ∀x, x′ ∈ A \ {x0} (∥x′ − x′′∥ < δ ⇒ ∥f(x′)− f(x′′)∥ < ε).

Åñëè y = f(x) = (f 1(x), f 2(x), . . . , fm(x)) , òî limx→x0
f(x) ñóùå-

ñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî l , 1 ≤ l ≤ m , ñóùåñòâóåò

limx→x0
f l(x) . Ïðè ýòîì

lim
x→x0

f(x) = ( lim
x→x0

f 1(x), lim
x→x0

f 2(x), . . . , lim
x→x0

fm(x)).
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1.9 Íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèé â òî÷êå

Îòîáðàæåíèåf : A→ Rm , A ⊂ Rn , íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â òî÷êå

x0 ∈ A , åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé:

1) ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : ∀x ∈ A (∥x− x0∥ < δ ⇒ ∥f(x)− f(x0)∥ < ε).

2) Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê (xk) èç ìíîæåñòâà A èìå-

åò ìåñòî èìïëèêàöèÿ xk → x0 ⇒ f(xk) → f(x0) .

Ïóñòü y = f(x) = (f 1(x), f 2(x), . . . , fm(x)) . Îòîáðàæåíèå f íåïðå-

ðûâíî â òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî l , 1 ≤ l ≤ m ,

ñêàëÿðíûå ôóíêöèè f l íåïðåðûâíû â òî÷êå x0 .

Ïóñòü x0 = (x10, x
2
0, . . . , x

n
0) ∈ A . Äëÿ ëþáîãî p , 1 ≤ p ≤ n , ðàñ-

ñìîòðèì âåêòîðíóþ ôóíêöèþ ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà t :

gp(t) = f(x10, x
2
0, . . . , x

p−1
0 , t, xp−1

0 , . . . , xn0).

Åñëè äëÿ ëþáîãî p , 1 ≤ p ≤ n , ôóíêöèÿ gp íåïðåðûâíà â òî÷êå xp0 , òî

ãîâîðÿò, ÷òî f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 ïî êàæäîé ïåðåìåííîé. Â îòëè-

÷èå îò íåïðåðûâíîñòè ïî êàæäîé ïåðåìåííîé, îáû÷íóþ íåïðåðûâíîñòü

íàçûâàþò íåïðåðûâíîñòüþ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ.

ßñíî, ÷òî èç íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðå-

ìåííûõ ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ïî êàæäîé ïåðåìåííîé. Îáðàòíîå íåâåð-

íî.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x, y) =


xy

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå R2 \ {(0, 0)} . Òàê
êàê f(x, 0) ≡ 0 , f(0, y) ≡ 0 , òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå (0, 0) ïî

êàæäîé ïåðåìåííîé â îòäåëüíîñòè.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ, òåì íå ìåíåå, íåïðåðûâ-

íîé ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ â òî÷êå (0, 0) . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê (1k ,
1
k) , ñòðåìÿùóþñÿ ê (0, 0) . Èìååì

f

(
1

k
,
1

k

)
=

1

2
̸→ f(0, 0) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, f íå íåïðåðûâíà â òî÷êå (0, 0) .

Êàê è â ñëó÷àå âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî

ââîäèòñÿ ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ íà ìíîæåñòâå.

Ñâîéñòâà îòîáðàæåíèé, íåïðåðûâíûõ â òî÷êå (íà ìíîæåñòâå).

1) Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé íåïðåðûâíà.

2) Ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå (åñëè çíàìåíàòåëü íå îáðàùàåòñÿ â

íóëü) íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé íåïðåðûâíî.

3) Ñóïåðïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé íåïðåðûâíà.

1.10 Ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà

êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå

Òåîðåìà 1. Åñëè f : A→ R íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ìíîæåñòâî A ⊂ Rn

êîìïàêòíî, òî f(A) � êîìïàêòíî.

Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : A → R ,
îïðåäåëåííàÿ íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå A ⊂ Rn , ÿâëÿåòñÿ îãðàíè-

÷åííîé è ïðèíèìàåò íà A ñâîè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ.

Òåîðåìà Êàíòîðà. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : A→ R , îïðåäåëåí-
íàÿ íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå A ⊂ Rn , ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðå-

ðûâíîé, ò. å.

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : ∀x′, x′′ ∈ A (∥x′ − x′′∥ < δ ⇒ ∥f(x′)− f(x′′)∥ < ε).

Ìíîæåñòâî A ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ

òî÷åê a , b ∈ A ñóùåñòâóåò êðèâàÿ â A , ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè a è b .

Òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè. Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ f : A→ R îïðåäåëåíà íà ëèíåéíî ñâÿçíîì ìíîæåñòâå A ⊂ Rn .
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Òîãäà äëÿ ëþáûõ a , b ∈ A ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò ëþáîå çíà÷åíèå, ëå-

æàùåå ìåæäó f(a) è f(b) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî f(a) ≤
f(b) . Åñëè f(a) = f(b) , òî äîêàçàòåëüñòâî òðèâèàëüíî. Åñëè f(a) < f(b) ,

òî ïóñòü γ ∈ [f(a), f(b)] . Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà c èç ìíîæå-

ñòâà A òàêàÿ, ÷òî f(c) = γ . Òàê êàê A ëèíåéíî ñâÿçíî, òî ñóùåñòâóåò

êðèâàÿ ñ ïðåäñòàâëåíèåì x : [0, 1] → A , ñîåäèíÿþùàÿ a è b , ò. å. òàêàÿ,

÷òî x(0) = a , x(1) = b . Ðàññìîòðèì ñëîæíóþ ôóíêöèþ y = f(x(t)) ,

0 ≤ t ≤ 1 . Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [0, 1] , ïðè ýòîì

f(x(0)) = f(a) , f(x(1)) = f(b) . Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Êîøè î ïðîìåæó-

òî÷íîì çíà÷åíèè ñóùåñòâóåò òî÷êà t0 ∈ [0, 1] òàêàÿ, ÷òî f(x(t0)) = γ .

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîëîæèòü c = x(t0) . Òåîðåìà äîêàçàíà.
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2 Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñêàëÿð-

íûõ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïå-

ðåìåííûõ

2.1 ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f : U → R , ãäå U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn .

Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé áàçèñ èç åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ â Rn :

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0),

e2 = (0, 1, 0, . . . , 0),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

en = (0, 0, 0, . . . , 1).

Äëÿ ëþáîãî k , 1 ≤ k ≤ n , îïðåäåëèì ÷àñòè÷íîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè f

âäîëü k -é êîîðäèíàòû â òî÷êå x = (x1, x2, . . . , xn) :

∆kf(t) := f(x+ tek)− f(x) =

= f(x1, x2, . . . , xk−1, xk + t, xk+1, . . . , xn)− f(x1, x2, . . . , xn).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè t äîñòàòî÷íî ìàëîå ïî ìîäóëþ âåùåñòâåííîå ÷èñëî, òî

òî÷êà x+ tek ëåæèò â U è âûðàæåíèå ∆kf(t) èìååò ñìûñë.

Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë limt→0
∆kf(t)

t , òî ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ

÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå x ïî ïåðåìåííîé xk è îáîçíà-

÷àåòñÿ ∂f(x)
∂xk

. Òàêèì îáðàçîì,

∂f(x)

∂xk
= lim

t→0

∆kf(t)

t
= lim

t→0

f(x+ tek)− f(x)

t
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èëè â áîëåå ðàçâåðíóòîì âèäå

∂f(x)

∂xk
= lim

t→0

f(x1, x2, . . . , xk−1, xk + t, xk+1, . . . , xn)− f(x1, x2, . . . , xn)

t
.

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòè÷íîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè f

âäîëü k -é êîîðäèíàòû è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂f(x)
∂xk

çàâè-

ñÿò òîëüêî îò çíà÷åíèé ôóíêöèè â òî÷êàõ âèäà x+ tek , ïîïàäàþùèõ â U ,

ò. å. îò çíà÷åíèé ôóíêöèè â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé

Lk
x := {x+ tek, t ∈ R},

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó x è ïàðàëëåëüíîé k -é êîîðäèíàòíîé îñè, è ìíî-

æåñòâà U .

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ââåñòè ôóíêöèè

gk(t) := f(x1, x2, . . . , xk−1, xk + t, xk+1, . . . , xn),

hk(τ) := f(x1, x2, . . . , xk−1, τ, xk+1, . . . , xn),

òî
∂f(x)

∂xk
= g′k(0) = h′k(xk).

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âû÷èñëÿòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè êàê

ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, åñëè ñ÷èòàòü äðóãèå ïåðåìåí-

íûå êîíñòàíòàìè!

Ïðèìåðû. 1) Ïóñòü f(x, y) = xy sinx . Òîãäà, ñ÷èòàÿ y êîíñòàíòîé

è äèôôåðåíöèðóÿ ïî x , ïîëó÷àåì

∂f(x, y)

∂x
= y(sinx+ x cosx).

Àíàëîãè÷íî,
∂f(x, y)

∂y
= x sinx.

2) Ïóñòü f(x) = ∥x∥ =
√
x21 + x22 + · · ·+ x2n , x ∈ Rn . Òîãäà

∂f(x)

∂xk
=

1

2
· 1√

x21 + x22 + · · ·+ x2n
· 2xk =

xk
∥x∥

, ∥x∥ ̸= 0.
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Ïóñòü ñóùåñòâóþò âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f â òî÷êå x ,

è ýòè ïðîèçâîäíûå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè ÷èñëàìè. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2) èç

ýòîãî âûòåêàåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèé hk â òî÷êàõ xk . Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè hk íåïðåðûâíû â òî÷êàõ xk , à ýòî âëå÷åò íåïðåðûâ-

íîñòü ôóíêöèè f ïî êàæäîé ïåðåìåííîé xk â òî÷êå x . Îäíàêî, â ñèëó

çàìå÷àíèÿ 1) èç ñóùåñòâîâàíèÿ âñåõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè f â

òî÷êå x íå ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f â òî÷êå x ïî ñîâîêóïíî-

ñòè ïåðåìåííûõ. Âîîáùå íè÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü î ïîâåäåíèè ôóíêöèè â

îêðåñòíîñòè òî÷êè x âíå ∪n
k=1Lk

x .

2.2 Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèé íåñêîëü-

êèõ ïåðåìåííûõ

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ f : D → R , îïðåäåëåííàÿ íà îòêðûòîì

ìíîæåñòâå D ⊂ R äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 ∈ D , åñëè

∆f(x0) := f(x0 + h)− f(x0) = a · h+ o(h), h→ 0.

Åñëè f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 , òî a = f ′(x0) . Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ

y = a(x−x0)+y0 , ãäå y0 = f(x0) , ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì êàñàòåëüíîé ê ãðà-

ôèêó ôóíêöèè f â òî÷êå x0 . Ñîîòâåòñòâèå h 7→ a · h ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì

îòîáðàæåíèåì, òåñíî ñâÿçàííûì ñ óðàâíåíèåì êàñàòåëüíîé, êîòîðîå ïåðå-

ïèøåì â íåñêîëüêî èçìåíåííîì âèäå y − y0 = a(x− x0) èëè ∆y = a ·∆x
(∆x = h).

Ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå äîïóñêàåò åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå

íà ñëó÷àé ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Êàê ìû îòìå÷àëè âûøå, èç

ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå íå ñëåäóåò äàæå

íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå. Ïîýòîìó ïðè ââåäåíèè ïîíÿòèÿ

äèôôåðåíöèðóåìîñòè íóæíî ðàññìàòðèâàòü âñåâîçìîæíûå ìàëûå ñäâèãè

h òî÷êè x0 , à íå òîëüêî âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé.

Èòàê, ïóñòü f : U → R , U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå

Rn è òî÷êà x0 = (x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n ) ∈ U . Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ äèô-

ôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0 , åñëè ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû a1 , a2, . . . , an

òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ h = (h1, h2, . . . , hn) òàêèõ, ÷òî x0 ∈ U , èìååò ìåñòî
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ðàâåíñòâî

∆f(x0) := f(x0 + h)− f(x0) =
n∑

k=1

akhk + o(∥h∥), ∥h∥ → 0. (2.1)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 , òî åå ïðè-

ðàùåíèå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé âûðàæåíèÿ
∑n

k=1 akhk , ëèíåéíî çàâèñÿùåãî îò

ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòà h , è âåëè÷èíû ïîðÿäêà ìàëîñòè áîëüøå, ÷åì ∥h∥ .
Âûðàæåíèå

∑n
k=1 akhk íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f â

òî÷êå x0 è îáîçíà÷àåòñÿ df(x0) . Êîìïîíåíòû hk âåêòîðà h íàçûâàþòñÿ

äèôôåðåíöèàëàìè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x1 , x2, . . . , xn è îáîçíà÷àþò-

ñÿ dxk . Òàêèì îáðàçîì,

df(x0) =
n∑

k=1

akdxk.

Äèôôåðåíöèàë ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ âûðàæåíèå, ëèíåéíî çàâèñÿùåå îò

dxk = hk . Âûÿñíèì ñìûñë êîíñòàíò ak , âõîäÿùèõ â âûðàæåíèå äëÿ

äèôôåðåíöèàëà. Ïîêàæåì, ÷òî îíè ñîâïàäàþò ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

ôóíêöèè f â òî÷êå x0 ïî ïåðåìåííûì xk , 1 ≤ k ≤ n .

Òåîðåìà (íåîáõîäèìîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè). Åñ-

ëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 ∈ U , òî f íåïðåðûâíà â

òî÷êå x0 è â ýòîé òî÷êå x0 ñóùåñòâóþò âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂f(x0)
∂xk

, ïðè÷åì ∂f(x0)
∂xk

= ak , 1 ≤ k ≤ n , ò. å.

df(x0) =
n∑

k=1

∂f(x0)

∂xk
dxk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 ,

òî èìååò ìåñòî (2.1), îòêóäà

∆f(x0) = f(x0 + h)− f(x0) =
n∑

k=1

akhk + o(∥h∥), ∥h∥ → 0. (2.2)

Åñëè ∥h∥ → 0 , òî âñå hk → 0 è
∑n

k=1 akhk → 0 . Êðîìå òîãî, ïî îïðåäå-

ëåíèþ o(∥h∥) → 0 , ∥h∥ → 0 . Â ñèëó (2.2) ∆f(x0) → 0 , ∥h∥ → 0 , à ýòî

îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f â òî÷êå x0 .
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Ïîëîæèì òåïåðü h = tek , t ∈ R . Òîãäà ∥h∥ = |t| , hj = 0 . j ̸= k ,

hk = t è â ñèëó (2.2)

f(x0 + tek)− f(x0) = akt+ o(|t|), t→ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ

gk(t) := f(x0 + tek) = f(x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
k−1, x

(0)
k + t, x

(0)
k+1, . . . , x

(0)
n )

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t = 0 , åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà ak , ò. å. ñóùåñòâó-

åò ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂f(x0)
∂xk

= ak . Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.3 Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèðóå-

ìîñòè

ôóíêöèè â òî÷êå

Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè f â òî÷êå x0 îçíà÷àåò, ÷òî ïðèðà-

ùåíèå ôóíêöèè f â ýòîé òî÷êå âåäåò ñåáÿ ïî÷òè (ò. å. ñ òî÷íîñòüþ äî

âåëè÷èí, áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðèðàùåíèåì) êàê ëèíåéíàÿ

ôóíêöèÿ îò ïðèðàùåíèé êîîðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàôèê ôóíêöèè âå-

äåò ñåáÿ ïî÷òè êàê ãðàôèê ôóíêöèè

y = f(x0) +
n∑

k=1

ak

(
xk − x

(0)
k

)
, ãäå

∂f(x0)

∂xk
= ak.

Ãðàôèê ôóíêöèè, çàäàâàåìîé ïîñëåäíèì óðàâíåíèåì, ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé ãèïåðïëîñêîñòü â Rn . Ýòà ãèïåðïëîñêîñòü íàçûâàåòñÿ ïëîñêîñòüþ,

êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè f â òî÷êå x0 .

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x, y) =
√

|xy| , (x, y) ∈ R2 . Ó

ýòîé ôóíêöèè ñóùåñòâóþò íóëåâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå (0, 0) ,

òàê êàê

f(x, 0) ≡ 0, f(0, y) ≡ 0.

Äîêàæåì, ÷òî f íå äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (0, 0) . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ìû áû èìåëè df(0, 0) = 0 · dx + 0 · dy ≡ 0 è òîãäà äëÿ ïðèðàùåíèÿ
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h = (h1, h2) âûïîëíÿëîñü áû ðàâåíñòâî

f(h) = f(h)− f(0) = df(0, 0) + o(∥h∥) = o(∥h∥), ∥h∥ → 0.

Äîêàæåì, ÷òî

f(h) ̸= o(∥h∥), ∥h∥ → 0. (2.3)

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü hm =
(
1
m ,

1
m

)
. Ïðè m → ∞

èìååì hm → (0, 0) , íî

f(hm)

∥hm∥
=

1√
2
̸→ 0, m→ ∞.

Ýòî äîêàçûâàåò (2.3).

Òåîðåìà (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè

ôóíêöèè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f : U → R , U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî

â Rn , è â íåêîòîðîé δ -îêðåñòíîñòè òî÷êè x ∈ U ñóùåñòâóþò

âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f . Åñëè ýòè ïðîèçâîäíûå ÿâëÿ-

þòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè â òî÷êå x , òî òîãäà ôóíêöèÿ f

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ìíîæåñòâî U îòêðûòî è x ∈ U , ñóùå-

ñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî Bδ(x) ⊂ U . Ðàññìîòðèì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè

f òî÷êå x , ñîîòâåòñòâóþùåå âåêòîðó h =
∑n

k=1 hkek . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

∥h∥ < δ . Ââåäåì âåêòîðà

h(j) =

j∑
k=1

hkek = (h1, h2, . . . , hj, 0, 0, . . . , 0), 1 ≤ j ≤ n.

ßñíî, ÷òî h(n) = h . Ïîëîæèì h(0) = θ . Òàê êàê ∥h(j)∥ ≤ ∥h∥ < δ , òî äëÿ

ëþáîãî 1 ≤ j ≤ n èìååì x+ h(j) ∈ Bδ(x) ⊂ U . Òîãäà

∆f(x) = f(x+ h)− f(x) = f(x+ h(n))− f(x+ h(0)) =

=
n∑

j=1

(
f(x+ h(j))− f(x+ h(j−1))

)
. (2.4)

Î÷åâèäíî, ÷òî h(j) = h(j−1) + hjej , 1 ≤ j ≤ n . Òî÷êè x+ h(j−1) + tej ïðè

t ∈ [0;hj] ëåæàò íà îòðåçêå ñ êîíöàìè h(j−1) è h(j−1) . Ïîñêîëüêó êîíöû
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îòðåçêà ëåæàò â Bδ(x) , òî è âåñü îòðåçîê ëåæèò â Bδ(x) . Ðàññìîòðèì

ôóíêöèþ gj(t) := f(x+h(j−1)+ tej) , t ∈ [0;hj] . Òàê êàê ôóíêöèÿ f èìååò

÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∂f/∂xj âî âñåõ òî÷êàõ èç Bδ(x) , òî ôóíêöèÿ gj

äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [0;hj] è

g′j(t) =
∂f(x+ h(j−1) + tej)

∂xj
, t ∈ [0;hj].

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé Ëàãðàíæà ïîëó÷àåì

f(x+ h(j))− f(x+ h(j−1)) = gj(hj)− gj(0) = g′j(ξj)hj =

=
∂f(x+ h(j−1) + ξjej)

∂xj
hj (2.5)

äëÿ íåêîòîðîãî ξj ∈ (0;hj) .

Åñëè ∥h∥ → 0 , òî ξj → 0 , x+h(j−1)+ ξjej → x è â ñèëó íåïðåðûâ-

íîñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè f â òî÷êå x

∂f(x+ h(j−1) + ξjhjej)

∂xj
→ ∂f(x)

∂xj
,

ïîýòîìó
∂f(x+ h(j−1) + ξjhjej)

∂xj
=
∂f(x)

∂xj
+ o(1). (2.6)

Èç (2.4), (2.5) è (2.6) ïîëó÷àåì

∆f(x) =
n∑

j=1

(
∂f(x)

∂xj
+ o(1)

)
hj =

=
n∑

j=1

∂f(x)

∂xj
hj +

n∑
j=1

o(hj) =
n∑

j=1

∂f(x)

∂xj
hj + o(∥h∥).

Ýòî äîêàçûâàåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè f â òî÷êå x . Òåîðåìà äî-

êàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Íåïðåðûâíîñòü ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íå ÿâëÿåòñÿ

íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f â òî÷êå x , äàæå

åñëè îíè ñóùåñòâóþò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x .
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Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x) =

 ∥x∥2 sin 1

∥x∥
, x ̸= θ,

0, x = θ.

Ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå 0 , òàê êàê

f(x)− f(θ) = f(x) = ∥x∥2 sin 1

∥x∥
= ∥x∥2O(1) = o(∥x∥), ∥x∥ → 0.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî äèôôåðåíöèàë â òî÷êå x = θ ðàâåí

íóëþ, ïîýòîìó âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f â ýòîé òî÷êå ðàâíû

íóëþ. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñóùåñòâóþò è âî âñåõ äðóãèõ òî÷êàõ íî îíè

íå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè â òî÷êå x = θ . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ̸= θ ,

òî

∂f(x)

∂xk
= 2xk sin

1

∥x∥
+ ∥x∥2 cos 1

∥x∥

(
− 1

∥x∥2

)
∂∥x∥
∂xk

=

= 2xk sin
1

∥x∥
− xk

∥x∥
cos

1

∥x∥
.

Îäíàêî íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëîâ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè x → θ , òàê

êàê, âî-ïåðâûõ,

lim
x→θ

xk sin
1

∥x∥
= 0

â ñèëó òîãî, ÷òî xk → 0 è sin 1
∥x∥ = O(1) , x → θ , à âî-âòîðûõ, íî íå

ñóùåñòâóåò

lim
x→θ

xk
∥x∥

cos
1

∥x∥
(äîêàæèòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî!).

Ôóíêöèÿ f : U → R íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé íà ìíîæå-

ñòâå U , åñëè f äèôôåðåíöèðóåìà â ëþáîé òî÷êå ìíîæåñòâà U . Ôóíê-

öèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íà U , åñëè åå ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå ñóùåñòâóþò è ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè íà U .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x , åñëè åå

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñóùåñòâóþò è ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè x .
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2.4 Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñëîæíîé ôóíêöèè

Ïóñòü ôóíêöèÿ f : U → R , U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn , âåêòîð-

ôóíêöèÿ x : I → U , ãäå I � íåêîòîðûé ÷èñëîâîé ïðîìåæóòîê â R . Áó-

äåì íàçûâàòü ôóíêöèþ x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) äèôôåðåíöèðóåìîé

(íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé) â òî÷êå t , åñëè âñå êîìïîíåíòû xk(t) �

âåùåñòâåííûå ôóíêöèè âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî � äèôôåðåíöèðóåìû

(íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû) â òî÷êå t . Îáîçíà÷èì f̂(t) = f(x(t)) ,

t ∈ I .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ x : I → U äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå

t , ôóíêöèÿ f : U → R äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x(t) , òîãäà ôóíêöèÿ

f̂ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t è

df̂(t)

dt
=

n∑
k=1

∂f(x(t))

∂xk

dxk(t)

dt
. (2.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå

x = x(t) , òî

∆f(x) = f(x)− f(x) =
n∑

k=1

∂f(x)

∂xk
(xk − xk) + o(∥x− x∥), x→ x.

Ïóñòü x = x(t + ∆t) , òîãäà â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé xk(t)

â òî÷êå t èìååì

xk − xk = xk(t+∆t)− x(t) =
dxk(t)

dt
∆t+ o(∆t), ∆t→ 0.

Ïóñòü T := {∆t ∈ R | x(t+∆t) ̸= x(t)} .
1) Åñëè ∆t ∈ T , òî

f̂(t+∆t)− f̂(t) = f(x(t+∆t))− f(x(t)) =

=
n∑

k=1

∂f(x(t))

∂xk
(xk(t+∆t)− xk(t)) + o(∥x− x∥) =

=
n∑

k=1

∂f(x(t))

∂xk

dxk(t)

dt
∆t+

n∑
k=1

∂f(x(t))

∂xk
o(∆t) + o(∥x− x∥), (2.8)
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∆t→ 0 . ßñíî, ÷òî

n∑
k=1

∂f(x(t))

∂xk
o(∆t) = o(∆t), ∆t→ 0.

Ïîêàæåì, ÷òî

o(∥x− x∥) = o(∆t), ∆t ∈ T, ∆t→ 0. (2.9)

Èìååì

lim
∆t→0,∆t∈T

o(∥x− x∥
|∆t|

= lim
x→x

o(∥x− x∥
∥x− x∥

lim
∆t→0

∥x− x∥
|∆t|

.

Òàê êàê

lim
x→x

o(∥x− x∥
∥x− x∥

= 0,

lim
∆t→0

∥x− x∥
|∆t|

= lim
∆t→0

√√√√ n∑
k=1

(
xk − xk

∆t

)2

=

√√√√ n∑
k=1

(x′k(t))
2,

òî èìååò ìåñòî (2.9).

Èç (2.8), (2.9) ñëåäóåò

f̂(t+∆t)− f̂(t) =
n∑

k=1

∂f(x(t))

∂xk

dxk(t)

dt
∆t+ o(∆t), ∆t ∈ T, ∆t→ 0.

2) Åñëè ∆t = 0 � èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà T , òî äîêàçà-

òåëüñòâî çàêîí÷åíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èìååì

0 = f̂(t+∆t)− f̂(t) = f(x(t+∆t))− f(x(t)) =

=
n∑

k=1

∂f(x(t))

∂xk
(xk(t+∆t)− xk(t)) =

=
n∑

k=1

∂f(x(t))

∂xk

dxk(t)

dt
∆t+

n∑
k=1

∂f(x(t))

∂xk
o(∆t) =

=
n∑

k=1

∂f(x(t))

∂xk

dxk(t)

dt
∆t+ o(∆t), ∆t ̸∈ T, ∆t→ 0. (2.10)
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Èç (2.9) è (2.10) ñëåäóåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè f̂ è ðàâåí-

ñòâî (2.7). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïóñòü x : G → U , ãäå G ⊂ Rm , U ⊂ Rn � îòêðûòûå ìíîæå-

ñòâà. Ïóñòü x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ

x = x(t) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t (íà ìíîæåñòâå G), åñëè âåùåñòâåí-

íîçíà÷íûå ôóíêöèè xl(t) , 1 ≤ l ≤ n äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå t (íà

ìíîæåñòâå G). àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöè-

ðóåìîñòè.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü x : G→ U , f : U → R . Åñëè âåêòîð-ôóíêöèÿ

x = x(t) äèôôåðåíöèðóåìà (íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà) â òî÷êå t ∈ G

è ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà (íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà) â òî÷êå

x(t) , òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ f̂(t) = f(x(t)) äèôôåðåíöèðóåìà (íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìà) â òî÷êå t è

∂f̂(t)

∂tl
=

n∑
k=1

∂f(x(t))

∂xk

∂xk(t)

∂tl
. (2.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè f̂ äîêàçûâàåòñÿ

àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ïðåäûäóùåé òåîðåìå. Òî÷íî òàê

æå êàê â òåîðåìå 1 äîêàçûâàåòñÿ (2.11); ïî-ñóùåñòâó, (2.11) ñëåäóåò ñðàçó

èç (2.7).

Åñëè ôóíêöèè f è x íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ òî÷êàõ, òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂f
∂xk

íåïðåðûâíû â òî÷êå x(t) ,

à ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂xk

∂tl
� â òî÷êå t . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü ðà-

âåíñòâà (2.11) íåïðåðûâíà â òî÷êå t , òàê êàê ïîëó÷àåòñÿ èç íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è îïåðàöèè ñóïåðïîçè-

öèè. Òàêèì îáðàçîì, ëåâàÿ ÷àñòü ∂f̂(t)
∂tl

íåïðåðûâíà â òî÷êå t . Òåîðåìà

äîêàçàíà.
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2.5 Èíâàðèàíòíîñòü ôîðìû ïåðâîãî äèôôå-

ðåíöèàëà

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Òîãäà äëÿ ôóíê-

öèè f̂(t) = f(x(t)) èìååì

df̂(t) = df(x(t)) =
m∑
l=1

n∑
k=1

∂f̂(t)

∂tl
dtl =

m∑
l=1

n∑
k=1

∂f(x(t))

∂xk

∂xk(t)

∂tl
dtl =

=
n∑

k=1

m∑
l=1

∂f(x(t))

∂xk

∂xk(t)

∂tl
dtl =

n∑
k=1

∂f(x(t))

∂xk

m∑
l=1

∂xk(t)

∂tl
dtl =

=
n∑

k=1

∂f(x(t))

∂xk
dxk(t). (2.12)

Åñëè áû x áûëà áû íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, òî òîãäà áû

df(x) =
n∑

k=1

∂f(x)

∂xk
dxk. (2.13)

Ñðàâíèâàÿ (2.12) è (2.13), äåëàåì âûâîä, ÷òî ôîðìà ïåðâîãî äèôôåðåí-

öèàëà íå çàâèñèò îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè x íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé èëè

ôóíêöèåé îò äðóãîé ïåðåìåííîé t . Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíò-

íîñòüþ ôîðìû ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëîâ.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèè f , g : U → R (U � îòêðûòîå ìíî-

æåñòâî â Rn) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x (íà ìíîæåñòâå U) . Òîãäà â

òî÷êå x (íà ìíîæåñòâå U) äèôôåðåíöèðóåìû ôóíêöèè αf+βg , ãäå α ,

β ∈ R ; ïðîèçâåäåíèå fg ; ÷àñòíîå f/g , åñëè ôóíêöèÿ g íå îáðàùàåòñÿ

â íóëü íà U . Ïðè ýòîì

1) d(αf + βg) = αdf + βdg ,

2) d(fg) = f dg + g df ,

3) d

(
f

g

)
=
g df − f dg

g2
.
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Äîêàæåì, äëÿ ïðèìåðà, 2). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ h(u, v) = u · v .
Èìååì

∂h

∂u
= v,

∂h

∂v
= u.

Ïîýòîìó dh(u, v) = v du+ u dv . Ïîëüçóÿñü èíâàðèàíòíîñòüþ ôîðìû ïåð-

âîãî äèôôåðåíöèàëà, ïîëó÷àåì d(fg) = dh(f, g) = f dg + g df .

Ïðèìåðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ôóíêöèé.

1) Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ψ(x) = sin xcosx . Ðàññìîòðèì âñïîìîãà-

òåëüíóþ ôóíêöèþ h(u, v) = uv . Òîãäà dh(u, v) = vuv−1du + uv ln vdv .

Ïîëüçóÿñü èíâàðèàíòíîñòüþ ôîðìû ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà, ïîëó÷àåì

dψ(x) = cos x sinxcosx−1d sinx+ sinxcosx ln sin xd cosx =

= (cos2 x sinxcosx−1 − sinxcosx+1 ln sin x)dx.

2) Ïóñòü f(u, v, w) � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ òðåõ ïåðå-

ìåííûõ. Ðàññìîòðèì ñëîæíóþ ôóíêöèþ ω(x, y) := f(x, y, g(x, y)) , ãäå

g(x, y)) � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà

∂ω

∂x
=
∂f

∂u
· 1 + ∂f

∂v
· 0 + ∂f

∂w

∂g

∂x
=
∂f

∂u
+
∂f

∂w

∂g

∂x
.

Àíàëîãè÷íî
∂ω

∂y
=
∂f

∂v
+
∂f

∂w

∂g

∂y
.

2.6 Ôîðìóëà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : U → R (U îòêðûòî â Rn) , îòðåçîê

ñ êîíöàìè â òî÷êàõ x è x + h ëåæèò â U è f äèôôåðåíöèðóåìà íà

ýòîì îòðåçêå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ξ ∈ (0; 1) òàêîå, ÷òî

f(x+ h)− f(x) =
n∑

k=1

∂f(x+ ξh)

∂xk
hk,

ãäå h = (h1, h2, . . . , hn) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ îäíîãî âåùåñòâåííîãî ïå-

ðåìåííîãî φ(t) := f(x + th) . Îíà îïðåäåëåíà è äèôôåðåíöèðóåìà íà
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îòðåçêå [0; 1] êàê ñóïåðïîçèöèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé. Ïî ôîð-

ìóëå êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé ïîëó÷àåì,

÷òî ñóùåñòâóåò ξ ∈ (0; 1) òàêîå, ÷òî

f(x+ h)− f(x) = φ(1)− φ(0) = φ′(ξ) =

=
n∑

k=1

∂f(x+ th)

∂xk

∣∣∣∣
t=ξ

d(xk + thk)

dt
=

n∑
k=1

∂f(x+ ξh)

∂xk
hk.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå

∆f(x, h) = df(x+ ξh, h)

ãäå ∆f(x, h) è df(x + ξh, h) � ïðèðàùåíèå è äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè,

ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà h è çàïèñàííûå â òî÷êàõ x è

x+ ξh ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü U ⊂ Rn � îáëàñòü, ò. å. îòêðûòîå ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíîæå-

ñòâî. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâå òî÷êè x , y ∈ U ìîæíî ñîåäèíèòü

ëîìàíîé, öåëèêîì ëåæàùåé ñ îáëàñòè U .

Òåîðåìà (êðèòåðèé ïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè). Ïóñòü ôóíêöèÿ

f : U → Rn äèôôåðåíöèðóåìà â îáëàñòè U . Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ

áûëà ïîñòîÿííîé â U , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü

ðàâåíñòâà
∂f(x)

∂xk
= 0, x ∈ U, 1 ≤ k ≤ n. (2.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé (2.14) î÷åâèäíà. Äîêàæåì

äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü èìååò ìåñòî (2.14). Ðàññìîòðèì ëþáûå òî÷êè x ,

y ∈ U . Ïóñòü L � ëîìàíàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè x è y â U ñ ïîñëåäîâà-

òåëüíûìè âåðøèíàìè â òî÷êàõ x(0) = x , x(1) , x(2), . . . , x(N) = y . Â ñèëó

ôîðìóëû êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé äëÿ ëþáîãî j , 1 ≤ j ≤ N , ñóùåñòâóåò

òî÷êà a(j) , ëåæàùàÿ íà îòðåçêå ñ êîíöàìè x(j) è x(j−1) òàêàÿ, ÷òî

f(x(j))− f(x(j−1)) =
n∑

k=1

∂f(a(j))

∂xk

(
x
(j)
k − x

(j−1)
k

)
= 0,
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òàê êàê âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f â U ðàâíû íóëþ â ñèëó

(2.14). Ïîýòîìó

f(x) = f(x(0)) = f(x(1)) = f(x(2)) = · · · = f(x(N)) = f(y).

Èòàê, â ëþáûõ äâóõ òî÷êàõ èç U çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f ñîâïàäàþò. Çíà÷èò,

f ≡ const â U . Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.7 ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû

âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Ïóñòü ôóíêöèÿ f èìååò ïðîèçâîäíóþ ∂f
∂xk

â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 .

Åñëè ñóùåñòâóåò ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂
∂xl

(
∂f
∂xk

)
â òî÷êå x0 , òî îíà íàçû-

âàåòñÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f ïî ïåðåìåííûì

xk è xl â òî÷êå x0 è îáîçíà÷àåòñÿ ∂2f(x0)
∂xk∂xl

.

Àíàëîãè÷íî ïî èíäóêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå áî-

ëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Åñëè â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ñóùåñòâóåò ÷àñò-

íàÿ ïðîèçâîäíàÿ (k − 1) -ãî ïîðÿäêà ∂k−1f
∂xi1

∂xi2
···∂xik−1

, ãäå 1 ≤ ij ≤ n ,

1 ≤ j ≤ k − 1 , k ≥ 2 , è ó íåå ñóùåñòâóåò ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â òî÷-

êå x0 ïî ïåðåìåííîé xik , 1 ≤ ik ≤ n , òî ýòà ïðîèçâîäíàÿ íàçûâàåòñÿ

k -é ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå x0 ïî ïåðåìåííûì xi1 ,

xi3, . . . , xik è îáîçíà÷àåòñÿ ∂kf(x0)
∂xi1

∂xi2
···∂xik

.

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè âìåñòî ∂xi∂xi · · · ∂xi︸ ︷︷ ︸
l ðàç

ïèøóò ∂xli .

Ïðèìåð. Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f(x, y) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé äâóõ

âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ó ýòîé ôóíêöèè ìîæåò ñóùåñòâîâàòü 4 âèäà

ðàçëè÷íûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 2 -ãî ïîðÿäêà:

∂2f

∂x2
:=

∂

∂x

(
∂f

∂x

)
,

∂2f

∂x∂y
:=

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
,

∂2f

∂y∂x
:=

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
,

∂2f

∂y2
:=

∂

∂y

(
∂f

∂y

)
.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0 ∈
U , åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êà x ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèàë
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df(x) è ýòîò äèôôåðåíöèàë ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0

ïî ïåðåìåííîé x ôóíêöèåé (ïðè óñëîâèè, ÷òî äèôôåðåíöèàëû dx1 ,

dx2, . . . , dxn � êîíñòàíòû. Ïî îïðåäåëåíèþ, âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíê-

öèè f â òî÷êå x0 èëè äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà � ýòî äèôôåðåí-

öèàë îò ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà â òî÷êå x0 , îí îáîçíà÷àåòñÿ d2f(x0) .

Èòàê,

d2f(x0) = d(df)(x0) = d

(
n∑

k=1

∂f(x)

∂xk
dxk

)∣∣∣∣∣
x=x0

=
n∑

k=1

d

(
∂f(x)

∂xk

)∣∣∣∣
x=x0

dxk =

=
n∑

k=1

n∑
j=1

∂2f(x0)

∂xk∂xj
dxkdxj =

n∑
k,j=1

∂2f(x0)

∂xk∂xj
dxkdxj.

Ïðèìåð. Äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ f(x, y) èìååì

d2f =
∂2f

∂x2
dx2 +

∂2f

∂x∂y
dxdy +

∂2f

∂y∂x
dydx+

∂2f

∂y2
dy2.

Àíàëîãè÷íî ïî èíäóêöèè îïðåäåëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü è

äèôôåðåíöèàëû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.

Òàê, ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ òðèæäû äèôôåðåíöèðóåìîé, åñëè

äèôôåðåíöèðóåì âòîðîé äèôôåðåíöèàë è òðåòèé äèôôåðåíöèàë èëè

äèôôåðåíöèàë òðåòüåãî ïîðÿäêà â òî÷êå x åñòü

d3f(x) := d(d2f(x)) =
n∑

k,j,l=1

∂3f(x)

∂xk∂xj∂xl
dxkdxjdxl.

Ïóñòü òåïåðü m ∈ N , m ≥ 2 , è îïðåäåëåíî ïîíÿòèå äèôôåðåíöè-

ðóåìîñòè è äèôôåðåíöèàëà (m− 1) -ãî ïîðÿäêà.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ m ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x ∈ U ,

åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êà x ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèàë dm−1f

ïîðÿäêà (m−1) è ýòîò äèôôåðåíöèàë ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷-

êå x ôóíêöèåé. Ïî îïðåäåëåíèþ, äèôôåðåíöèàë m-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè

f â òî÷êå x èëè m -é äèôôåðåíöèàë � ýòî äèôôåðåíöèàë îò äèôôåðåí-

öèàëà (m− 1) -ãî ïîðÿäêà, îí îáîçíà÷àåòñÿ dmf(x) :

dmf(x) := d(dm−1f(x)) =
n∑

k1,k2,...,km=1

∂mf(x)

∂xk1∂xk2 . . . ∂xkm
dxk1dxk2 . . . dxkm.
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Î÷åíü ÷àñòî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íå çàâèñÿò îò ïîðÿäêà äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ, ò. å. äëÿ ëþáîãî íàáîðà èíäåêñîâ (j1, j2, . . . , jk) , ïîëó÷àþ-

ùåãîñÿ ïåðåñòàíîâêîé èç íàáîðà (i1, i2, . . . , ik) , èìååì

∂kf(x0)

∂xj1∂xj2 . . . ∂xjk
=

∂kf(x0)

∂xi1∂xi2 . . . ∂xik
.

Ýòî ðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíåíî, â ÷àñòíîñòè, åñëè ÷àñòíûå ïðîèçâîä-

íûå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî îáúåäè-

íÿòü ñëàãàåìûå â âûðàæåíèè äëÿ äèôôåðåíöèàëà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâó-

þò äèôôåðåíöèðîâàíèþ ïî îäíèì è òåì æå ïåðåìåííûì. Íàïðèìåð, åñëè

äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ f(x, y) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
,

òî â âûðàæåíèè äëÿ âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà ìîæíî îáúåäèíèòü äâà ñëà-

ãàåìûõ è ïîëó÷èòü

d2f =
∂2f

∂x2
dx2 + 2

∂2f

∂x∂y
dxdy +

∂2f

∂y2
dy2.

Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè åñòü ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

∂mf

∂xl11 ∂x
l2
2 · · · ∂xlnn

,

ãäå li ≥ 0 , l1+ l2+ · · ·+ ln = m , òî ìîæíî ïîêàçàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì êîì-

áèíàòîðèêè, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûå òîëüêî

ïîðÿäêîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìîãóò îòëè÷àþòñÿ îò äàííîé, ðàâíî

C l1,l2,...,ln
m :=

m!

l1! l2! · · · ln!
.

Ïîýòîìó â ñëó÷àå, êîãäà ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå m -ãî ïîðÿäêà íå çàâèñÿò

îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, âûðàæåíèå äëÿ m -ãî äèôôåðåíöèàëà

ïðèíèìàåò âèä

dmf(x) =
∑

li≥0,l1+l2+···+ln=m

C l1,l2,...,ln
m

∂mf(x)

∂xl11 ∂x
l2
2 · · · ∂xlnn

dxl11 dx
l2
2 · · · dxlnn . (2.15)
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñèëó ôîðìóëû

(x1 + x2 + · · ·+ xn)
m =

∑
li≥0,l1+l2+···+ln=m

C l1,l2,...,ln
m xl11 x

l2
2 · · · xlnn ,

îáîáùàþùåé áèíîì Íüþòîíà íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ,

ìîæíî çàïèñàòü ôîðìóëó (2.15) â âèäå

dmf =

(
∂

∂x1
dx1 +

∂

∂x2
dx2 + · · ·+ ∂

∂xn
dxn

)m

f.

Ïðèìåðû. 1) Ïðè m = 3 äëÿ ôóíêöèè f(x, y) ïîëó÷àåì

d3f =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)3

f =

(
∂3

∂x3
dx3 + 3

∂3

∂x2∂y
+ 3

∂3

∂x∂y2
+

∂3

∂y3

)
f =

=
∂3f

∂x3
dx3 + 3

∂3f

∂x2∂y
+ 3

∂3f

∂x∂y2
+
∂3f

∂y3
.

2) Ïðè m = 4 äëÿ ôóíêöèè f(x, y) ïîëó÷àåì

d4f =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)4

f =

=

(
∂4

∂x4
dx4 + 4

∂4

∂x3∂y
+ 6

∂4

∂x2∂y2
+ 4

∂4

∂x∂y3
+

∂4

∂y4

)
f =

=
∂4f

∂x4
dx4 + 4

∂4f

∂x3∂y
+ 6

∂4f

∂x2∂y2
+ 4

∂4f

∂x∂y3
+
∂4f

∂y4
.

3) Ïóñòü m = 3 è ôóíêöèÿ f(x, y, z) çàâèñèò îò òðåõ ïåðåìåííûõ.

Èìååì

C3,0,0
3 = 1, C2,1,0

3 = 3, C1,1,1
3 = 6,

ïîýòîìó

(x+ y+ z)3 = x3+ y3+ z3+3x2y+3x2z+3xy2+3y2z+3xz2+3xy2+6xyz

è

d3f =
∂3f

∂x3
dx3 +

∂3f

∂y3
dy3 +

∂3f

∂z3
dz3 + 3

∂3f

∂x2∂y
dx2dy + 3

∂3f

∂x2∂z
dx2dz+
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+3
∂3f

∂x∂y2
dxdy2 + 3

∂3f

∂z∂y2
dy2dz + 3

∂3f

∂x∂z2
dxdz2+

+3
∂3f

∂y∂z2
dydz2 + 6

∂3f

∂x∂y∂z
dxdydz.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ m ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé â

òî÷êå x ∈ U , åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ñóùåñòâóþò âñå

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå m -ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f è ýòè ÷àñòíûå ïðîèçâîä-

íûå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè â òî÷êå x .

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ m ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé (íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìîé) â U , åñëè îíà äèôôåðåíöèðóåìà (íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìà) â ëþáîé òî÷êå x ∈ U .

2.8 Íåçàâèñèìîñòü ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò

ïîðÿäêà

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Äëÿ èçó÷åíèÿ âîïðîñà î íåçàâèñèìîñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò

ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ôóíêöèè

äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x, y) . Íàéäåì äîâîëüíî îáùèå äîñòàòî÷íûå óñëî-

âèÿ, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

∂2f(a, b)

∂x∂y
=
∂2f(a, b)

∂y∂x
(2.16)

â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå (a, b) .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå

(a, b) . Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (2.16) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ôóíêöèè

g(t) := f(a+ t, b+ t)− f(a+ t, b)− f(a, b+ t) + f(a, b),

φ(x) = f(x, b+ t)− f(x, b). (2.17)
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Ôóíêöèÿ g îïðåäåëåíà è äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0 ,

à ôóíêöèÿ φ � â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = a . Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ |t|
èìååì ïî ôîðìóëå êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé

g(t) = φ(a+ t)− φ(a) = φ′(a+ ξt)t, ξ ∈ (0; 1).

Ñëåäîâàòåëüíî,

g(t) =

(
∂f(x, b+ t)

∂x
− ∂f(x, b)

∂x

)∣∣∣∣
x=a+ξt

· t =

=

[
∂f(a+ ξt, b+ t)

∂x
− ∂f(a+ ξt, b)

∂x

]
t =

{[
∂f(a+ ξt, b+ t)

∂x
− ∂f(a, b)

∂x

]
−

−
[
∂f(a+ ξt, b)

∂x
− ∂f(a, b)

∂x

]}
· t = (A−B) · t,

ãäå

A =
∂f(a+ ξt, b+ t)

∂x
− ∂f(a, b)

∂x
, B =

∂f(a+ ξt, b)

∂x
− ∂f(a, b)

∂x
.

Òàê êàê ôóíêöèÿ f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (a, b) , òî åå ÷àñò-

íûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå (a, b) , â

÷àñòíîñòè,

∂f(a+ h, b+ k)

∂x
− ∂f(a, b)

∂x
=

=
∂2f(a, b)

∂x2
h+

∂2f(a, b)

∂x∂y
k + o(

√
h2 + k2), (2.18)

√
h2 + k2 → 0 . Òîãäà ñ ó÷åòîì (2.18) ïîëó÷àåì

A =
∂2f(a, b)

∂x2
ξt+

∂2f(a, b)

∂x∂y
t+ o(t

√
1 + ξ2), t→ 0.

Àíàëîãè÷íî

B =
∂2f(a, b)

∂x2
ξt+

∂2f(a, b)

∂x∂y
· 0 + o(ξt), t→ 0.
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Âû÷èòàÿ ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà è èñïîëüçóÿ î÷åâèäíûå ðàâåíñòâà

o(t
√

1 + ξ2) = o(t) , o(ξt) = o(t) , t→ 0 , ïîëó÷àåì

g(t) = (A−B)t =

(
∂2f(a, b)

∂x∂y
t+ o(t)

)
t =

=
∂2f(a, b)

∂x∂y
t2 + o(t2), t→ 0. (2.19)

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

g(t) =
∂2f(a, b)

∂y∂x
t2 + o(t2), t→ 0.

Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïðåäñòàâèòü g(t) â âèäå

g(t) = ψ(b+ t)− ψ(b), ãäå ψ(y) = f(a+ t, y)− f(a, y). (2.20)

Ñðàâíèâàÿ (2.19) è (2.20), ïîëó÷àåì

∂2f(a, b)

∂x∂y
+
o(t2)

t2
=
∂2f(a, b)

∂y∂x
+
o(t2)

t2
, t→ 0.

Ïîñëå ïåðåõîäà ê ïðåäåëó ïðè t→ 0 ïîëó÷àåì (2.16). Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ñìåøàííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂2f
∂x∂y è ∂2f

∂y∂x

ñóùåñòâóþò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (a, b) è ÿâëÿþòñÿ íåïðå-

ðûâíûìè â òî÷êå (a, b) . Òîãäà ñïðàâåäëèâî (2.16) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû

ââåäåì ôóíêöèè g è φ ïî ôîðìóëàì (2.17). Â ñèëó ôîðìóëû êîíå÷íûõ

ïðèðàùåíèé èìååì

g(t) = φ(a+ t)− φ(a) = φ′(a+ ξ1t)t, ξ1 ∈ (0; 1).

Òàêèì îáðàçîì,

g(t) =

[
∂f(a+ ξ1t, b+ t)

∂x
− ∂f(a+ ξ1t, b)

∂x

]
· t.

ïðèìåíÿÿ åùå ðàç ôîðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé, íà ýòîò ðàç ê ôóíêöèè

ω(τ) = ∂f(a+ξ1t,b+τ)
∂x , ïîëó÷àåì

g(t) =
∂2f(a+ ξ1t, b+ η1t)

∂x∂y
t2, ξ1, η1 ∈ (0; 1). (2.21)
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Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò ξ2 , η2 ∈ (0; 1) òàêèå, ÷òî

g(t) =
∂2f(a+ ξ2t, b+ η2t)

∂y∂x
t2, ξ2, η2 ∈ (0; 1). (2.22)

Äëÿ ýòîãî íóæíî èñïîëüçîâàòü âìåñòî ôóíêöèè φ ôóíêöèÿ ψ , ââåäåííóþ

ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.

Ñðàâíèâàÿ (2.21) è (2.22), ïîëó÷àåì

∂2f(a+ ξ1t, b+ η1t)

∂x∂y
=
∂2f(a+ ξ2t, b+ η2t)

∂y∂x
. (2.23)

Óñòðåìèì t ê íóëþ. Ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åííîñòü âåëè÷èí ξ1 , η1 , ξ2 , η2 ,

ïîëó÷àåì, ÷òî (a + ξjt, b + ηjt) → (a, b) â R2 ïðè t → 0 , j = 1 , 2 . Â

ñèëó íåïðåðûâíîñòè ñìåøàííûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èç (2.23) ïîëó÷àåì

(2.16). Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ôóíêöèÿ m ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x

(íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå U ), òî ñìåøàííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå m-

ãî ïîðÿäêà â òî÷êå x (íà U ) íå çàâèñÿò îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå m-ãî ïîðÿäêà íåïðå-

ðûâíû â òî÷êå x (íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå U ), òî â ýòîé òî÷êå x (íà

U ) îíè íå çàâèñÿò îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

2.9 Ôîðìóëà Òåéëîðà

Òåîðåìà (Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå

Ëàãðàíæà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f : U → R , ãäå U � îòêðûòîå ìíî-

æåñòâî â Rn . Ïóñòü îòðåçîê ñ êîíöàìè x , x + dx ëåæèò â U è f

ÿâëÿåòñÿ (k + 1) ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé íà ýòîì îòðåçêå. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò ÷èñëî ξ ∈ (0; 1) òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(x+ dx) = f(x) + df(x) +
1

2!
d2f(x) + · · ·

· · ·+ 1

k!
dkf(x) +

1

(k + 1)!
dk+1f(x+ ξdx). (2.24)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(t) = f(x+ t dx), 0 ≤ t ≤ 1.

Òîãäà ôóíêöèÿ g äèôôåðåíöèðóåìà (k + 1) ðàç íà [0; 1] è ê íåé ïðèìå-

íèìà ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.

Èìååì g(0) = f(x) ,

g′(t) =
n∑

j=1

∂f(x+ tdx)

∂xj

d(xj + tdxj)

dt
=

n∑
j=1

∂f(x+ tdx)

∂xj
dxj = df(x+ tdx).

Àíàëîãè÷íî

g′′(t) =
n∑
l=1

n∑
j=1

∂2f(x+ tdx)

∂xj∂xl
dxj dxl = d2f(x+ tdx).

Ïî èíäóêöèè äîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî m , 1 ≤ m ≤ k+1 , ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

g(m)(t) = dmf(x+ tdx).

Òåïåðü çàïèøåì ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè g : äëÿ ëþáîãî t ∈ [0; 1]

ñóùåñòâóåò ξ = ξt ∈ (0; t) òàêîå, ÷òî

g(t) = g(0) + g′(0)t+
g′′(0)

2!
t2 + · · ·+ g(k)(0)

k!
tk +

g(k+1)(ξ)

(k + 1)!
tk+1.

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî t = 1 , ïîëó÷àåì (2.24). Òåîðåìà äîêà-

çàíà.

Òåîðåìà (ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîð-

ìå Ïåàíî). Ïóñòü ôóíêöèÿ f : U → R ÿâëÿåòñÿ k ðàç íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x . Òîãäà

f(x+ dx)=
k∑

j=0

1

j!
djf(x) + o(∥dx∥k), ∥dx∥ → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåí-

öèðóåìîé â òî÷êå x , òî ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäûäóùóþ òåîðåìó. Ïóñòü

r > 0 òàêîâî, ÷òî Br(x) ⊂ U . Ïðè ∥dx∥ < r ïîëó÷àåì

f(x+dx) = f(x)+df(x)+
1

2!
d2f(x)+. . .+

1

(k − 1)!
dk−1f(x)+

1

k!
dkf(x+ξdx).
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Îñòàëîñü óñòàíîâèòü, ÷òî

dkf(x+ ξdx) = dkf(x) + o(∥dx∥k), ∥dx∥ → 0.

Èìååì
|dkf(x+ ξdx)− dkf(x)|

∥dx∥k
=

=
1

∥dx∥k

∣∣∣∣∣
n∑

i1,i2,...,ik=1

(
∂kf(x+ ξdx)

∂xi1∂xi2 · · · ∂xik
− ∂kf(x)

∂xi1∂xi2 · · · ∂xik

)
dxi1dxi2 · · · dxik

∣∣∣∣∣≤
≤

n∑
i1,i2,...,ik=1

∣∣∣∣ ∂kf(x+ ξdx)

∂xi1∂xi2 · · · ∂xik
− ∂kf(x)

∂xi1∂xi2 · · · ∂xik

∣∣∣∣ |dxi1dxi2 · · · dxik|∥dx∥k
≤

≤
n∑

i1,i2,...,ik=1

∣∣∣∣ ∂kf(x+ ξdx)

∂xi1∂xi2 · · · ∂xik
− ∂kf(x)

∂xi1∂xi2 · · · ∂xik

∣∣∣∣ .
Åñëè dx→ 0 , òî â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ξ , x+ ξdx→ x . Òàê êàê ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå k -ãî ïîðÿäêà íåïðåðûâíû â òî÷êå x , òî

∂kf(x+ ξdx)

∂xi1∂xi2 · · · ∂xik
→ ∂kf(x)

∂xi1∂xi2 · · · ∂xik
, dx→ 0,

è èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

lim
dx→0

dkf(x+ ξdx)− dkf(x)

∥dx∥k
= 0.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

2.10 Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ. Ãðàäè-

åíò ôóíêöèè.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f : U → R , ãäå U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn .

Ðàññìîòðèì ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) � íåêîòîðûé âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû

â Rn . Ýòîò âåêòîð çàäàåò íåêîòîðîå íàïðàâëåíèå â Rn . Åñëè ñóùåñòâóåò

ïðåäåë

lim
t→0+

f(x+ tω)− f(x)

t
,
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òî ãîâîðÿò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ∂f(x)
∂ω ôóíêöèè f ïî íàïðàâëåíèþ

ω â òî÷êå x è çíà÷åíèå ýòî ïðîèçâîäíîé åñòü

∂f(x)

∂ω
= lim

t→0+

f(x+ tω)− f(x)

t
.

Åñëè ω ñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàòíûì âåêòîðîì ek , òî

∂f(x)

∂ω
=
∂f(x)

∂xk
, 1 ≤ k ≤ n.

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x , òî äëÿ

ëþáîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) ñóùåñòâóåò ïðîèçâîä-

íàÿ ïî íàïðàâëåíèþ ω è

∂f(x)

∂ω
=

n∑
j=1

∂f(x)

∂xj
ωj. (2.25)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x ,

òî

f(x+ h)− f(x) =
n∑

j=1

∂f(x)

∂xj
hj + o(∥h∥), ∥h∥ → 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

f(x+ tω)− f(x) =
n∑

j=1

∂f(x)

∂xj
tωj + o(t), t→ 0,

òàê êàê ∥tω∥ = |t| . Äåëÿ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà t è óñòðåìëÿÿ
t ê íóëþ, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ïóñòü â òî÷êå x ñóùåñòâóþò âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà ôóíêöèè f . Ãðàäèåíòîì ôóíêöèè f â òî÷êå x íàçûâàåòñÿ âåêòîð

∇f(x) :=
(
∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
, . . . ,

∂f

∂xn

)
.

Íàðÿäó ñ îáîçíà÷åíèåì ∇f(x) øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äðóãîå îáîçíà÷åíèå

ãðàäèåíòà � grad f(x) .
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Ñîîòíîøåíèå (2.25) ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ñêàëÿð-

íîãî ïðîèçâåäåíèÿ â âèäå

∂f(x)

∂ω
= ⟨∇f(x), ω⟩.

Íàïîìíèì êëàññè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî â Rn :

|⟨a, b⟩| ≤ ∥a∥ · ∥b∥, a, b ∈ Rn,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðà a è b

ëèíåéíî çàâèñèìû. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì ñëåäó-

þùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x , òî äëÿ

ëþáîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâ-

ëåíèþ ω óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó∣∣∣∣∂f(x)∂ω

∣∣∣∣ ≤ ∥∇f(x)∥.

Åñëè ∇f(x) ̸= θ , òî ðàâåíñòâî

∂f(x)

∂ω
= ∥∇f(x)∥

èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ω =
∇f(x)
∥∇f(x)∥

.

Ïðèìåð. Ïóñòü z = z(x, y) =
√

1− x2 − y2 , x2 + y2 < 1 . Â ëþáîé

òî÷êå (x, y) èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

∇z(x, y) = −

(
x√

1− x2 − y2
,

y√
1− x2 − y2

)
.

Åñëè ω = (−
√
2/2,

√
2/2) , òî

∂z(x, y)

∂ω
=

√
2 (x− y)

2
√

1− x2 − y2
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2.11 Ýêñòðåìóì ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðå-

ìåííûõ

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå G ⊂ Rn . Òî÷êà x0 íà-

çûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà) ôóíêöèè f , åñëè

ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Bε(x0) ∩ G âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî f(x) ≤ f(x0) (f(x) ≥ f(x0)). Åñëè ïðè ýòîì ïðè íåêîòî-

ðîì ε > 0 â x ∈ Bε(x0) ∩ G \ {x0} âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

f(x) < f(x0) (f(x) > f(x0)), òî òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî

ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà) ôóíêöèè f . Òî÷êè ëîêàëüíîãî ìàê-

ñèìóìà (ìèíèìóìà) ôóíêöèè f íàçûâàþòñÿòî÷êàìè ëîêàëüíîãî ýêñòðå-

ìóìà f , òî÷êè ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà) � òî÷êàìè

ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà f .

Òåîðåìà (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà).

Ïóñòü f : U → R , ìíîæåñòâî U îòêðûòî â Rn è x0 � òî÷êà ëî-

êàëüíîãî ýêñòðåìóìà f . Åñëè â òî÷êå x0 ñóùåñòâóþò âñå ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f , òî

∂f(x0)

∂x1
=
∂f(x0)

∂x2
= · · · = ∂f(x0)

∂xn
= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 = (x01, x
0
2, . . . , x

0
n) . Ðàññìîòðèì äëÿ ëþ-

áîãî j , 1 ≤ j ≤ n , ôóíêöèþ g(t) := f(x01, x
0
2, . . . , x

0
j−1, t, x

0
j−1, . . . , x

0
n) . Åñ-

ëè x0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà f , òî ôóíêöèÿ g èìååò ëîêàëüíûé

ýêñòðåìóì â òî÷êå t = x0j . Â ñèëó òåîðåìû î íåîáõîäèìîì óñëîâèè ýêñòðå-

ìóìà äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé èìååì g′(x0j) = 0 . Íî g′(x0j) =
∂f(x0)
∂xj

.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 ∈ U . Åñëè x0

� òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà f , òî ∇f(x0) = θ è df(x0) ≡ 0 .

Êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé îò ïåðåìåííûõ x1 , x2, . . . , xn íàçûâàåòñÿ

âûðàæåíèå q(x) = q(x1, x2, . . . , xn) =
∑n

i,j=1 aijxixj , ãäå aij � íåêîòîðûå

êîíñòàíòû. Ìîæíî âñåãäà ñ÷èòàòü, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñèììåòðè÷-

íà, ò. å. aij = aji äëÿ âñåõ i è j .
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Íàïðèìåð, êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó îò äâóõ ïåðåìåííûõ x è y ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå Ax2 + 2Bxy + Cy2 , ãäå A , B è C � êîíñòàíòû.

Åñëè ôóíêöèÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå ëîêàëüíîãî ýêñ-

òðåìóìà x0 , òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ, ïðèâåäåííîãî âûøå, df(x0) ≡ 0 . Ïðè-

ìåíÿÿ ôîðìóëó Òåéëîðà, ïîëó÷àåì

f(x)− f(x0) =
1

2
d2f(x0) + o(∥x− x0∥2), x→ x0. (2.26)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ïðàâàÿ ÷àñòü (2.26)

ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé èëè íåïîëîæèòåëüíîé, òî òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ

òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà). Ýòà ïðàâàÿ ÷àñòü ñîñòîèò

èç äâóõ ñëàãàåìûõ, îäíî èç êîòîðûõ ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ 1
2 ñîâ-

ïàäàåò ñî âòîðûì äèôôåðåíöèàëîì d2f(x0) . Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ âòîðîå

ñëàãàåìîå o(∥x − x0∥2) íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà çíàê ñóììû, ïîýòîìó

âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå çíàêà d2f(x0) . Ïîñêîëüêó âòîðîé

äèôôåðåíöèàë d2f(x0) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé îòíîñèòåëüíî ïå-

ðåìåííûõ dxk = ∆xk , òî ñëåäóåò ïðèâåñòè èçâåñòíûå èç àëãåáðû ôàêòû

î çíàêîïîñòîÿííûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðìàõ.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà q(x) = q(x1, x2, . . . , xn) =
∑n

i,j=1 aijxixj íà-

çûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé (ïèøóò q ≥ 0), åñëè äëÿ ëþáîãî

x ∈ Rn èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî q(x) ≥ 0 .

Ïðèìåð. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

q(x1, x2) = x21 + 2x1x2 + x22 = (x1 + x2)
2 ≥ 0

ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà q(x) = q(x1, x2, . . . , xn) =
∑n

i,j=1 aijxixj íà-

çûâàåòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé (ïèøóò q > 0), åñëè äëÿ

ëþáîãî x ∈ Rn , x ̸= θ , èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî q(x) > 0 .

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà q(x) íàçûâàåòñÿ (ñòðîãî) îòðèöàòåëüíî

îïðåäåëåííîé, åñëè ôîðìà (−q(x)) ÿâëÿåòñÿ (ñòðîãî) ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííîé. Îòðèöàòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü êâàäðàòè÷íîé ôîðìû êðàòêî

çàïèñûâàþò â âèäå q ≤ 0 , ñòðîãóþ îòðèöàòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü � â

âèäå q < 0 .
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Ïðèìåð. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà q(x) = (x1+x2+· · ·+xn)2 íå ÿâëÿ-
åòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ïðè n ≥ 2 , òàê êàê îáðàùàåòñÿ

â íóëü âî âñåõ òî÷êàõ, ãäå
∑n

k=1 xk = 0 .

Â êóðñå àëãåáðû äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà (êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà). Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

q(x) =
n∑

i,j=1

aijxixj

ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

∆1 := a11 > 0, ∆2 :=

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ > 0, ∆3 :=

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ > 0, . . .

. . . , ∆n :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0.

Îïðåäåëèòåëè ∆j , 1 ≤ j ≤ n , íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè ìèíîðàìè

ìàòðèöû 
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

 ,

ñîñòàâëåííîé èç êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

Ñëåäñòâèå. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

q(x) =
n∑

i,j=1

aijxixj

ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

∆1 < 0, ∆2 > 0, ∆3 < 0, . . . , (−1)n∆n > 0,

43



ãäå ∆n � ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû q .

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âûïîëíåíèå íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ

∆j ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n,

ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïîëîæèòåëüíîé îïðåäå-

ëåííîñòè q , à íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ

(−1)j∆j ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n,

äëÿ îòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè.

Ïðèìåð.Ïóñòü q(x, y) = Ax2+2Bxy+Cy2 � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Åå ìàòðèöà åñòü(
A B

B C

)
.

Ãëàâíûå ìèíîðû

∆1 = A, ∆2 =

∣∣∣∣∣ A B

B C

∣∣∣∣∣ = AC −B2.

Òàêèì îáðàçîì, q ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà A > 0 è AC − B2 > 0 ; q ñòðîãî îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà A < 0 è AC −B2 > 0 .

Òåîðåìà (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà â òåðìèíàõ

âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f äâàæäû íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 . Åñëè x0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìó-

ìà f , òî df(x0) = 0 è d2f(x0) ≥ 0 , åñëè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, òî

df(x0) = 0 è d2f(x0) ≤ 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñëó÷àé, êîãäà x0

� òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà f . Äëÿ òî÷åê ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà äî-

ñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü âìåñòî f ôóíêöèþ (−f) . Èç óñëîâèé òåîðåìû ñëå-

äóåò, ÷òî äëÿ f ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Òåéëîðà

f(x) = f(x0) + df(x0) +
1

2
d2f(x0) + o(∥dx∥2), x→ x0,
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ãäå dx = x − x0 . Ïîñêîëüêó â òî÷êå âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå

ýêñòðåìóìà df(x0) = 0 , òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0

1

2
d2f(x0) + o(∥dx∥2) = f(x)− f(x0) ≥ 0.

Ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â âèäå

1

2

n∑
i,j=1

∂2f(x0)

∂xi∂xj
dxidxj + o

(
n∑

i=1

dx2i

)
≥ 0.

Ôèêñèðóåì íåêîòîðûé íåíóëåâîé âåêòîð ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) è ïîëîæèì

dx = tω , ãäå t � äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî. Òîãäà

dxi = tωi,
n∑

i=1

dx2i = t2

è
1

2

n∑
i,j=1

∂2f(x0)

∂xi∂xj
tωitωj + o(t2) ≥ 0,

îòêóäà
1

2

n∑
i,j=1

∂2f(x0)

∂xi∂xj
ωiωj +

o(t2)

t2
≥ 0.

Óñòðåìëÿÿ t ê íóëþ, ïîëó÷àåì

n∑
i,j=1

∂2f(x0)

∂xi∂xj
ωiωj ≥ 0.

Ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî íàáîðà (ω1, ω2, . . . , ωn) ̸= θ . Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå

íåðàâåíñòâî âåðíî òàêæå êîãäà âñå ωj = 0 , ò. å. äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëü-

íûõ ÷èñåë ω1 , ω2, . . . , ωn . Áåðÿ â êà÷åñòâå ωj ïðîèçâîëüíûå ïðèðàùåíèÿ

ïåðåìåííûõ ∆xj = dxj , ïîëó÷àåì

d2f(x0) =
n∑

i,j=1

∂2f(x0)

∂xi∂xj
dxidxj ≥ 0

äëÿ ëþáûõ dxj . Òàêèì îáðàçîì, d2f(x0) ≥ 0 è òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðåæäå, ÷åì óñòàíàâëèâàòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñ-

òðåìóìà â òåðìèíàõ âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà, óñòàíîâèì ëåììó.
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Ëåììà. Ïóñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà q(x) =
∑n

i,j=1 aijxixj ñòðîãî

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò m > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ

ëþáîãî x ∈ Rn èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî q(x) ≥ m∥x∥2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî q(x) ≥ m∥x∥2 ïðè x = θ î÷åâèäíî

ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî m , à ïðè x ̸= θ ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

n∑
i,j=1

aij
xi
∥x∥

xj
∥x∥

≥ m

èëè

q(y) =
n∑

i,j=1

aijyiyj ≥ m, (2.27)

ãäå y = (y1, y2, . . . , yn) , yi =
xi

∥x∥ . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî y = x
∥x∥ ëåæèò

íà åäèíè÷íîé ñôåðå S = {z ∈ Rn | ∥z∥ = 1} . Òàê êàê S îãðàíè÷åíî è

çàìêíóòî â Rn , òî S êîìïàêòíî. Ôóíêöèÿ q íåïðåðûâíà íà S . Ïî òåîðå-

ìå Âåéåðøòðàññà îíà ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå íà S íåêîòîðîé

òî÷êå z0 . Ïóñòü q(z0) = m . Òàê êàê z0 ∈ S , òî z0 ̸= θ , ïîýòîìó â ñèëó

ñòðîãîé ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû q èìååì

m = q(z0) > 0 . Íàêîíåö, äëÿ ëþáîãî y ∈ S èìååì q(y) ≥ q(z0) = m è

(2.27) äîêàçàíî, ïîýòîìó äîêàçàíà è ëåììà.

Òåîðåìà (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà â òåðìèíàõ

âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f äâàæäû íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 è df(x0) = 0 . Åñëè d2f(x0) > 0 , òî x0 �

òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f , à åñëè d2f(x0) < 0 ,

òî ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñëó÷àé, êîãäà

âòîðîé äèôôåðåíöèàë d2f(x0) > 0 . Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäû-

äóùåé òåîðåìû çàïèøåì ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî df(x0) = 0 , ôîðìóëó Òåéëîðà

f(x) = f(x0) +
1

2
d2f(x0) + r(x), x→ 0,

ãäå r(x) = o(∥dx∥2) , dx = x−x0 → 0 . Â ñèëó ëåììû ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà

m > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn

d2f(x0) ≥ m∥dx∥2.
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Òàê êàê
r(x)

∥dx∥2
→ 0, ∥dx∥ → 0,

òî ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü Br(x0) , â êîòîðîé âûïîëíÿ-

åòñÿ íåðàâåíñòâî

r(x)

∥dx∥2
<
m

4
, ò. å. |r(x)| < m

4
∥dx∥2.

Åñëè x ∈ Br(x0) , x ̸= x0 , òî

f(x)− f(x0) =
1

2
d2f(x0) + r(x) ≥ m

2
∥dx∥2 − |r(x)| ≥

≥ m

2
∥dx∥2 − m

4
∥dx∥2 = m

4
∥dx∥2 = m

4
∥x− x0∥2 > 0.

Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî x0 � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Òåîðåìà

äîêàçàíà.
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3 Äèôôåðåíöèðîâàíèå âåêòîð-

íîçíà÷íûõ ôóíêöèé

3.1 Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ

ïðîñòðàíñòâ è èõ íîðìû

Îòîáðàæåíèå A : Rn → Rm íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ

òî÷åê x , y ∈ Rn è ëþáûõ ñêàëÿðîâ λ , µ ∈ R èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

A(λx+ µy) = λAx+ µAy.

Êàê ïðèíÿòî â ëèíåéíîé àëãåáðå, ìû ïèøåì Ax âìåñòî A(x) , îïóñêàÿ

ñêîáêè. Êàê ïðàâèëî, ýòî íå âûçûâàåò íåäîðàçóìåíèé.

Êàæäîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A : Rn → Rm ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå

Ax = (A1x,A2x, . . . , Amx), (3.1)

ãäå A : Rn → R � ëèíåéíûå ôóíêöèè.

Âûáåðåì ñòàíäàðòíûé áàçèñ {ej, 1 ≤ j ≤ n} â Rn . Ëþáîé ýëåìåíò

x îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå x =
∑n

k=1 xkek , ãäå xk ∈ R , 1 ≤ k ≤ n .

Òîãäà Aix =
∑n

k=1 xkAiek èëè

Aix =
n∑

k=1

aikxk, (3.2)

ãäå aik = Aiek . Îòîáðàæåíèþ A ìîæíî ñîïîñòàâèòü ìàòðèöó

[A] := ∥aik∥1≤i≤m,1≤k≤n.
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Îáðàòíî, ëþáîé ìàòðèöå ∥aik∥ ðàçìåðà (m × n) ìîæíî ñîïîñòàâèòü ëè-

íåéíîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëÿåìîé ôîðìóëàìè (3.1) è (3.2).

Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A : Rn → Rm îáîçíà÷èì ÷åðåç

∥A∥ âåëè÷èíó

∥A∥ := sup
∥x∥=1

∥Ax∥. (3.3)

Çàìåòèì, ÷òî íîðìà ∥Ax∥ áåðåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå Rm , à íîðìà ∥x∥ �

â ïðîñòðàíñòâå Rn , òî åñòü ïðè m ̸= n ýòè íîðìû ðàçëè÷íû, íî ìû

äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé íå áóäåì óêàçûâàòü äîïîëíèòåëüíî, â êàêîì

ïðîñòðàíñòâå áåðåòñÿ òà èëè èíàÿ íîðìà, ýòî ÿñíî èç êîíòåêñòà.

Òàê êàê ëþáîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî è îïåðàöèÿ âçÿ-

òèÿ íîðìû y 7→ ∥y∥ òàêæå íåïðåðûâíà, òî îòîáðàæåíèå x 7→ ∥Ax∥
íåïðåðûâíî êàê ñóïåðïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé. Êðîìå òîãî,

åäèíè÷íàÿ ñôåðà S = {x ∈ Rn | ∥x∥ = 1} ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìíî-

æåñòâîì â Rn . Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà âåëè÷èíà, îïðåäåëÿåìàÿ â (3.3),

ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé è çíàê sup ìîæíî çàìåíèòü íà max .

Óòâåðæäåíèå. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∥A∥ = sup
x ̸=θ

∥Ax∥
∥x∥

,

ò. å. íîðìà ∥A∥ � ýòî íàèìåíüøàÿ èç êîíñòàíò α , äëÿ êîòîðûõ íåðàâåí-

ñòâî ∥Ax∥ ≤ α∥x∥ èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x ∈ Rn , x ̸= θ , òî y = 1
∥x∥x ∈ S , ïîýòîìó

èìååì ∥Ay∥ ≤ ∥A∥ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ∥A∥ . Òîãäà

∥Ay∥ =

∥∥∥∥A( 1

∥x∥
x

)∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ 1

∥x∥
Ax

∥∥∥∥ =
1

∥x∥
∥Ax∥ ≤ ∥A∥,

îòêóäà
∥Ax∥
∥x∥

≤ ∥A∥. (3.4)

Ïóñòü

α0 = sup
x ̸=θ

∥Ax∥
∥x∥

.

Èç (3.4) ïîëó÷àåì α0 ≤ ∥A∥ .
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Äîêàæåì îáðàòíîå íåðàâåíñòâî. Åñëè x ∈ S , òî

∥Ax∥ =
∥Ax∥
∥x∥

≤ α0,

ïîýòîìó ∥A∥ = supx∈S ∥Ax∥ ≤ α0 . Èòàê, ∥A∥ = α0 è óòâåðæäåíèå äîêà-

çàíî.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn èìååì ∥Ax∥ ≤ ∥A∥ ∥x∥ .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(Rn,Rm) ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îòîáðà-

æåíèé A : Rn → Rm . Ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîì âåêòîðíûì

ïðîñòðàíñòâîì íàä R ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð,

îïðåäåëÿåìûìè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) Ñóììîé îòîáðàæåíèé A è B íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå A + B

òàêîå, ÷òî (A+B)x := Ax+Bx .

2) Ïðîèçâåäåíèåì îòîáðàæåíèÿ A íà ñêàëÿð λ íàçûâàåòñÿ îòîá-

ðàæåíèå λA òàêîå, ÷òî (λA)x := λ(Ax) .

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèÿ A 7→ ∥A∥ çàäàåò íîðìó

íà ïðîñòðàíñòâå L(Rn,Rm) , ò. å.

1) ∥A∥ ≥ 0 , A ∈ L(Rn,Rm) , ïðè÷åì ∥A∥ = 0 ⇐⇒ A = Θ �

íóëåâîé îïåðàòîð.

2) ∥λA∥ = |λ| ∥A∥ , A ∈ L(Rn,Rm) , λ ∈ R .

3) ∥A+B∥ ≤ ∥A∥+ ∥B∥ , A , B ∈ L(Rn,Rm) .

Ëåììà 1. Ïóñòü A ∈ L(Rn,Rm) , B ∈ L(Rm,Rk) , òîãäà B ◦ A ∈
L(Rn,Rk) è ∥B ◦ A∥ ≤ ∥B∥ ∥A∥ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn èìååì

∥(B ◦ A)x∥ = ∥B(Ax))∥ ≤ ∥B∥ ∥Ax∥ ≤ ∥B∥ ∥A∥ ∥x∥.

Åñëè x ̸= θ , òî
∥(B ◦ A)x∥

∥x∥
≤ ∥B∥ ∥A∥,

îòêóäà

∥B ◦ A∥ = sup
x ̸=θ

∥(B ◦ A)x∥
∥x∥

≤ ∥B∥ ∥A∥.
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Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Åñëè m = n , òî âìåñòî L(Rn,Rn) áóäåì ïèñàòü L(Rn) . Â êóðñå

ëèíåéíîé àëãåáðû äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A ∈ L(Rn)

ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A èíúåêòèâíî. Ïîñëåäíåå

ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ det[A] ̸= 0 , ãäå [A] � ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîá-

ðàæåíèÿ A , det[A] � åå îïðåäåëèòåëü. Åñëè det[A] ̸= 0 , òî ñóùåñòâóåò

îáðàòíîå îòîáðàæåíèå A−1 ∈ L(Rn) . Îòîáðàæåíèå A â ýòîì ñëó÷àå íà-

çûâàåòñÿ îáðàòèìûì.

Ëåììà 2.Ïóñòü A ∈ L(Rn) � îáðàòèìîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå.

Òîãäà ñóùåñòâóåò m > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî

∥Ax∥ ≥ m∥x∥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ Rn , y = Ax . Òîãäà x = A−1y è

∥x∥ = ∥A−1y∥ ≤ ∥A−1∥ ∥y∥ = ∥A−1∥ ∥Ax∥,

îòêóäà ∥Ax∥ ≥ m∥x∥ , ãäå m = 1/∥A∥ . Ëåììà 2 äîêàçàíà.

3.2 Äèôôåðåíöèðóåìîñòü âåêòîð-ôóíêöèé

Ïóñòü f : U → Rm , ãäå U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn . Ïóñòü a ∈ U .

Òàê êàê U îòêðûòî, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Bε(a) ⊂ U . Ñëåäîâàòåëü-

íî, åñëè ∥h∥ < ε , òî a+ h ∈ U .

Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì â òî÷êå a ∈ U ,

åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A ∈ L(Rn,Rn) òàêîå, ÷òî

f(a+ h)− f(a) = Ah+ r(h), ãäå r(h) = o(∥h∥), h→ θ, (3.5)

ò. å.

lim
h→θ

∥r(h)∥
∥h∥

= 0.

Åñëè èìååò ìåñòî (3.5), òî îòîáðàæåíèå A íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíûì îòîá-

ðàæåíèåì â òî÷êå a äëÿ îòîáðàæåíèÿ f è îáîçíà÷àåòñÿ f ′(a) .

51



Óñëîâèå (3.5) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

f(a+ h)− f(a) = f ′(a)h+ o(h), h→ θ,

èëè

f(a+ dx)− f(a) = f ′(a)dx+ o(dx), dx→ θ.

Ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå. Ëþáîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A ∈ L(Rn,Rn)

äèôôåðåíöèðóåìî â ëþáîé òî÷êå a ∈ Rn è A′(a) = A .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì A(a+h)−Aa = Ah = Ah+θ = Ah+o(h) ,

∥h∥ → 0 , òàê êàê θ = o(h) , ∥h∥ → 0 .

3.3 Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ äèô-

ôåðåíöèðóåìîñòè

âåêòîð-ôóíêöèè. Ìàòðèöà ßêîáè.

Ïóñòü f : U → Rm , ãäå U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn . Òîãäà çàïèøåì

f = (f1, f2, . . . , fm) , ãäå fi : U → R , 1 ≤ i ≤ n . Ïóñòü A ∈ L(Rn,Rm) ,

òîãäà A = (A1, A2, . . . , Am) , ãäå Ai ∈ L(Rn,R) , 1 ≤ i ≤ n .

Òåîðåìà (êðèòåðèé äèôôåðåíöèðóåìîñòè). Îòîáðàæåíèå f

äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a ∈ U òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî

i , 1 ≤ i ≤ n , ôóíêöèè fi äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå a . Ïðè ýòîì,

f ′(a) = (f ′1(a), f
′
2(a), . . . , f

′
m(a)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a . Òîãäà

f(a+ h)− f(a) = Ah+ r(h), ãäå r(h) = o(h), h→ θ. (3.6)

Ïðè ýòîì A = f ′(a) ∈ L(Rn,Rm) . Ðàâåíñòâî (3.6) � ýòî ðàâåíñòâî âåêòî-

ðîâ â Rm . Çàïèøåì åãî äëÿ i -é êîìïîíåíòû:

fi(a+ h)− fi(a) = Aih+ ri(h), (3.7)
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ãäå (A1, A2, . . . , Am) = A , (r1(h), r2(h), . . . , rm(h)) = r(h) . ßñíî, ÷òî ëè-

íåéíûå îòîáðàæåíèÿ Ai ∈ L(Rn,R) . Êðîìå òîãî, |ri(h)| ≤ ∥r(h)∥ , îòêóäà
ri(h) = o(∥h∥) , h → θ . Èç (3.7) òîãäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå fi äèôôåðåí-

öèðóåìî â òî÷êå a è f ′i(a) = Ai .

Îáðàòíî, ïóñòü èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ (3.7), ãäå Ai ∈ L(Rn,R) ,
ri(h) = o(∥h∥) , h→ θ . Òîãäà èìååò ìåñòî (3.6), ãäå

A = (A1, A2, . . . , Am), r(h) = (r1(h), r2(h), . . . , rm(h)).

ßñíî, ÷òî A ∈ L(Rn,Rm) , r(h) = o(h) , h→ θ . Ñëåäîâàòåëüíî, f äèôôå-

ðåíöèðóåìà â òî÷êå a è f ′(a) = A . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Åñëè îòîáðàæåíèå f äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a ,

òî îíî íåïðåðûâíî â òî÷êå a .

Ïóñòü f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fm(x)) , x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ U .

Ïóñòü â òî÷êå a ñóùåñòâóþò âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂fi
∂xj

. Ìàòðèöåé

ßêîáè Jf(a) îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå a íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

Jf(a) :=



∂f1(a)

∂x1

∂f1(a)

∂x2
. . .

∂f1(a)

∂xn
∂f2(a)

∂x1

∂f2(a)

∂x2
. . .

∂f2(a)

∂xn
. . . . . . . . . . . .

∂fm(a)

∂x1

∂fm(a)

∂x2
. . .

∂fm(a)

∂xn


=

(
∂fi(a)

∂xj

)
1≤i≤m,1≤j≤n

,

ñîñòàâëåííàÿ èç âñåõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà âñåõ êîìïî-

íåíò îòîáðàæåíèÿ f .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü îòîáðàæåíèå

f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fm(x)), x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ U,

äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a ∈ U . Òîãäà â òî÷êå a ñóùåñòâóþò âñå

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂fi
∂xj

, 1 ≤ i ≤ m , 1 ≤ j ≤ n , è ìàòðèöà [f ′(a)]

ïðîèçâîäíîãî îòîáðàæåíèÿ f ′(a) ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé ßêîáè îòîáðà-

æåíèÿ f â òî÷êå a , ò. å. [f ′(a)] = Jf(a) .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå

a . Òîãäà ïî òåîðåìå 1 âñå êîìïîíåíòû fi äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå a è

fi(a+ h)− fi(a) = Aih+ ri(h),

ãäå ri(h) = o(∥h∥) , ∥h∥ → 0 , à Ai ∈ L(Rn,R) . Â ñèëó ëèíåéíîñòè Ai ñó-

ùåñòâóþò êîíñòàíòû ai1 , ai2, . . . , ain òàêèå, ÷òî Aih =
∑n

j=1 aijhj . Òàêèì

îáðàçîì,

fi(a+ h)− fi(a) =
n∑

j=1

aijhj + ri(h), (3.8)

ïîýòîìó ôóíêöèÿ fi äèôôåðåíöèðóåìà êàê ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ íåñêîëü-

êèõ ïåðåìåííûõ. Ïî òåîðåìå î íåîáõîäèìîì óñëîâèè äèôôåðåíöèðóåìî-

ñòè òàêèõ ôóíêöèé

aij =
∂fi(a)

∂xj
, 1 ≤ j ≤ n.

Íàêîíåö, èç ñêàëÿðíûõ ðàâåíñòâ (3.8) ñëåäóåò âåêòîðíîå ðàâåíñòâî (3.6),

ãäå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A = f ′(a) èìååò ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç

ýëåìåíòîâ aij , ò. å.
∂fi(a)
∂xj

. Òàêèì îáðàçîì, [f ′(a)] = Jf(a) è òåîðåìà äîêà-

çàíà.

Òåîðåìà 3. Åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êà a ñóùåñòâóþò

âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂fi(x)
∂xj

è ýòè ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû â òî÷êå

a , òî îòîáðàæåíèå f äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèé òåîðåìû è äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ äèô-

ôåðåíöèðóåìîñòè ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé ñëåäóåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü êîì-

ïîíåíò fi , 1 ≤ i ≤ m . Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó 1.

Îòîáðàæåíèå f = (f1, f2, . . . , fm) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìûì â òî÷êå a , åñëè âñå êîìïîíåíòû fi , 1 ≤ i ≤ m , íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå a .

Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì (íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìûì) íà ìíîæåñòâå U , åñëè f äèôôåðåíöèðóåìî (íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî) â ëþáîé òî÷êå a ∈ U .
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3.4 Äèôôåðåíöèàë âåêòîð-ôóíêöèè

Åñëè îòîáðàæåíèå f äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a , òî

∆f(a) := f(a+ h)− f(a) = f ′(a)h+ o(∥h∥), ∥h∥ → 0.

ãäå h = ∆x := dx � äèôôåðåíöèàë íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Âûðàæåíèå

f ′(a)h = f ′(a)dx íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå a

è îáîçíà÷àåòñÿ df(a) .

Îòìåòèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè.

1) m = n = 1 . Â ýòîì ñëó÷àå df(a) = f ′(a)dx , ãäå çàïèñü f ′(a)dx

ìîæíî ïîíèìàòü äâîÿêî: êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë f ′(a)

è dx èëè êàê ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ f ′(a) ∈ L(R)
ê ýëåìåíòó dx ∈ R . Â ïåðâîì ñëó÷àå f ′(a) ïîíèìàåòñÿ êàê ÷èñëî, âî

âòîðîì � êàê ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (óìíîæåíèå íà ýòî ÷èñëî).

2) m = 1 , n ≥ 1 . Òîãäà df(a) =
∑n

j=1
∂f(a)
∂xj

dxj .

3) n = 1 , m ≥ 1 . Òîãäà df(a) = (f ′1(a), f
′
2(a), . . . , f

′
m(a)) .

4) Ïðîèçâîëüíûé ñëó÷àé: n ≥ 1 , m ≥ 1 . Òîãäà

df(a) =

(
n∑

j=1

∂f1(a)

∂xj
dxj,

n∑
j=1

∂f2(a)

∂xj
dxj, . . . ,

n∑
j=1

∂fm(a)

∂xj
dxj

)
.

3.5 Ïðîèçâîäíàÿ ñóïåðïîçèöèè îòîáðàæåíèé

Òåîðåìà 1. Ïóñòü U ⊂ Rn , V ⊂ Rm � îòêðûòûå ìíîæåñòâà,

f : U → V , g : V → Rk . Åñëè îòîáðàæåíèå f äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå

a ∈ U , à îòîáðàæåíèå g äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå b = f(a) ∈ V , òî

h = g ◦ f äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a è h′(a) = g′(b) ◦ f ′(a) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç äèôôåðåíöèðóåìîñòè îòîáðàæåíèé f è g â

òî÷êàõ a è b ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî â äîñòàòî÷íî ìàëûõ îêðåñòíî-

ñòÿõ Br(a) è Bs(b) ýòèõ òî÷åê

f(x)− f(a) = f ′(a)(x− a) + ∥x− a∥α(x), ãäå α(x) → θ, x→ a, (3.9)
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g(y)− g(b) = g′(b)(y − b) + ∥y − b∥β(y), ãäå β(y) → θ, y → b. (3.10)

Óìåíüøàÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè r . ñ÷èòàåì, ÷òî f(Br(a)) ⊂ Bs(b) .

Ïóñòü x ∈ Br(a) , òîãäà y = f(x) ∈ Bs(b) . Èìååì â ñèëó (3.9) è (3.10)

h(x)−h(a) = g(f(x))−g(f(a)) = g′(b)(f(x)−f(a))+∥f(x)−f(a)∥β(f(x))=

= g′(b)
(
f ′(a)(x− a) + ∥f(x)− f(a)∥α(x)

)
+ ∥f(x)− f(a)∥β(f(x)) =

=
(
g′(b)◦f ′(a)

)
(x−a)+g′(b)

(
∥x−a∥α(x)

)
+∥f(x)−f(a)∥β(f(x)). (3.11)

Îáîçíà÷èì

r1(x) = g′(b)
(
∥x− a∥α(x)

)
, r2(x) = ∥f(x)− f(a)∥β(f(x)). (3.12)

Äîêàæåì, ÷òî

r1(x) = o(∥x− a∥), r2(x) = o(∥x− a∥), x→ a. (3.13)

Èìååì ∥r1(x)∥ ≤ ∥g′(b)∥ ∥x− a∥ ∥α(x)∥ , ïîýòîìó

0 ≤ ∥r1(x)∥
∥x− a∥

≤ ∥g′(b)∥ ∥α(x)∥.

Òàê êàê α(x) → θ , x→ a , òî ñïðàâåäëèâî ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé (3.12).

Äîêàæåì âòîðîå. Òàê êàê α(x) → θ , x → a , òî α(x) îãðàíè÷åíî â íåêî-

òîðîé îêðåñòíîñòè Br(a) òî÷êè a è áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî C > 0 â Br(a) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∥α(x)∥ ≤ C . Òîãäà ∀x ∈ Br(a)

∥f(x)− f(a)∥ = ∥f ′(a)(x− a) + ∥x− a∥α(x)∥ ≤

≤ ∥f ′(a)(x− a)∥+ ∥x− a∥ ∥α(x)∥ ≤ (∥f ′(a)∥+ C) ∥x− a∥.

Èç íåïðåðûâíîñòè f â òî÷êå a ñëåäóåò, ÷òî

lim
x→a

β(f(x)) = lim
y→b

β(y) = θ.

Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî ïåðâåíñòâà è îïðåäåëåíèÿ r2(x) ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðà-

âåäëèâî è âòîðîå ñîîòíîøåíèå â (3.13).
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Òåïåðü èç (3.11), (3.12) è (3.13) ñëåäóåò, ÷òî

h(x)− h(a) =
(
g′(b) ◦ f ′(a)

)
(x− a) + o(∥x− a∥), x→ a.

Ýòî, ïî îïðåäåëåíèþ, îçíà÷àåò, ÷òî h äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a è åå

ïðîèçâîäíàÿ h′(a) ðàâíà g′(b) ◦ f ′(a) . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 1 ìàòðèöà ßêîáè ñó-

ïåðïîçèöèè g ◦ f ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö ßêîáè îòîáðàæåíèÿ f è

îòîáðàæåíèÿ g :

Jg◦f(a) = Jg(b)Jf(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷àÿ êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè ìàòðèöû ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, ïîëó÷àåì

Jg◦f(a) = Jh(a) = [h′(a)] = [g′(b) ◦ f ′(a)] = [g′(b)] [f ′(a)] = Jg(b)Jf(a).

Ïðè ýòîì ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì ôàêòîì, ÷òî ìàòðèöà ïðîèçâåäåíèÿ

(ñóïåðïîçèöèè) ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö ýòèõ

îòîáðàæåíèé.

Òåîðåìà 3. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 1, åñëè îòîáðàæåíèå f

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a , à îòîáðàæåíèå g íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå b , òî h = g ◦ f íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî

â òî÷êå a .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 2 èìååì â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè a Jh(x) = Jg(y)Jf(x) , y = f(x) , ò. å.(
∂hi(x)

∂xj

)
1≤i≤k

1≤j≤n

=

(
∂gi(y)

∂yl

)
1≤i≤k

1≤l≤n

(
∂fl(x)

∂xj

)
1≤l≤m

1≤j≤n

.

Ñ ó÷åòîì ïðàâèëà ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîëó÷àåì

∂hi(x)

∂xj
=

m∑
l=1

∂gi(f(x))

∂yl

∂fl(x)

∂xj
. (3.14)

Îòîáðàæåíèå f äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a , ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíî

â òî÷êå a . Êðîìå òîãî, ïî óñëîâèþ òåîðåìû ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂fl(x)
∂xj
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íåïðåðûâíû â òî÷êå a , a ∂gi(f(x))
∂yl

� â òî÷êå b . Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå ∂hi(x)
∂xj

íåïðåðûâíû â òî÷êå a . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü k ∈ N . Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 1, åñëè

îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì â òî÷êå

a , à îòîáðàæåíèå g � k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì â òî÷êå b ,

òî h = g ◦ f ÿâëÿåòñÿ k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì â òî÷êå a .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 3 èìååì (3.14). Äèôôåðåíöèðóÿ

ýòî ñîîòíîøåíèå (k − 1) óáåæäàåìñÿ ïî èíäóêöèè, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèç-

âîäíûå k -ãî ïîðÿäêà êîìïîíåíò hi â òî÷êå x ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé gi â òî÷êå f(x) è fl â òî÷êå x ïîðÿä-

êà íå âûøå k (äîêàæèòå ýòî ñòðîãî!). Ïîñêîëüêó âñå òàêèå ïðîèçâîäíûå

ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè è f íåïðåðûâíî, òî è ÷àñòíûå ïðî-

èçâîäíûå k -ãî ïîðÿäêà êîìïîíåíò hi â òî÷êå x ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè

ôóíêöèÿìè.

3.6 ßêîáèàí îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü f : U → Rn , ãäå U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn . Åñëè ñóùå-

ñòâóåò ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå a , òî îíà ÿâëÿåòñÿ êâàä-

ðàòíîé ìàòðèöåé. Åå îïðåäåëèòåëü íàçûâàåòñÿ ÿêîáèàíîì îòîáðàæåíèÿ

f â òî÷êå a è îáîçíà÷àåòñÿ If(a) . Èòàê,

If(a) := det Jf(a) = det[f ′(a)].

Äëÿ ÿêîáèàíà ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå îáîçíà÷åíèå

∂(f1, f2, . . . , fn)

∂(x1, x2, . . . , xn)
.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü U , V ⊂ Rn � îòêðûòûå ìíîæåñòâà, f :

U → V , g : V → Rn . Åñëè îòîáðàæåíèå f äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå

a ∈ U , à îòîáðàæåíèå g äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå b = f(a) ∈ V , òî

Ig◦f(a) = Ig(b)If(a).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì Ig◦f(a) = det Ig◦f(a) = det(Jg(b)Jf(a)) =

= det(Jg(b)) det(Jf(a)) = Ig(b)If(a).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü U , V ⊂ Rn � îòêðûòûå ìíîæåñòâà, f :

U → V è ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1 : V → Rn . Åñëè

îòîáðàæåíèå f äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a ∈ U , à f−1 äèôôåðåí-

öèðóåìî â òî÷êå b = f(a) , òî f ′(a) ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì ëèíåéíûì

îòîáðàæåíèåì â Rn è

(f ′(a))−1 = (f−1)′(b), (Jf(a))
−1 = Jf−1(b), (If(a))

−1 = If−1(b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

f−1 ◦ f(x) = x, x ∈ U, f ◦ f−1(y) = y, y ∈ V.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñóïåðïîçèöèè, ïîëó÷àåì

(f−1)′(b) ◦ f ′(a) = id Rn, f ′(a) ◦ (f−1)′(b) = id Rn.

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ f ′(a) è

(f−1)′(b) îáðàòèìû è ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî-îáðàòíûìè. Òàêèì îáðàçîì,

(f ′(a))−1 = (f−1)′(b) . Ïåðåõîäÿ ê èõ ìàòðèöàì è îïðåäåëèòåëÿì ìàòðèö,

ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

3.7 Ðåãóëÿðíûå îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü U ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, f : U → Rn . Îòîáðàæåíèå f

íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè îíî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî â U è â

ëþáîé òî÷êå x èç U ÿêîáèàí If(x) ̸= 0 .

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåãóëÿðíûõ îòîáðàæåíèé.

1) Ëþáîå ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî. Ýòî ñëåäñòâèå

äèôôåðåíöèðóåìîñòè f .

2) ßêîáèàí ðåãóëÿðíîãî îòîáðàæåíèÿ f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ÿêîáèàí � ýòî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñ íåïðåðûâíûìè

ýëåìåíòàìè ∂fi(x)
∂xj

.
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3) Åñëè U ëèíåéíî ñâÿçíî, òî ëèáî If > 0 â U , ëèáî If < 0 â U .

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ýòî áûëî íå òàê, òî ñóùåñòâîâàëè áû äâå òî÷êè

â U òàêèå, ÷òî If(a) > 0 , If(b) < 0 . Òîãäà ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷-

íîì çíà÷åíèè ñóùåñòâîâàëà áû òî÷êà x ∈ U , â êîòîðîé If(c) = 0 , ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò ðåãóëÿðíîñòè f .

Äîêàæåì ëîêàëüíóþ èíúåêòèâíîñòü ðåãóëÿðíûõ îòîáðàæåíèé.

Òåîðåìà 1. Åñëè f : U → Rn � ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå, òî

äëÿ ëþáîãî x ∈ U ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Bδ(x) ⊂ U , â êîòîðîé f

ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ U . Òàê êàê îòîáðàæåíèå f ðåãóëÿðíî,

òî If(x) ̸= 0 . Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ÿêîáèàíà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü

Bε(x) ýòîé òî÷êè, â êîòîðîé If ̸= 0 . Äîêàæåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ

δ > 0 îòîáðàæåíèå f èíúåêòèâíî íà Bδ(x) .

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóþò äâå

òî÷êè a , b ∈ Bδ(x) òàêèå, ÷òî f(a) = f(b) , ò. å. fi(a) = fi(b) , 1 ≤ i ≤ n .

Ïî ôîðìóëå êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé, ïðèìåíåííîé ê fi , ïîëó÷àåì

0 = fi(a)− fi(b) =
n∑

j=1

∂fi(ci)

∂xj
(bj − aj)

äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè ci , ëåæàùåé íà îòðåçêå ∆ab ñ êîíöàìè a è b . Çäåñü

aj , bj � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ a è b . Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó a , b ∈
Bδ(x) è øàð Bδ(x) � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî îòðåçîê ∆ab ⊂ Bδ(x) ,

ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè ci ∈ Bδ(x) .

Òåïåðü ïîëîæèì δ = 1
n , n ∈ N . Â ñèëó äîêàçàííîãî â øàðå B1/n(x)

ñóùåñòâóþò òî÷êè a , b , à òàêæå ci = c
(n)
i , 1 ≤ i ≤ n , òàêèå, ÷òî

n∑
j=1

∂fi(c
(n)
i )

∂xj
(bj − aj) = 0, 1 ≤ i ≤ n. (3.15)

(òî÷êè a , b òîæå çàâèñÿò îò n , íî ìû íå áóäåì ýòî ÿâíî óêàçûâàòü). ßñíî,

÷òî c
(n)
i → x , n→ ∞ , äëÿ ëþáîãî i .

Ïîñìîòðèì íà (3.15) êàê íà ñèñòåìó n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíî-

ñèòåëüíî n íåèçâåñòíûõ bj−aj , 1 ≤ j ≤ n . Òàê êàê ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
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∂fi
∂xj

ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè â U , òî ïðè n→ ∞

∂fi(c
(n)
i )

∂xj
→ ∂fi(x)

∂xj
,

ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëèòåëü D(n) ñèñòåìû (3.15) ñòðåìèòñÿ ê ÿêîáèàíó

If(x) ̸= 0 . Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n îïðåäåëèòåëü D(n) ̸= 0 ,

ñëåäîâàòåëüíî, îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (3.15) èìååò òîëüêî íóëåâîé ðåøåíèå:

bj − aj = 0 , 1 ≤ i ≤ n . Íî òîãäà a = b � ïðîòèâîðå÷èå, äîêàçûâàþùåå

òåîðåìó.

Îòìåòèì, ÷òî ðåãóëÿðíûå îòîáðàæåíèÿ íå îáÿçàíû áûòü èíúåêòèâ-

íûìè.

Ïðèìåð. Îòîáðàæåíèå f : R2 \ {0} → R2 , çàäàííîå ôîðìóëîé

f(x, y) = (x2 − y2, 2xy)

ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, òàê êàê îíî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî è ÿêî-

áèàí

If(x, y) =

∣∣∣∣∣ 2x −2y

2y 2x

∣∣∣∣∣ = 4(x2 + 4y2) ̸= 0,

(x, y) ∈ R2 \ {0} . Îäíàêî f íå èíúåêòèâíî, òàê êàê f(−x,−y) = f(x, y)

äëÿ ëþáîãî (x, y) ∈ R2 \ {0} .

Ëåììà. Åñëè îòîáðàæåíèå f : U → Rn (U îòêðûòî â Rn) äèô-

ôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x ∈ U è f ′(x) îáðàòèìî, òî ñóùåñòâóþò ε > 0

è m > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x∗ ∈ Bε(x) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∥f(x∗)− f(x)∥ ≥ m∥x∗ − x∥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè îòîáðàæåíèÿ f â

òî÷êå x èìååì

f(x∗)−f(x) = f ′(x)(x∗−x)+r(x∗), r(x∗) = o(∥x∗−x∥), x∗ → x. (3.16)

Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f ′(x) ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì, ïîýòîìó, êàê áûëî ïî-

êàçàíî ðàíåå, ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà m > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x∗

∥f ′(x)(x∗ − x)∥ ≥ 2m∥x∗ − x∥. (3.17)
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Òàê êàê
∥r(x∗∥
∥x∗ − x∥

→ 0, x∗ → x,

òî ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x∗ ∈ Bε(x) , x
∗ ̸= x , âûïîëíÿ-

åòñÿ íåðàâåíñòâî
∥r(x∗∥
∥x∗ − x∥

< m,

îòêóäà âûâîäèì, ÷òî

∥r(x∗∥ < m∥x∗ − x∥, x∗ ∈ Bε(x). (3.18)

Èç (3.16), (3.17) è (3.18) ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ïî-

ëó÷àåì

∥f(x∗)− f(x)∥ ≥ ∥f ′(x)(x∗ − x)∥ − ∥r(x∗∥ >
> 2m∥x∗ − x∥ −m∥x∗ − x∥ = m∥x∗ − x∥.

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò îòêðûòûå ìíî-

æåñòâà â îòêðûòûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : U → Rn ðåãóëÿðíî è G ⊂ U � îòêðû-

òîå ïîäìíîæåñòâî. Äîêàæåì, ÷òî f(G) îòêðûòî.

Ïóñòü b ∈ f(G) . Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò r > 0 òàêîå, ÷òî

Br(b) ⊂ G . Òàê êàê b ∈ f(G) , òî ñóùåñòâóåò a ∈ G òàêîå, ÷òî f(a) = b .

Îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, ñëåäîâàòåëüíî, f äèôôåðåíöèðó-

åìî â òî÷êå a è If(a) = det[f ′(a)] ̸= 0 . Òàêèì îáðàçîì, f ′(a) � îáðàòèìî.

Â ñèëó äîêàçàííîé ëåììû ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî Bδ(a) ⊂ G è äëÿ

ëþáîãî x∗ ∈ Bδ(a) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∥f(x∗)− f(a)∥ ≥ m∥x∗ − a∥.

Ïóñòü ∥x− a∥ = δ/2 . Òîãäà ∥f(x)− f(a)∥ ≥ mδ/2 = 2r .

Òàêèì îáðàçîì, íà ãðàíèöå øàðà Bδ/2(a) èìååì ∥f(x)−f(a)∥ ≥ 2r .

Äîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå Br(b) ⊂ f(G) . Äëÿ ýòîãî ðàññìîò-

ðèì ôóíêöèþ g(x) := ∥f(x)− ỹ∥2 , ãäå ỹ � ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ
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òî÷êà èç Br(b) . Íà ãðàíèöå Bδ/2(a) èìååì

∥f(x)−ỹ∥ ≥ ∥f(x)−f(a)∥−∥f(a)−ỹ∥ = ∥f(x)−f(a)∥−∥b−ỹ∥ ≥ 2r−r = r,

îòêóäà g(x) ≥ r2 . Ïðè x = a èìååì g(a) = ∥f(a) − ỹ∥2 = ∥b − ỹ∥2 < r2 ,

òàê êàê ỹ ∈ Br(b) . Ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè g â

Bδ/2(a) , êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà, íå ìîæåò äîñòè-

ãàòüñÿ íà ãðàíèöå ∂Bδ/2(a) , ò. å. ñóùåñòâóåò òî÷êà ìèíèìóìà x̃ ∈ Bδ/2(a) .

Â ñèëó íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà èìååì

∂g(x̃)

∂xj
= 0, 1 ≤ j ≤ n.

Òàê êàê g(x) =
∑n

i=1(fi(x)− ỹi)
2 , òî

∂g(x̃)

∂xj
= 2

n∑
i=1

∂fi(x̃)

∂xj
(fi(x)− ỹi) = 0, 1 ≤ i ≤ n. (3.19)

ßêîáèàí

If(x̃) = det

(
∂fi(x̃)

∂xj

)
1≤i,j≤n

̸= 0,

ïîýòîìó, ðàññìàòðèâàÿ (3.19) êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñè-

òåëüíî íåèçâåñòíûõ fi(x) − ỹi , ïîëó÷àåì, ÷òî ýòà ñèñòåìà èìååò òîëüêî

òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ò. å. fi(x̃)− ỹi = 0 , 1 ≤ i ≤ n , Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

f(x̃) = ỹ . Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà ỹ èç Br(b) ëåæèò â f(G) .

Çíà÷èò ëþáàÿ òî÷êà b ∈ f(G) ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà

f(G) , è f(G) îòêðûòî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â çàêëþ÷åíèå íàïîìíèì îäèí êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæå-

íèé, çàäàííûõ íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f : U → Rm , ãäå U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â

Rn . Îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî íà U òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ

ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà V ⊂ Rm åãî ïðîîáðàç f−1(V ) îòêðûò

â Rn .
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3.8 Äèôôåîìîðôèçìû

Ïóñòü f : U → Rn , ãäå U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn . Îòîáðàæåíèå

f íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì, åñëè f ðåãóëÿðíî è èíúåêòèâíî íà U .

Îòìåòèì ñëåäóþùèé ëåãêî ïðîâåðÿåìûé ôàêò.

Ëåììà. Åñëè f : U → Rn , ãäå U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn ,

ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì, òî f−1 : V → U � íåïðåðûâíîå îòîáðà-

æåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåì 2 è 3 ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.

Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà î äèôôåîìîðôèçìå. Ïóñòü f : U → Rn , ãäå U �

îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn , ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì è V = f(U) .

Òîãäà îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1 : V → U òàêæå ÿâëÿåòñÿ äèôôåî-

ìîðôèçìîì è äëÿ ëþáîãî x ∈ U

(f−1)′(y) = (f ′(x))−1, ãäå y = f(x).

Áîëåå òîãî, åñëè îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ k ðàç íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìûì, òî è f−1 ÿâëÿåòñÿ k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-

ìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì òî÷êó x ∈ U . Â ñèëó ëåììû èç ïðåäû-

äóùåãî ïóíêòà ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû ε > 0 è m > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ

ëþáîãî x̃ ∈ Bε(x) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∥f(x̃)− f(x)∥ ≤ m∥x̃− x∥. (3.20)

Òàê êàê f ðåãóëÿðíî, òî f(Bε(x)) îòêðûòî, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò øàð

Br(y) ⊂ f(Bε(x)) . Îòîáðàæåíèå f äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x , ñëåäîâà-

òåëüíî,

f(x̃)− f(x) = A(x̃− x) + r(x̃), (3.21)

ãäå

r(x̃) = o(∥x̃− x∥), x̃→ x. (3.22)
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Çäåñü A = f ′(x) � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Òàê êàê îòîáðàæåíèå f ðå-

ãóëÿðíî, det[A] = If(x) ̸= 0 , ïîýòîìó A îáðàòèìî. Ïåðåïèøåì (3.21) â

âèäå

ỹ − y = A(x̃− x) + r(x̃), ãäå ỹ = f(x̃), y = f(x).

Ïðèìåíèì ê îáåèì ÷àñòÿì ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ëèíåéíûé îïåðàòîð A−1 .

Ïîëó÷àåì

A−1(ỹ − y) = x̃− x+ A−1r(x̃),

ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ỹ ∈ Br(y)

f−1(ỹ)− f−1(y) = A−1(ỹ − y)− A−1r(x̃). (3.23)

Äîêàæåì, ÷òî

A−1r(x̃) = o (∥ỹ − y∥), ỹ → y. (3.24)

Òàê êàê ∥A−1r(x̃)∥ ≤ ∥A−1∥ ∥r(x̃)∥ , òî ñ ó÷åòîì (3.20) è (3.22) ïîëó÷àåì

∥A−1r(x̃)∥
∥ỹ − y∥

≤ ∥A−1r(x̃)∥
m ∥x̃− x∥

≤ ∥A−1∥
m

r(x̃)

∥x̃− x∥
=

∥A−1∥
m

o(1) = o(1), (3.25)

x̃→ x . Òàê êàê ïðè ỹ → y

x̃ = f−1(ỹ) → f−1(y) = x,

òî èç (3.25) ñëåäóåò (3.24).

Òåïåðü èç (3.23) è (3.24) ïîëó÷àåì

f−1(ỹ)− f−1(y) = A−1(ỹ − y) + o(∥ỹ − y∥), ỹ → y.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1 : V → U äèôôåðåíöèðóåìî â

òî÷êå y è (f−1)′(y) = A−1 = (f ′(x))−1 .

Îáîçíà÷èì g := f−1 . Äîêàæåì, ÷òî g ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìûì, ò. å. ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂gi
∂yj

íåïðåðûâíû íà V . Â

ñèëó ñâîéñòâ îáðàòíîé ìàòðèöû èìååì

Jg(y) = Jf−1(y) = (Jf(x))
−1 =

((
∂fi(x)

∂xj

)
1≤i,j≤n

)−1

=
1

If(x)
(Aij(x))1≤i,j≤n,
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ãäå Aij(x) � àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòà ∂fi(x)
∂xj

â ìàòðèöå ßêîáè.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∂gi(y)

∂yj
= φij(x) :=

1

If(x)
Aij(x), ãäå x = g(y), 1 ≤ i, j ≤ n. (3.26)

ßêîáèàí If(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â U , íå îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü.

Ïîñêîëüêó Aij(x) ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè îò ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂fk(x)
∂xl

(ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ßêîáè), êîòîðûå íåïðåðûâíû, ñàìè Aij(x) ÿâëÿþòñÿ

íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè â U . Îòñþäà âûòåêàåò íåïðåðûâíîñòü â U

ïðàâûõ ÷àñòåé φij(x) ðàâåíñòâ (3.26). Ñ ó÷åòîì íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîãî

îòîáðàæåíèÿ g = f−1 èç (3.26) ïîëó÷àåì, ÷òî ëåâûå ÷àñòè íåïðåðûâíû â

V êàê ñóïåðïîçèöèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, òàê êàê

∂gi(y)

∂yj
= φij ◦ g(y), 1 ≤ i, j ≤ n. (3.27)

ßêîáèàí

Ig(y) =
1

If(x)
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Ig(y) ̸= 0 â V . Ñëåäîâàòåëüíî, g � ðåãóëÿðíîå îòîá-

ðàæåíèå. Îíî èíúåêòèâíî, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê f . Òàêèì îáðà-

çîì, f−1 � äèôôåîìîðôèçì.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî åñëè f ÿâëÿåòñÿ k ðàç íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìûì, òî è g ÿâëÿåòñÿ k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðè k = 1

ýòî óæå äîêàçàíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî ïðè k = l ,

ãäå l ∈ N . Äîêàæåì åãî ïðè k = l + 1 .

Ïóñòü f íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî (l+1) ðàç, òîãäà ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå ∂fi(x)
∂xj

ÿâëÿþòñÿ l ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè â

U . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî If(x) è âñå Aij(x) êàê ïîëèíîìû îò ýòèõ ôóíê-

öèé òàêæå l ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â U , ïîýòîìó ôóíêöèè

φij ÿâëÿþòñÿ l ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ

èíäóêöèè îáðàòíîå îòîáðàæåíèå g = f−1 íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî

l ðàç. Èç (3.27) âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèè ∂gi(y)
∂yj

ÿâëÿþòñÿ l ðàç íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî g íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî

(l + 1) ðàç.
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3.9 Òåîðåìû îá îáðàòíîé è î íåÿâíîé ôóíê-

öèè

Òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : U → Rn

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà U è If(a) ̸= 0 â íåêîòîðîé òî÷êå

a ∈ U . Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V òî÷êè a è îêðåñòíîñòü

W = f(V ) òî÷êè b := f(a) òàêèå, ÷òî f |V : V → W ÿâëÿåòñÿ äèô-

ôåîìîðôèçìîì, ò. å. ñóùåñòâóåò (f |V )−1 : W → V . Áîëåå òîãî, åñëè

îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé, òî è

(f |V )−1 ÿâëÿåòñÿ k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû î äèôôåîìîðôèçìå è

ñâîéñòâ ðåãóëÿðíûõ îòîáðàæåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü, äëÿ îïðåäå-

ëåííîñòè, If(a) > 0 , òîãäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ÿêîáèàíà ñóùåñòâóåò

îêðåñòíîñòü V1 òî÷êè a , â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî If(x) > 0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì íà V1 . Ïî òåîðåìå

î ëîêàëüíîé èíúåêòèâíîñòè ðåãóëÿðíûõ îòîáðàæåíèé ñóùåñòâóåò îêðåñò-

íîñòü V ⊂ V1 òî÷êè a , â êîòîðîé f ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì. Ïðè ýòîì

W := f(V ) îòêðûòî. Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî f |V äèôôåîìîðôèçì. Äàëåå

îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó î äèôôåîìîðôèçìå.

Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : U → Rm , ãäå U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â

Rn+m . Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû Rn+m ÷åðåç (x, y) , ãäå x = (x1, x2, . . . , xn) ,

y = (y1, y2, . . . , ym) . Âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ âåê-

òîðíîãî óðàâíåíèÿ

f(x, y) = θ (3.28)

îòíîñèòåëüíî âåêòîðíîé íåèçâåñòíîé y .

Âåêòîðíîå óðàâíåíèå (3.28) ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå m ñêàëÿðíûõ

óðàâíåíèé 
f1(x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym) = 0,

f2(x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fm(x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym) = 0.

îòíîñèòåëüíî m âåùåñòâåííûõ íåèçâåñòíûõ y1 , y2, . . . , ym .
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Ïóñòü (a, b) ∈ U , f(a, b) = θ . Åñëè äëÿ ëþáîãî x â ìàëîé îêðåñòíî-

ñòè V òî÷êè a ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå y = g(x) èç íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè W òî÷êè b òàêîå, ÷òî f(x, g(x)) = θ , òî ãîâîðÿò, ÷òî y = g(x)

� ýòî íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè a ñîîòíîøåíèåì

f(x, y) = θ .

Ïðèìåð. Ïóñòü m = n = 1 , f(x, y) = x2 + y2 − 1 . Åñëè a = 0 ,

b = 1 , òî óðàâíåíèå x2+y2−1 = 0 çàäàåò íåÿâíóþ ôóíêöèþ y =
√
1− x2

â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0 . Åñëè a = 0 , b = −1 , òî íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ

â îêðåñòíîñòè íóëÿ èìååò âèä y = −
√
1− x2 . Åñëè a = ±1 , b = 0 , òî

íåÿâíîé ôóíêöèè íå ñóùåñòâóåò íè â êàêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a .

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êîãäà ñóùåñòâóåò íåÿâíàÿ ôóíê-

öèÿ? Â ñëó÷àå äèôôåðåíöèðóåìîñòè f îòâåò äàåò òåîðåìà î íåÿâíîé

ôóíêöèè ïðèâîäèìàÿ íèæå.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå fx(y) = f(x, y) , äëÿ ôèêñèðîâàííîãî x ýòà

ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà ïåðåñå÷åíèè U ñ ïëîñêîñòüþ {x = const} . Åñëè
f äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå (x, y) , òî ñóùåñòâóåò ÿêîáèàí

Ifx(y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f1(x,y)
∂y1

∂f1(x,y)
∂y2

. . . ∂f1(x,y)
∂ym

∂f2(x,y)
∂y1

∂f2(x,y)
∂y2

. . . ∂f2(x,y)
∂ym

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂fm(x,y)
∂y1

∂fm(x,y)
∂y2

. . . ∂fm(x,y)
∂ym

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè. Ïóñòü f : U → Rm , ãäå U � îò-

êðûòîå ìíîæåñòâî â Rn+m , ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì

â U . Ïóñòü (a, b) ∈ U , f(a, b) = θ è Ifa(b) ̸= 0 . Òîãäà ñóùåñòâóåò

îêðåñòíîñòü V òî÷êè a â Rn è îêðåñòíîñòü W òî÷êè b â Rm òà-

êèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ V ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå y =: g(x) ∈ W

òàêèå, ÷òî f(x, y) = θ . Ïðè ýòîì g íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî â

V . Åñëè æå f ÿâëÿåòñÿ k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì, òî è g

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî k ðàç.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

F (x, y) := (x, f(x, y)), F : U → Rn+m.
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Èìååì F (a, b) = (a, θ) . Çàïèøåì êîìïîíåíòû F :

F1 (x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym) = x1,

F2 (x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym) = x2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Fn (x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym) = xn,

Fn+1(x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym) = f1(x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym),

Fn+2(x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym) = f2(x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Fn+m(x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym) = fm(x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym).

Ïîäñ÷èòàåì ÿêîáèàí F :

IF =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0 0 0 . . . 0

0 1 . . . 0 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 0 0 . . . 0

∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . .
∂f1
∂xn

∂f1
∂y1

∂f1
∂y2

. . .
∂f1
∂ym

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

. . .
∂f2
∂xn

∂f2
∂y1

∂f2
∂y2

. . .
∂f2
∂ym

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂fm
∂x1

∂fm
∂x2

. . .
∂fm
∂xn

∂fm
∂y1

∂fm
∂y2

. . .
∂fm
∂ym

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Ýòî � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ïðÿìîóãîëüíûõ áëî-

êîâ. Áëîê â ëåâîì âåðõíåì óãëó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíè÷íóþ ìàò-

ðèöó ðàçìåðà (n × n) , â ïðàâîì âåðõíåì � íóëåâóþ ìàòðèöó ðàçìåðà

(n×m) . Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëèòåëü IF ðàâåí îïðåäåëèòåëþ áëîêà ðàç-
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ìåðà (m×m) , ñòîÿùåãî â íèæíåì ïðàâîì óãëó:

IF =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f1
∂y1

∂f1
∂y2

. . .
∂f1
∂ym

∂f2
∂y1

∂f2
∂y2

. . .
∂f2
∂ym

. . . . . . . . . . . . . . .

∂fm
∂y1

∂fm
∂y2

. . .
∂fm
∂ym

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

ïîýòîìó IF (a, b) = Ifa(b) ̸= 0 . Â ñèëó ýòîãî ê îòîáðàæåíèþ F ìîæíî

ïðèìåíèòü òåîðåìó îá îáðàòíîé ôóíêöèè. Ïî ýòîé òåîðåìå ñóùåñòâóåò

îêðåñòíîñòü Br(c) òî÷êè c = (a, b) â Rn+m , â êîòîðîé F ÿâëÿåòñÿ äèô-

ôåîìîðôèçìîì.

Ïóñòü δ = r√
2
, V1 = Bδ(a) , W = Bδ(b) . Òîãäà V1 ×W ⊂ Br(c) .

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü (x, y) ∈ V1 ×W , òîãäà x ∈ V , y ∈ W è

∥(x, y)− (a, b)∥2Rn+m
= ∥x− a∥2Rn

+ ∥y − b∥2Rm
< 2δ2 = r2,

ò. å. (x, y) ∈ Br(c) .

Îòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì íà Br(c) , ñëåäîâà-

òåëüíî, íà åãî ïîäìíîæåñòâå V1 × W îíî áèåêòèâíî, ò. å. ñóùåñòâóåò

äèôôåîìîðôèçì

F−1 : F (V1 ×W ) =: Z → V1 ×W.

(Çäåñü äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ìû ïèøåì F−1 , õîòÿ íà ñàìîì äåëå ìû

èìååì â âèäó äèôôåîìîðôèçì, îáðàòíûé ê ñóæåíèþ F |V1×W îòîáðàæå-

íèÿ F íà ìíîæåñòâî V1×W .) Òàê êàê F ñîõðàíÿåò íåèçìåííûìè ïåðâûå

n êîîðäèíàò, òî è F−1 îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì, ò. å. ìîæíî íàïèñàòü

F−1(x, y) = (x, h(x, y)) , ãäå ôóíêöèÿ h(x, y) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-

åìà, òàê êàê F−1 � äèôôåîìîðôèçì.

Òàê êàê f(a, b) = θ , F (a, b) = ã := (a, θ) , òî òî÷êà ã ∈ Z . Ìíîæå-

ñòâî Z ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Bε(ã) ⊂ Z .

Ïóñòü V = Bε(a) . Ïîêàæåì, ÷òî îêðåñòíîñòè V è W ÿâëÿþòñÿ èñêîìû-

ìè.
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6

-

U

Rn

Rm

a

b qq r r

q q

V1×W

-

6

Rn

Rm

r̃a
Z

"!
# Bε(ã)

z

F

x

y
x̃r

Ðèñ. 1

Br(c)

c

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ∈ V , òî òî÷êà x̃ := (x, θ) ∈ Bε(ã) , òàê êàê

∥x̃− ã∥Rn+m = ∥x− a∥Rn < ε.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x̃ ∈ Z . Ïîëîæèì

y = g(x) := h(x, θ).

Òîãäà (x, y) = F−1(x̃) ∈ V1 ×W , îòêóäà y ∈ W . Ïîñêîëüêó

F−1(x̃) = F−1(x, θ) = (x, h(x, θ)) = (x, y),

ïîëó÷àåì (x, f(x, y)) = F (x, y) = (x, θ) , ñëåäîâàòåëüíî, f(x, y) = θ .

Íà ðèñ. 1 ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ y = g(x) , x ∈ V , èçîáðàæåí ñëåâà

æèðíîé ëèíèåé; ñïðàâà æèðíîé ëèíèåé èçîáðàæåíî ìíîæåñòâî V × {θ} ,
ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó ãðàôèêó ïðè îòîáðàæåíèè F .

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü òàêîãî y . Åñëè ñóùåñòâóåò äðóãîå y′ ∈ W

è (x, y′) ∈ V ×W , f(x, y′) = θ , òî F (x, y′) = (x, θ) ∈ Bε(ã) ⊂ F (V1×W ) .

Ïîñêîëüêó F áèåêòèâíî íà V ×W , òî

(x, y′) = F−1((x, θ)) = (x, h(x, θ)) = (x, y).

Èòàê, y′ = y .

Òàêèì îáðàçîì, g(x) = h(x, θ) . Ýòî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìî, òàê êàê F−1 íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî. Åñëè æå f

ÿâëÿåòñÿ k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì, òî F , F−1 , à, ñëåäîâà-

òåëüíî, h è g íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû k ðàç. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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3.10 Óñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèé íåñêîëü-

êèõ ïåðåìåííûõ

Íà÷íåì ðàññìîòðåíèå ñ ïðèìåðà çàäà÷è íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì.

Ïðèìåð. Íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèè f(x, y) = x2 + y2 . Íåòðóäíî

âèäåòü, ÷òî òî÷êà (0, 0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè f . Òåïåðü

íàéäåì ìèíèìóì ôóíêöèè ñðåäè âñåõ òî÷åê (x, y) , óäîâëåòâîðÿþùèõ äî-

ïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ x+y = 1 (òàêîé ìèíèìóì íàçûâàåòñÿ óñëîâíûì).

Èìååì y = 1− x , îòêóäà ïðè òàêèõ (x, y) ôóíêöèÿ

f(x, y) = x2 + (1− x)2 = 2x2 − 2x+ 1.

Èññëåäóÿ ôóíêöèþ g(x) := 2x2 − 2x+ 1 , x ∈ R , íà ýêñòðåìóì, íàõîäèì,

÷òî òî÷êà x = 1/2 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè g . Òàêèì îáðà-

çîì, ñðåäè âñåõ òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ x+ y = 1 , íàèìåíüøåå

çíà÷åíèå ôóíêöèÿ f äîñòèãàåò â òî÷êå (1/2, 1/2) .

Òåïåðü äàäèì îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì.

Ïóñòü â îáëàñòè U ⊂ Rn çàäàíû ôóíêöèè f , g1, . . . , gm : U → R .

Îáîçíà÷èì

Γ := {x ∈ U | g1(x) = g2(x) = . . . gm(x) = 0}.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Γ ̸= ∅ .
Òî÷êà x0 ∈ Γ íàçûâàåòñÿ òî÷êîé óñëîâíîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà

(ìàêñèìóìà) ôóíêöèè f ïðè îãðàíè÷åíèÿõ gj(x) = 0 , 1 ≤ j ≤ m , åñëè

ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V òî÷êè x0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Γ ∩ V

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî f(x) ≥ f(x0) (f(x) ≤ f(x0)).

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ýòè ôóíêöèè f è gj ,

1 ≤ j ≤ m , íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà U , m < n è â ëþáîé òî÷êå
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x ∈ U ìàòðèöà

∂g1(x)

∂x1

∂g1(x)

∂x2
. . .

∂g1(x)

∂xn
∂g2(x)

∂x1

∂g2(x)

∂x2
. . .

∂g2(x)

∂xn
. . . . . . . . . . . .

∂gm(x)

∂x1

∂gm(x)

∂x2
. . .

∂gm(x)

∂xn


=

(
∂gj(x)

∂xk

)
1≤j≤m,1≤k≤n

, (3.29)

èìååò ðàíã m .

Òåîðåìà Ëàãðàíæà. Ïóñòü òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëü-

íîãî óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f ïðè îãðàíè÷åíèÿõ gj(x) = 0 ,

1 ≤ j ≤ m . Òîãäà ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå êîíñòàíòû λ1 , λ2, . . . , λm

òàêèå, ÷òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

∂f(x0)

∂xk
+

m∑
j=1

λj
∂gj(x0)

∂xk
= 0, 1 ≤ k ≤ n. (3.30)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî

ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f ïðè îãðàíè÷åíèÿõ gj(x) = 0 , 1 ≤ j ≤ m . Ïî

ïðåäïîëîæåíèþ, ñôîðìóëèðîâàííîìó âûøå, ðàíã ìàòðèöû (3.29) ðàâåí

m . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂g1(x)

∂xn−m+1

∂g1(x)

∂xn−m+2
. . .

∂g1(x)

∂xn
∂g2(x)

∂xn−m+1

∂g2(x)

∂xn−m+2
. . .

∂g2(x)

∂xn
. . . . . . . . . . . .

∂gm(x)

∂xn−m+1

∂gm(x)

∂xn−m+2
. . .

∂gm(x)

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0. (3.31)

Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ìíî-

æåñòâî Γ ìîæíî çàäàòü â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé

xn−m+1 = φ1(x1, x2, . . . , xn−m),

xn−m+2 = φ2(x1, x2, . . . , xn−m),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn = φm(x1, x2, . . . , xn−m).

(3.32)
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Îáîçíà÷èì s = (x1, x2, . . . , xn−m) , t = (xn−m+1, xn−m+2, . . . , xn . Òî-

ãäà ïàðó (s, t) ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ òî÷êîé x = (x1, x2, . . . , xn) . Ïóñòü

x0 = (s0, t0)

Ïåðåïèøåì (3.32) â âåêòîðíîì âèäå êàê t = φ(s) , ãäå s ïðèíàä-

ëåæèò íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè s0 , φ = (φ1, φ2, . . . , φm) . Åñëè s

ïðèíàäëåæèò ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè s0 , òî òî÷êà x = (s, φ(s)) ëåæèò

íà Γ â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà s0 ÿâëÿ-

åòñÿ òî÷êîé (áåçóñëîâíîãî) ýêñòðåìóìà ôóíêöèè F (s) := f(s, φ(s)) . Òàê

êàê ïî óñëîâèþ ôóíêöèè f è gj , 1 ≤ j ≤ m , íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-

ðóåìû íà U , òî ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè φ , à, ñëåäîâàòåëüíî, è F

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè s0 . Çàïèøåì

íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ôóíêöèè F . Èìååì ∇F (s0) = 0 èëè,

äëÿ ëþáîãî 1 ≤ k ≤ n−m

∂F (s0)

∂sk
=
∂f(x0)

∂xk
+

n∑
j=n−m+1

∂f(x0)

∂xj

∂φj(s0)

∂sk
= 0. (3.33)

Çàïèøåì (3.33) êîðî÷å

∂f(x0)

∂sk
+

⟨
∇tf(x0),

∂φ(s0)

∂sk

⟩
= 0, (3.34)

ãäå

∇tf(x0) =

(
∂f(x0)

∂xn−m+1
,
∂f(x0)

∂xn−m+2
, . . . ,

∂f(x0)

∂xn

)
.

Òàê êàê gj(x) = 0 , x ∈ Γ , äëÿ ëþáîãî j , òî

gj(s, φ(s)) = 0 (3.35)

â îêðåñòíîñòè òî÷êè s0 . Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.35) ïî sk , ïî-

ëó÷àåì
∂gj(x0)

∂sk
+

⟨
∇tgj(x0),

∂φ(s0)

∂sk

⟩
= 0, 1 ≤ j ≤ m. (3.36)

Óìíîæàÿ (3.36) íà (ïîêà ïðîèçâîëüíûå!) êîíñòàíòû λj è ñêëàäûâàÿ ñ

(3.34), ïîëó÷àåì

∂f(x0)

∂sk
+

m∑
j=1

λj
∂gj(x0)

∂sk
+

⟨
∇tf(x0) +

m∑
j=1

λj∇tgj(x0),
∂φ(s0)

∂sk

⟩
= 0. (3.37)
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Ïîäáåðåì êîíñòàíòû λj òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

∇tf(x0) +
m∑
j=1

λj∇tgj(x0) = 0

èëè ïîêîîðäèíàòíî

∂f(x0)

∂xi
+

m∑
j=1

λj
∂gj(x0)

∂xi
= 0, n−m+ 1 ≤ i ≤ n. (3.38)

Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâà (3.38) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ ðàâåíñòâ (3.30). Ñèñòåìà

(3.38) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé èç m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèç-

âåñòíûõ λj . Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû â ñèëó (3.31) íå ðàâåí íóëþ. Ñëåäîâà-

òåëüíî ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå λj , óäîâëåòâîðÿþùèå (3.38). Äëÿ òàêèõ

λj â ñèëó (3.37) èìåþò ðàâåíñòâà (3.30). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1. Ñîîòíîøåíèÿ (3.30) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∇f̂(x0) = 0,

ãäå f̂ = f +
∑m

j=1 λjgj . Êîíñòàíòû λ1 , λ2, . . . , λm íàçûâàþòñÿ ìíîæèòå-

ëÿìè Ëàãðàíæà, à ôóíêöèÿ f̂ � ôóíêöèåé Ëàãðàíæà.

Çàìå÷àíèå 2. Ñîîòíîøåíèÿ (3.30) îçíà÷àþò, ÷òî ãðàäèåíòû ôóíê-

öèé f è gj , 1 ≤ j ≤ m , â òî÷êå ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ÿâëÿ-

þòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè.

Çàìå÷àíèå 3. Ìåòîä Ëàãðàíæà íàõîæäåíèÿ òî÷åê ëîêàëüíîãî

óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

1) Ñîñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà f̂ = f +
∑m

j=1 λjgj .

2) Çàïèñûâàåòñÿ ñèñòåìà ∇f̂(x) = 0, ñîñòîÿùàÿ èç n óðàâíåíèé.

3) Ê ýòèì óðàâíåíèÿì ïðèñîåäèíÿþòñÿ m óðàâíåíèé gj(x) = 0 ,

1 ≤ j ≤ m .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà èç (n+m) óðàâíåíèé ñ (n+m)

íåèçâåñòíûìè x1 , x2, . . . , xn , λ1 , λ2, . . . , λn . Ðåøàÿ åå, íàõîäèì òî÷êè,

ïîäîçðèòåëüíûå íà ýêñòðåìóì.

Çàìå÷àíèå 4. Òåîðåìà Ëàãðàíæà äàåò ëèøü íåîáõîäèìîå óñëî-

âèå óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà. ×òîáû ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, íóæíî
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èññëåäîâàòü íà ñòðîãóþ ïîëîæèòåëüíîñòü âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíê-

öèè f (èëè f̂ , êîòîðàÿ íà Γ ñîâïàäàåò ñ f ), íî íå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

äèôôåðåíöèàëîâ dx , à äëÿ òåõ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì

dgj(x0) =
n∑

k=1

∂gj(x0)

∂xk
dxk = 0.

Ïðèìåð. Íàéòè ýêñòðåìóì ôóíêöèè

f(x1, x2, . . . , xn) = x1 + x2 + . . .+ xn

ïðè îãðàíè÷åíèè x21 + x22 + . . . + x2n = 1 . Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà

íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f íà åäèíè÷íîé ñôåðå (êîìïàêòå) äîñòèãàåò ñâîåãî

ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèé. Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

(m = 1 , âìåñòî λ1 ïèøåì ïðîñòî λ):

f̂(x) := x1 + x2 + . . .+ xn + λ(x21 + x22 + . . .+ x2n − 1).

Â òî÷êå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà èìååì ∂f̂
∂xj

= 1+2λxj = 0 , îòêóäà íàõîäèì

xj = −1/(2λ) . Êðîìå òîãî, x21 + x22 + . . . + x2n = 1 , ïîýòîìó λ2 = n/4 .

Èìååì äâà ðåøåíèÿ: ëèáî âñå xj = 1/
√
n èëè âñå xj = −1/

√
n . Íåòðóäíî

óáåäèòüñÿ, ÷òî, â ñèëó ñäåëàííîãî â íà÷àëå çàìå÷àíèÿ, â ïåðâîì ñëó÷àå

èìååì òî÷êó ìàêñèìóìà, à âî âòîðîì � ìèíèìóìà.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì, êàê èññëåäîâàòü, êàêàÿ èç òî÷åê áóäåò òî÷êîé

óñëîâíîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, à êàêàÿ � óñëîâíîãî ëîêàëüíîãî ìàêñè-

ìóìà, áåç èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû Âåéåðøòðàññà. Ïîñêîëüêó d2f ≡ 0 , ðàñ-

ñìîòðèì âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè Ëàãðàíæà d2f̂(x) = 2λ
∑n

j=1 dx
2
j

ïðè óñëîâèè, ÷òî

d(x21 + x22 + . . .+ x2n − 1) = 2
n∑

j=1

xjdxj = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî âñå xk ðàâíû ìåæäó ñîáîé â òî÷êàõ,

ïîäîçðèòåëüíûõ íà ýêñòðåìóì, ïîëó÷àåì
∑n

j=1 dxj = 0 . Âûðàçèì dxn

÷åðåç îñòàëüíûå äèôôåðåíöèàëû: dxn = −
∑n−1

j=1 dxj , îòêóäà

d2f̂(x) = 2λ

n−1∑
j=1

dx2j +

(
n−1∑
j=1

dxj

)2
 .
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f̂ íà Γ ÿâëÿåòñÿ

êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé îò dx1 , dx2, . . . , dxn−1 . Ýòà ôîðìà ñòðîãî ïîëî-

æèòåëüíî îïðåäåëåíà, åñëè λ > 0 , â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà ñ êîîðäèíàòà-

ìè xj = −1/
√
n ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé óñëîâíîãî ìèíèìóìà. Åñëè λ < 0 ,

òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå (xj = 1/
√
n) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé óñëîâíîãî

ìàêñèìóìà, òàê êàê ôîðìà ñòðîãî îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.
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