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(1) K ⊆ Kd ;

(2) K ∩Bdi (ai
j ) ̸= ; для любых i ∈ {1, . . . ,n} и j ∈ {1, . . . ,mi };

(3) Для любого p ∈ K существуют i ∈ {1, . . . ,n} и j ∈ {1, . . . ,mi } такие, что(
K \ {p}

)
∩Bdi (ai

j ) =;.

Теорема. Минимальный компакт Штейнера Kλ — единственный минимальный
в Σd (A) тогда и только тогда, когда для каждой точки p ∈ Kλ существует точка ai

j

такая, что HP(ai
j ) = p.
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FERMAT–STEINER PROBLEM IN SPACE OF COMPACT SUBSETS OF THE EUCLIDEAN PLANE

A.K. Galstyan

The Fermat–Steiner problem consists of finding all points of a metric space Y , such that the sum of
distances from each of them to points from some fixed finite subset A of the space Y is minimal [2]. We
study this problem in the case when Y is a space of compact subsets of the Euclidean plane, endowed
with the Hausdorff distance, and points from A are finite pairwise disjoint compacts.
Keywords: Fermat–Steiner problem, Steiner compact, criterion of a minimal Steiner compact, number of
points in a minimal Steiner compact.
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В 1951 г. Эссен получил результат дляжесткости кручения, который назвали суперад-
дитивностью. В данной работе показано, что утверждение Эссена справедливо и для
евклидовых моментов областей относительно своей границы порядка p.
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Пусть G — односвязная область на плоскости. Рассмотрим функцию напряже-
ний u(x,G), которая удовлетворяет уравнению△u =−2 внутри областиG и гранич-
ному условию u = 0 на границе области ∂G. Хорошо известно, что для широкого
класса областей такая функция существует и определяется единственным образом.

Физический функционал

P(G) := 2
∫
G

u(x,G)dA, (1)

называется жесткостью кручения области G, здесь через dA обозначен дифферен-
циальный элемент площади (см. [1]).

Теорема 1 (Эссен). Пусть B1 и B2 — две необязательно непересекающиеся огра-
ниченные односвязные области на плоскости. Пусть Pi — жесткость кручения обла-
сти Bi , P∪ —жесткость кручения B1 ∪B2 и P∩ —жесткость кручения B1 ∩B2. Тогда

P1 +P2 ≤ P∩+P∪. (2)

Этонеравенствоназывают супераддитивностьюЭссена [5]. Тотже результат выпол-
няется для самих функций напряжений и поэтому (2) следует из интегрирования по
всему пространству, если функции напряжений продолжаются нулем вне их обла-
стей определения.

Геометрический функционал, определяемый равенством

Ip (G) =
∫
G

ρ(x,G)p dA, (3)

где ρ(x,G) — функция расстояния от точки x до границы областиG, называется ев-
клидовым моментом области относительно границы порядка p. При p = 2 функци-
онал естественно назвать евклидовым моментом инерции области (см. [2], [3]), а
при p = 1 — стационарным евклидовым моментом области.

Нетруднопоказать, что утверждениеЭссена справедливоидля евклидовыхмо-
ментов областей относительно своей границы порядка p.

Теорема 2. Пусть B1 и B2 — две необязательно непересекающиеся ограниченные
односвязные областина плоскости.Пусть Ii —евклидовыймоментотносительно гра-
ницы Bi , I∪ — евклидовый момент относительно границы области I1 ∪B2 и I∩ — ев-
клидовый момент относительно границы области B1 ∩B2. Тогда

I1 + I2 ≤ I∩+ I∪. (4)
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ON SUPERADDITIVITY BY ESSEN FOR FORSIONAL RAGIDITY

L.I. Gafiyatullina

In 1951, Essen obtained a result for torsional rigidity, which is called the superadditivity. This paper
shows that the statement of Essen is also true for the Euclidean moments of domains with respect to
their boundary of order p.
Keywords: torsional rigidity, Euclidean moment of domain with respect to its boundary, isoperimetric in-
equality, distance to the boundary of domain.
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Описан алгоритм формирования метаданных цифровых коллекций электронной биб-
лиотеки Lobachevskii DML. Учтена специфика этой библиотеки, построенной на осно-
ве парадигмы управления объектами, и часть метаданных сгенерирована в виде связей
с внешними ресурсами. Разработаны инструменты, с помощью которых в набор ме-
таданных добавлены связи авторов документов с их профилями на MathNet.ru, Google
Scholar и др. Предложена система XSL-преобразований, позволяющих сгенерировать
фундаментальный или обязательный набор метаданных в соответствии со схемами
Европейской цифровой математической библиотеки EuDML.

Ключевые слова: цифровая коллекция, цифроваяматематическая библиотека, ме-
таданные, семантическийметод, Lobachevskii DML, Европейская цифроваяматема-
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Переход к распространению научных знаний через Интернет, происходящий
в настоящее время, принято обозначать как новую научную революцию [2]. Од-
ним из направлений формирования глобальной научной инфраструктуры являет-
ся создание специализированных электронных библиотек. Математические элек-
тронные библиотеки являются основой формирования цифровой инфраструкту-
ры математических знаний. Принципы построения такой инфраструктуры оформ-
лены в документах проекта Всемирной цифровой математической библиотеки –
World Digital Mathematics Library (WDML) [3]. Основной задачей этого проекта яв-
ляется объединение в распределенной системе электронных коллекций всего кор-
пуса цифровых математических документов. Определяющая роль в этом объеди-
нении отведена национальным электронным математическим библиотекам [3]. На


