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Ââåäåíèå

Â äàííîé ó÷åáíîì ïîñîáèè áóäåò ïîïûòêà ïîñëåäîâàòåëüíî, ïîíÿòíî èçëîæèòü

ñèìïëåêñ-ìåòîä. Ïî îïûòó àâòîðîâ êíèãè ïðîñòîå çàó÷èâàíèå ñèìïëåêñ-ìåòîäà êàê íåêîé

òàáëèöû ñ êó÷åé ðàçíûõ óñëîâèé è àëãîðèòìîâ êðàéíå íåýôôåêòèâíî. Â ýòîì ó÷åáíîì

ïîñîáèè ïðåäëîæåí äðóãîé ïîäõîä ê åãî ïîíèìàþ: ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ ãðàäèåíòà. Òàê

æå â êíèãå äàíî ïîäðîáíîå îïèñàíèå ëèíåéíîé ðåãðåññèè ñ ðàçëè÷íûõ ñòîðîí, ðàññìîò-

ðåíû òåîðåòè÷åñêèå ïðîáëåìû åå ïðèìåíåíèÿ.

Êíèãà íå ïðåòåíäóåò íà àáñîëþòíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòðîãîñòü è òî÷íîñòü. Ãëàâ-

íîé öåëüþ áûëî ñäåëàòü ìàòåðèàë äîñòóïíûì äëÿ ïîíèìàíèÿ ñòóäåíòàìè. Ìàòåðèàë

ñíàáæåí ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìîé òåîðèåé, è, íàñêîëüêî ýòî âîçìîæíî, îñâîáîæäåí îò

èçëèøíåé ìàòåìàòèçàöèè. Àêöåíò ñäåëàí íà ïîíèìàíèå èíòóèöèè è èäåé, ñòîÿùèõ çà

ëèíåéíîé ðåãðåññèåé è ñèìïëåêñ-ìåòîäîì.

Äàííàÿ âåðñèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷åðíîâîé. Âîçìîæíî, â íåé èìåþòñÿ îïå÷àòêè è îøèáêè.

Â äàëüíåéøåì â íåå áóäóò âíîñèòüñÿ äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû è èñïðàâëåíèÿ. Â êíèãå

èìåþòñÿ ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé, òåîðåì. Ïðè âîçíèêíîâå-

íèè òðóäíîñòåé ïðè ïåðâîì ÷òåíèè èõ ìîæíî ïðîïóñòèòü, îáðàùàÿ âíèìàíèÿ ëèøü íà

ôîðìóëèðîâêè.

Â êíèãå èìåþòñÿ òàê æå óïðàæíåíèÿ, áîëüøàÿ ÷àñòü êîòîðûõ ïðèâîäèòñÿ ñ ðå-

øåíèÿìè. Ðåêîìåíäóåòñÿ ñíà÷àëà ïîïûòàòüñÿ ðåøèòü èõ ñàìîñòîÿòåëüíî ïðåæäå, ÷åì

ñìîòðåòü ðåøåíèå.

Îò ñòóäåíòîâ äëÿ ïîíèìàíèÿ áîëüøåé ÷àñòè êíèãè òðåáóþòñÿ ïðî÷íûå çíàíèÿ

ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, ëèíåéíîé àëãåáðå è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè çà 1 êóðñ.

Äëÿ ïîíèìàíèÿ îòäåëüíûõ ãëàâ, ñâÿçàííûõ ñ ëèíåéíîé ðåãðåññèåé òàê æå íåîáõîäèìî

çíàíèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Ïîñîáèå ìîæåò áûòü ïîëåç-

íî ñòóäåíòàì-áàêàëàâðàì, à òàê æå ìàãèñòðàì è âñåì òåì, êòî èíòåðåñóåòñÿ ëèíåéíîé

ðåãðåññèåé è ñèìïëåêñ-ìåòîäîì. Òàê æå îíî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî êàê äîïîëíè-

òåëüíûé ìàòåðèàë ïðè èçó÷åíèÿ îñíîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ.
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Ãëàâà 1

Ëèíåéíàÿ ìîäåëü àïïðîêñèìàöèè.

1.1 Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ - îäíà èç øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûõ ìîäåëåé çàâèñèìîñòè

îäíîé ïåðåìåííîé îò äðóãîé ëèáî íàáîðà äðóãèõ ïåðåìåííûõ, êîòîðóþ ìîæíî ñâåñòè ê

àïïðîêñèìàöèè îäíîãî âåêòîðà äðóãèì ëèáî íàáîðîì äðóãèõ âåêòîðîâ.

Ïóñòü íàñ èìååòñÿ íåêàÿ âåëè÷èíà Y , êîòîðàÿ, êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, ëèíåéíî çà-

âèñèò îò îäíîé ëèáî áîëüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ X1, X2...Xm. Ê ïðèìåðó, ïóñòü Y -

ýòî öåíà íà êâàðòèðó. Îíà çàâèñèò îò X1 - êîëè÷åñòâî êâàäðàòíûõ ìåòðîâ, X2 - óäà-

ëåííîñòü îò öåíòðà, X3 - íàñåëåíèå ãîðîäà, ... Xm - ïîëîæåíèå çâåçä íà íåáå. Âàæíî,

÷òîáû ∀i Xi ∈ R. Äîïóñòèì, ÷òî ó íàñ èìåþòñÿ îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî ýòà çàâèñèìîñòü

ëèíåéíàÿ, òî åñòü

Y = a0 + a1X1 + a2X2 + ...+ amXm + ε (1.1)

ãäå a0 - íåêîå íåèçâåñòíîå ÷èñëî - êîíñòàíòà, à ε - ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îøèáêà ñ ìàòå-

ìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì µ, ðàâíûì íóëþ è ïîñòîÿííîé äèñïåðñèåé σ2, òî åñòü èìåþùàÿ

íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ε ∼ N(0, σ2). Ýòî î÷åíü âàæíî, ò.ê â ïðîòèâíîå îçíà÷àåò,

÷òî ëèíåéíàÿ ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü íå ñïîñîáíà êîððåêòíî àïïðîêñèìèðîâàòü äàííóþ

çàâèñèìîñòü, åå íåëüçÿ çäåñü ïðèìåíÿòü. Ïîêà ÷òî íå áóäåì íà ýòîì ïîäðîáíî îñòàíàâ-

ëèâàòüñÿ, â ýòîì ðàçäåëå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ε óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäèìûì ñâîéñòâàì è

áîëåå íå óïîìèíàåì. Òàêæå èìååòñÿ n çíà÷åíèé Y è n çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðå-

ìåííûõ X1, X2, ... Xm, åäèíè÷íûé âåêòîð B⃗, óìíîæåííûé íà ïîñòîÿííóþ a0. Äîïóñòèì,

ýòè äàííûå ïîëó÷åíû â õîäå íàáëþäåíèé öåí íà êâàðòèðû â ïðîèçâîëüíîì ãîðîäå. Òî

åñòü â äàííîì ñëó÷àå ó íàñ èìåþòñÿ äàííûå î öåíàõ êâàðòèð Y è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì

ïðèçíàêîâ X1, X2, ... Xm. Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ n òàêèõ íàáëþäåíèé. Îáû÷íî n íàìíîãî

áîëüøå ÷åì m, ò.å êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé ãîðàçäî áîëüøå êîëè÷åñòâà ïðèçíàêîâ, êî-

òîðûìè ìîæíî îïèñàòü îáúåêò. Â ðåàëüíîé æèçíè ýòî åñòåñòâåííî, âåäü êâàðòèð ñîòíè

ìèëëèîíîâ, à ñóùåñòâåííûõ ïðèçíàêîâ, ïî êîòîðûì ìîæíî ñóäèòü îá èõ öåíå - äåñÿòêè.
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Âñ¼ ýòî ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

Y1 = a0 + a1x11 + a2x12 + ...+ amx1m

Y2 = a0 + a1x21 + a2x22 + ...+ amx2m

Y3 = a0 + a3x31 + a2x32 + ...+ amx3m

...

Yn = a0 + a1xn1 + a2xn2 + ...+ amxnm

(1.2)

èëè, â âåêòîðíîì âèäå

Y⃗ = a0A⃗0 + a1X⃗1 + a2X⃗2 + ...+ amX⃗m (1.3)

ëèáî, â ìàòðè÷íîì âèäå

Y = Xa (1.4)

ãäå a - âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ:

a = (a0, a1, a2, ...am)

à X - ìàòðèöà çíà÷åíèé

X =


1 x11 x12 .... x1m

1 x21 x22 .... x2m

.....

1 xn1 xn2 .... xnm


Ñòîëáöû xij, j ∈ [1 : m] ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ âåêòîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõX1, X2...Xm

ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðâûé ñòîëáåö ñîñòîÿùèé èç åäèíèö ââåäåí â ñâÿçè ñ íàëè÷èåì ïîñòî-

ÿííîãî çíà÷åíèÿ a0 è ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó âåêòîðà, âñå çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ðàâíû 1.

Âîîáùå, åäèíè÷íûé âåêòîð, óìíîæåííûé íà êîýôôèöèåíò a0 ââîäèòñÿ â ñâÿçè ñ îòñóò-

ñòâèåì öåíòðèðîâàííîñòè äàííûõ, ò.ê ñðåäíèå çíà÷åíèÿ âåêòîðà Y è çàâèñèìûõ îò íåãî

ïåðåìåííûõ X1, X2, .... Xm â îáùåì ñëó÷àå íå ðàâíû íóëþ. Åñëè æå ýòî íå òàê, òî êî-

ýôôèöèåíò a0 áóäåò ðàâåí íóëþ. Íî âåðîÿòíîñòü ýòîãî ïðàêòè÷åñêè íóëåâàÿ. Çíà÷åíèå

a0 çäåñü - ýòî òàê íàçûâàåìûé êîýôôèöèåíò ñìåùåíèÿ (bias). Åñëè åãî íå ââîäèòü, òî

ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ íå ñìîæåò êîððåêòíî îòîáðàæàòü ñìåùåííûå îòíîñèòåëüíî íà÷àëà

êîîðäèíàò äàííûå (íàïðèìåð, åñëè âñå çíà÷åíèÿ èñêîìîé âåëè÷èíû Y ïîëîæèòåëüíû,

à íå ðàçáðîñàíû áîëåå-ìåíåå ðàâíîìåðíî îêîëî íóëÿ). Äðóãèìè ñëîâàìè, â ñëó÷àå ðà-

âåíñòâà êîýôôèöèåíòà a0 íóëþ ïîâåðõíîñòü Y = a0 + a1X1 + a2X2 + ... + amXm áóäåò

îáÿçàòåëüíî ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò (0, 0....0), ÷òî íåãàòèâíî ñêàæåòñÿ íà ñïî-

ñîáíîñòè ëèíåéíîé ìîäåëè ïðåäñêàçûâàòü ñìåùåííûå îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò

äàííûå.

Çàìå÷àíèå: ìàòðè÷íàÿ ôîðìà çàïèñè (1.4) ìîæåò áûòü òàê æå çàïèñàíà â âèäå

Y = aX (1.5)

åñëè ïîëîæèòü, ÷òî a - ýòî âåêòîð-ñòðîêà (1.1) êîýôôèöèåíòîâ, ëèáî â ôîðìå
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Y = aTX (1.6)

åñëè a - ýòî âåêòîð-ñòðîêà ∈ R1,m+1

a = (a0, a1, a2, ...am)

Â îáîèõ àëüòåðíàòèâíûõ ñïîñîáàõ ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèöà äàííûõ áóäåò X ïðåä-

ñòàâëåíà â âèäå

X =


1 1 .... 1

x11 x12 .... x1n

x21 x22 .... x2n

.....

xm1 xm2 .... xmn


Òàêîé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ òàê æå îïðàâäàí, ïîñêîëüêó îáû÷íî îïåðàòîð, "âîç-

äåéñòâóþùèé"íà îáúåêò ñòàâÿò ñëåâà îò îáúåêòà. Îïåðàòîð - ýòî íåêîå îáîáùåíèå ïîíÿ-

òèÿ ôóíêöèè. Òàê æå êàê è ôóíêöèÿ, îïåðàòîð îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî îäíèõ îáúåêòîâ

íà äðóãîå ìíîæåñòâî. Â íàøåì ñëó÷àå îïåðàòîð - ýòî âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ a. (1.1), à

îáúåêò - äàííûå X.

Åñëè êîëè÷åñòâî äàííûõ íàáëþäåíèé, ò.å ÷èñëî n íå ðàâíî ÷èñëó çàâèñèìûõ ïåðå-

ìåííûõ m (îáû÷íî îíî ìíîãî áîëüøå ÷åì m) òî î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèÿ, ñêîðåå âñåãî,

íåò. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî ðàäè ïðèìåðà âçÿòü ñèñòåìó èç òðåõ óðàâíåíèé

è äâóõ ïåðåìåííûõ, òàêóþ, ÷òî äâå ñòðîêè â íåé ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

x− 5y = 2

2x+ 3y = 5

−3x+ 7y = 8

(1.7)

Ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîëó÷èì

x− 5y = 2

13y = 1

−8y = 4

(1.8)

Î÷åâèäíî, ÷òî y íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî −1
2
è 1

13
è ñèñòåìà íå èìååò

ðåøåíèÿ. Ïðè áîëüøåì êîëè÷åñòâå óðàâíåíèé ðåøåíèÿ íå áóäåò ïîäàâíî.

Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëè:

Ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ðàíã å¼ îñíîâíîé ìàòðèöû ðàâåí ðàíãó å¼ ðàñøèðåííîé ìàòðèöû.

Ïðè êîëè÷åñòâå óðàâíåíèé, ìíîãî áîëüøåì êîëè÷åñòâà ïåðåìåííûõ ðàíã îñíîâíîé

ìàòðèöû (áåç Y ) ïî÷òè íàâåðíÿêà áóäåò áîëüøå ðàíãà ðàñøèðåííîé ìàòðèöû, ò.ê ñè-

ñòåìó âñåãäà ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó, ãäå êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â âåêòîðå

ñâîáîäíûõ êîýôôèöèåíòîâ Y íå áîëüøå 1 (îáúÿñíèòå ïî÷åìó). Ïðè ýòîì ðàíã îñíîâíîé

ìàòðèöû, ñîñòîÿùèõ èç êîýôôèöèåíòîâ ïðèçíàêîâ ðàâåí 1 òîëüêî åñëè âñå ñòðîêè ïðÿ-

ìî ïðîïîðöèîíàëüíû êàêîé-òî îäíîé ñòðîêå, ò.å ñóùåñòâóåò ñòðîêà ñ èíäåêñîì t, òàêàÿ
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÷òî äëÿ ëþáîé äðóãîé ñòðîêè ñ èíäåêñîì i ñóùåñòâóåò ÷èñëî k ∈ R : ∀j Xij = kXtj, âå-

ðîÿòíîñòü ÷åãî ïðè ñëó÷àéíûõ äàííûõ ïðàêòè÷åñêè íóëåâàÿ. Ïîýòîìó ðåøåíèÿ ó òàêîé

ñèñòåìû íå áóäåò.

Ïîñêîëüêó ýòî åñòåñòâåííî äëÿ ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, íàáëþäåíèé, (êîëè÷åñòâî

îáúåêòîâ â äàííûõ ìíîãî áîëüøå êîëè÷åñòâà ïðèçíàêîâ) òî èìåííî òàêîé ñëó÷àé ìû è

áóäåì ðàññìàòðèâàòü.

1.2 Ìèíèìèçàöèÿ íåâÿçêè

Íåâÿçêîé â ñëó÷àå ñèñòåìû (1.18) íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòü ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé

ñèñòåìû óðàâíåíèé. Èíûìè ñëîâàìè, ýòî âåêòîð, ðàâíûé ðàçíîñòè èñõîäíîãî Y è åãî

àïïðîêñèìàöèè âåêòîðàìè X1, X2, ...Xm. Êîíå÷íî, äàííîå óðàâíåíèå êàê áûëî ïîêàçà-

íî ðàííåå íå èìååò íè åäèíñòâåííîãî, íè âîîáùå êàêîãî ëèáî ðåøåíèÿ ïðè n >> m,

íî ìîæíî ïîäîáðàòü êîýôôèöèåíòû a1, a2...am òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàéòè "íàèáîëåå

ïîõîæåå íà ïðàâäó"ðåøåíèå, ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå íîðìû íåâÿçêè áóäåò ìèíèìàëüíî

âîçìîæíûì äëÿ äàííîé ñèñòåìû, òî åñòü

argmin
a

||Y −Xa|| (1.9)

Çäåñü è äàëåå ÿ áóäó èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå íîðìû âåêòîðà âìåñòî ïîíÿòèÿ äëè-

íà. Ïî÷åìó? Íîðìà - ýòî øèðîêîðàñïðîñòðàíåííîå ïîíÿòèå â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå.

Îíî îáîáùàåò ïîíÿòèÿ äëèíà âåêòîðà, îáúåì êàêîãî-ëèáî îáúåêòà (íàïðèìåð øàðà) è

ò.ä. Ýòî êàê-áû ñïîñîá êîëè÷åñòâåííîãî èçìåðåíèÿ îáúåêòà. Íîðìà âñåãäà íåîòðèöà-

òåëüíà. Åå ââåäåíèå ïðîäèêòîâàíî òàêæå òåì, ÷òî "êîëè÷åñòâåííîå çíà÷åíèå"îáúåêòà

ìîæåò èçìåðÿòüñÿ ïî ðàçíîìó, â çàâèñèìîñòè îò ñïåöèôèêè çàäà÷è. Íàïðèìåð, äëèíó

äâóìåðíîãî âåêòîðà ìîæíî èçìåðèòü êàê

√
x2 + y2

À ìîæíî è òàê

∥x∥+ ∥y∥

Ïîñëåäíåå - ýòî òàê íàçûâàåìîå ìàíõýòòåíñêîå ðàññòîÿíèå. Îíî îáóñëîâëåíî òåì,

÷òî èäÿ â ãîðîäå ïî óëèöå èç òî÷êè À â òî÷êó Á íåëüçÿ ôèçè÷åñêè ïðîõîäèòü ñêâîçü

çäàíèÿ ïî äèàãîíàëè, ìîæíî èäòè òîëüêî âäîëü äîìîâ, ïî ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêå Oxy.

Âåðíåìñÿ ê îñíîâíîé òåìå. Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðàññìîòðåòü â ìíîãîìåðíîì åâ-

êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, êàê ïðîåêöèþ îäíîãî âåêòîðà íà äðóãîé, ëèáî íà ïëîñêîñòü,

îáðàçîâàííîå äâóìÿ âåêòîðàìè. Â îáùåì ñëó÷àå íà ïîäïðîñòðàíñòâî òîãî ïðîñòðàíñòâà,

â êîòîðîì îïðåäåëåí âåêòîð Y. Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî îáðàçîâàíî âåêòîðàìè X1, ...Xm,

ïðåäñòàâëÿþùèìè åãî áàçèñ. ×èñëî m ìîæåò áûòü ðàâíî 1, à ìîæåò áûòü è ñêîëüêî

óãîäíî áîëüøèì. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñòîèò çàäà÷à "âûðàçèòü Y ÷åðåç âåêòîðûX1, ...Xm â

âèäå ñóììû èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè. Íîðìà ðàçíîñòè ìåæäó èñõîäíûì âåêòîðîì Y è

âåêòîðîì Y, è âûðàæåííûì ÷åðåç X1, ...Xm è áóäåò çäåñü íåâÿçêîé. Î÷åâèäíî, äëÿ íàè-

ëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ íåîáõîäèìî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû àïïðîêñèìèðîâàííûé âåêòîð Y
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îòëè÷àëñÿ îò èñõîäíîãî êàê ìîæíî ìåíüøå, ÷òîáû ïîòåðÿòü êàê ìîæíî ìåíüøå èñõîäíîé

èíôîðìàöèè îá Y. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ìèíèìèçàöèåé íåâÿçêè. Äëÿ ìèíèìèçàöèè íåâÿçêà

äîëæíà áûòü îðòîãîíàëüíà ïëîñêîñòè, íà êîòîðóþ ïðîåöèðóåòñÿ âåêòîð Y. Äîêàæåì

ýòî, ââåäÿ ïàðó îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü P - îïåðàòîð, ïðîåöèðóþùèé âåêòîð Y íà ïîäïðîñòðàíñòâî

X, îáðàçîâàííîå âåêòîðàìè X1, ...Xm. Îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé âåêòîðà Y íà ïîäïðî-

ñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ âåêòîð P(Y) òàêîé, ÷òî âåêòîð ðàçíîñòè Y −P (Y ) îðòîãîíàëåí

∀x ∈ X, òî åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (Y −P (Y ), x),∀x ∈ X, à âåêòîð Y −P (Y ) îðòî-

ãîíàëåí âñåìó ïîäïðîñòðàíñòâó X. P(Y), î÷åâèäíî, â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé

êîìáèíàöèåé X1, ...Xm.

Îïðåäåëåíèå 2. Íåâÿçêà ïðîåêöèè - âåêòîð, ðàâíûé ðàçíîñòè âåêòîðà Y è åãî

ïðîåêöèè P(Y) íà ïîäïðîñòðàíñòâî X. Â îáùåì ñëó÷àå íå îáÿçàíà áûòü îðòîãîíàëüíîé

X.

Óòâåðæäåíèå 1. Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ P(Y) âåêòîðà Y íà ïîäïðîñòðàíñòâî X

îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Äîêàçàòåëüñòâî: äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñóùåñòâóåò äâà ðàçëè÷íûõ âåêòîðà G(Y),

P(Y), òàêèõ, ÷òî èõ íåâÿçêè îðòîãîíàëüíû X: Y − P (Y ) ⊥ x, Y − G(Y ) ⊥ x,∀x ∈
X. Â äàííîì ñëó÷àå G - äðóãîé îïåðàòîð, ïðîåêöèè Y íà X. Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå (P (Y )−G(Y ), x) = (P (Y )−G(Y )+Y −Y, x) = (Y −G(Y )−(Y −P (Y )), x) =

0 − 0 = 0. Ýòî âîçìîæíî äëÿ ∀x ∈ X, òîëüêî åñëè P (Y ) = G(Y ). Ñëåäîâàòåëüíî,

ïðîåêöèÿ åäèíñòâåííà.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü P(Y) - îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ Y íà ïîäïðîñòðàíñòâî X.

Òîãäà íîðìà(â íàøåì ñëó÷àå ýòî ïðîñòî åâêëèäîâà äëèíà âåêòîðà) íåâÿçêè Y − P (Y )

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì îò âåêòîðà Y äî ïîäïðîñòðàíñòâà X.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü õ - ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç X. Ðàññòîÿíèå ìåæäó âåêòîðîì

Y è ïîäïðîñòðàíñòâîì X, êàê èçâåñòíî, îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì, ìèíèìèçèðóþùèì

íîðìó ðàçíîñòè âåêòîðà Y è ïðîèçâîëüíîãî x ∈ X : ||X−Y || = argminx||Y −x||. Íîðìà
â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êàê

√
(⃗a)(⃗a).

Äîêàæåì, ÷òî
√

(Y − P (Y ))(Y − P (Y )) ìåíüøå
√

(Y − x)(Y − x),∀x ∈ X .

Íàïîìíèì, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà ñåáÿ âñåãäà íåîòðèöàòåëüíî.

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèåì (Y −x)(Y −x) = (Y −P (Y )+P (Y )−x)(Y −P (Y )+P (Y )−x) =

(Y −P (Y ))(Y −P (Y )) + 2(Y −P (Y ))(P (Y )− x) + (P (Y )− x)(P (Y )− x). Çíà÷åíèå (Y −
P (Y ))(P (Y )−x) îáðàùàåòñÿ â íîëü, òàê êàê P (Y ) ∈ X, ñëåäîâàòåëüíî, P (Y )−x ∈ X, à

Y −P (Y ) îðòîãîíàëüíî ëþáîìó ýëåìåíòó èç X. Ïîñêîëüêó (P (Y )−x)(P (Y )−x) íå ìîæåò

áûòü îòðèöàòåëüíûì, òî (Y − P (Y ))(Y − P (Y )) íå ìîæåò áûòü ìåíüøå (Y − x)(Y − x).

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè â îáùåì ñëó÷àå, ÷òî íîðìà ðàçíîñòè âåêòîðà Y è åãî

ïðîåêöèè P (Y ) íà ïîäïðîñòðàíñòâî X, îáðàçîâàííîå âåêòîðàìè X1, ...Xm ìèíèìàëüíî

òîãäà, êîãäà ýòà ðàçíîñòü Y − P (Y ) îðòîãîíàëüíà ïîäïðîñòðàíñòâó X, à çíà÷èò, è ëþ-

áîìó âåêòîðó x ∈ X. Â îñíîâó äàííûõ äîêàçàòåëüñòâ âçÿòû ìàòåðèàëû èç êíèãè [5] íà

ñòð. 25-26.

Äëÿ èëëþñòðàöèè äîêàçàòåëüñòâà è ãðàôè÷åñêîé èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì íåñêîëü-
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êî ïðèìåðîâ. Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ ïðîåêöèè îäíîãî âåêòîðà íà äðóãîé.

Óïðàæíåíèå: Ïîëüçóÿñü ðèñóíêîì âûøå, äîêàæèòå, ÷òî êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå

îò òî÷êè B äî ïðÿìîé a åñòü äëèíà îòðåçêà BC, îðòîãîíàëüíîãî a, à íå, íàïðèìåð,

BC'. Çäåñü ïðîåêöèåé îòðåçêà AB íà ïðÿìóþ a áóäåò îòðåçîê AC. Ïîäñêàçêà: Äëÿ

ýòîãî äîñòàòî÷íî ãåîìåòðèè çà 8 êëàññ.

Ðåøåíèå: ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê BCC'. Îí ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì, òàê êàê

îòðåçîê BC îðòîãîíàëåí ïðÿìîé a. Òàê êàê ãèïîòåíóçà ÑC' íå ìîæåò áûòü ìåíüøå

êàòåòà, òî ïîëó÷àåì, ÷òî äëèíà îòðåçêà BC åñòü íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå. Åñëè âíèìà-

òåëüíî ïîñìîòðåòü, òî ëþáîïûòíî çàìåòèòü, ÷òî ñõåìà ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà òàêàÿ æå,

êàê è äëÿ àáñòðàêòíîãî äîêàçàòåëüñòâà â îáùåì ñëó÷àå, ïðèâåäåííîãî âûøå.

Â äàííîì ñëó÷àå âåêòîð u⃗ ïðîåöèðóåòñÿ íà âåêòîð v⃗. Ôàêòè÷åñêè ïîäïðîñòðàíñòâî

X, íà êîòîðîå ïðîåöèðóåòñÿ âåêòîð u⃗ â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîèò èç îäíîãî âåêòîðà v⃗. Îáîçíà-

÷èì ýòó ïðîåêöèþ êàê Projv⃗u⃗ Èçîáðàæåíèå ñõåìàòè÷íî, îáà âåêòîðà ìîãóò íàõîäèòüñÿ

â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è èìåòü ðàçìåðíîñòü, íàïðèìåð, 100, ò.å ïðèíàäëåæàòü

ïðîñòðàíñòâó R100. Äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî âûáðàíî äëÿ èëëþñòðàöèè. Íåâÿçêà â äàí-

íîì ñëó÷àå - ýòî ðàçíîñòü âåêòîðà u⃗ è åãî ïðîåêöèè íà âåêòîð v⃗. Â ýòîì ñëó÷àå îíà

îðòîãîíàëüíà âåêòîðó v⃗, õîòÿ â öåëîì íåâÿçêà íå îáÿçàíà áûòü îðòîãîíàëüíà. Îáîçíà-

÷èì íåâÿçêó êàê âåêòîð h⃗ = ⃗u− v, à íîðìà íåâÿçêè - ò.å ðàññòîÿíèå îò u⃗ äî v⃗, ò.å äëèíà

âåêòîðà h⃗. Äîñòàòî÷íî ïðîñòî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû íîðìà äàííîé íåâÿçêè

áûëà ìèíèìàëüíà, íåîáõîäèìî, ÷òîáû íåâÿçêà áûëà îðòîãîíàëüíà âåêòîðó v⃗, à íå u⃗, è

âîîáùå ìèíèìóì áóäåò òîëüêî â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíîñòè ê v⃗ âåêòîðà, èñõîäÿùåãî èç

êîíöà âåêòîðà u⃗. Ðåêîìåíäóåòñÿ ïîïðîáîâàòü äîêàçàòü ýòî äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ åâêëè-

äîâà ïðîñòðàíñòâà, ðàçìåðíîñòü ïðè ýòîì íå èìååò çíà÷åíèÿ (ìîæíî âçÿòü äâóìåðíîå

ïðîñòðàíñòâî), íóæíî ëèøü âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîíÿòèåì äëèíû âåêòîðà è ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ.
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Óïðàæíåíèå: Äîêàæèòå, ÷òî îðòîãîíàëüíûé ê ïëîñêîñòèX îòðåçîêAD åñòü êðàò-

÷àéøåå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî ïëîñêîñòè X, ò.å ÷òî ëþáîé äðóãîé îòðåçîê, èñõîäÿ-

ùèé èç A è çàêàí÷èâàþùèéñÿ íà ïëîñêîñòè X, íàïðèìåð AD' áóäåò äëèííåå ÷åì AD.

Â äàííîì ñëó÷àå ïðîåêöèåé îòðåçêà OA íà ïëîñêîñòü X áóäåò îòðåçîê OD.

Ðåøåíèå: àíàëîãè÷íî ýòîé æå çàäà÷å â äâóìåðíîì ñëó÷àå.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ñëó÷àþ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Êàê âèäíî èç äàííîãî ðèñóíêà,

âåêòîð a⃗) àïïðîêñèìèðóåòñÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî, îáðàçóåìîå íåêîëëèíåàðíûìè âåêòî-

ðàìè b⃗, c⃗. Åãî ïðîåêöèåé íà ýòó ïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ âåêòîð d⃗. Äàííîå èçîáðàæåíèå òàê

æå ñõåìàòè÷íî, âåêòîðû ìîãóò íàõîäèòüñÿ ìíîãîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, íà-

ïðèìåð R5000, íî âåêòîðû b⃗, c⃗ ïðè ýòîì ìîãóò îáðàçîâûâàòü ñâîå ïîäïðîñòðàíñòâî, íà

êîòîðîå ìîæíî ïðîåöèðîâàòü ëþáîé âåêòîð, íå ïðèíàäëåæàùèé åìó. Òàê æå â ìíîãîìåð-

íîì ïðîñòðàíñòâå âîçìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü âåêòîð íå òîëüêî íà ïîäïðîñòðàíñòâî,

îáðàçîâàííóþ äâóìÿ âåêòîðàìè (â ñëó÷àå òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ýòî áóäåò ïðèâû÷-

íàÿ íàì ïëîñêîñòü), íî è íà ìíîãîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, áàçèñîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ,

íàïðèìåð, 50 âåêòîðîâ, ñ ðàçìåðíîñòüþ êàê ìèíèìóì íà 1 ìåíüøåé ÷åì ðàçìåðíîñòü

ïðîñòðàíñòâà èñõîäíîãî.

Âîîáùå, âåêòîðû b⃗, c⃗ íå îáÿçàíû áûòü ïåðïåíäèêóëÿðíû, ãëàâíîå, ÷òîáû îíè áû-

ëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Â äàííîì ñëó÷àå ðàçíîñòü âåêòîðîâ a⃗ è d⃗ ÿâëÿåòñÿ íåâÿçêîé

ïðîåêöèè. Åå ìîäóëü ðàâåí ðàññòîÿíèþ îò âåêòîðà a⃗ äî ïëîñêîñòè X. Íåñëîæíî äîêà-

çàòü, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû åå äëèíà áûëà ìèíèìàëüíà, îíà äîëæíà áûòü îðòîãîíàëüíà ê

ïëîñêîñòè, îáðàçóåìîé âåêòîðàìè b⃗, c⃗. Â ýòîì ñëó÷àå åå ìîäóëü ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå

çíà÷åíèå. À åñëè íåâÿçêà îðòîãîíàëüíà ê ïëîñêîñòè, òî íà îðòîãîíàëüíà êî âñåì âåê-

òîðàì äàííîé ïëîñêîñòè. Ýòî èçâåñòíî åùå ñî øêîëüíîãî êóðñà ãåîìåòðèè. À åñëè îíà

îðòîãîíàëüíà êî âñåì âåêòîðàì ïëîñêîñòè, çíà÷èò, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íåâÿçêè íà

âåêòîðû ïëîñêîñòè ðàâíî íóëþ. Â òàêîì ñëó÷àå îíà òàê æå îðòîãîíàëüíà b⃗ è c⃗. Äàííûé

âûâîä ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

(⃗a− d⃗, b⃗) = 0

(⃗a− d⃗, c⃗) = 0
(1.10)

Òåïåðü, ïîñëå ïîÿñíÿþùèõ ðèñóíêîâ âåðíåìñÿ ê ïðîáëåìå (1.9). Âåêòîðà Y è

X1, X2, ....Xm ∈ Rn, ãäå n - ñêîëüêî óãîäíî áîëüøîå ÷èñëî (îáû÷íî îíî ðàâíî êîëè÷åñòâó

íàáëþäåíèé, ýêñïåðèìåíòîâ). Â äàííîì ñëó÷àå ìíîãîìåðíûé âåêòîð Y ïðîåöèðóåòñÿ íà

ïëîñêîñòü, îáðàçóåìóþ âåêòîðàìè X1, X2, ....Xm, m - êîëè÷åñòâî òàêèõ âåêòîðîâ.
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Íàì íóæíî ïðåäñòàâèòü âåêòîð Y ñ ïîìîùüþ âåêòîðîâ X1, X2, ....Xm è âåêòîðà

êîýôôèöèåíòîâ a = (a0, a1, a2, ...am) â âèäå:

Y = a0 +
m∑
i=1

Xiai

Êàê îòìå÷åíî âûøå, ðàçíîñòü ìåæäó Y è åãî ïðîåêöèåé, ò.å íåâÿçêà îðòîãîíàëü-

íà ê ïëîñêîñòè, îáðàçîâàííîé âåêòîðàìè X1, X2, ....Xm, à çíà÷èò, è êî âñåì âåêòîðàì

X1, X2, ....Xm. Ýòî óñëîâèå ìîæíî çàïèñàòü êàê:

(X⃗1

T
, Y⃗ −Xa) = 0

(X⃗2

T
, Y⃗ −Xa) = 0

.....

(X⃗m

T
, Y⃗ −Xa) = 0

(1.11)

èëè, êîðî÷å,

(XT , Y −Xa) = 0 (1.12)

Ðåøèì óðàâíåíèå (1.12). Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì ëèíåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-

íèÿ:
(XT , Y −Xa) = (XT , Y )− (XT , Xa) = 0

(XTX)a = XTY

a = (XTX)−1XTY

(1.13)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëó äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ñïîñîáà íàõîæäåíèÿ

êîýôôèöèåíòîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (1.9). Çäåñü a = (a1, a2, ....am, b) - ñòîëáåö

êîýôôèöèåíòîâ, X - âûðàæåíèå (1.8) - ìàññèâ äàííûõ, Y - âåêòîð çíà÷åíèé àïïðîêñè-

ìèðóåìîé ïåðåìåííîé.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî îðòîãîíàëüíî ïðîåêòèðîâàòü

íå òîëüêî êàêîé-íèáóäü âåêòîð y ∈ Rn íà ïîäïðîñòðàíñòâî, îáðàçîâàííîå íàáîðîâ äðó-

ãèõ âåêòîðîâ, êîòîðûå òàê æå ïðèíàäëåæàò Rn, íî è ôóíêöèþ f(x1, ..., xn) íà íàáîð

ôóíêöèé gi(x1, ..., xn), i ∈ 1, 2, ..., k, ãäå k - êîëè÷åñòâî ôóíêöèé, èç êîòîðûõ îáðàçóåòñÿ

ïîäïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîå ïðîåêòèðóåòñÿ ôóíêöèÿ f(x1, ..., xn), n - êîëè÷åñòâî ïåðå-

ìåííûõ, îò êîòîðûõ çàâèñÿò ôóíêöèè. Çíà÷åíèå n ìîæåò áûòü ðàâíî 1, à ìîæåò áûòü è

î÷åíü áîëüøèì. Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ íàèëó÷øèì

ïðèáëèæåíèåì ôóíêöèè f(x⃗) ñ ïîìîùüþ íàáîðà ôóíêöèé gi(x⃗).

f(x⃗) =
k∑

i=1

aigi(x⃗) + b

Äàííàÿ èäåÿ ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ ÷èñëåí-

íîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íî ýòî óæå âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé

êíèãè.

Óïðàæíåíèå 1. Ïðîàíàëèçèðóéòå ôîðìóëó (1.13). ×òî áóäåò, åñëè êàêèå-ëèáî 2

ïðèçíàêà (ò.å êàêèå-íèáóäü 2 ñòîëáöà ìàòðèöû X) áóäóò ëèíåéíî çàâèñèìû. Âîçìîæíî

ëè áóäåò òîãäà âû÷èñëèòü a?
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Ðåøåíèå: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ k ïðèçíàêîâ, k >= 2. Ïóñòü Xi - i-é âåêòîð-

ñòîëáåö ìàòðèöû. Äîïóñòèì, ÷òî ïåðâûé è âòîðîé ïðèçíàêè ëèíåéíî çàâèñèìû, ò.å

∃λ ∈ R, λ ̸= 0 : X2 = λX1. Îáîçíà÷èì XiXj êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå i-ãî è j-ãî

ñòîëáöîâ. Íàéäåì çíà÷åíèå (XTX)

(
X1 X2 ... Xk

)T (
X1 X2 ... Xk

)
=


X2

1 λX2
1 X1X3 ... X1Xk

λX2
1 λ2X2

1 λX1X3 ... λX1Xk

X3X1 X3X2 X2
3 ... X3Xk

...

XkX1 XkX2 XkX3 ... X2
k


Êàê âèäíî, ïåðâàÿ è âòîðàÿ ñòîêà ïîëó÷èâøåéñÿ ìàòðèöû ëèíåéíî çàâèñèìû. Ýëå-

ìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû, êàê èçâåñòíî, íå ìåíÿþò îïðåäåëèòåëü. Âû÷èòàÿ

èç âòîðîé ñòðîêè ïåðâóþ óìíîæåííóþ íà λ ìû ïîëó÷èì íóëåâóþ ñòðîêó. Äîêàçàíî, ÷òî

îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñ íóëåâîé ñòðîêîé ðàâåí íóëþ. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû (XTX)

áóäåò ðàâåí íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî ó ýòîé ìàòðèöû íå áóäåò îáðàòíîé è íàéòè êîýôôè-

öèåíòû ëèíåéíîé ðåãðåññèè áóäåò íåâîçìîæíî.

íåò, ò.ê îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû (XTX) áóäåò ðàâåí íóëþ.

Óïðàæíåíèå 2. Ïðîàíàëèçèðóéòå ôîðìóëó (1.13). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàêèå-ëèáî

2 ïðèçíàêà (ò.å êàêèå-íèáóäü 2 ñòîëáöà ìàòðèöû X) áóäóò ñèëüíî êîððåëèðîâàíû ñ êîýô-

ôèöèåíòîì êîððåëÿöèè, ðàâíûì ïî ìîäóëþ ∼ 0.95, òî åñòü "ïî÷òè"ëèíåéíî çàâèñèìû.

Ïóñòü ìû íàøëè êîýôôèöèåíòû a. ×òî ïðîèçîéäåò ñ a, åñëè äîáàâèòü íåìíîãî äàííûõ,

ò.å óâåëè÷èòü ìàòðèöó X íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì íîâûõ ñòðîê? Ñèëüíî ëè èçìåíèòñÿ

èõ çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ a? Êàê ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü òàêóþ ëèíåéíóþ ìîäåëü?

Ðåøåíèå: Â ñëó÷àå ñèëüíîé êîððåëèðîâàííîñòè êàêèõ-ëèáî äâóõ ïðèçíàêîâ îïðåäå-

ëèòåëü ìàòðèöû (XTX) áóäåò áëèçîê ê íóëþ. Òîãäà äàæå ïðè ìàëîì èçìåíåíèè ìàññèâà

äàííûõ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû (XTX)−1 î÷åíü ñèëüíî èçìåíèò ñâîå çíà÷åíèå, à âìåñòå

ñ íèì è çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Òàêàÿ ìîäåëü áóäåò íåóñòîé÷è-

âîé, òàê êàê ïðè ìàëîì èçìåíåíèè âõîäíûõ äàííûõ êîýôôèöèåíòû áóäóò èçìåíÿòüñÿ

î÷åíü ñèëüíî.

1.3 Ïðèìåðû

1.3.1 Ñëó÷àé îäíîé ïåðåìåííîé �1

Â õîäå ýêñïåðèìåíòà, êîòîðûé ïîâòîðèëè 3 ðàçà, èññëåäîâàòåëè, âçãëÿíóâ íà ãðà-

ôèê, ïðåäïîëîæèëè, ÷òî âåëè÷èíà y (âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ íèæå) çàâèñèò îò

x (ïåðâûé âåêòîð â ïðàâîé ÷àñòè) ñëåäóþùèì îáðàçîì5

5

9

 = a

1

2

3

− b

1

1

1

 (1.14)
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Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà íå èìååò òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Íî ìîæíî íàéòè ïðèáëèæåííîå.

Íàéäåì åãî â âèäå y = ax + b. Óìíîæèì ñèñòåìó ñêàëÿðíî ñíà÷àëà íà âåêòîð ïðè

êîýôôèöèåíòå a, çàòåì íà êîíñòàíòíûé âåêòîð b⃗ â ïðàâîé ÷àñòè. Ïîëó÷èì ñèñòåìó èç

äâóõ óðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðîåêòèðóåì âåêòîð â ëåâîé ÷àñòè íà âåêòîð â

ïðàâîé, ðàâíûé ñóììå âåêòîðà x⃗ è êîíñòàíòíîãî b⃗. Ïîëó÷èì ñèñòåìó:

42 = 14a1 − 6b

19 = 6a1 − 3b
(1.15)

ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷èì îòâåò: y = −7/3 + 2x - íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå

1.3.2 Ñëó÷àé îäíîé ïåðåìåííîé �2

Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà ïîëó÷èëè âîò òàêóþ çàâèñèìîñòü íåêîé âåëè÷è-

íû Y îò X. Âñåãî ó íàñ 30 íàáëþäåíèé

Çäåñü ÿâíî ïðîñëåæèâàåòñÿ íåêàÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü. Â ðåàëüíûõ ýêñïåðè-

ìåíòàõ ê çíà÷åíèÿì äàò÷èêîâ ÷àñòî äîáàâëÿåòñÿ íåêèé øóì. Çäåñü íå áóäóò ïîêàçàíû

óòîìèòåëüíûå ìàññèâû ÷èñåë. Ïðåäñòàâèòü èõ âû ìîæåòå è ñàìè, âçãëÿíóâ íà ãðàôèê.

Ïîêàæó ëèøü àïïðîêñèìàöèþ, ïîëó÷åííóþ â èòîãå ïî ôîðìóëå (1.13).

Êàê âèäíî, çàâèñèìîñòü àïïðîêñèìèðîâàíà ëèíåéíîé ôóíêöèåé. Åå ôîðìóëà: Y =

1.82 + 1.68X.
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1.3.3 Ñëó÷àé ìíîãîìåðíîé ðåãðåññèè

Â äàííîì ïðèìåðå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì çàâèñèìîñòü ñòîèìîñòè

àêöèé Y îò äâóõ ïåðåìåííûõ: èíäåêñà èíòåðåñà ê íèì X1 è ïðîöåíòà áåçðàáîòèöû X2

Y = (1464, 1394, 1357, 1293, 1256, 1254, 1234, 1195, 1159, 1167, 1130, 1075),

X1 = (2.75, 2.5, 2.5, 2.5, 2.5, 2.5, 2.5, 2.25, 2.25, 2.25, 2, 2),

X2 = (5.3, 5.3, 5.3, 5.3, 5.4, 5.6, 5.5, 5.5, 5.5, 5.6, 5.7, 5.9).

Ïåðåïèøåì ýòî â ìàòðè÷íîì âèäå, äîáàâèâ êîíñòàíòó b. Ïîëó÷èì

Äàííîå óðàâíåíèå, î÷åâèäíî, òàê æå ñîãëàñíî òåîðåìå Êðîíåêåðà-Êàïåëëè íå èìå-

åò ðåøåíèÿ. Íî ìîæíî íàéòè ïðèáëèæåííîå, ìèíèìèçèðóþùåå íåâÿçêó. Ïåðåïèøåì â

ìàòðè÷íîì âèäå : 

1464

1394

1357

1293

1256

1254

1234

1195

1159

1167

1130

1075



=



1 2.75 5.3

1 2.5 5.3

1 2.5 5.3

1 2.5 5.3

1 2.5 5.4

1 2.5 5.6

1 2.5 5.5

1 2.25 5.5

1 2.25 5.5

1 2.25 5.6

1 2 5.7

1 2 5.9



a0

a1

a2

 (1.16)

èëè, êîðîòêî: (
Y = Xa

)
(1.17)

ãäå X - ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé åñòü âåêòîðû X⃗1, X⃗2, ⃗colones, ãäå ⃗colones - âåêòîð-

ñòîëáåö, ñîñòîÿùèé èç åäèíèö, a - âåêòîð-ñòîëáåö êîýôôèöèåíòîâ (a0, a1, a2), êîòîðûå

íåîáõîäèìî íàéòè.

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (1.13) ïîëó÷èì ðåøåíèå: a = (1818.17, 294.87,−231.32, ), ò.å

îòâåò: Y = 1818.17 + 294.87X1 − 231.32X2

Óïðàæíåíèå: íà ëþáîì èçâåñòíîì âàì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ íàïèøèòå ïðîãðàììó

äëÿ ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè âåêòîðà Y íàáîðîì m âåêòîðîâ X1, X2...Xm, ïðèíèìàþ-

ùóþ ñíà÷àëà íà âõîä êîëè÷åñòâî ïðèçíàêîâ m è íàáëþäåíèé n, çàòåì ìàññèâ, ñîñòîÿ-

ùèé èç m + 1 ñòîëáöîâ è n ñòðîê. Ïåðâûé ñòîëáåö - çíà÷åíèÿ Y. Ïîñëåäóùèå ñòîáëöû

- çíà÷åíèÿ X1, X2, .. Xm ïî ïîðÿäêó. Íà âûõîäå ïðîãðàììà äîëæíà âîçâðàùàòü âåêòîð

êîýôôèöèåíòîâ (a0, a1, a2, ..., am) ÷åðåç ïðîáåë ñ òî÷íîñòüþ äî äâóõ çíàêîâ, ñ ïîìîùüþ

êîòîðûõ âåêòîð Y àïïðîêñèìèðóåòñÿ âåêòîðàìè X1, X2...Xm. Îòëàäüòå ïðîãðàììó íà

þíèò-òåñòàõ, ê ïðèìåðó ìîæåòå âîñïîëüçîâàòüñÿ äàííûìè èç ýòîãî ðàçäåëà. Äëÿ íà-

õîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ âîñïîëüçóéòåñü ôîðìóëîé (1.13).

Ïðèìåð ââîäà-âûâîäà. Âõîäíûå äàííûå (èç ïðèìåðà 1).
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1 3

5 1

5 2

9 3

Âûâîä: -2.33 2

1.4 Ïîëèíîìèàëüíàÿ ðåãðåññèÿ.

Ïóñòü ó íàñ òàê æå èìååòñÿ n íàáëþäåíèé âåëè÷èíû Y, çàâèñÿùåé îò n íàáëþäåíèé

âåëè÷èíû X. Äîïóñòèì, ÷òî ïî êàêèì-òî ïðè÷èíàì (íàïðèìåð, ñóäÿ ïî ãðàôèêó) èìååòñÿ

îñíîâàíèå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî çàâèñèìîñòü Y îò X íåëèíåéíàÿ, à çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ

ïîëèíîìà. ×òî äåëàòü â äàííîì ñëó÷àå?

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ó íàñ äàíà çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ Y, íåçà-

âèñèìàÿ X, è íåêèé íàáîð èõ çíà÷åíèé. Äîïóñòèì, ó íàñ åñòü îñíîâàíèÿ äóìàòü, ÷òî

çàâèñèìîñòü êâàäðàòè÷íàÿ, òî åñòü Y = b + a1X + a2X
2. Ïðè ýòîì èìååòñÿ ëèøü ìàñ-

ñèâ íàáëþäåíèé Y è X, íî íå X2. Â äàííîì ñëó÷àå íóæíî äîáàâèòü íîâûé ìàññèâ

X2, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ïîýëåìåíòíîãî âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò ýëåìåíòîâ ìàññè-

âà X. Íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Python ýòî ìîæíî áûëî áû çàïèñàòü âîò òàê: X2

= [element*element for element in X]. Äàëåå, ÷òîáû ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ

(a1, a2, b) íóæíî äåéñòâîâàòü òàê æå, êàê è ñ îáû÷íîé ëèíåéíîé ðåãðåññèåé, òî åñòü

íàéòè íóæíûå êîýôôèöèåíòû ïî ôîðìóëå (1.13). Áóäåò ïîíÿòíåå íà ïðèìåðå.

Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ ìàññèâ äàííûõ Y è X:

Y = [-14.12, -10.15, 0.33, -0.63, 3.94, 10.19, 7.95, 10.77, 13.96, 14.01, 12.81, 14.76, 13.87,

14.66, 8.43, 8.11, 9.02, 7.08, -3.56, -3.71],

X = [-5. , -4.47, -3.95, -3.42, -2.89, -2.37, -1.84, -1.32, -0.79, -0.26, 0.26, 0.79, 1.32, 1.84,

2.37, 2.89, 3.42, 3.95, 4.47, 5. ],

Äàííàÿ çàâèñèìîñòü ïðåäñòàâëåíà íà ãðàôèêå. Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî îíà ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàáîëó. Â òàêîì ñëó÷àå, íóæíî äîáàâèòü X2 äëÿ óðàâíåíèÿ ïàðàáîëû,

ïðÿìàÿ ëèíèÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè â äàííîì ñëó÷àå íå ïîäîéäåò.
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Îáîçíà÷èì X êàê X1, èñêóññòâåííî ñîçäàäèì åùå îäíó ïåðåìåííóþ X2 = X1 ∗ X1 =

x ∗ x : x ∈ X1, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïî ñóòè ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé èç X, âîçâåäåííûõ â

êâàäðàò

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ìàññèâû äàííûõ Y,X1, X2, çàïèøåì ïîäðîáíî Y = Xa

Y⃗ = [X1, X2, b]⃗a (1.18)

èëè, â åùå áîëåå ïîäðîáíîì âèäå

−14.12

−10.15

0.33

−0.63

3.94

10.19

7.95

10.77

13.96

14.01

12.81

14.76

13.87

14.66

8.43

8.11

9.02

7.08

−3.56

−3.71



=



1 −5 25

1 −4.47 20.01

1 −3.95 15.58

1 −3.42 11.7

1 −2.89 8.38

1 −2.37 5.61

1 −1.84 3.39

1 −1.32 1.73

1 −0.79 0.62

1 −0.26 0.07

1 0.26 0.07

1 0.79 0.62

1 1.32 1.73

1 1.84 3.39

1 2.37 5.61

1 2.89 8.38

1 3.42 11.7

1 3.95 15.58

1 4.47 20.01

1 5 26



a1

a2

b

 (1.19)

Ðåøàÿ äàííóþ ñèñòåìó ñ ïîìîùüþ óæå çíàêîìîé ôîðìóëû (1.13), ïîëó÷èì îòâåò:

(a0, a1, a2, b) = [14.45, 1.05, -1.03]. Ìû ïîëó÷èëè ïîëèíîìèàëüíóþ ðåãðåññèþ ñëåäóþùåãî

âèäà:

y = 14.45 + 1.05x− 1.03x2

Î÷åíü áëèçêî ê èñòèííîé çàâèñèìîñòè y = 15 + x− x2. Äàííûå y âûøå áûëè ïîëó÷åíû

ïóòåì äîáàâëåíèÿ ê çíà÷åíèÿì y íåêîòîðîãî øóìà ε, èìåþùåãî íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå ε N(0,
√
2). Ðåàëüíûå äàííûå ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ïðèõîäÿò ñ íåáîëüøîé îøèáêîé

èç-çà ïîìåõ, íåñîâåðøåíñòâà òî÷íîñòè èçìåðåíèé è â öåëîì âêëàäà ñëó÷àéíûõ íåïðåä-

âèäåííûõ ñîáûòèé.

Ãðàôèê àïïðîêñèìàöèè:
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Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî ïîïðîáîâàòü äîáàâèòü è äðóãèå ïðèçíàêè, ê ïðèìåðó òàêèå

êàê X â òðåòåé è ëþáîé äðóãîé ñòåïåíè (â äàííîì ñëó÷àå äîáàâëåíèå ýòîãî ïðèçíàêà íå

íóæíî è äàæå âðåäíî, ò.ê ñîçäàåò äîïîëíèòåëüíûé øóì, ïîä êîòîðûé ðåãðåññèÿ áóäåò

ïîäñòðàèâàòüñÿ, èãíîðèðóÿ îáùèå çàêîíîìåðíîñòè).

Òî ÷òî ìû ïðîäåëàëè âûøå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïåðåõîä èç ïðîñòðàíñòâà ïåðå-

ìåííûõ (X, Y ) â ïðîñòðàíñòâî (X,X∗X, Y ) ñ èäååé, ÷òî âîçìîæíî â íîâîì ïðîñòðàíñòâå

ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèìîñòè ìåæäó Y è íàøèìè äàííûìè. Äåéñòâèòåëü-

íî, ïîñòðîèì ãðàôèê ïîëó÷åííîé àïïðîêñèìàöèè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ äâóõ

ðàçíûõ ðàêóðñîâ:
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Êàê âèäíî, â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìàññèâ Y îòëè÷íî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ëè-

íåéíîé ôóíêöèåé, ÷òî áûëî íåâîçìîæíî â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, åñëè ó íàñ èìååòñÿ ìàññèâ çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè Z

è çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ X, Y ìû ìîæåì àïïðîêñèìèðîâàòü Z ôîðìóëîé Z = a1X
2 +

a2XY +a3Y
2+a4X+a5Y +b ïóòåì ïîýëåìåíòíîãî âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü çíà÷åíèé X è Y.

XY ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ïîýëåìåíòíîãî óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ xi ∈ X íà ñîîòâåòñòâóþùèå

ýëåìåíòû yi.

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðåëè ïîëèíîìèàëüíóþ ðåãðåññèþ, êîòîðàÿ òàê æå

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ìîäåëüþ.

Çàìå÷àíèå: êîíå÷íî, äëÿ òîãî, ÷òîáû ãðàôèê ïðîøåë â òî÷íîñòè ÷åðåç N òî÷åê

ìîæíî óâåëè÷èòü ñòåïåðíü ïîëèíîìà äî N-1 (ñì èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàí-

æà) . Îäíàêî òàêèì îáðàçîì àïïðîêñèìàöèÿ ïîëó÷èòñÿ ñëèøêîì çàòî÷åííîé ïîä íàáîð

èìåþùèõñÿ äàííûõ. Ïðè ýòîì îáîáùàþùàÿ ñïîñîáíîñòü ìîäåëè, ò.å êîððåêòíî ïðåäñêà-

çûâàòü çíà÷åíèå y = f(x) äëÿ íåèçâåñòíûõ x, ò.å äëÿ òåõ x, êîòîðûå íå áûëè èñïîëü-

çîâàíû ïðè ïîñòðîåíèè àïïðîêñèìàöèè áóäåò óæàñíîé Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî

ìîäåëü àïïðîêñèìàöèè "ïåðåîáó÷èëàñü"íà îáó÷àþùèõ äàííûõ. Ïî íàøåìó ñóáúåêòèâ-

íîìó ïðåäñòàâëåíèþ òåðìèí "ïåðåîáóàòüñÿ"çäåñü íå ñîâñåì ïîäõîäèò. Â àíãëîÿçû÷íîé

ëèòåðàòóðå èñïîëüçóåòñÿ "over�tted model ÷òî îçíà÷àåò: ñëèøêîì ñèëüíî "ïîäñòðîèëàñü

"ïîä îáó÷àþùèå äàííûå.

Óïðàæíåíèå 1:

Ïóñòü ó íàñ åñòü äàííûå x = [-2. , -1.79, -1.58, -1.37, -1.16, -0.95, -0.74, -0.53, -0.32, -0.11,
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0.11, 0.32, 0.53, 0.74, 0.95, 1.16, 1.37, 1.58, 1.79, 2. ]

y = [-67.94, -49.68, -35.62, -23.35, -10.8 , -5.5 , -2.96, -0.99, 2.46, 3.92, 8.1 , 5.23, 8.62, 10.07,

12.28, 15.58, 18.17, 24.6 , 23.53, 31.68]

y çàâèñèò îò x êàê ïîëèíîì íåêîòîðîé ñòåïåíè. Óñòàíîâèòå íàèáîëåå ïîäõîäÿùóþ ñòå-

ïåíü ìíîãî÷ëåíà äëÿ àïïðîêñèìàöèè ýòèõ äàííûõ, íàéäèòå åãî êîýôôèöèåíòû. Ïîìíè-

òå, ÷òî áîëåå âûñîêàÿ ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ëó÷øåé ìîäåëüþ

àïïðîêñèìàöèè. Ìîæåòå îòëîæèòü ÷àñòü èìåþùèõñÿ äàííûõ äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ìîäå-

ëè, ÷òîáû âèäåòü, êàêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ëó÷øå âñåãî ðàáîòàåò äëÿ íåèçâåñòíûõ åé x.

Î÷åâèäíî, ÷òî íà òåñòîâûõ äàííûõ íàñòðàèâàòü àïïðîêñèìàöèþ íåëüçÿ. Ìîæíî âû-

áðàòü ðàçíûå ìåòðèêè äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà. Îñòàíîâèìñÿ íà ñðåäíåì êâàäðàòå îøèáêè.

Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ âûäåëÿþò îáû÷íî 20−30% èìåþùèõñÿ äàííûõ. Èíûìè ñëîâàìè, âàì

íóæíî íàéòè òàêîé ìíîãî÷ëåí f(x), ÷òî argminf(x)

∑
((f(xi)−yi)

2

N
, xi ∈ test_data,N −

Ðåøåíèå: âîñïîëüçîâàâøèñü ïðîãðàììîé äëÿ íàõîæäåíèÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè, ïå-

ðåáðàòü ïîëèíîìû âïëîòü äî íåêîòîðîé ñòåïåíè k è ñðàâíèòü ñðåäíþþ îøèáêó íà òåñòî-

âûõ äàííûõ, âûáðàâ òó ìîäåëü, äëÿ êîòîðîé ñðåäíÿÿ îøèáêà áóäåò íàèìåíüøåé. Êàêèì

áóäåò k - ðåøàòü âàì.

Óïðàæíåíèå 2:

Ïóñòü ó íàñ åñòü äàííûå x = [-3. , -2.68, -2.37, -2.05, -1.74, -1.42, -1.11, -0.79, -0.47, -0.16,

0.16, 0.47, 0.79, 1.11, 1.42, 1.74, 2.05, 2.37, 2.68, 3. ]

y = [-3. , -2.68, -2.37, -2.05, -1.74, -1.42, -1.11, -0.79, -0.47, -0.16, 0.16, 0.47, 0.79, 1.11, 1.42,

1.74, 2.05, 2.37, 2.68, 3. ]

z = [17.13, 15.82, 9.87, 5.78, 6.24, 3.4 , 4.62, 1.56, -3.94, 4.02, -0.05, 8.65, 11.67, 10.23, 12.41,

16.2 , 25.6 , 28.9 , 34.16, 41.51]

z çàâèñèò îò x, y êàê ïîëèíîì íåêîòîðîé ñòåïåíè. Óñòàíîâèòå íàèáîëåå ïîäõîäÿùóþ

ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà äëÿ àïïðîêñèìàöèè ýòèõ äàííûõ, íàéäèòå åãî êîýôôèöèåíòû. Ïîä-

ñêàçêà: â ñëó÷àå, åñëè ýòî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k â íåì ìîãóò îòñóòñòâîâàòü íåêîòîðûå

ñëàãàåìûå ñî ñòåïåíüþ ìåíüøå k. Ðåøåíèå: òî æå, ÷òî è â ïåðâîé çàäà÷å, íî óæå äëÿ

ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Âîçìîæíî, çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåêîòîðûõ ïåðå-

ìåííûõ áóäåò áëèçêî ê íóëþ. Ýòî ñêîðåå âñåãî îçíà÷àåò, ÷òî äàííûå ïåðåìåííûå íåñó-

ùåñòâåííû, êîýôôèöèåíò âîçíèê èç-çà øóìà â äàííûõ.

1.5 Ëèíåàðèçàöèÿ íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ çàäà÷

Çäåñü è äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ε ∼ N(0, σ2) - ñëó÷àéíàÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäå-

ëåííàÿ îøèáêà ñ ïîñòîÿííîé äèñïåðñèåé è íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì, X, Y

- ïåðåìåííûå, α, β, a1, a2 - ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû.

Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ çàâèñèìîñòü âèäà:

Z = a1X + a2Y
2 + ε

Çäåñü ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííîé Y ′ = Y 2 è òåì ñàìûì ïîëó÷èòü ëèíåéíóþ
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ðåãðåññèþ

Z = a1X + a2Y
′ + ε

Â ñëó÷àå íèæå ìîæíî ïðîèçâåñòè çàìåíó 1
Y
= Y ′

Z = a1X + a2
1

Y
+ ε = a1X + a2Y

′ + ε

Åñëè îäèí èç ïðèçíàêîâ - ýòî ëîãàðèôì îò ïåðåìåííîé, òî àíàëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ

çàìåíû Y ′ = ln(Y ) ïîëó÷àåì

Z = a1X + a2ln(Y ) + ε = a1X + a2Y
′ + ε

Ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ìîäåëü âèäà

Y = αXβε′

ãäå ε′ - ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ëîãíîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òàêîå, ÷òî

ln(ε′) = ε, ìîæíî ëèíåàðèçîâàòü, áåðÿ íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì îò ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé.

Ïîëó÷èì:

ln(Y ) = ln(α) + βln(X) + ε

Åñëè ó íàñ èìååòñÿ îáðàòíàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ìîäåëü âèäà

Y =
1

1 + αeβ1X+ε

Òî åå òîæå ìîæíî äîâîëüíî ïðîñòî ëèíåàðèçîâàòü. Äëÿ íà÷àëà ïðåäñòàâèì â âèäå

1

Y
− 1 = αeβ1X+ε

Çàòåì âîçüìåì ëîãàðèôì îò ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé. Ïîëó÷àåì

ln(
1

Y
− 1) = ln(α) + β1X + ε

Ïåðåîáîçíà÷èâ ïåðåìåííûå â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ïîëó÷èì ëèíåéíóþ ðåãðåññèþ.

Äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé è ýêñïîíåíöèàëüíîé ìîäåëè â êîíöå ïîñëå ïîëó÷åíèÿ îò-

âåòà ñ ïîìîùüþ ëèíåàðèçîâàííîé ìîäåëè íàäî äåëàòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ

Y. Íàïðèìåð, äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ìîäåëè íóæíî âçÿòü ýêñïîíåíòó îò ïîëó÷åííîãî

çíà÷åíèÿ ln(Y ), ò.ê eln(Y ) = Y

1.6 Îáùèé ñëó÷àé ëèíåéíîé ìîäåëè

Àïïðîêñèìàöèÿ âèäà Y = a0 + a1X + a2X
2 íà ñàìîì äåëå òîæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-

íîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëü. Âîçìîæíî, âû âîçðàçèòå: âåäü x2 óæå íå ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ!

Íî åñëè ìû ïåðåîáîçíà÷èì X2 êàê, íàïðèìåð, Z, òî ïîëó÷èì óæå êëàññè÷åñêèé ñëó-

÷àé ëèíåéíîé ðåãðåññèè îò äâóõ ïåðåìåííûõ: Y = a0 + a1X + a2Z. Ôàêòè÷åñêè, åñëè
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íåäîñòàòî÷íî X è íóæíî ââåñòè äîïîëíèòåëüíóþ ïåðåìåííóþ X2, òî ìû ïðîñòî ïåðåõî-

äèì â äðóãîå ïðîñòðàíñòâî (X,X2) è óæå òàì ïûòàåìñÿ àïïðîêñèìèðîâàòü Y ëèíåéíîé

ìîäåëüþ.

Â îáùåì ñëó÷àå ïåðåìåííûå ïðè êîýôôèöèåíòàõ ai íå îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü

ïîëèíîìàìè êàêîé-ëèáî ñòåïåíè. Ýòî ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, ñèíóñ sin(x), ôóíêöèÿ

Ãàóññà 1
2πk

e
(x−µ)2

k2 , ÷òî óãîäíî. Âàæíî, ÷òîáû ýòè ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè áûëè ëèíåéíî

íåçàâèñèìû (ïîäóìàéòå, ïî÷åìó). Òî åñòü, ìû ìîæåì âìåñòî Z = a1X + a2Y + b èñêàòü

ðåøåíèå â âèäå Z = a0 + a1X + a2sin(x) + Y 2 + a3
1

2πk
e

(Y −µ)

k2 , åñëè ýòî áóäåò äàâàòü

ëó÷øóþ àïïðîêñèìàöèþ. Êàê âûáðàòü ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè - îáùåãî ðåöåïòà íåò,

çàâèñèò îò äàííûõ, îò çàäà÷è. Êàê âèäèòå, ýòî òîæå ìîæíî ñ÷èòàòü ëèíåéíîé ìîäåëüþ,

òàê êàê êîýôôèöèåíòû a1, a2...an ïðè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ ïîñòîÿííû, à çíà÷åíèÿ

ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x ìîæíî ïåðåîáîçíà÷èòü êàê x′.

Ãëàâíîå, ÷òîáû ôóíêöèÿ àïïðîêñèìàöèè çàâèñåëà îò íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ

ëèíåéíî. Íàïðèìåð ôóíêöèÿ âèäà y = ax+b, ãäå a , b - íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû óæå

íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé, ò.ê îíà çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòà a íåëèíåéíî. Îáîá-

ùàÿ, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ëèíåéíàÿ ìîäåëü àïïðîêñèìàöèè - ýòî òàêàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ

çàâèñèò îò ñâîèõ êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíî. Äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé ïåðåìåííîé îíà âûãëÿäèò

òàê:

y =
n∑

i=1

aigi(x)

ãäå ai - ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû.

1.7 Ìàòðè÷íûå ïðîèçâîäíûå.

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò äàíî î÷åíü êðàòêîå ââåäåíèå â ìàòðè÷íûå ïðîèçâîäíûå è

èõ ïðèìåíåíèå. Â ìàòåìàòèêå â ñâÿçè ñ íàëè÷èåì âåêòîðíûõ è ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé,

íåðàâåíñòâ åñòü íåîáõîäèìîñòü â ïðàâèëàõ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ òàêèõ âûðàæå-

íèé îò ñêàëÿðîâ, âåêòîðîâ, ìàòðèö. Âñå ýòî ìîæíî íàçâàòü ïðîñòî ìàòðè÷íûìè ïðî-

èçâîäíûìè, ïîñêîëüêó âåêòîð-ñòîëáåö è ñêàëÿð ìîæíî âîñïðèíèìàòü ñîîòâåòñòâåííî

êàê ìàòðèöó ðàçìåðíîñòè (n, 1) è (1,10) ñîîòâåòñòâåííî. Ñóùåñòâóåò 2 øèðîêîðàñïðî-

ñòðàíåííûõ ñîãëàøåíèÿ ïðàâèë âû÷èñëåíèÿ òàêèõ ïðîèçâîäíûõ: ýòî òàê íàçûâàåìûå

Numerator-layout notation è Denominator-layout notation. Ïðèâåäåì êðàòêèé îáçîð ýòèõ

ñîãëàøåíèé. Çäåñü è äàëåå áóäóò èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: x, y - ñêàëÿðû.

x, y - âåêòîðû, X, Y - ìàòðèöû.

Numenator-layoyt:

∂y

∂x
=

[
∂y

∂x1

;
∂y

∂x2

; ...
∂y

∂xn

]
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∂y

∂x
=


∂y1
∂x
∂y2
∂x
...

∂ym
∂x



∂y

∂x
=


∂y1
∂x1

· · · ∂y1
∂xn

...
. . .

...
∂ym
∂x1

· · · ∂ym
∂xn



∂y

∂X
=



∂y

∂x11

∂y

∂x21

· · · ∂y

∂xp1
∂y

∂x12

∂y

∂x22

· · · ∂y

∂xp2
...

...
. . .

...
∂y

∂x1q

∂y

∂x2q

· · · ∂y

∂xpq


Denominator-layoyt.

∂y

∂x
=


∂y
∂x1
∂y
∂x2
...
∂y
∂xn

 (1.20)

∂y

∂x
=

[
∂y1
∂x

;
∂y2
∂x

; ...
∂ym
∂x

]

∂y

∂x
=


∂y1
∂x1

· · · ∂ym
∂x1

...
. . .

...
∂y1
∂xn

· · · ∂ym
∂xn



∂y

∂X
=



∂y

∂x11

∂y

∂x12

· · · ∂y

∂x1q
∂y

∂x21

∂y

∂x22

· · · ∂y

∂x2q
...

...
. . .

...
∂y

∂xp1

∂y

∂xp2

· · · ∂y

∂xpq


Ëþáîå âûðàæåíèå, ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ Numenator-layoyt ìîæåò áûòü ëåãêî

ïðèâåäåíî ê âûðàæåíèþ, ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ Denominator-layoyt ñ ïîìîùüþ òðàíñ-

ïîíèðîâàíèÿ âûðàæåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ïðèìåíåíèåì Numenator-layoyt. Â îáðàòíóþ ñòî-

ðîíó äàííûé ôàêò òàêæå ñïðàâåäëèâ. Íî âñåãäà ñòîèò îáîçíà÷àòü, êàêóþ èìåííî íîòà-

öèþ âû èñïîëüçóåòå äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàòðè÷íûõ ïðîèçâîäíûõ. È íè â êîåì ñëó÷àå íå

ñìåøèâàòü Denominator-layoyt è Numenator-layoyt!
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Ê ïðèìåðó, âçÿòü ïðîèçâîäíóþ ïî âåêòîðó îò ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ â Numenator-

layoyt, çàòåì îò ïîëó÷èâøåãîñÿ âûðàæåíèÿ âçÿòü ïðîèçâîäíóþ ïî ñêàëÿðó â Denominator-

layoyt, ýòî áóäåò ãðóáîé îøèáêîé. Ñíà÷àëà ñëåäóåò ïðèâåñòè âû÷èñëåíèÿ ê ñîîòâåòñòâèþ

ñ îäíèì èç ñîãëàøåíèé. Â äàííîì ïðèìåðå ñëåäóåò ïîñëå âçÿòèÿ ïðîèçâîäíîé ïî âåêòî-

ðó â Numenator-layoyt ñíà÷àëà ïðèâåñòè âûðàæåíèå òîìó, ÷òî ïîëó÷èëîñü áû ñîãëàñíî

Denominator-layoyt ñ ïîìîùüþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ âûðàæåíèÿ, è òîëüêî çàòåì áðàòü

ïðîèçâîäíóþ ïî ñêàëÿðó. Â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ Denominator-layoyt.

Òåïåðü âûâåäåì óðàâíåíèå ëèíåéíîé ðåãðåññèè ñ ïîìîùüþ ìàòðè÷íûõ ïðîèçâîä-

íûõ. Íàì íóæíî ìèíèìèçèðîâàòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

L = ∥Ŷ − Y ∥2 = ∥Xω − Y ∥2 (1.21)

Êàê âû ìîãëè çàìåòèòü, çäåñü ìû ìèíèìèçèðóåì êâàäðàò íåâÿçêè. Òàê íàäî, òàê

êàê ïî òåîðåìå Ìàðêîâà-Ãàóññà èìåííî ìèíèìèçàöèÿ êâàäðàòà íåâÿçêè à íå àáñîëþò-

íîãî çíà÷åíèÿ äàñò ëó÷øóþ îöåíêó ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Çäåñü Ŷ - ýòî àïïðîêñèìàöèÿ,

Y - çíà÷åíèÿ. Òî åñòü íóæíî íàéòè íàèáîëåå ïîäõîäÿùèé âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ω,

ìèíèìèçèðóþùèé âûðàæåíèå:

argminω∥Xω − Y ∥2

Ïóñòü ó íàñ n ñòðîê äàííûõ è m ïðèçíàêîâ. Òîãäà X ∈ Rn×(m+1) - ìàòðèöà, Y ∈ Rn, -

âåêòîð-ñòîëáåö, ω ∈ Rm+1 - âåêòîð ñòîëáåö. +1 äîáàâëÿåòñÿ â ñâÿçè ñ íàëè÷èåì ñâîáîä-

íîãî êîýôôèöèåíòà. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî L ∈ R.

Íàõîäèòü îïòèìàëüíûé âåêòîð ω áóäåì â ïðîñòðàíñòâå, â êîòîðîì îïðåäåëåíû

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ïðîñòî êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî

ïðîñòðàíñòâî. Ïðè÷åì íîðìà îïðåäåëåíà ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Òàêèì îáðàçîì,

íàì íóæíî ìèíèìèçèðîâàòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

argminω((Xω − Y )T · (Xω − Y )) (1.22)

Ïðåæäå ÷åì ïðîäîëæèòü, ñëåäóåò âûäåëèòü íåñêîëüêî ñâîéñòâ, êîòîðûå íàì ïðè-

ãîäÿòñÿ ïðè âûâîäå ω èñïîëüçóÿ denominator-layout.

1. Òðàíñïîíèðîâàííîå çíà÷åíèå ñêàëÿðà ðàâíî ñêàëÿðó. Ñâîéñòâî î÷åâèäíî ñëåäó-

åò èç ñâîéñòâ ÷èñåë ∈ R.

2. X′
y = 0 åñëè X íå çàâèñèò îò y. Äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

3.
∂xTa

∂x
= a

Çäåñü xT - âåêòîð-ñòðîêà, à a - âåêòîð-ñòîëáåö. Ïðîèçâåäåíèå xTa ðàâíî ñêàëÿðó Σn
i=1aixi.

Ó÷èòûâàÿ ïðàâèëî íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé ñêàëÿðà ïî âåêòîðó (1.20) ïîëó÷àåì òðå-

áóåìîå ðàâåíñòâî.

4.
∂xTAx

∂x
= Ax

Çäåñü A - ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà (ýòî âàæíî) ∈ Rn×n. Â òàêîì ñëó÷àå äàííîå

âûðàæåíèå áóäåò ñêàëÿðîì. Êàê è ðàííåå, x - âåêòîð-ñòîëáåö ∈ Rn. Çíà÷åíèå ñêàëÿðà
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S = Σn
j=1Σ

n
i=1aijxixj. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ îò S íàïðèìåð

ïî x1. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî S ′
x1

= Σn
i=1a1jxj + Σn

j=1ai1xi. Ïîñêîëüêó â ñèëó ñèììåòðèè

aij = aji ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì íàõîæäåíèÿ ñêàëÿðà ïî âåêòîðó (1.20) ïîëó÷àåì òðåáóåìîå

ðàâåíñòâî.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1.22). Ïîëó÷àåì

L = (Xω − Y )T · (Xω − Y )

= (ωTXT − Y T ) · (Xω − Y )

= (ωTXTXω − ωTXTY − Y TXω + Y TY )

= (ωTXTXω − ωTXTY − Y TXω + Y TY )

= (ωTXTXω − 2ωTXTY + Y TY )

= (ωTXTXω − 2ωTXTY )Y TY

L′
ω = 2XTXω − 2XTY = 0

=> ω = (XTX)−1XTY

(1.23)

Â äàííûõ âûêëàäêàõ èñïîëüçîâàíî òî, ÷òî òàê êàê Y TXω - ñêàëÿð, òî Y TXω =

(Y TXω)T = ωTXTY è òîò ôàêò, ÷òî âûðàæåíèå Y TY íå çàâèñèò îò ω. Èíòåðåñíî, ÷òî

ôîðìóëà ïîëó÷èëàñü òàêîé æå, êàê è ïðè âûâîäå äðóãèì ìåòîäîì (1.13). Âîîáùå ýòî íå

åäèíñòâåííûé ñïîñîá. Ìîæíî åùå âûâåñòè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Â ñëó÷àå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé ýòî ïðîñòî. Â ñëó÷àå ôóíêöèè ïðîèçâîëüíîãî

êîëè÷åñòâà ïåðåìåííûõ óæå çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå.

Ïðîèçâîäíûå ïî âåêòîðàì è ìàòðèöàì èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ìàøèííîì îáó÷å-

íèè, íàïðèìåð ñ èõ ïîìîùüþ óäîáíî çàïèñûâàòü âûðàæåíèÿ äëÿ àëãîðèòìà îáðàòíîãî

ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè ïðè îáó÷åíèè íåéðîñåòè, èçâåñòíîãî êàê backpropagation error.

Òàê æå îíè íóæíû â ðåãðåññèîííîì àíàëèçå (âûøå ñ èõ ïîìîùüþ áûëî âûâåäåíà ôîð-

ìóëà êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé ðåãðåññèè), ñòàòèñòèêå. Òàì ñ èõ ïîìîùüþ èññëåäóþò

ìíîãîìåðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåíèÿ. Ê ïðèìåðó, íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Â ñëåäóþùèõ òðåõ óïðàæíåíèÿõ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ denominator-layout.

Óïðàæíåíèå 1: äîêàæèòå ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A ∈ Rn×n è âåêòîðà-

ñòîëáöà x ∈ Rn.:
∂xTAx

∂x
= (AT +A)x

Ðåøåíèå:

Íà÷àëî àíàëîãè÷íî ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöå A. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè âîçüìåì ïðî-

èçâîäíóþ ïî x1 îò âûðàæåíèÿ S = Σn
j=1Σ

n
i=1aijxixj. Ïîëó÷èì S ′

x1
= Σn

i=1a1jxj+Σn
j=1ai1xi.

Ëåãêî óâèäåòü â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïðîèçâåäåíèå ïåðâîé ñòðîêè íà x, à âî âòîðîì ïðî-

èçâåäåíèå ïåðâîãî ñòîëáöà íà x. Ñîáèðàÿ âñå n ñòðîê âìåñòå, ïîëó÷èì òðåáóåìîå óòâåð-

æäåíèå.

Óïðàæíåíèå 2: äîêàæèòå ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà-ñòîëáöà x ∈ Rn:

∂xTx

∂x
= 2x
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Ðåøåíèå: Ñîñòàâèì âûðàæåíèå S =
∑n

i=1 xixi. Ïî ïðàâèëó ïðîèçâîäíîé ñêàëÿðà

îò âåêòîðà â denominator-layout çäåñü äîëæåí ïîëó÷èòüñÿ âåêòîð-ñòîëáåö. Äëÿ i-é êî-

îðäèíàòû ïîëó÷àåì ∂S
∂xi

= 2xi, òåì ñàìûì ïîëó÷àÿ îòâåò.

Óïðàæíåíèå 3: Ïðîáëåìó â ñëó÷àå ñ ñèëüíîé êîððåëÿöèåé ïðèçíàêîâ ìîæíî îò÷à-

ñòè ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ðåãóëÿðèçàöèè. Â òàêîì ñëó÷àå ôóíêöèþ ïîòåðü L ïðåäñòàâëÿþò

â âèäå

L = ∥Xω − Y ∥2 + λ∥ω∥2

Çäåñü λ - ýòî ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Òèõîíîâà. Âîçüìèòå ïðîèçâîäíóþ îò äàííîãî âûðàæåíèÿ ïî ω è òåì ñàìûì âûâåäèòå

ôîðìóëó íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ω ïðè ðåãóëÿðèçàöèè.

Ðåøåíèå: ïðîèçâîäíóþ λ∥ω∥2 ïî ω ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 2λEω. Î÷åâèäíî, ÷òî

ýòî ýêâèâàëåíòíî 2λω. Ñëîæèì óæå èçâåñòíóþ ïðîèçâîäíóþ äëÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè

áåç ðåãóëÿðèçàöèè ñ λ2Eω è ïðèðàâíÿåì íóëþ. Ïîëó÷èì

2XTXω − 2XTY + 2λEω = 0

=> (XTX + λE)ω = XTY

=> ω = (XTX + λE)−1XTY

Óïðàæíåíèå 4: Èíîãäà áûâàåò òàê, ÷òî äàííûõ î÷åíü ìíîãî (íàïðèìåð 100ÃÁ),

âñå äàííûå íå ïîìåùàþòñÿ â îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü êîìïüþòåðà, ïîýòîìó âîñïîëüçîâàòü-

ñÿ ÿâíîé ôîðìóëîé íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé ðåãðåññèè íå ïîëó÷èòñÿ. Â

òàêîì ñëó÷àå íóæíî èçâëåêàòü âåêòîðà äàííûõ ïî îäíîìó èëè íåáîëüøèìè ïîäìíîæå-

ñòâàìè (batch), íàõîäèòü ïðîèçâîäíûå ïî ïàðàìåòðàì è èçìåíÿòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ

â íàïðàâëåíèè ãðàäèåíòà ïî ïàðàìåòðàì îò ôóíêöèè ïîòåðü.

Ïóñòü äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé y = Xa + b, ãäå a - âåêòîð-ñòîëáåö êî-

ýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé ðåãðåññèè (áåç ñâîáîäíîãî êîýôôèöèåíòà), a ∈ Rk, X ∈ Rn,k, b

- âåêòîð-ñòîëáåö ∈ Rn, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî ïîñòîÿííû è ðàâíû íåêîòîðîìó ÷èñëó

b ∈ R, y ∈ Rn - çíà÷åíèÿ èç ýêñïåðèìåíòîâ. Îáîçíà÷èì êàê ŷ = Xa + b ïðåäñêàçàíèÿ

ëèíåéíîé ìîäåëè, L = 1
2n

∑n
i=1(yi − ŷ)2 - ôóíêöèÿ ïîòåðü, ñðåäíåå ðàçíîñòè â êâàäðà-

òå ìåæäó ïðåäñêàçàííûìè è ýìïèðè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè y. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå îò

L ïî a è ïî b. Ïàðàìåòðû ìîäåëè ïðè òàêîì ìåòîäå áóäóò èçìåíÿòüñÿ èòåðàòèâíî â

íàïðàâëåíèè óìåíüøåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïîòåðü: a = a−λdL
da
, b = b−λdL

db
. Çäåñü λ -

ïîëîæèòåëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà, ðàçìåð øàãà ïðèðîñòà êîýôôèöèåíòîâ. Åñëè

âñå òðåáîâàíèÿ ê ëèíåéíîé ðåãðåññèè âûïîëíåíû òî ïðè òàêîì ìåòîäå êîýôôèöèåíòû

îáÿçàòåëüíî ñîéäóòñÿ ê òî÷êå, ãäå ôóíêöèÿ ïîòåðü ìèíèìàëüíà.

Óêàçàíèå: âàì ïîíàäîáèòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ñêàëÿðà ïî âåêòîðó è ïðàâèëî öåïî÷êè

ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè.

Ðåøåíèå: Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì öåïî÷êè:

dL
da

= dL
dŷ

dŷ
da
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Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ñêàëÿðà ïî âåêòîðó - âåêòîð-ñòîëáåö, âåêòîðà

ïî âåêòîðó - ìàòðèöà. Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî dAx
dx

= AT .

Ïðîèçâîäíàÿ dL
da

= 1
n
(ŷ − y) - âåêòîð-ñòîëáåö. Ñîáèðàÿ âñå âìåñòå, ïîëó÷èì

dL

da
=

1

n
XT (ŷ − y)

Â êîíöå âàæíî ïðîâåðÿòü, ÷òîáû ðàçìåðíîñòè áûëè ñîãëàñîâàíû, ò.å åñëè a -

âåêòîð-ñòîëáåö ∈ Rk,1, òî ïðîèçâîäíàÿ ñêàëÿðà ïî ýòîìó âåêòîðó òàê æå äîëæíà áûòü

âåêòîðîì-ñòîëáöîì ∈ Rk,1. Ïðîèçâîäíàÿ dL
db

áóäåò ðàâíà:

dL

db
=

1

n

n∑
i=1

(ŷi − yi)

Ïîëåçíûå ññûëêè:

� Ìåòîäè÷êà äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî âåêòîðàì è ìàòðèöàì: https://en.

wikipedia.org/wiki/Matrix_calculus

� Êðàòêèé îáçîð îñíîâ ëèíåéíîé àëãåáðû è ìàòðè÷íûõ ïðîèçâîäíûõ: https://

jonathan-hui.medium.com/machine-learning-linear-algebra-a5b1658f0151

1.8 Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Â ýòîé è îñîáåííî ñëåäóþùåé ãëàâàõ î÷åíü æåëàòåëüíî îáëàäàòü áàçîâûìè çíà-

íèÿìè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.

Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ñîêðàùåííî ÌÍÊ - ÷àñòî èñïîëüçóåìûé ìåòîä äëÿ

íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ïðè èçâåñòíûõ çíà÷åíèÿõ â íåêîòîðûõ

òî÷êàõ. Íà ñàìîì äåëå ñ ïîìîùüþ äàííîãî ìåòîäà ìû âûâåëè óðàâíåíèå ëèíåéíîé

ðåãðåññèè â ïðîøëîé ãëàâå, íî òàì ìû èñïîëüçîâàëè ìàòðè÷íûå ïðîèçâîäíûå. Çäåñü

æå áóäåò äàí âûâîä áåðÿ ïðîèçâîäíûå ïîýëåìåíòíî.

Êàê âû ñêîðî óâèäèòå, â ýòîì òîæå åñòü ñìûñë.

Íà ðèñóíêå âûøå ïðîèëëþñòðèðîâàí ñìûñë ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Íóæ-

íî íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ, ÷òî ñóììà çíà÷åíèé ðàññòîÿíèé (çäåñü ýòî ÷åðíûå îòðåçêè
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ìåæäó ñèíèìè òî÷êàìè è êðàñíîé ïðÿìîé) ìåæäó çíà÷åíèÿìè èñêîìîé ôóíêöèè f(x) è

äàííûìè y â òî÷êàõ x áûëà íàèìåíüøåé. Âåðíåå, èùóò ñóììó êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé, ò.ê

äîêàçàíî, ÷òî èìåííî îíè, à íå àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþò îïòèìàëüíóþ êðèâóþ.

Âûâåäåì ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà óðàâíåíèå êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé ðåãðåññèè.

Íà÷íåì ñ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü ó íàñ äàíû ïàðû çíà÷åíèé xi, yi, i ∈ [1 : n] è

åñòü îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî ëó÷øå âñåãî àïïðîêñèìèðóåò çàâèñèìîñòü x îò y ïðÿìàÿ

y = a0 + a1x. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i-ãî íàáëþäåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ:

yi = a0 + a1xi + εi

Çäåñü εi - ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îøèáêè, êîòîðûå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü îïðå-

äåëåííûì ñâîéñòâàì, ÷òîáû ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ êîððåêòíî àïïðîêñèìèðîâàëà äàííûå.

Ïîêà ÷òî áóäåò ñ÷èòàòü, ÷òî óäîâëåòâîðÿåò, ïîäðîáíî î íèõ áóäåò ðàññêàçàíî ïîçæå.

Çàïèøåì ôóíêöèþ ïîòåðü L îò ïåðåìåííûõ (a0, a1) êàê:

L(a0, a1) =
n∑

i=1

(yi − (a0 + a1xi))
2

Äàëåå íóæíî âçÿòü ïðîèçâîäíóþ îò ýòîé âåëè÷èíû ïî íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðàì

(a0, a1) è ïðèðàâíÿòü ê íóëþ. Ïîëó÷èì ñèñòåìó:

∂L
∂a0

= −2
∑n

i=1(yi − (a0 + a1xi)) = 0
∂L
∂a1

= −2
∑n

i=1 xi(yi − (a0 + a1xi)) = 0
(1.24)

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó â âèäå

a0n+ a1
∑n

i=1 xi =
∑n

i=1 yi

a0
∑n

i=1 xi + a1
∑n

i=1 x
2
i =

∑n
i=1 xiyi

Îáîçíà÷èì
∑n

i=1 xi

n
êàê x,

∑n
i=1 yi
n

êàê y,
∑n

i=1 x
2
i

n
êàê x2,

∑n
i=1 xiyi
n

êàê xy. Ïåðåïèøåì

ñèñòåìó âûøå â âèäå

a0n+ a1nx = ny

a0nx+ a1x2 = nxy

Â ýòîé ñèñòåìå íåèçâåñòíû òîëüêî (a0, a1). Åå ëåãêî ìîæíî ðåøèòü íàïðèìåð ìå-

òîäîì Êðàìåðà. Ïîëó÷èì îòâåò:

a0 = y = a1x

a1 =
xy−xy

x2−x2

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé

ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. Îáñóäèì "ôèçè÷åñêèé ñìûñë"ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ.

Âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíò a0 áóäåò ðàâåí íóëþ, åñëè äàííûå öåíòðèðîâàíû, ò.å åñëè

ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ çàâèñèìîé ïåðåìåííîé y è íåçàâèñèìîé x ðàâíû íóëþ. Ýòîò

êîýôôèöèåíò âûðàæàåò òàê íàçûâàåìîå ñìåùåíèå (bias) äàííûõ.
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Êîýôôèöèåíò a1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé â ñóùíîñòè çíà÷åíèå ëèíåéíîé êîððåëÿöèè

ìåæäó y è x, óìíîæåííîå íà

√
D(Y )

√
DX

. Äåéñòâèòåëüíî, çíàìåíàòåëü ðàâåí çíà÷åíèþ äèñ-

ïåðñèè x, òàê êàê D(X) = E(X2) − E(X)2, à äèñïåðñèÿ, êàê èçâåñòíî, íåîòðèöàòåëü-

íà. Âûðàæåíèå â ÷èñëèòåëå - ýòî êîâàðèàöèÿ ïåðåìåííûõ x è y, cov(x, y) = E((X −
E(X))(Y −Y (Y ))). Åñëè âñïîìíèòü ÷òî corr(x, y) = cov(x,y)

D(X)D(Y )
, ïîëó÷èì òðåáóåìîå óòâåð-

æäåíèå. Èíòåðåñíî, ÷òî åñëè y è x íåçàâèñèìû, òî ýòîò êîýôôèöèåíò ðàâåí íóëþ, òàê

êàê çíà÷åíèå êîâàðèàöèè â òàêîì ñëó÷àå áóäåò ðàâíî íóëþ.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà ñïðàâåäëèâû è äëÿ ôóíêöèè ìíîãèõ

ïåðåìåííûõ.

Èçâåñòíî, ÷òî ðàâåíñòâî íóëþ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ íåîáõîäèìîå, íî íåäîñòàòî÷-

íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà. Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî âåêòîð (a0, a1) äåéñòâèòåëüíî äîñòàâëÿåò

ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè L. Äëÿ ýòîãî íóæíî íàéòè ìàòðèöó âòîðûõ ïðîèçâîä-

íûõ ôóíêöèè L ïî (a0, a1), òàê íàçûâàåìûé Ãåññèàí, è äîêàçàòü, ÷òî åãî äåòåðìèíàíò

ñòðîãî áîëüøå íóëÿ.

Íàïîìèíàåì, ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè k ïåðå-

ìåííûõ ýêñòðåìóìà â òî÷êå (x0, x1, ...xk) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî:

1. Ðàâåíñòâî íóëþ âñåõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè â äàííîé òî÷êå.

2. Äåòåðìèíàíò Ãåññèàíà â òî÷êå äîëæåí áûòü ñòðîãî áîëüøå íóëÿ (äëÿ ìèíèìóìà)

ëèáî ñòðîãî ìåíüøå íóëÿ (äëÿ ìàêñèìóìà)

Ýòî ìîæíî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ïåðå-

ìåííûõ. Âåðíåìñÿ ê íàøåé çàäà÷å. Òðåáóåòñÿ íàéòè ñëåäóþùóþ ìàòðèöó:

H(L) =

(
∂2L
∂a20

∂2L
∂a0∂a1

∂2L
∂a0∂a1

∂2L
∂a21

)
Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè, íàéäåííûìè â âûðàæåíèè (1.24).

Ïîëó÷èì:

H(L) =

(
2n 2nx

2nx 2nx2

)
Äåòåðìèíàíò ýòîé ìàòðèöû áóäåò ðàâåí det(H(L)) = 4n2(x2 − x2) = 4n2D(X).

Ïîëàãàÿ, ÷òî ìàññèâ X - íå êîíñòàíòà, è çíàÿ, ÷òî äèñïåðñèÿ âñåãäà íåîòðèöàòåëüíà

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Äëÿ òðåõìåðíîé çàäà÷è âû íàâåðíîå äîãàäûâàåòåñü, ÷òî âìåñòî ïðÿìîé áóäåò óæå

ïëîñêîñòü. Îñòàëüíîå òî æå ñàìîå.



ÃËÀÂÀ 1. ËÈÍÅÉÍÀß ÌÎÄÅËÜ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ. 30

Òåïåðü ïåðåéäåì ê âûâîäó ôîðìóëû ëèíåéíîé ðåãðåññèè ñ ïîìîùüþ ÌÍÊ äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Ïðåäïîëîæèì ó íàñ k ïåðåìåííûõ. Â ýòîò ðàç íóæíî

íàéòè ôóíêöèþ ñ ïàðàìåòðàìè (a0, a1, ...ak) óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:

yi = a0 +
k∑

j=1

xijaj + εi

εi - ñëó÷àéíûå îøèáêè, êîòîðûé äîëæíû îáëàäàòü òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è äëÿ

ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.

Òåïåðü ôóíêöèÿ ïîòåðü L áóäåò ôóíêöèåé îò k+1 ïåðåìåííûõ: L(a0, a1, ...ak).

L(a0, a1) =
n∑

i=1

(yi − (a0 +
k∑

j=1

xijaj))
2

Áåðÿ îò L ïðîèçâîäíûå ïî ïàðàìåòðàì (a0, a1, ...ak) ïîëó÷àåì ñèñòåìó:

∂L
∂a0

= −2
∑n

i=1(yi − (a0 +
∑k

j=1 xijaj)) = 0
∂L
∂a1

= −2
∑n

i=1 xi1(yi − (a0 +
∑k

j=1 xijaj)) = 0
∂L
∂a2

= −2
∑n

i=1 xi2(yi − (a0 +
∑k

j=1 xijaj)) = 0

...
∂L
∂ak

= −2
∑n

i=1 xik(yi − (a0 +
∑k

j=1 xijaj)) = 0

Ïåðåïèøåì â âèäå

a0n+
∑n

i=1

∑k
j=1 xijaj =

∑n
i=1 yi

a0
∑n

i=1 xi1 +
∑n

i=1 xi1

∑k
j=1 xijaj =

∑n
i=1 xi1yi

a0
∑n

i=1 xi2 +
∑n

i=1 xi2

∑k
j=1 xijaj =

∑n
i=1 xi2yi

a0
∑n

i=1 xi3 +
∑n

i=1 xi3

∑k
j=1 xijaj =

∑n
i=1 xi3yi

...

a0
∑n

i=1 xik +
∑n

i=1 xik

∑k
j=1 xijaj =

∑n
i=1 xikyi

(1.25)
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Ïóñòü ó íà X ∈ Rn,k+1 - ìàòðèöà äàííûõ (ïåðâûé ñòîëáåö ñîñòîèò èç åäèíèö),

Y ∈ Rn - âåêòîð-ñòîëáåö çíà÷åíèé, a ∈ Rjk+1 - âåêòîð-ñòîëáåö êîýôôèöèåíòîâ. Òîãäà

ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû (1.25) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå XTY .

Â ëåâîé ÷àñòè âûðàæåíèå
∑n

i=1(a0 +
∑k

j=1 xijaj) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå Xa, Xa ∈
Rn, ïîñëå ÷åãî ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå xij íà

∑n
i=1(a0 +

∑k
j=1 xijaj) ïðåäñòàâ-

ëÿåò èç ñåáÿ XTXa. Â èòîãå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

XTXa = XTY

èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì îòâåò

a = (XTX)−1XTY

Çäåñü â îòëè÷èè îò ñïîñîáà, ãäå ìû èñïîëüçîâàëè ìàòðè÷íûå ïðîèçâîäíûå âî ìíî-

ãîì ïðèõîäèëîñü îïèðàòüñÿ íà èíòóèöèþ è äîãàäêè ïî ïîâîäó òîãî, êàê ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö, â ÷åì è ñîñòîèò îäèí èç

íåäîñòàòêîâ ýòîãî ìåòîäà, êîãäà ìû ñ÷èòàåì ïðîèçâîäíûå íå ïî ìàòðèöàì à ïî îòäåëü-

íûì ñêàëÿðàì. Ê òîìó æå ýòè âû÷èñëåíèÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêèå. Ãåññèàí â ýòîé òî÷êå

òîæå îòðèöàòåëåí, ÷òî òàê æå äîêàçàíî. Çäåñü äîêàçàòåëüñòâî ïðèâîäèòñÿ íå áóäåò.

Âîîáùå ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïîäõîäèò íå òîëüêî äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíå-

íèé, íî è äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ òèïîâ ôóíêöèé, íàïðèìåð äëÿ çàâèñèìîñòè âèäà

y = eax

åñëè äàíû ïàðû çíà÷åíèé xi, yi. Çäåñü íóæíî íàéòè íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð-ñêàëÿð a.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ïîòåðü L

L =
n∑

i=1

(yi − eaxi)2

Çäåñü òàê æå íóæíî âçÿòü ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè ïîòåðü L ïî ïàðàìåòðàì,

íàéòè ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó è äîêàçàòü, ÷òî â íåé Ãåññèàí îòðèöàòåëåí.

1.9 Òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû ëèíåéíîé ðåãðåññèè

1.9.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ î÷åíü õîðîøî èçó÷åíà ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè. Â äàííîì ðàç-

äåëå îáñóäèì ëèøü ÷àñòü òîãî, ÷òî èçâåñòíî, â ÷àñòíîñòè îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ ëè-

íåéíîé ðåãðåññèè, òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû, ñâÿçàííûå ñ íåé, à òàê æå ñàìó ëèíåéíóþ

ðåãðåññèþ ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ âåêòîð-ñòîëáåö çíà÷åíèé èñêîìîé ôóíêöèè Y ∈ Rn, âåêòîð

ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé ðåãðåññèè a ∈ Rk+1, ìàòðèöà äàííûõ X ∈ Rn,k+1, âåêòîð ñòîëáåö

îøèáîê ε ∈ Rn. Âñå ýòî ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå

Y = Xa+ ε
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Òðåáóåòñÿ íàéòè âåêòîð a, êîòîðûé "ìàêñèìàëüíî ïðàâäîïîäîáíî"óäîâëåòâîðÿåò

ýòîé ñèñòåìå.

Âñåãî ó íàñ íàáëþäåíèé n. Äëÿ êàæäîãî i-ãî íàáëþäåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäó-

þùåå âûðàæåíèå:

yi = a0 +
k∑

j=1

aiXij + εi

Çäåñü εi - ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îøèáêè, êîòîðûå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþ-

ùèì ñâîéñòâàì (èíà÷å êîððåêòíîé àïïðîêñèìàöèè íå áóäåò):

1. E(εi) = 0, ðàâåíñòâî íóëþ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé îæèäàíèé.

2. D(εi) = σ2, ðàâåíñòâî äèñïåðñèè - ãîìîñêåäàñòè÷íîñòü.

3. εi ∼ N(0, σ2), íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

4. Cov(εj, εi) = 0, i ̸= j, ðàâåíñòâî íóëþ êîâàðèàöèè, ò.å ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü.

5. Îòñóòñòâèå âûáðîñîâ

Âûáðîñû - ýòî àíîìàëüíî áîëüøèå çíà÷åíèÿ, ñèëüíî îòêëîíÿþùèåñÿ îò íîðìû.

Ê ïðèìåðó, âî ìíîæåñòâå [1, 5, 2, 100500, 3] âû íàâåðíîå äîãàäûâàåòåñü, êàêîå ÷èñëî

ÿâëÿåòñÿ âûáðîñîì.

Íàïîìíèì åùå îäíî îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ îöåíêà â ïàðàìåòðà a íåêîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ýòà îöåíêà íàçûâàåòñÿ íåñìåùåííîé, åñëè

E[a] = â

Ýòî îïðåäåëåíèå íàì âàæíî, òàê êàê ìû èùåì èìåííî íåñìåùåííûå îöåíêè ïàðàìåò-

ðîâ ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Ñàìó ìîäåëü ëèíåéíîé ðåãðåññèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, òàê êàê ïðè ðàçíûõ äàííûõ X åå ïàðàìåòðû a áóäóò íåìíîãî

äðóãèìè, äàæå åñëè âûïîëíåíû âñå òðåáîâàíèÿ ê äàííûì è îøèáêàì. Ýòî îáóñëîâëåíî

òåì, ÷òî ìû íå ìîæåì èñïîëüçîâàòü âñåâîçìîæíûå äàííûå âî âñåëåííîé îá èññëåäóåìîé

ìîäåëè, à ëèøü òîëüêî íåêîòîðîå èõ ïîäìíîæåñòâî X.

Îïòèìàëüíîé îöåíêîé íàçûâàåòñÿ òàêàÿ, ÷òî åå äèñïåðñèÿ ìèíèìàëüíà, ò.å åñëè

a1 - îïòèìàëüíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà a, òî ïðè ∀a2 E[(a− a1)
2] <= E[(a− a2)

2]

Îöåíêà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî îïòèìàëüíîé è íåñìåùåííîé íàçûâàåòñÿ

ýôôåêòèâíîé.

1.9.2 Âûâîä óðàâíåíèÿ

Òåîðåìà Ìàðêîâà-Ãàóññà:

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ëèíåéíîé ðåãðåññèè k ïåðåìåííûõ â êîòîðîé Yi ñâÿçàíû

ñ ïåðåìåííûìè Xij çàâèñèìîñòüþ ñëåäóþùåãî âèäà: Yi =
∑k

j=1Xijaj +a0+εi. Íà îñíîâå

n âûáðàííûõ íàáëþäåíèé íàõîäÿòñÿ îöåíî÷íûå ïàðàìåòðû óðàâíåíèå ðåãðåññèè Ŷi =∑k
j=1Xij âj + â0.

Åñëè äàííûå îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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1. Ìîäåëü äàííûõ ïðàâèëüíî ñïåöèôèöèðîâàëà.

2. ∀j âñå X+Xij äåòåðìèíèðîâàíû è íå ðàâíû ìåæäó ñîáîé

3. E(εi) = 0, ðàâåíñòâî íóëþ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé îæèäàíèé, ò.å íåò ñèñòåìà-

òè÷íîñòè â îøèáêàõ.

4. D(εi) = σ2, ðàâåíñòâî äèñïåðñèè - ãîìîñêåäàñòè÷íîñòü.

5. εi ∼ N(0, σ2), íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îøèáîê.

6. Cov(εj, εi) = 0, i ̸= j, ðàâåíñòâî íóëþ êîâàðèàöèè, ò.å ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü

ñëó÷àéíûõ îøèáîê.

òî â ýòèõ óñëîâèÿõ ÌÍÊ äàåò îïòèìàëüíûå íåñìåùåííûå îöåíêè ëèíåéíîé ðåãðåñ-

ñèè.

Çäåñü ïåðâîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåìåííûå ëèíåéíî íåçàâèñèìû (ïî êðàéíåé

ìåðå êîððåëÿöèÿ ìåæäó íèìè íå ñëèøêîì áîëüøàÿ), ÷òî èìååòñÿ ñâîáîäíûé êîýôôè-

öèåíò ñìåùåíèÿ a0 è âñå íåîáõîäèìûå ïðèçíàêè Xj äëÿ àïïðîêñèìàöèè Y . Ê ïðèìåðó,

ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ ââåäåíèå êâàäðàòà êàêîé-ëèáî ïåðåìåííîé äëÿ êîððåêòíîé àï-

ïðîêñèìàöèè, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàëè ïðè èçó÷åíèè ïîëèíîìèàëüíîé ðåãðåññèè.

Âòîðîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî äàííûå íå äîëæíû áûòü êîíñòàíòàìè.

Åñëè âñå ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû, òî òåîðåìà ãëàñèò, ÷òî îïòèìàëüíûå êîýôôèöè-

åíòû â îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ

â = argmina|Y −Xa|2

Ìû óæå íåñêîëüêî ðàç äî ýòîãî âûâîäèëè ôîðìóëó íàõîæäåíèÿ â. Íàïîìíèì, ÷òî:

â = (XTX)−1XTY

1.9.3 Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ - ïîïóëÿðíûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ íåèçâåñò-

íûõ ïàðàìåòðîâ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Íàïîìíèì åãî ñóòü. Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ ñëó÷àé-

íàÿ âåëè÷èíà Y è ïàðàìåòðû θ. Y ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ. Äîïóñòèì, ó

íàñ èìååòñÿ n íàáëþäåíèé, â êàæäîì èç êîòîðûõ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíÿëà îïðå-

äåëåííîå çíà÷åíèå Yi ïðè óñëîâèè, ÷òî èìåþòñÿ ïàðàìåòðû a è äàííûå Xi. Òðåáóåòñÿ

íàéòè ïàðàìåòðû â òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

P (Y |X, â) = argmina(
n∏

i=1

P (Yi|Xi, a))

Ïðàâäà, îáû÷íî ìèíèìèçèðóþò íå P (Y |X, a), à ëîãàðèôì ýòîãî âûðàæåíèÿ. Ýòî ñâÿçà-

íî ñ òåì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ÷èñåë p : 0 <= p =< 1 ìîæåò áûñòðî

ñòàòü íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òî êîìïüþòåð ïîïðîñòó íå ñìîæåò ïîääåðæèâàòü êîëè÷åñòâî

çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé, ÷òîáû õðàíèòü òàêîå çíà÷åíèå. Òàê êàê ëîãàðèôì - ôóíêöèÿ ìî-

íîòîííàÿ è ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ, òî ln(f(x)) íå èçìåíÿåò çíà÷åíèå òî÷åê x, â êîòîðûõ
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ôóíêöèÿ f(x) äîñòèãàåò ñâîèõ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé, áëàãîäàðÿ ÷åìó äîñòàòî÷íî

íàéòè ìàêñèìóì ëîãàðèôìà äàííîãî âûðàæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåò-

ðàì.

Ðàññìîòðèì ñ åãî ïîìîùüþ âçãëÿä íà óðàâíåíèå ëèíåéíîé ðåãðåññèè ñ òî÷êè çðå-

íèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ìîäåëü òà æå

Y = Xa+ ε

è ïðåäïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî îøèáîê ε òî æå ñàìîå

ε ∼ N(0, σ2)

Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Y ïðèìåò çíà÷åíèå yi ïðè èìåþùèõñÿ

äàííûõ Xi

p(yi|Xi, a) =
k∑

j=1

Xijaj + a0 +N(0, σ2) = N(
k∑

j=1

Xijaj + a0, σ
2)

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ìàðêîâà-Ãàóññà íàáëþäåíèÿ íåçàâèñèìû, ò.ê îøèáêè εi íå êîð-

ðåëèðîâàíû. Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü ëîãàðèôì ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ çíà÷åíèé

yi
ln(p(Y |X, a)) = ln(

∏n
i=1N(

∑k
j=1Xijaj + a0, σ

2))

=
∑n

i=1 ln(N(
∑k

j=1 Xijaj + a0, σ
2))

= −n
2
ln(2πσ2)− 1

σ2

∑n
i=1(yi −Xia)

Âûðàæåíèå äëÿ îöåíêè âåêòîðà íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ a ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå

â = argmaxaln(p(Y |X, a))

Â äàííîì âûðàæåíèè ìîæíî îòáðîñèòü âñå, ÷òî íå çàâèñèò îò a. Ïîëó÷àåì:

â = argmaxaln(p(Y |X, a))

= argmaxa(− 1
σ2

∑n
i=1(yi −Xia))

= argmaxa(− 1
σ2 |Y −Xa|2)

Åñëè âçÿòü ïðîèçâîäíóþ ïî ïàðàìåòðàì îò ëîãàðèôìà ïðàâäîïîäîáèÿ, ïîëó÷èì:

dln(p(Y |X,a))
da

= − 1
σ2

d|Y−Xa⃗|2
da

= 0

<=> d|Y−Xa⃗|2
da

= 0

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìèçàöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äàííûõ ïðè èìåþùèõñÿ íàáëþäå-

íèÿõ ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ îøèáêè àïïðîêñèìàöèè ìåòîäîì ÌÍÊ. Ýòî

äîêàçûâàåò, ÷òî òî, ÷òî ëó÷øàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü L äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ êî-

ýôôèöèåíòîâ a ëèíåéíîé ðåãðåññèè ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íåâÿçêè - ýòî ñëåäñòâèå òîãî,

÷òî îøèáêè ðàñïðåäåëåíû íîðìàëüíî è îáëàäàþò âñåìè ïåðå÷èñëåííûìè ðàííåå ñâîé-

ñòâàìè, à íå íàîáîðîò.
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1.9.4 Âåðîÿòíîñòíàÿ ïðèðîäà êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé ðåãðåñ-

ñèè è ïðåäñêàçàíèé ìîäåëè

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî äî ýòîãî, ìû íå îáó÷àåì ìîäåëü ëèíåéíîé ðåãðåññèè íà

âñåâîçìîæíûõ â ïðèðîäå äàííûõ. Ìû èñïîëüçóåì äëÿ ýòîãî ëèøü íåêîòîðîå äîñòóï-

íîå ïîäìíîæåñòâî ýòèõ äàííûõ. È â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå äàííûå íàì ïîïàäóòñÿ

êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé ðåãðåññèè ai ìîãóò íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àòüñÿ ïðè óñëîâèè âû-

ïîëíåíèÿ âñåõ òðåáîâàíèé ê ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Ïîñêîëüêó îòâåò ëèíåéíîé ðåãðåññèè
ˆy(x) íà âõîäíûå äàííûå x çàâèñèò îò åå ïàðàìåòðîâ ai, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ñëó÷àé-

íûå âåëè÷èíû, òî ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî è îòâåò ˆy(x) - ýòî íåêîòîðàÿ ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ìàòîæèäàíèå è äèñïåðñèþ.

Ðàññìîòðèì ýòè âîïðîñû. Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ Ëèíåéíîé ðåãðåññèè îäíîé ïåðåìåí-

íîé.

Ïðåäâàðèòåëüíî ââåäåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ n íàáëþäå-

íèé, yi - èìåþùèåñÿ ýìïèðè÷åñêèå çíà÷åíèÿ, ŷi - ïðåäñêàçàííûå ìîäåëüþ.

RSS =
n∑

i=1

(εi)
2 =

n∑
i=1

(yi(x)− ˆyi(x))
2

Ýòî ñóììà îñòàòêîâ - ðàçíîñòåé ìåæäó îïûòíûìè è ïðåäñêàçàííûìè ìîäåëüþ çíà÷å-

íèÿìè, èíà÷å ãîâîðÿ ñóììà îøèáîê. RSS - Residual Sum of Squares.

S2 =
RSS

n− 2

Ýòî íåñìåùåííàÿ îöåíêà äèñïåðñèè îøèáîê íàáëþäåíèé ε

Åñëè ES2 = σ2, òî σ2 - èñòèííàÿ äèñïåðñèÿ îøèáîê ïðåäñêàçàíèé. Â òàêîì ñëó÷àå,

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

ZS =
S2(n− 2)

σ2
∼ χ(n− 2)

èìååò ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò ñ n − 2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ýòà ÑÂ íóæíà äëÿ

îïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëà, â êîòîðîì ìîæåò íàõîäèòüñÿ èñòèííîå çíà÷åíèå σ2

Äîïóñòèì, ÷òî âûïîëíåíû âñå òðåáîâàíèÿ òåîðåìû Ìàðêîâà-Ãàóññà. Ó íàñ èìååòñÿ

ìîäåëü ëèíåéíîé ðåãðåññèè

ˆy(x) = â0 + â1x

Òîãäà êîýôôèöèåíòû ïðîñòîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîé-

ñòâàìè:

1. E[â0] = a0 - íåñìåùåííîñòü ñâîáîäíîãî êîýôôèöèåíòà

2. E[â1] = a1 - íåñìåùåííîñòü êîýôôèöèåíòà ïðè õ.

3. D[â0] =
σ2

∑n
i=1 x

2
i /n

nD∗
x

4. D[â1] =
σ2

nD∗
x
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5. â0 ∼ N(a0,
√

D[â0])

6. â1 ∼ N(a1,
√

D[â1])

Çäåñü D∗
x - âûáîðî÷íàÿ íåñìåùåííàÿ îöåíêà äèñïåðñèè x, σ2 - èñòèííàÿ äèñïåðñèÿ

îøèáîê íàáëþäåíèé. Ðàñïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ïðåäïîëàãàþòñÿ íîðìàëü-

íî ðàñïðåäåëåííûìè, òàê êàê îøèáêè ðàñïðåäåëåíû íîðìàëüíî.

Òîãäà ñëåäóþùàÿ ñòàòèñòèêà èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n − 2 ñòåïåíÿ-

ìè ñâîáîäû. Çàìå÷àíèå: ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ìîæíî

ñ÷èòàòü íîðìàëüíûì. Îáû÷íî åãî ñ÷èòàþò íîðìàëüíûì ïðè ÷èñëå ñòåïåíåé ñâîáîäû

áîëüøå 30, ò.å â äàííîì ñëó÷àå åñëè n − 2 > 30. Çíà÷åíèå n − 2 îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî

ó íàñ èìååòñÿ 2 êîýôôèöèåíòà ñâÿçè a0 è a1. Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå σ íàì íåèçâåñòíî, òî

ìû èñïîëüçóåì âûáîðî÷íîå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå îøèáîê S.

Zai =
σ

S

âi − ai√
D[âi]

∼ T (n− 2)

Èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ Zai è ZS, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ

ïàðàìåòðîâ ai è σ2 ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòè α:

a0 : â0 ± t1−α
2
(n− 2)S

√∑n
i=1 x

2
i /n

nD∗
x

(1.26)

a1 : â1 ± t1−α
2
(n− 2)S

√
1

nD∗
x

(1.27)

σ2 : (
S2(n− 2)

χ2
1−α

2
(n− 2)

,
S2(n− 2)

χ2
α
2
(n− 2)

) (1.28)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òîãî, çíà÷èìû ëè êîýôôèöèåíòû a0 è a1 íóæíî ïðîâåñòè ñòàòè-

ñòè÷åñêèé òåñò, â êîòîðîì íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0 - çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ai ðàâíî íóëþ,

ò.å òåêóùåå çíà÷åíèå ai - ñëó÷àéíî, ðåàëüíîé ñâÿçè ìåæäó y è x íåò. Àëüòåðíàòèâíàÿ

ãèïîòåçà - H1 - ñâÿçü åñòü. α îáû÷íî âûáèðàþò 0.95.

Ê ïðèìåðó, äëÿ êîýôôèöèåíòà a1 åñëè çíà÷åíèå 0 ïîïàäàåò â èíòåðâàë (1.27), òî

ìîæíî ïðèíÿòü íóëåâóþ ãèïîòåçó, ÷òî çíà÷åíèå ýòîãî êîýôôèöèåíòà - ñëó÷àéíîñòü,

ðåàëüíîé ñâÿçè ìåæäó ïåðåìåííûìè y è x íåò ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòè α. Âåðîÿòíîñòü

ëîæíî îòâåðãíóòü íóëåâóþ ãèïîòåçó â ñëó÷àå, åñëè îíà íà ñàìîì äåëå âåðíà ïðè ýòîì

ðàâíà 1− α.

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê äîâåðèòåëüíîìó èíòåðâàëó äëÿ ˆy(x). Íàïîìíèì, ÷òî ˆy(x) =

â0 + â1x Ïîñêîëüêó ïðè âûïîëíåíèè òåîðåìû Ãàóññà-Ìàðêîâà êîýôôèöèåíòû â0 è â1 -

îïòèìàëüíûå è íåñìåùåííûå, òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. E[ ˆy(x)] = E[a0 + a1]x = E[a0] + E[a1]x = â0 + â1x

2. D[ ˆy(x)] = σ2

n
(1 + (x−x)2

D∗
x

)

3. ˆy(x) ∼ N(a0 + a1x,

√
D[ ˆy(x)])
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Òîãäà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà Zy èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n − 2 ñòåïåíÿìè

ñâîáîäû:

Zy =
σ

S

ˆy(x)− (a0 + a1x)√
D ˆy(x)

∼ T (n− 2)

Â òàêîì ñëó÷àå ðåàëüíîå çíà÷åíèå y(x) áóäåò ïîïàäàòü â ñëåäóþùèì äîâåðèòåëü-

íûé èíòåðâàë:

ˆy(x)± t1−α
2
(n− 2)S

√
1 + (x−x)2

D∗
x

n

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàâèñèìîñòü y(x) = a0 + a1x

Ýòî ïðèìåð òîãî, êàê ìîæåò âûãëÿäåòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ çíà÷åíèé.

×åðíûìè òî÷êàìè îáîçíà÷åíû íàáëþäåíèÿ. Ñèíÿÿ ëèíèÿ - ïðåäñêàçàíèÿ ˆy(x) äëÿ x.

Âñå, ÷òî ìåæäó êðàñíûìè ëèíèÿìè - äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòè α.

Ïóñòü α = 0.99. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñòèííîå çíà÷åíèå y(x) ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.99 íàõîäèò-

ñÿ ãäå-òî ìåæäó ýòèìè ëèíèÿìè ïðè êàæäîì êîíêðåòíîì çíà÷åíèè x.

Òåïåðü ðàçáåðåì ñëó÷àé ìíîæåñòâåííîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Â öåëîì òóò âñå àíà-

ëîãè÷íî ïðîñòîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè, íî ñ ïîïðàâêîé íà òî, ÷òî çäåñü âìåñòî ìàòîæè-

äàíèÿ è äèñïåðñèè îäíîãî ïðèçíàêà íóæíî íàõîäèòü âåêòîð ìàòîæèäàíèé è ìàòðèöó

êîâàðèàöèè äëÿ âåêòîðà ïðèçíàêîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü èìååòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

Y = Xa+ ε

ãäå a - íåèçâåñòíûé âåêòîð èñòèííûõ êîýôôèöèåíòîâ, ε - âåêòîð îøèáîê íàáëþ-
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äåíèé. X - ìàòðèöà äàííûõ:

X =


1 x11 x12 ... x1k

1 x21 x22 ... x2k

...

1 xn1 xn2 ... xnk


Òðåáîâàíèÿ òåîðåìà Ãàóññà-Ìàðêîâà âûïîëíåíû. Ñ ïîìîùüþ ýòîé ñèñòåìû ìû

ïîëó÷èëè ìîäåëü

ŷ = â0 +
k∑

i=1

âixi

ãäå âi - îöåíêè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ai. Ïîêàæåì, ÷òî îöåíêà â ÿâëÿåòñÿ íåñìå-

ùåííîé. Äåéñòâèòåëüíî, ò.ê â = (XTX)−1XTY è Y = Xa+ε, òî â−a = (XTX)−1XT (Xa+

ε)− a = (XTX)−1XT ε. Òîãäà E[(XTX)−1XT ε] = 0⃗, òàê êàê ìàòîæèäàíèå ε ðàâíî íóëþ.

Òåïåðü íàéäåì ìàòðèöó êîâàðèàöèè, à âìåñòå ñ íåé è äèñïåðñèþ îöåíîê â. D[â] =

E[(â− a)(â− a)T ] = E[(XTX)−1XT εεTX(XTX)−1] = σ2(XTX)−1

À ñåé÷àñ çàïèøåì ñâîéñòâà îöåíîê S, â è â ìàòðè÷íîì âèäå:

1. E[â] = a - íåñìåùåííîñòü êîýôôèöèåíòîâ

2. D[â] = σ2(XTX)−1

3. ε ∼ N (⃗0, σ2In)

4. ZS = S2(n−2)
σ2 ∼ χ2(n− k − 1)

5. â ∼ N(0, σ2(XTX)−1)

6. Zai =
âi−ai

S
√

[(XTX)−1]i,i
∼ T (n− k − 1)

Çäåñü k - êîëè÷åñòâî ïðèçíàêîâ, îò êîòîðûõ çàâèñèò ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ. Äîâåðè-

òåëüíûé èíòåðâàë äëÿ îöåíîê σ2, â ïî àíàëîãèè áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ai : âi ± t1−α
2
(n− k − 1)S

√
[(XTX)−1]i,i

σ2 : (
S2(n− k − 1)

χ2
1−α

2
(n− k − 1)

,
S2(n− k − 1)

χ2
α
2
(n− k − 1)

)

Ââåäåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó äëÿ y(x), èìåþùóþ ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n−
k − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Zy =
ˆy(x)− y(x)

S
√
xT (XTX)−1x

,

Çäåñü x = (1, x1, x2, ..xk) - âåêòîð äàííûõ. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë ñ óðîâíåì çíà÷èìî-

ñòè α äëÿ ýòîé âåëè÷èíû áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ÷èñëàìè

ˆy(x)± t1−α
2
(n− 2)S

√
xT (XTX)−1x

Íà ýòîì çàêàí÷èâàåòñÿ íàøå êðàòêîå èçëîæåíèå ââåäåíèÿ â òåîðèþ ëèíåéíîé ðå-

ãðåññèè.
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1.9.5 Ïðîáëåìû, âñòðå÷àþùèåñÿ ïðè ïðèìåíåíèè ëèíåéíîé ðå-

ãðåññèè

Â ýòîé ãëàâå îáñóäèì, ÷òî áûâàåò, êîãäà íàðóøàþòñÿ êàêèå-ëèáî ïðåäïîëîæåíèÿ

î õàðàêòåðå ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáîê εi.

Ïóñòü íàì íóæíî àïïðîêñèìèðîâàòü èñòèííóþ ôóíêöèþ y_true = 2x + 3. Åå èñ-

òèííûé âèä íà íå èçâåñòåí. Ìû ïîëó÷èëè åå îïûòíûå çíà÷åíèÿ y, èñêàæåííûå ñëó÷àé-

íîé îøèáêîé - øóìîì ε. Âñåãî íàáëþäåíèé n = 30, y çàâèñèò âñåãî îò îäíîé ïåðåìåííîé

x.

y = Xa+ ε

Íà îñíîâå ýòèõ äàííûõ ìû ïîñòðîèëè àïïðîêñèìàöèþ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ŷ,

à òàê æå âû÷èñëèëè çíà÷åíèå îñòàòêîâ residuals = y − ŷ. Èç ðàâåíñòâà ε = y − Xa

î÷åâèäíî, ÷òî ýòè îñòàòêè äîëæíû îáëàäàòü âñåìè ñâîéñòâàìè ñëó÷àéíîé îøèáêè, ïå-

ðå÷èñëåííûìè ðàííåå:

1. E(εi) = 0, ðàâåíñòâî íóëþ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé îæèäàíèé.

2. D(εi) = σ2, ðàâåíñòâî äèñïåðñèè - ãîìîñêåäàñòè÷íîñòü.

3. εi ∼ N(0, σ2), íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

4. Cov(εj, εi) = 0, i ̸= j, ðàâåíñòâî íóëþ êîâàðèàöèè, ò.å ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü.

5. Îòñóòñòâèå âûáðîñîâ

Ïîñìîòðèì, ÷òî áóäåò, åñëè íåêîòîðûå èç ýòèõ ñâîéñòâ áóäóò íàðóøåíû.

Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà âñå òðåáîâàíèÿ ê îøèáêàì âûïîëíåíû, ìîäåëü ïðàâèëüíî

ñïåöèôèöèðîâàíà. Ïîñìîòðèì, êàê âñå âûãëÿäèò â ñëó÷àå âåðíî ïîäîáðàííîé ìîäåëè.

Îøèáêè èìåþò ðàñïðåäåëåíèå ε ∼ N(0, 22).

Ìû âèäèì, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ ïî÷òè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ èñòèííîé ôóíêöèåé.

Ïîñìîòðèì íà ðàñïðåäåëåíèå îñòàòêîâ.
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Âèäíî, ÷òî îíî ïîõîæå íà íîðìàëüíîå. ×òîáû â ýòîì óáåäèòñÿ, ìîæíî ïðîâåñòè

òåñò íà íîðìàëüíîñòü, íàïðèìåð Øàïèðî-Óèëêîêñîíà, ëèáî Êîëìîãîðîâà-Ñìèðíîâà.

Äëÿ Øàïèðî-Óèëêîêñîíà â äàííîì ñëó÷àå pvalue áóäåò ðàâíî pvalue ≈ 0.86, ÷òî äàåò

îñíîâàíèÿ ïðèíÿòü íóëåâóþ ãèïîòåçó î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè.

Òàê æå ìîæåò áûòü ïîëåçíî âçãëÿíóòü íà ãðàôèê çàâèñèìîñòè îñòàòêîâ îò çíà-

÷åíèé àïïðîêñèìàöèè ëèáî ïðèçíàêîâ x. Ïî ýòîìó ãðàôèêó òàê æå ìîæíî ñóäèòü î

âûïîëíåíèè òðåáîâàíèé ê îøèáêàì.

Òåïåðü ïîñìîòðèì, ÷òî áóäåò â ñëó÷àå íàðóøåíèÿ ãîìîñêåäàñòè÷íîñòè.
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Åñëè äèñïåðñèÿ îøèáîê íåïîñòîÿííà, òî ýòî ìîæåò ãîâîðèòü î íåïðàâèëüíî âû-

áðàííîé ñïåöèôèêàöèè ìîäåëè. Åñëè æå ìàòîæèäàíèå îøèáîê íå ðàâíî íóëþ, òî àï-

ïðîêñèìèðîâàòü ìû áóäåì ñêîðåå êàêóþ-òî äðóãóþ ôóíêöèþ, ñìåùåííóþ îòíîñèòåëüíî

èñòèííîé, â îáùåì àïïðîêñèìèðîâàòü íå òî, ÷òî íàäî.

Â ñëó÷àå, åñëè ñëó÷àéíûå îøèáêè ðàñïðåäåëåíû íå íîðìàëüíî, à êàê-òî ïî äðó-

ãîìó, òî îïÿòü æå àïïðîêñèìèðîâàòü èñòèííóþ ôóíêöèþ íå âûéäåò. Â ïðèìåðå íèæå

îøèáêè ðàñïðåäåëåíû ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ïàðàìåòðîì λ = 3.
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Ïðè íàëè÷èè âûáðîñîâ (outliers) ïàðàìåòðû àïïðîêñèìèðîâàííîé ôóíêöèè ìîãóò

áûòü ñèëüíî èñêàæåíû, êàê âèäíî íà ýòîì ãðàôèêå. Ïîýòîìó äëÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè

êðàéíå âàæíî ïåðåä àïïðîêñèìàöèåé óäàëèòü âñå âûáðîñû. Âûáðîñû ìîãóò ïðèñóò-

ñòâîâàòü ïî ðàçíûì ïðè÷èíàì. Ê ïðèìåðó, åñëè êòî-òî ñäåëàë îïå÷àòêó è ââåë íà çíàê

áîëüøå.

Â ñëó÷àå íåâåðíîé ñïåöèôèêàöèè ìîäåëè, ò.å êîãäà ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè âûáðàí

íåâåðíî ìîæíî ïîëó÷èòü âîò ýòî
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Ãðàôèê ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàòêîâ â òàêîì ñëó÷àå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Òóò ïðîáëåìó ìîæåò èñïðàâèòü äîáàâëåíèå íîâîé ïåðåìåííîé, ðàâíîé x2.

Åñëè ïðåäâàðèòåëüíî íå ïðîàíàëèçèðîâàòü ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåìåííîé x

èëè õîòÿ áû íå ïîñìîòðåòü íà ãðàôèê ðàñïðåäåëåíèÿ x, y òî ìîæíî óâèäåòü çàâèñèìîñòü

òàì, ãäå åå íåò.
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Òàêèå ïåðåìåííûå ñëåäóåò ïðîñòî îòáðàñûâàòü

Òàê æå âàæíî, ÷òîáû íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, åñëè èõ áîëüøå îäíîé áûëè ïî-

ïàðíî íå ñèëüíî êîððåëèðîâàíû. Ïîðîãîâîå çíà÷åíèå êîððåëèðîâàííîñòè, ïðè êîòîðîì

ïåðåìåííûå ñ÷èòàþòñÿ íåäîïóñòèìî ñèëüíî êîððåëèðîâàíû âûáèðàþò ïî-ðàçíîìó. ×à-

ñòî ýòî çíà÷åíèÿ 0.6, 0.7, 0.8 ïî ìîäóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ìû ïåðå÷èñëèëè íåêîòîðûå ïðîáëåìû, âñòðå÷àþùèåñÿ ïðè

ïîñòðîåíèè ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Íà íèõ ñëåäóåò îáðàùàòü âíèìàíèå, â ïðîòèâíîì ñëó-

÷àå ìîäåëü áóäåò íåíàäåæíîé, è âû ïîëó÷èòå àïïðîêñèìàöèþ ÷åãî óãîäíî, íî íå òîé

ôóíêöèè, êîòîðóþ èùåòå.

Ïîëåçíûå ññûëêè:

� Îòëè÷íûé áåñïëàòíûé îíëàéí-êóðñ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå: https://stepik.

org/course/326

� Ëèíåéíûå ìîäåëè â ìàøèííîì îáó÷åíèè:https://habr.com/ru/company/ods/blog/

323890/



Ãëàâà 2

Ïîíÿòèå ãðàäèåíòà

2.1 Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ

Íèæåïðèâåäåííûé âûâîä ôîðìóëû ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà u⃗ ïåðâîì

÷òåíèè ìîæíî îïóñòèòü, è ïðîñòî ïðèíÿòü, ÷òî

df

du
= fy(x, y)cos(α) + fx(x, y)cos(β) (2.1)

Çäåñü α, β - ýòî óãëû, êîòîðûå ñîñòàâëÿåò âåêòîð u⃗ ñ îñÿìè x, y. Ñóììà êâàäðàòîâ

èõ êîñèíóñîâ ðàâíà 1. Ðàññìîòðåíà ôóíêöèÿ f â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, íî ôîðìóëó

ìîæíî ëåãêî îáîáùèòü äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Âûâîä ôîðìóëû òàê æå áóäåò

äàí äëÿ äâóìåðíîé ôóíêöèè, ÷òî ñäåëàíî äëÿ ïðîñòîòû, òàê êàê â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå

ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x, y) â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäè-

íàò. Äàäèì x, y î÷åíü ìàëûå ïðèðàùåíèÿ δx, δy, òàêèå, ÷òî δ⃗x + δ⃗y = δ⃗u . Ïî òåîðåìå

Ïèôàãîðà (δx)2 + (δy)2 = (δu)2. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, íàïðèìåð, êàê íà ïîÿñíÿþùåì

ðèñóíêå íèæå. Çäåñü âåêòîð δ⃗u - íàïðàâëåíèå, âäîëü êîòîðîãî ìû áåðåì ïðîèçâîäíóþ.

Ïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x, y.

45
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Òîãäà çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ u⃗ ìû ìîæåì çàïèñàòü â ñëåäóþùåì

âèäå:

df

du
= lim

|u|→0

f(x+ δx, y + δy)− f(x, y)

|u|
(2.2)

Ïðåîáðàçóåì âåðõíþþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.2).

df
du

= lim|u|→0
f(x+δx,y+δy)−f(x,y)+f(x+δx,y)−f(x+δx,y)

|u| =

= lim|u|→0
(f(x+δx,y+δy)−f(x+δx,y)) δy

δy
+(f(x+δx,y)−f(x,y)) δx

δx

|u| =

= lim|u|→0
fy(x,y)δy+fx(x,y)δx+o(δx)+o(δy)

|u|

(2.3)

Óñòðåìëÿÿ ïðåäåë |u| â âûðàæåíèè (2.3) ê íóëþ, ïîëó÷àåì:

df
du

= fy(x, y)
δy
|u| + fx(x, y)

δx
|u| =

= fy(x, y)cos(α) + fx(x, y)cos(β)
(2.4)

Çäåñü α, β - íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû, êàê íà ðèñóíêå âûøå. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

ñóììà êâàäðàòîâ ýòèõ êîñèíóñîâ ðàâíà åäèíèöå, ò.å (α, β) - åäèíè÷íûé âåêòîð.

2.2 Ãðàäèåíò

Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ (fx, fy) è (α, β). Âåêòîð èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íàçîâåì ãðà-

äèåíòîì:

∇f = (fx, fy) (2.5)
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Íàéäåì, â êàêîì ñëó÷àå îíà ìàêñèìàëüíà. Îáîçíà÷èì âåêòîð íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ

êàê l⃗. Èòàê
df

du
= (∇f, l⃗) = |∇f ||∇l|cos(α) = |∇f |cos(α) (2.6)

Çäåñü α - óãîë ìåæäó íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì è ãðàäèåíòîì. Ïîñêîëüêó ∇l| = 1, òî

î÷åâèäíî, ÷òî åñëè α = 0, òî ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøå-

ãî çíà÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ãðàäèåíò - ýòî íàïðàâëåíèå íàèñêîðåéøåãî ðîñòà ôóíêöèè

â äàííîé òî÷êå (x,y). Îò òî÷êè ê òî÷êå çíà÷åíèå ãðàäèåíòà â îáùåì ñëó÷àå ðàçíîå. Îò-

ìå÷ó, ÷òî ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ìîãóò áûòü ëåãêî îáîáùåíû íà ôóíêöèþ ñêîëüêè

óãîäíî áîëüøîãî ÷èñëà àðãóìåíòîâ, ëèøü áû ôóíêöèÿ áûëà äèôôåðåíöèðóåìà. Äâó-

ìåðíûé ñëó÷àé âûáðàí äëÿ íàãëÿäíîñòè.

Óïðàæíåíèå: àíàëîãè÷íî âûøåïðèâåäåííûì ðàññóæäåíèÿì íàéäèòå íàïðàâëåíèå

íàèñêîðåéøåãî óáûâàíèÿ ôóíêöèè.

Ðåøåíèå: â êðàòöå åñëè óãîë ìåæäó íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì è ãðàäèåíòîì áó-

äåò ðàâåí π, òî ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ äîñòèãíåò ñâîåãî íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ.

Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî ýòî íàïðàâëåíèå ïðÿìî ïðîòèâîïîëîæíî ãðàäèåíòó. Ýòî òàê

íàçûâàåìûé àíòèãðàäèåíò.

2.3 Ñâîéñòâà ãðàäèåíòà ôóíêöèè

Äëÿ íà÷àëà íóæíî íàïîìíèòü íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü ⃗r(t) - êðèâàÿ, çàâè-

ñÿùàÿ îò ïàðàìåòðà t, äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå t0 â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà

åå ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå t0 áóäåò íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì êàñàòåëüíîé ê äàííîé êðè-

âîé êàê ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå ñåêóùåé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó ⃗r(t0). Â äâóìåðíîì

ñëó÷àå ýòî íàèáîëåå î÷åâèäíî. ×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü ýòî, ðàññìîòðèì ðèñóíîê ñ

ãðàôèêîì ôóíêöèè y = 15− 2x2 â òî÷êå x = 1:
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Çäåñü åñëè äâèãàòü çåëåíóþ ïðÿìóþ òàê, ÷òî ïðàâàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿ-

ìîé ñ ãðàôèêîì áóäåò âñå áëèæå ê ëåâîé, òî â ïðåäåëå çåëåíàÿ ïðÿìàÿ ñîâìåñòèòñÿ ñ

ñèíåé, ÿâëÿþùåéñÿ êàñàòåëüíîé. Òåïåðü ïåðåéäåì â îáùåìó ñëó÷àþ â ïðîñòðàíñòâå Rn.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü èìååòñÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f îò âåêòîðà x: x, f(x) ∈ Rn

ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè x0 è x1: x0, x1 ∈ Rn. Òîãäà ñëåäóþùåå âûðàæåíèå áóäåò íà-

ïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè äàííûå òî÷êè:

s⃗ec =
f(x0)− f(x1)

x0 − x1

Óñòðåìëÿÿ x1 ê x0, ïîëó÷èì êàñàòåëüíóþ ê êðèâîé f, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó x0:

sec(t) = tf ′(x0) + tf(x0), t ∈ R.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

F (x, y, z) = 0 (2.7)

Îíî îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Âîçüìåì íåêîòî-

ðóþ òî÷êó p0 = (x0, y0, z0) òàêóþ, ÷òî F äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå ïî âñåì ïåðåìåí-

íûì. Ïðîâåäåì âñåâîçìîæíûå êðèâûå r(t) = (x(t), y(t), z(t)) ÷åðåç äàííóþ òî÷êó p0 ïðè

óñëîâèè, ÷òî âñå ýòè êðèâûå ïðèíàäëåæàò ïîâåðõíîñòè F, ò.å âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

F (r(t)) = 0. Òîãäà òàê æå ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t t0: r(t0) = p0. Ïîñêîëüêó

êðèâûå r(t) ëåæàò íà F, òî âûðàæåíèå (2.7) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

F (x(t), y(t), z(t)) = 0 (2.8)

Âîçüìåì ïîëíûé äèôôåðåíöèàë (2.7) â òî÷êå p0. Ïîñêîëüêó îíî ðàâíî íóëþ, òî è äèô-

ôåðåíöèàë dF áóäåò ðàâåí íóëþ.

Fx(p0)x
′
t(t0) + Fy(p0)y

′
t(t0) + Fz(p0)z

′
t(t0) = 0 (2.9)
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Êàê êàê, êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå âåêòîð ⃗r′(t) = (x′
t(t0), y

′
t(t0), z

′
t(t0)) ÿâëÿåòñÿ íàïðàâ-

ëÿþùèì âåêòîðîì êàñàòåëüíîé ê âåêòîð-ôóíêöèè ⃗r(t) = (x(t), y(t), z(t)) â òî÷êå p0,

òî âûðàæåíèå (2.9) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â îðòîãîíàëüíîì ïðî-

ñòðàíñòâå. À çíà÷èò, ÷òî âåêòîð (Fx(p0), Fy(p0), Fz(p0)) îðòîãîíàëåí êàñàòåëüíîé ê ëþáîé

ïðÿìîé ⃗r(t) = (x(t), y(t), z(t)): ⃗r(t) ∈ F (x, y, z) â òî÷êå p0. Çíà÷èò, âñå ýòè êàñàòåëüíûå

ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Åñëè áû ýòî áûëî íå òàê, ò.å îäíà ñóùåñòâîâàëà áû ïðÿìàÿ, ïå-

ðåñåêàþùàÿ äàííóþ ïëîñêîñòü â òî÷êå p0, òî îíà îáðàçîâûâàëà áû ñ âåêòîðîì íîðìàëè

(Fx(p0), Fy(p0), Fz(p0)) íåïðÿìîé óãîë, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (2.9). Âñå âìåñòå ýòè

êàñàòåëüíûé ïðÿìûå îáðàçóþò òàê íàçûâàåìóþ êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ê ïîâåðõíîñòè

(2.7) â òî÷êå p0.

Îïðåäåëåíèå. Êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ê ïîâåðõíîñòè F â òî÷êå p0 íàçûâàåòñÿ

ïëîñêîñòü, â êîòîðîé ëåæàò êàñàòåëüíûå ê âñåâîçìîæíûì êðèâûì ⃗r(t) â äàííîé òî÷êå:
⃗r(t)inF .

Óðàâíåíèå ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó p0 = (x0, y0, z0) è

èìåþùåé âåêòîð íîðìàëè (A,B,C), êàê èçâåñòíî èç êóðñà àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè

èìååò âèä

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0 (2.10)

Êàê äîêàçàíî âûøå âåêòîð (F ′
x(p0), F

′
y(p0), F

′
z(p0)) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüþ ê êàñàòåëüíîé

ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç p0. Â òàêîì ñëó÷àå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê

ôóíêöèè F â òî÷êå p0 áóäåò èìåòü âèäå.

F ′
x(p0)(x− x0) + F ′

y(p0)(y − y0) + F ′
z(p0)(z − z0) = 0 (2.11)

Íó à ïîñêîëüêó ãðàäèåíò ôóíêöèè â òî÷êå p0 òàê æå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð (F
′
x(p0), F

′
y(p0), F

′
z(p0)),

òî èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ãðàäèåíò ôóíêöèè F â òî÷êå p0 îðòîãîíàëåí êàñàòåëü-

íîé ïëîñêîñòè ôóíêöèè â äàííîé òî÷êå.

Çàìå÷àíèå 1. Ìû ðàññìàòðèâàëè ïî ñóòè äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü, îïðåäåëÿåìóþ

óðàâíåíèåì (2.7) â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Âñå âûøåïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ìî-

ãóò áûòü ëåãêî îáîáùåíû äî ïðîèçâîëüíîãî Rn ïðîñòðàíñòâà, ãäå ïîâåðõíîñòü èìååò

ðàçìåðíîñòü n− 1.

Òàêèì îáðàçîì, ãðàäèåíò ôóíêöèè G = F (x1, x2, ...xn) â òî÷êå p0 ÿâëÿåòñÿ íàïðàâ-

ëåíèåì íîðìàëè ê êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ïîâåðõíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó p0 è

çàäàííîé óðàâíåíèåì F (x1, x2, ...xn) = 0. Íî ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ìû äîêàçàëè ýòî òîëü-

êî äëÿ îðòîãîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn, òàê êàê îïèðàëèñü íà òî, ÷òî èç ðàâåíñòâà

íóëþ ñóììû ïîïàðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðîâ ñëåäóåò îðòîãîíàëüíîñòü áà-

çèñíûõ âåêòîðîâ.

Äîêàæåì, ÷òî ãðàäèåíò îðòîãîíàëåí êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ôóíêöèè

â ëþáîé òî÷êå, ãäå ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà.

Ïóñòü èìååòñÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ φ(x) îò n ïåðåìåííûõ, èìåþùàÿ íåïðåðûâíûå

ïðîèçâîäíûå â òî÷êå p. Íàïîìíþ, ÷òî ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ôóíêöèè - ïîäìíîæåñòâî îá-
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ëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, òàêàÿ ÷òî ôóíêöèÿ â ýòîì ïîäìíîæåñòâå ïðèíèìàåò îäíî

è òî æå çíà÷åíèå. Ïðîâåäåì ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ôóíêöèè φ(x) â òî÷êå p, îïðåäåëÿåìóþ

óðàâíåíèåì

φ(x) = φ(p)

Äàëåå ïðîâåäåì ê ýòîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü â òî÷êå p. Ïîñêîëüêó

çíà÷åíèå ôóíêöèè íà ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ âñþäó ïîñòîÿííî, òî ïðîèçâîäíàÿ ïî ëþáîìó

íàïðàâëåíèþ s â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ áóäåò ðàâíî íóëþ

∂φ

∂s
= 0

Åñëè âñïîìíèòü ôîðìóëó ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ (2.1), òî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî

òàêîå âîçìîæíî, òîëüêî åñëè ãðàäèåíò îðòîãîíàëåí íàïðàâëåíèþ s. Äåéñòâèòåëüíî, ïðî-

èçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ãðàäèåíòà íà

âåêòîð íàïðàâëåíèÿ.
∂φ

∂s
= φ · s = |φ| |s| cos(φ, s)

Òîãäà åå çíà÷åíèå áóäåò ðàâíî íóëþ (ïðè óñëîâèè, ÷òî íîðìû ïåðåìíîæàåìûõ âåêòî-

ðîâ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû) áóäåò ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó íóëþ êîñèíóñà óãëà cos(φ, s),

÷òî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè âåêòîðû îðòîãîíàëüíû. Òàê êàê íàïðàâëåíèå âûáðàíî ïðî-

èçâîëüíî, òî èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ãðàäèåíò îðòîãîíàëåí è êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè

óðîâíÿ.

Çàìå÷àíèå: â õîäå äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçîâàí ôàêò, ÷òî åñëè ñóììà ïîïàðíûõ

ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ a⃗, b⃗ ðàâíà íóëþ, ò.å
∑n

i=1 aibi = 0, òî îíè îðòîãîíàëüíû. Ýòî

ñïðàâåäëèâî òîëüêî â ñèñòåìàõ êîîðäèíàò ñ îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì, ñëåäîâàòåëüíî,

äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷åíî òîëüêî äëÿ òàêèõ ñèñòåì. Íî íà ïðàêòèêå îáû÷íî èñïîëüçóþò

îðòîãîíàëüíûå êîîðäèíàòû, ïîýòîìó ýòîãî â öåëîì äîñòàòî÷íî.

2.4 Ïðèìåðû ãðàäèåíòà ôóíêöèè

2.4.1 Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ z = x + y. Çàìåòèì, ÷òî ãðàäèåíò ýòîé ôóíêöèè ðàâåí ïî-

ñòîÿííîìó âåêòîðó (1,1). Áóäåì ïîî÷åðåäíî ïðèñâàèâàòü z çíà÷åíèÿ −2, 0, 3, 5...N . Ïî-

ñòðîèì ïîëó÷èâøèåñÿ ãðàôèêè ñ ïàðàìåòðîì t: x+y = t. Âåðíåå, ïðîåêöèþ ïîëó÷åííûõ

ãðàôèêîâ íà îñü Oxy äëÿ èëëþñòðàöèè, ò.ê ïëîñêîñòè x + y = t ïðè ðàçëè÷íûõ t áó-

äóò ïàðàëëåëüíû Oxy, êàê è ñàì âåêòîð ãðàäèåíòà. Êàê ìû âèäèì, íàïðàâëåíèå ðîñòà

ôóíêöèè z(x,y) ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì (1,1). Â ëþáóþ äðóãóþ ñòîðîíó ôóíêöèÿ "ðàñòåò

ìåäëåííåå"èëè äàæå óáûâàåò. Íà ðèñóíêå âèäíî, ÷òî îòðåçîê a, êîëëèíåàðíûé ñ ãðàäè-

åíòîì êîðî÷å, ÷åì îòðåçîê b, â òî âðåìÿ êàê a è b ñîåäèíÿþò ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðûõ

ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå. Èíûìè ñëîâàìè, âäîëü a ôóíêöèÿ ðàñòåò

áûñòðåå. Ïðè ýòîì ãðàäèåíò ïåðïåíäèêóëÿðåí ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ. Â ýòîì çàêëþ÷åíî

ñâîéñòâî ãðàäèåíòà êàê íàïðàâëåíèÿ íàèñêîðåéøåãî ðîñòà ôóíêöèè â òî÷êå. Îáëàñòü

îïðåäåëåíèÿ, â êîòîðîé ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå òàê æå íàçûâàþò



ÃËÀÂÀ 2. ÏÎÍßÒÈÅ ÃÐÀÄÈÅÍÒÀ 51

ýêâèïîòåíöèàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ. Íàïðèìåð, ïðÿìàÿ x + y = 1 - ýêâèïîòåíöèàëüíàÿ

ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè z = x+ y, ïðè êîòîðîé z = 1

2.4.2 Îêðóæíîñòè ñ îáùèì öåíòðîì

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ z = x2 + y2. Ïóñòü z > 0. Î÷åâèäíî, åå ýêâèïîòåíöèàëüíûå

ïîâåðõíîñòè - ýòî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò íà âåùåñòâåííîé ïëîñ-

êîñòè. Ãðàäèåíò ôóíêöèè ðàâåí (2x, 2y) = 2(x, y). Îí ñîâïàäàåò ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì,

ïðîâåäåííûì èç öåíòðà îêðóæíîñòè. Êàê èçâåñòíî èç ãåîìåòðèè, îí îðòîãîíàëåí ëþáîé

êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé îêðóæíîñòè. Ïîñêîëüêó ãðàäèåíò ïàðàëëåëåí Oxy, ïîñòðîèì

âåêòîðû ãðàäèåíòà è ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ íà ýòîé ïëîñêîñòè.

Óïðàæíåíèå 1. Íàðèñóéòå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ è ãðàäèåíòû â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ

äëÿ ôóíêöèè z = x2/4 + y2/9 íà ïëîñêîñòè Oxy.

Ðåøåíèå: ïåðåáðàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ z è íàðèñîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ýëëèï-

ñû. Ýòî áóäóò ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ. Íàéòè àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå âåêòîðà ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå, ñ åãî ïîìîùüþ ïîñòðîèòü íîðìàëè â ðàçëè÷íûõ
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òî÷êàõ.

Óïðàæíåíèå 2. Íàðèñóéòå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ è ãðàäèåíòû â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ

äëÿ ôóíêöèè z = Gm1m2

x2+y2
íà ïëîñêîñòè Oxy. Çäåñü äîïóñòèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå Gm1m2

ðàâíî 1.

Ðåøåíèå: àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé çàäà÷å.

2.4.3 Ãðàäèåíò â ôèçèêå

Ïîíÿòèå ãðàäèåíòà ïðèøëî èç ôèçèêè. Íàïðèìåð, íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ ðàâíà ãðàäèåíòó åãî ïîòåíöèàëà ñ îáðàòíûì çíàêîì: E⃗ = −∇ϕ. Ñèëà ïîòåíöèàëü-

íîãî ïîëÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åãî ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ : F = −∇U . Ê ïðèìåðó, ñèëà

ãðàâèòàöèîííîãî ïðèòÿæåíèÿ ðàâíà

F⃗ = G
m1m2

r2
e⃗ = −∇U = −grad(G

m1m2

r
) (2.12)

ãäå U - ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ òåëà â ïîëå ïðèòÿæåíèÿ äðóãîãî. e⃗ - çäåñü åäèíè÷íûé

âåêòîð ìåæäó òåëàìè. Ñèìâîë ∇ ïðèñòàâëåííûé ê îáîçíà÷åíèþ ôóíêöèè f îçíà÷àåò

ãðàäèåíò ôóíêöèè f, ò.å grad(f) = ∇f .

Åñëè ïðèíÿòü ìåæäó òåëàìè ïðèòÿæåíèÿ ðàññòîÿíèå r ðàâíûì, íàïðèìåð, 10, òî

ïîëó÷èì ïîâåðõíîñòü â âèäå ñôåðû ðàäèóñîì 10, íà êîòîðîì ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ

òåëà â ïîëå ñèë ïðèòÿæåíèÿ ïîñòîÿííà è ðàâíà Gm1m2

10
, ò.å ýêâèïîòåíöèàëüíà.

2.4.4 Ïðèìåíåíèå. Ãðàäèåíòíûé ñïóñê

Íå âñåãäà èìååòñÿ âîçìîæíîñòü íàéòè ãëîáàëüíûé/ëîêàëüíûé ìàêñèìóì/ìèíèìóì

ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ, òàêèõ êàê ïðèðàâíèâàíèå ê íóëþ ïðîèçâîäíîé. Íà-

ïðèìåð, åñëè åñòü äàííûå, â êîòîðûõ îäèí ïàðàìåòð çàâèñèò îò äðóãèõ ïî íåèçâåñòíûì

çàêîíîìåðíîñòÿì. Âñ¼, ÷òî åñòü â äàííîì ñëó÷àå - çíà÷åíèÿ èñêîìîé âåëè÷èíû Y è

çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ x1, x2, ...xm, â n ïî ñ÷¼òó íàáëþäåíèè. Êàêîé ôîðìóëå ïîä÷èíÿåòñÿ

çàâèñèìîñòü - íåèçâåñòíî. Ìû íå áóäåì ïîäðîáíî îñòàíàâëèâàòüñÿ íà îáñóæäåíèè äàí-

íîé ïðîáëåìû. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî äëÿ åå ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ãðàäèåíòíûé ñïóñê

(òî÷íåå, â íàñòîÿùåå âðåìÿ îäíà èç åãî ìîäèôèêàöèé).

Áåç óùåðáà îáùíîñòè ðàçáåðåì àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà íàõîæäåíèÿ ìè-

íèìóìà íà ïðèìåðå ôóíêöèè Z = f(x,y). Çäåñü áóäåò ðàçîáðàí ñàìûé ïðèìèòèâíûé

ãðàäèåíòíûé ñïóñê ñ ïîñòîÿííûì øàãîì λ. Â îáùåì ñëó÷àå λ ìîæåò ìåíÿòüñÿ îò øàãà

ê øàãó: óìåíüøàòüñÿ ïîñòåïåííî íàïðèìåð. Èëè ïðèíèìàòü òàêîå îïòèìàëüíîå çíà-

÷åíèå, ÷òî â ñëåäóþùåé òî÷êå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè áóäåò êàê ìîæíî ìåíüøå â

íàïðàâëåíèè àíòèãðàäèåíòà â ïðåäåëàõ îòðåçêà íåêîòîðîé äëèíû.

1. Âûáåðåì òî÷êó, ñ êîòîðîé íà÷íåì àëãîðèòì (x0, y0)

2. Âûáåðåì N - ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, α - ïîëîæèòåëüíàÿ

êîíñòàíòà, øàã ãðàäèåíòà(ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ)
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3. Äàëåå ïîâòîðÿåì äëÿ i = 0...N − 1

4. Íàéäåì ãðàäèåíò ôóíêöèè â äàííîé òî÷êå ∇fi = (fx(xi, yi), fy(xi, yi))

5. Íîâàÿ òî÷êà, â êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè. Èùåòñÿ â íàïðàâëåíèè

àíòèãðàäèåíòà: (xi+1, yi+1) = (xi, yi)−α ∇fi
|∇fi| . Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî çäåñü âåêòîð

ãðàäèåíòà ìû äåëèì íà åãî íîðìó, ò.ê íàñ èíòåðåñóåò ëèøü íàïðàâëåíèå, à ñêîðîñòü

îáó÷åíèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ âåëè÷èíîé α, êîòîðàÿ â îáùåì(íå â ýòîì) ñëó÷àå íå

ïîñòîÿííà.

6. Íîâîå çíà÷åíèå ôóíêöèè: f(xi+1, yi+1)

7. Äàëåå ïîâòîðÿåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì (øàãè 2-5), ïîêà íå èñ÷åðïàåì ìàêñèìàëü-

íîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé N ëèáî íå áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå |(f(xi+1, yi+1) −
f(xi, yi)| < ϵ, ãäå ϵ - êîíñòàíòà, òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü, êîòîðóþ ìû óñòàíàâëèâàåì

çàðàíåå, ëèáî |(xi+1, yi+1)− (xi, yi)| < ϵ

Îòìå÷ó, ÷òî ýòî ëèøü îäíà èç ïðîñòûõ âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèè, â êîòîðîé çàêëþ-

÷åíà ãëàâíàÿ èäåÿ. Îäíà èç ïðîáëåì äàííîãî ïîäõîäà â òîì, ÷òî åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå

âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ðàâíû íóëþ, òî äàííûé àëãîðèòì çàñòðÿíåò â íåé.

2.4.5 Ãðàôè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ìåòîäà ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà

Ãðàäèåíòíûé ñïóñê äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé:

Ïðèâåäåííàÿ âûøå ôóíêöèÿ âûïóêëàÿ. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ òàêèõ ôóíêöèé ìå-

òîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà âñåãäà ñõîäèòñÿ ïðè óñëîâèè ïðàâèëüíî âûáðàííîãî øàãà. Äëÿ

íåóäà÷íî âûáðàííîãî ñëèøêîì áîëüøîãî øàãà ìåòîä, êàê ìîæíî äîãàäàòüñÿ, áóäåò îñ-

öèëëèðîâàòü.

Ãðàäèåíòíûé ñïóñê ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ:
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Çäåñü ïî îñè Z ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x, y). Ñóäÿ ïî ïîâåðõíîñòè ôóíêöèÿ

èìååò íåïðîñòîé âèä. Åñëè êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ íå äâà, à òûñÿ÷è, òî î÷åâèäíî, ÷òî

íàðèñîâàòü òàêóþ ôóíêöèþ íå âûéäåò. Íî ýòîò ãðàôèê ìîæåò äàòü ïðåäñòàâëåíèå î

òîì, ÷òî ïðîèñõîäèò â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, êîãäà ìû ïûòàåìñÿ ìèíèìèçèðîâàòü

ôóíêöèþ.



Ãëàâà 3

Ñèìïëåêñ Ìåòîä

3.1 Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê ëèíåéíîìó ïðîãðàììèðîâà-

íèþ

3.1.1 Èçãîòîâëåíèå äåòàëåé íà ïðîäàæó

Çàâîä èçãîòàâëèâàåò äåòàëè D1 è D2, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðîäàåòñÿ íà ðûíêå ïî

öåíå c1 è c2. Ïóñòü çàâîä èçãîòîâèë x1 è x2 äåòàëåé D1 è D2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèáûëü,

êîòîðóþ îí ïîëó÷èò çà ýòè äåòàëè ðàâíà f(x1, x2) = c1x1 + c2x2. Ïîíÿòíî, ÷òî ñòîèò

çàäà÷à ñäåëàòü ýòó ïðèáûëü êàê ìîæíî áîëåå êðóïíîé.

Äëÿ èçãîòîâëåíèÿ äåòàëåé íóæíî 3 âèäà ðåñóðñîâ: S1, S2 è S3. Êîëè÷åñòâî ýòèõ

ðåñóðñîâ îãðàíè÷åííî çíà÷åíèÿìè b1, b2, b3 ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ èçãîòîâëåíèÿ åäèíèöû äåòàëè D1 íóæíî a11 ðåñóðñà S1, a21 ðåñóðñà S2 è a31

ðåñóðñà S3. Òàêèì îáðàçîì, íàïðèìåð, äëÿ èçãîòîâëåíèÿ x1 äåòàëåé D1 íóæíî a11x1

êîëè÷åñòâà ðåñóðñà S1.

Äëÿ èçãîòîâëåíèÿ åäèíèöû äåòàëè D2 íóæíî a12 ðåñóðñà S1, a22 ðåñóðñà S2 è a32

ðåñóðñà S3.

Î÷åâèäíî, êîëè÷åñòâî èçãîòîâëåííûõ äåòàëåé íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì. Çà-

ïèñûâàÿ âñå âìåñòå â âèäå ñèñòåìû, ïîëó÷àåì:

f(x1, x2) = c1x1 + c2x2 → max

a11x1 + a12x2 ≤ b1

a21x1 + a22x2 ≤ b2

a31x1 + a32x2 ≤ b3

xi ≥ 0

(3.1)

3.1.2 Çàäà÷à î ïèùåâîì ðàöèîíå äëÿ æèâîòíûõ

Ïóñòü ôåðìå íóæíî íàêîðìèòü æèâîòíûõ òðåìÿ âèäàìè ïðîäóêòîâ P1, P2, P3. Ñòî-

èìîñòü åäèíèöû êàæäîãî èç íèõ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíà c1, c2, c3. Òîãäà ñóììà èçãîòîâëå-

íèÿ x1, x2, x3 åäèíèö ýòèõ ïðîäóêòîâ ðàâíà f(x) = c1x1+ c2x2+ c3x3. Èç ýòèõ ïðîäóêòîâ

íóæíî ñîñòàâèòü ðàöèîí òàêîé, ÷òîáû â íåì áûëî íå ìåíåå: áåëêîâ b1, óãëåâîäîâ b2,

55
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æèðîâ b3. Ïðè ýòîì íóæíî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü öåíó ñîñòàâëåíèÿ ýòîãî

ðàöèîíà, ò.å ôóíêöèþ f(x). ßñíî, ÷òî êîëè÷åñòâî ïðîäóêòîâ âñåõ âèäîâ íåîòðèöàòåëüíî,

ò.å xi ≥ 0.

Èçâåñòíî, ÷òî â îäíîé åäèíèöå ïðîäóêòà P1 ñîäåðæèòñÿ a11 áåëêà, â P2 - a12, â P3

- a13 ñîîòâåòñòâåííî. Â åäèíèöå ïðîäóêòà P1 ñîäåðæèòñÿ a21 æèðîâ, â P2 - a22, â P3 - a23

ñîîòâåòñòâåííî. Â åäèíèöå ïðîäóêòà P1 ñîäåðæèòñÿ a31 óãëåâîäîâ, â P2 - a32, â P3 - a33

ñîîòâåòñòâåííî.

Ñêëàäûâàÿ âñå âìåñòå, ïîëó÷àåì:

f(x) = c1x1 + c2x2 + c3x3 → min

a11x1 + a12x2 + a13x3 ≥ b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 ≥ b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 ≥ b3

xi ≥ 0

(3.2)

3.2 Êàíîíè÷åñêàÿ çàäà÷à

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íàé-

òè ìàêñèìóì ôóíêöèè:

f(x) =
n∑

j=1

cjxj (3.3)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1...m,m < n (3.4)

xj ≥ 0, j = 1...n (3.5)

Çäåñü n - êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ, äàííûõ â óñëîâèè çàäà÷è. m - êîëè÷åñòâî ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé - îãðàíè÷åíèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî bi >= 0. Äàæå åñëè â óñëîâèè çàäà÷è

ýòî íå òàê, ýòîãî ëåãêî ìîæíî äîáèòüñÿ, óìíîæàÿ óðàâíåíèå, â êîòîðîì bi < 0 íà -1.

Äëÿ ðåøåíèÿ äàííûõ òèïîâ óðàâíåíèé áûë ðàçðàáîòàí ñèìïëåêñ - ìåòîä, êîòîðûé áóäåò

ðàññìîòðåí äàëåå.

Ïîñêîëüêó ÷èñëî âåðøèí, îïðåäåëÿåìûõ (3.4) êîíå÷íî, è ãäå-òî â íèõ äîñòèãàåòñÿ

ýêñòðåìóì, òî âñÿ ñóòü àëãîðèòìà ñèìïëåêñ-ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïåðåáðàòü

ýòè âåðøèíû. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïåðåáîð íå ñëó÷àéíûé, íå â õàîòè÷íîì ïîðÿäêå, à

ïîä÷èíÿåòñÿ ïðîñòîìó ïðàâèëó. Îí îñóùåñòâëÿåòñÿ â íàïðàâëåíèè âîçðàñòàíèÿ ôóíê-

öèè. Íóæíî ñìîòðåòü íà êàæäîì øàãå èçìåíåíèå êàêîé èç ïåðåìåííûõ äàñò íàèáîëüøèé

ïðèðîñò öåëåâîé ôóíêöèè. Ýòî ïåðåìåííàÿ, ÷åé êîýôôèöèåíò â öåëåâîé ôóíêöèè ïîëî-

æèòåëåí è ìàêñèìàëåí ïî ìîäóëþ ñðåäè ïîëîæèòåëüíûõ. Åñëè òàêèõ íåò - òî ïðîöåññ

ïîèñêà çàâåðøåí, ò.ê ðàñòè áîëüøå íåêóäà. Åñëè èùåòñÿ ìèíèìóì öåëåâîé ôóíêöèè, òî

íóæíî ñìîòðåòü, ýëåìåíòàðíî ìàëûé ïðèðîñò êàêîé èç ïåðåìåííûõ äàñò íàèáîëüøóþ

óáûëü öåëåâîé ôóíêöèè. Ýòî ïåðåìåííàÿ, ÷åé êîýôôèöèåíò â öåëåâîé ôóíêöèè îòðèöà-

òåëåí è ìàêñèìàëåí ïî ìîäóëþ ñðåäè îòðèöàòåëüíûõ. Åñëè òàêèõ íåò, çíà÷èò óáûâàòü
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áîëüøå íåêóäà. Ýòè ïðàâèëà ïîõîæè íà ïðàâèëî ðîñòà ôóíêöèè â íàïðàâëåíèè ãðàäè-

åíòà.

Ïîâåðõíîñòü, íà êîòîðîé èùåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è (3.3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëèòîï.

Ïîëèòîï - ýòî êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå ñèìïëåêñîâ. Ñèìïëåêñ - ýòî îáîáùåíèå òðåóãîëü-

íèêà íà ìíîãîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà. Íàïðèìåð, â îäíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñèìïëåêñ

- ýòî îòðåçîê èç 2 òî÷åê. Â äâóìåðíîì - òðåóãîëüíèê èç 3. Â òðåõìåðíîì - ïèðàìèäà.

Àëãîðèòì ñèìïëåêñ ìåòîäà ñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó ÷èñëî âåðøèí ïîëèòîïà êîíå÷íî, è â

îäíîé èç íèõ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå.

Ââåäåì êîå-êàêèå ïîíÿòèÿ, íåîáõîäèìûå íàì â äàëüíåéøåì.

Ïåðåìåííûå xi, îáðàçóþùèå åäèíè÷íóþ ïîäìàòðèöó ðàçìåðíîñòüþ m×m â ñèñòå-

ìå îãðàíè÷åíèé (3.4) íàçûâàþòñÿ áàçèñíûìè. Âñå îñòàëüíûå - ñâîáîäíûìè. Ïîñêîëüêó

áàçèñíûå ïåðåìåííûå îáðàçóþò â ñèñòåìå ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé åäèíè÷íóþ ìàòðè-

öó, òî êàæäàÿ òàêàÿ ïåðåìåííàÿ âõîäèò ñ êîýôôèöèåíòîì åäèíèöà òîëüêî â îäíî èç

óðàâíåíèé (3.4). Áëàãîäàðÿ ýòîìó, èõ ìîæíî âûðàçèòü êàê ôóíêöèè îñòàëüíûõ, òàê

íàçûâàåìûõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ. Ýòî ìîæåò âíåñòè ïóòàíèöó ñ òðàäèöèîííûì ïî-

íÿòèåì áàçèñà, ãäå âåêòîðû âûðàæàþòñÿ êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

Íóæíî ïðîñòî çàïîìíèòü äàííóþ òåðìèíîëîãèþ â êîíòåêñòå ñèìïëåêñ-ìåòîäà.

Áàçèñíîå ðåøåíèå - ýòî òàêîå ðåøåíèå, ÷òî áàçèñíûå ïåðåìåííûå ðàâíû xi = bi,

âñå îñòàëüíûå ðàâíû íóëþ.

Ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3.5) è (3.4) .

3.3 Îñíîâíàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Åñëè â óñëîâèÿõ (3.3) (3.4) (3.5), ãäå f - öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ íàäî ìàêñè-

ìèçèðîâàòü åñòü íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà â ñèñòåìå ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé, òî çàäà÷à

ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

f(x) =
n∑

j=1

cjxj (3.6)

n∑
j=1

aijxj ≥ bi, i = 1...p

n∑
j=1

aijxj ≤ bi, i = p+ 1...m
(3.7)

xj ≥ 0, j = 1...n (3.8)

Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ îñíîâíàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îíà ìîæåò

áûòü ïðèâåäåíà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (3.4) ïóòåì ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåí-

íûõ xj, k = n + 1...n + m. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü, íàïðèìåð, i-e èç íåðàâåíñòâ çàäàíî

â âèäå
n∑

j=1

aijxj ≤ bi. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî xn+i, êîòîðîå îáðàùàåò ïåðâîå

íåðàâåíñòâî â ðàâåíñòâî
n∑

j=1

aijxj + xn+i = bi. Åñëè æå
n∑

j=1

aijxj ≥ bi òî íàéäåòñÿ òàêîå
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íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî xn+i, ÷òî
n∑

j=1

aijxj−xn+i = bi. Äëÿ äðóãîãî íåðàâåíñòâà íàéäåòñÿ

äðóãîå ÷èñëî xn+k, ïðèâîäÿùåå íåðàâåíñòâî ê ðàâåíñòâó è ò.ä. Ýòî ìîæíî çàïèñàòü â

ñëåä. âèäå:
n∑

j=1

aijxj + xn+i = bi, i = 1...m,m < n (3.9)

Ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ â ñèñòåìå, çàäàííîé â âèäå (3.7) ïåðåä ïðèìåíåíèåì ñèìïëåêñ-

ìåòîäà äîëæíû áûòü èçáàâëåíû îò çíàêîâ íåðàâåíñòâà, ò.å çàäà÷à ïåðåä ðåøåíèåì

äîëæíà áûòü ïðèâåäåíà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Äîêàæåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, ñâÿçàííûõ ñ îñíîâíîé çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ.

Äëÿ íà÷àëà íàïîìíþ, ÷òî òàêîå ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ âåêòîð-

íîå ïðîñòðàíñòâî X (íàïðèìåð R2) íàä ïîëåì K â ýòîì ïîëå (ýòî ìîãóò áûòü ê ïðèìåðó

âåùåñòâåííûå ëèáî êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ âåùåñòâåííûìè). Òîãäà

îòîáðàæåíèå f : X− > K íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé, åñëè äëÿ ëþáûõ x,y ∈ X è

äëÿ ëþáûõ α, β ∈ K ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà:

1. f(x+ y) = f(x) + f(y)

2. f(αx) = αf(x)

3. f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y)

Òðåòüå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïåðâûõ äâóõ. Òåïåðü äîêàæåì ïàðó âàæíûõ ñâîéñòâ,

íà êîòîðûõ îñíîâàí ñèìïëåêñ-ìåòîä.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè ôóíêöèÿ f ëèíåéíà â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn, dx⃗ =

(dx1, dx2, dx3, ....dxn) - íàïðàâëåíèå èçìåíåíèÿ ôóíêöèè (ê ïðèìåðó ýòî ìîæåò áûòü

ãðàäèåíò) f â òî÷êå x⃗, dx⃗, x⃗ ∈ Rn, α ∈ R òî

f(x⃗+ αdx⃗) = f(x⃗) + αf((dx1, 0, ...0)) + αf((0, dx2, ...0)) + αf((0, 0, ...dxn))

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî òðåòüåìó ñâîéñòâó f(x⃗+ αdx⃗) = f(x⃗) +

αf(dx⃗) = f(x⃗+(x1, 0...0))+(0, x2, ...0)+ ... = f(x⃗+(x1, x2, 0...0))+(0, 0, x3, ...0)+ ... = .. =

f(x⃗ + (x1, x2, x3...xn)). Òàê êàê dx⃗ = (dx1, 0...0) + (0, dx2, ...0) + (0, 0, ...dxn) òî ïîëó÷àåì

òðåáóåìîå ñâîéñòâî. Îíî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ðàñòåò áûñòðåå âñåãî â

òî÷êå x⃗ â íàïðàâëåíèè dx⃗ , òî íåîáÿçàòåëüíî "äâèãàòüñÿ ïî âñåì êîîðäèíàòàì ñðàçó,

îäíîâðåìåííî ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïîøàãîâî, çà n øàãîâ (n - ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà),

ò.å êàæäûé ðàç äâèãàÿñü â íàïðàâëåíèè ëèøü îäíîé èç êîîðäèíàò çíà÷åíèÿ âåêòîðà

èçìåíåíèÿ, îò 1é äî n êîîðäèíàòû (õîòÿ ïîðÿäîê â òóò â îáùåì íå âàæåí). Â ñëó÷àå,

åñëè èìåþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ òî ýòî íàïðàâëåíèå ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ ãðàäèåíòîì öåëå-

âîé ôóíêöèè. È åùå íóæíî= îòìåòèòü, ÷òî íà êàæäîì øàãå íîâîå çíà÷åíèå ôóíêöèè

äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü îãðàíè÷åíèÿì, îïðåäåëÿþùèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ êàíîíè÷åñêîé çàäà÷è äîêàçàíî, ÷òî åñëè ðåøåíèå åñòü, òî

îíî äîñòèãàåòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ èç íåêîé íà÷àëüíîé ïîçèöèè x0, åñëè íà êàæ-

äîì øàãå èçìåíÿòü òó êîîðäèíàòó, êîòîðàÿ äàåò íàèáîëüøèé ïðèðîñò/óáûëü öåëåâîé

ôóíêöèè íå âûõîäÿ çà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ. Â öåëîì ýòî ïîõîæå íà áåçóñëîâíóþ îïòè-

ìèçàöèþ ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòà. ×èòàòåëè, çíàêîìûå ñ ïðîãðàììèðîâàíèåì ìîãóò òàê
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æå óâèäåòü çäåñü àíàëîãèþ ñ æàäíûìè àëãîðèòìàìè, êîãäà íà êàæäîì øàãå íóæíî

äåëàòü õîä, äîñòàâëÿþùèé íàèáîëüøèé âûèãðûø íà äàííîì øàãå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x1, x2) = 2x1 − 3x2 + 7. Åå ãðàäèåíò

ðàâåí (2,−3). Áóäåì äâèãàòüñÿ â íàïðàâëåíèè ãðàäèåíòà, óìíîæåííîãî íà 0.5. Íåñëîæíî

ïðîâåðèòü, ÷òî çäåñü f((x1, x2) + 0.5(2,−3)) = f(x1, x2) + f(0.5(2,−3)) = f((x1 + 0.5 ∗
2, x2 + 0)) + f(0.5(0,−3))

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ îñíîâíîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ öåëåâàÿ ôóíê-

öèÿ (3.6) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (3.7) ìîæåò äîñòèãàòü ýêñòðåìóìà òîëüêî íà ãðàíèöå îáëà-

ñòè.

×òî ïðåæäå âñåãî ìîæíî ñêàçàòü î öåëåâîé ôóíêöèè (3.6)? Îíà ëèíåéíà. Èç ýòîãî

ñëåäóåò, ÷òî åñëè êîýôôèöèåíòû cj íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî âñå, òî ñðåäè ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ öåëåâîé ôóíêöèè íàéäåòñÿ êàê ìèíèìóì îäíà, îòëè÷íàÿ îò íóëÿ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî õîòü îäèí êîýôôèöèåíò cj íå ðàâåí íóëþ, èíà÷å çàäà÷à íå èìå-

åò ñìûñëà, ò.ê òîãäà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ áóäåò êîíñòàíòîé íåçàâèñèìî îò ïåðåìåííûõ.

Äëÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà â òî÷êå íåîáõîäèìî, ÷òîáû â íåé âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

ðàâíÿëèñü íóëþ. Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû cj ïîñòîÿííû, òî ãðàäèåíò ýòîé ôóíêöèè

òîæå åñòü âåêòîð-êîíñòàíòà, ïîñòîÿííûé â ëþáîé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ñëåäîâà-

òåëüíî, íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà íå âûïîëíÿåòñÿ íèãäå è ôóíêöèÿ

ïîñòîÿííî ðàñòåò â íåêîòîðîì íàïðàâëåíèè. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè öåëåâàÿ ôóíêöèÿ è

äîñòèãàåò ýêñòðåìóìà, òî ïðîèñõîäèò ýòî ãäå-òî íà ãðàíèöå îáëàñòè.

Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì ëþáóþ âíóòðåííþþ òî÷êó P1 îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ñè-

ñòåìîé (3.7). Òîãäà â íåêîòîðîé åå îêðåñòíîñòè ϵ > 0 íàéäåòñÿ äðóãàÿ òî÷êà P2, ïðè-

íàäëåæàùàÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, òàêàÿ, ÷òî f(P2) − f(P1) > 0, åñëè âçÿòü òî÷êó P2

íà ìàëîì ðàññòîÿíèè îò òî÷êè P1 â íàïðàâëåíèè âîçðàñòàíèè ãðàäèåíòà, à çíà÷èò, è

öåëåâîé ôóíêöèè. Â òàêîì ñëó÷àå ðåøåíèå ìîæåò áûòü îäíî (îäíà òî÷êà), áåñêîíå÷íîå

÷èñëî ðåøåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé îäíó èç ãðàíèö îáëàñòè öåëèêîì, åñëè öåëåâàÿ

ôóíêöèÿ íà ýòîé ãðàíèöå ýêâèïîòåíöèàëüíà, ò.å ïîñòîÿííà, ëèáî ðåøåíèé ìîæåò âîîáùå

íå áûòü, åñëè ñèñòåìà (3.7) íå ñîâìåñòíà.

Çàäà÷ó (3.6) ïðè óñëîâèÿõ (3.7) â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ñëó÷àå, ïðè êîòîðûõ

ìîæíî âèçóàëüíî óâèäåòü, êàêàÿ èç òî÷åê îáëàñòè íàõîäèòñÿ "ìàêñèìàëüíî äàëåêî"â

íàïðàâëåíèè ãðàäèåíòà. Ëèáî ìîæíî äâèãàòüñÿ â íàïðàâëåíèè ãðàäèåíòà î÷åíü ìàëûìè

øàãàìè, ñòðîÿ ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ è ñìîòðåòü, ãäå òàêèå ïîâåðõíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ ñ

îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ. Íóæíî äâèãàòüñÿ òàê äî òåõ ïîð, ïîêà åñòü õîòü îäíà òî÷êà

ïåðåñå÷åíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî âû÷èñëèòåëüíî ýòî î÷åíü äîðîãî, îñîáåííî â ìíîãîìåðíîì

ñëó÷àå, ïîýòîìó òàê ïîñòóïàþò òîëüêî äëÿ äâóìåðíîé îñíîâíîé çàäà÷è, è òî â êà÷åñòâå

èëëþñòðàöèè.

Íåáîëüøàÿ èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà. Ýòî çàäà÷à íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ. Ìåòîä åå ðåøåíèÿ, òàê íàçûâàåìûé ñèìïëåêñ-ìåòîä áûë ðàçðàáîòàí â

1947 ãîäó àìåðèêàíñêèì ìàòåìàòèêîì Äæîðäæåì Áåðíàðäîì Äàíöèãîì. Âîçìîæíî, âû

çàäàëèñü âîïðîñîì: ïðè÷åì çäåñü ïðîãðàììèðîâàíèå? Â öåëîì ýòî íèêàêîå íå ïðîãðàì-

ìèðîâàíèå. Äàííîå íàçâàíèå (ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå) ñôîðìèðîâàëîñü èñòîðè÷å-

ñêè. Â 20 âåêå, êîãäà èññëåäîâàëèñü ìåòîäû ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è âñå ýòî íàçâàëè
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ïðîãðàììèðîâàíèåì, ÷òîáû äåíåã íà ýòî äàëè ïîáîëüøå, ïîñêîëüêó "ïðîãðàììèðîâà-

íèå"ñàìî ïî ñåáå î÷åíü õîðîøî ôèíàíñèðîâàëîñü, áîëüøå, ÷åì òåîðåòè÷åñêèå èçûñêàíèÿ

â îáëàñòè ìàòåìàòèêè. Âîçìîæíî, ïðàâèëüíåå áûëî áû íàçâàòü ýòó çàäà÷ó çàäà÷åé ïî-

èñêà ýêñòðåìóìà ëèíåéíîé ôóíêöèè ïðè íàëè÷èè ñèñòåìû ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé. Ýòî

÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à. Åñòü åùå çàäà÷à íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Òàì òî-

æå íóæíî íàéòè ìèíèìóì/ìàêñèìóì öåëåâîé ôóíêöèè, íî òàì îãðàíè÷åíèÿ è öåëåâàÿ

ôóíêöèÿ (÷òî-òî îäíî èç íèõ ëèáî è òî, è äðóãîå) óæå íåëèíåéíû îòíîñèòåëüíî ñâîáîä-

íûõ ïåðåìåííûõ. Èõ ðåøåíèå ñóùåñòâåííî ñëîæíåå, ÷åì ëèíåéíàÿ çàäà÷à, è çà÷àñòóþ

ðåøàåòñÿ òîëüêî ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Òàì óæå íåò ãîòîâûõ ðåöåïòîâ, óíèâåðñàëüíûõ

àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ, êàê äëÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ñóùåñòâóåò ñïåöèàëüíûé àëãîðèòì ñèìïëåêñ-ìåòîäà â âèäå òàáëèöû. Íà ïåðâûé

âçãëÿä îí ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñáîðíèêîì äëèííûõ íåïîíÿòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èí-

ñòðóêöèè. ×òîáû ëó÷øå åãî ïîíÿòü, äàäèì åãî èíòóèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå íà ïðèìåðå

ïðîñòûõ çàäà÷ â âèäå ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ è óðàâíåíèé, ÷òîáû óâèäåòü, ÷òî ïðîèñõîäèò

"ïîä êàïîòîì"ñèìëåêñ-ìåòîäà.

Ïîäðîáíî ïðî àëãîðèòì ñèìïëåêñ-ìåòîäà âû ìîæåòå ïî÷èòàòü â êíèãå [1] íà ñ.317.

3.3.1 Ïðèìåð 1

Äàíû óñëîâèÿ

f(x) = x1 + x2 → max

−x1 + x2 ≤ 2

x1 ≤ 4

x2 ≤ 4

x1 ≥ 0

x2 ≥ 0

(3.10)

Ãðàôè÷åñêè èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:

Ãðàäèåíò öåëåâîé ôóíêöèè ðàâåí ∇f = (1, 1). Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî òî÷êà, ðàñïî-

ëîæåííàÿ "äàëüøå âñåãî"â íàïðàâëåíèè ãðàäèåíòà, èëè, ãîâîðÿ ñòðîæå,òî÷êè, ñêàëÿð-

íîå ïðîèçâåäåíèå ðàäèóñ-âåêòîðà êîòîðîé ñ ãðàäèåíòîì ìàêñèìàëüíî - ýòî òî÷êà (4, 4).

Â íåé ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ìàêñèìóìà, ðàâíîãî 8.
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Ðåøèì òåïåðü ýòó çàäà÷ó äðóãèì ñïîñîáîì. Ïðèíöèïèàëüíî îí íè÷åì îò ãðàôè-

÷åñêîãî íå îòëè÷àåòñÿ. Òàêîé æå ðîñò â íàïðàâëåíèè ãðàäèåíòà ïî ñóòè. Ïðîñòî â ñèëó

òîãî, ÷òî ìû íå ìîæåì ïðåäñòàâèòü ñåáå ìíîãîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, âîçíèêàåò íåîáõî-

äèìîñòü ïîäõîäèòü ê ðåøåíèþ áîëåå ôîðìàëüíî, àëãîðèòìè÷åñêè. ×òîáû èçáàâèòüñÿ

îò çíàêîâ íåðàâåíñòâà, âåäåì íåîòðèöàòåëüíûå ïåðåìåííûå x3, x4, x5. Ïîëó÷èì çàäà÷ó

â âèäå:

f(x) = x1 + x2 → max

−x1 + x2 + x3 = 2

x1 + x4 = 4

x2 + x5 = 4

xi ≥ 0

(3.11)

Áàçèñíûìè, êàê âèäíî, ÿâëÿþòñÿ x3, x4, x5. Ïåðåïèøåì ñèñòåìó â âèäå

f(x) = x1 + x2 → max

x3 = 2 + x1 − x2

x4 = 4− x1

x5 = 4− x2

xi ≥ 0

(3.12)

Ïóñòü x1, x2 = 0, òîãäà x3 = 2, x4 = 4, x5 = 4. Òîãäà ïåðâîå áàçèñíîå ðåøåíèå: (0, 0, 2, 4, 4).

Áóäåì óâåëè÷èâàòü ïåðåìåííóþ, ïðèðîñò êîòîðîé äàñò íàèáîëüøèé ïðèðîñò ôóíê-

öèè. Ïðè ýòîì íå ðàññìàòðèâàåì áàçèñíóþ ïåðåìåííóþ, òàê êàê ìàíèïóëÿöèè ñ íåé

ïðèâåäóò ê òîé æå ñèñòåìå óðàâíåíèé, ñ êîòîðîé ìû íà÷àëè. Ñìîòðèì, êîýôôèöèåíò

êàêîé èç ïåðåìåííûõ x1, x2 ìàêñèìàëåí. Îíè ðàâíû. Â òàêîì ñëó÷àå, óâåëè÷èì ïåðå-

ìåííóþ ñ íàèáîëüøèì èíäåêñîì, x2. Îíà âõîäèò â 1 è 3 óðàâíåíèÿ. Åñëè ìû âûðàçèì

x2 â 3ì óðàâíåíèè ÷åðåç x5 è óâåëè÷èì ñ íóëÿ äî 4, óìåíüøàÿ x5 äî íóëÿ, òî íàðóøèì

óñëîâèå äîïóñòèìîñòè ðåøåíèÿ â 1ì óðàâíåíèé, òàê êàê x3 ñòàíåò ðàâíûì -2. Ïîýòîìó

âûðàçèì ÷åðåç íåå ïåðåìåííûå x1, x3 â 1ì óðàâíåíèè è ïîäñòàâèì â öåëåâóþ ôóíêöèþ.

Ïîëó÷èì:

f(x) = 2 + 2x1 − x3 → max

x2 = 2 + x1 − x3

x4 = 4− x1

x5 = 2− x1 + x3

xi ≥ 0

(3.13)

Íîâîå áàçèñíîå ðåøåíèå: (0, 2, 0, 4, 2). Êîýôôèöèåíò x3 âõîäèò ñî çíàêîì ìèíóñ, ïîýòîìó

óâåëè÷èâàòü ýòó ïåðåìåííóþ íå ñòîèò, åå óâåëè÷åíèå ïðèâåäåò ê óìåíüøåíèþ öåëåâîé

ôóíêöèè. Óâåëè÷èì x1, ò.ê êîýôôèöèåíò ïðè äàííîé ïåðåìåííîé ìàêñèìàëüíûé è ïî-

ëîæèòåëüíûé. Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû âî âñå äàííûå óðàâíåíèÿ x1 âõîäèë áû ñî çíàêîì

+, òî ðåøåíèå çàäà÷è áûëî áû íåîãðàíè÷åííî áîëüøèì. Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî áûëî

áû óâåëè÷èâàòü x1 íà 1, 2, 3.... è ñîîòâåòñòâåííî óâåëè÷èâàòü çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ

x2, x4, x5 áåç íàðóøåíèé óñëîâèÿ äîïóñòèìîñòè ðåøåíèÿ. Âûðàçèì x1 ÷åðåç x5, x3 â 3ì
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óðàâíåíèè êàê â íàèáîëåå ñòðîãîì îòíîñèòåëüíî x1, ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ïóíê-

òîì. Ïîëó÷èì ñèñòåìó:

f(x) = 6 + x3 − 2x5 → max

x2 = 4− x5

x4 = 2 + x5 − x3

x1 = 2− x5 + x3

xi ≥ 0

(3.14)

Áàçèñíîå ðåøåíèå : (2,4,0,2,0). Âèäèì, ÷òî ìîæíî óâåëè÷èò ïåðåìåííóþ x3. Äåéñòâóÿ

àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì:

f(x) = 8− x4 − x5 → max

x2 = 4− x5

x3 = 2− x4 − x5

x1 = 4− x4

xi ≥ 0

(3.15)

Êàê âèäíî, óâåëè÷èòü ïåðåìåííûå â öåëåâîé ôóíêöèè òàê, ÷òîáû óâåëè÷èëàñü öå-

ëåâàÿ ôóíêöèÿ íåëüçÿ. Óìåíüøèòü òîæå, ò.ê x4, x5 êàê ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå ðàâíû

íóëþ. Çíà÷èò, ìû ïðèøëè ê ðåøåíèþ. Èòàê, åñëè ïðè ìàêñèìèçàöèè êîýôôèöèåíòû

ïðè ïåðåìåííûõ öåëåâîé ôóíêöèè íåïîëîæèòåëüíû, òî çíà÷èò, ÷òî ðàñ÷åò çàêîí÷åí,

ìû ïðèøëè ê îòâåòó. Áàçèñíîå ðåøåíèå: (4,2,4,0,0). Ïðè äàííîì áàçèñíîì ðåøåíèè ïî-

ëó÷àåì îòâåò: 8.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðîäåëàòü ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîé ñèìïëåêñ òàáëèöû. Åå àë-

ãîðèòì òàêîé æå, êàê â âûøåïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèÿõ, íî ôîðìàëèçîâàííûé. Âû-

øåïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ óäîáíû äëÿ ëþäåé, íî íå ïîäõîäÿò äëÿ ðåàëèçàöèè íà

êîìïüþòåðå, êîòîðîìó íóæåí àëãîðèòì. Ïîýòîìó äëÿ íàïèñàíèÿ ïðîãðàììû äëÿ ðåøå-

íèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ óäîáíåå ïðèìåíÿòü ñèìïëåêñ-òàáëèöó.

3.3.2 Ïðèìåð 2

Ðàííåå ÿ íå óïîìÿíóë, ÷òî íå âñåãäà âîçìîæíî âûäåëèòü åäèíè÷íóþ ïîäìàòðèöó

â ñèñòåìå (3.4) òàê, ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû èç ñâîáîäíûõ êîýôôèöèåíòîâ bi áû-

ëî íåîòðèöàòåëüíîé, è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå ïåðåìåííûå áûëè òîæå íåîòðèöàòåëüíû â

áàçèñíîì ðåøåíèè. Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóþò ïðèåì ââåäåíèÿ èñêóññòâåííûõ ïåðåìåí-

íûõ (slack variables). Ïðè ýòîì â öåëåâóþ ôóíêöèþ äîáàâëÿåòñÿ èõ ñóììà, óìíîæåííàÿ

íà íåêîòîðîå î÷åíü áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî M. Åñëè çàäà÷à íà ìàêñèìóì, òî M

ââîäèòñÿ ñî çíàêîì ìèíóñ, åñëè íà ìèíèìóì - ñî çíàêîì +. Ïîÿñíþ íà ïðèìåðå. Äàíà

ñèñòåìà:
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f(x) = x1 + x2 → max

x1 ≥ 4

x2 ≥ 4

x1 ≤ 6

x2 ≤ 6

xi ≥ 0

(3.16)

Äëÿ èçáàâëåíèÿ îò çíàêîâ íåðàâåíñòâà ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå. Ïî-

ëó÷èì

f(x) = x1 + x2 → max

x1 − x3 = 4

x2 − x5 = 4

x1 + x7 = 6

x2 + x8 = 6

xi ≥ 0

(3.17)

Äëÿ âîçìîæíîñòè âûäåëåíèÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöû ââåäåì èñêóññòâåííûå ïåðåìåí-

íûå x4, x6. Ïîëó÷èì ñèñòåìó:

f(x) = x1 + x2 −M(x4 + x6) → max

x1 − x3 + x4 = 4

x2 − x5 + x6 = 4

x1 + x7 = 6

x2 + x8 = 6

xi ≥ 0

(3.18)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà áûëà ñîâìåñòíà, â èòîãîâîì ðåøåíèè èñ-

êóññòâåííûå ïåðåìåííûå äîëæíû áûòü ðàâíû íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ó íàñ åñòü

ðàâåíñòâî 3 = 3. Åñëè áû äîáàâèì â ïðàâóþ ÷àñòü, íàïðèìåð, ÷èñëî 2, òî 3+2! = 3. Òàê

æå è ñ äàííûì òèïîì ïåðåìåííûõ â ëèíåéíûõ ðàâåíñòâàõ. Äàëåå ðåøàåì êàê îáû÷íî,

ïîëüçóÿñü òåìè æå ñîîáðàæåíèÿìè, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå. ïîëó÷èì:

f(x) = x1 + x2 −M(x4 + x6) → max

x4 = 4− x1 + x3

x6 = 4− x2 + x5

x7 = 6− x1

x8 = 6− x2

xi ≥ 0

(3.19)

Áàçèñíîé ðåøåíèå: (0, 0, 0, 4, 0, 4, 6, 6). Âûáåðåì ïåðåìåííóþ x2 äëÿ âîçðàñòàíèÿ â

íàïðàâëåíèè ãðàäèåíòà. Âûðàçèì åå 2 âòîðîì óðàâíåíèè êàê íàèáîëåå ñòðîãîì îòíîñè-

òåëüíî íåå.
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f(x) = 4− x6 + x5 + x1 −M(x4 + x6) → max

x2 = 4− x6 + x5

x4 = 4− x1 + x3

x7 = 6− x1

x8 = 2 + x6 − x5

xi ≥ 0

(3.20)

Áàçèñíîé ðåøåíèå: (0, 4, 0, 4, 0, 0, 6, 2). Âûáåðåì ïåðåìåííóþ x5

f(x) = 6− x8 + x1 −M(x4 + x6) → max

x5 = 2 + x6 − x8

x4 = 4− x1 + x3

x7 = 6− x1

x2 = 6− x8

xi ≥ 0

(3.21)

Áàçèñíîé ðåøåíèå: (0, 6, 0, 4, 2, 0, 6, 0). Âûáåðåì ïåðåìåííóþ x1

f(x) = 10− x8 + x3 − x4 −M(x4 + x6) → max

x1 = 4− x4 + x3

x2 = 6− x8

x5 = 2 + x6 − x8

x7 = 2 + x4 − x3

xi ≥ 0

(3.22)

Áàçèñíîé ðåøåíèå: (4, 6, 0, 0, 2, 0, 2, 0). Âûáåðåì ïåðåìåííóþ x3. Çàìåòèì, ÷òî åñëè

áû â ïðàâîé ÷àñòè âñå x3 áûëè áû ñî çíàêîì ïëþñ, òî ýòó ïåðåìåííóþ ìîæíî áûëî áû

áåñêîíå÷íî óâåëè÷èâàòü, ïðè ýòîì áàçèñíûå ïåðåìåííûå x1, x7 òîæå äëÿ âûïîëíåíèÿ

ðàâåíñòâà âîçðàñòàëè áû. Ýòî áû ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íî âîç-

ðàñòàëà, è â îòâåòå ìû áû ïîëó÷èëè, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ íåîãðàíè÷åííà. Ãðàôè÷åñêè

ýòî çíà÷èëî áû, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, ïðè êîòîðîé xi ≥ 0 òàê æå íå îãðàíè÷åíà.

f(x) = 12− x8 − x7 −M(x4 + x6) → max

x3 = 2 + x4 − x7

x1 = 6− x7

x2 = 6− x8

x5 = 2 + x6 − x8

xi ≥ 0

(3.23)

Áàçèñíîé ðåøåíèå: (6, 6, 2, 0, 2, 0, 0, 0). Â öåëåâîé ôóíêöèè âñå ïåðåìåííûå èìåþò

îòðèöàòåëüíûé çíàê, çíà÷èò, óâåëè÷èâàòü äàëüøå íåêóäà, ðàñ÷åò îêîí÷åí. Âèäèì, ÷òî

èñêóññòâåííûå ïåðåìåííûå x4, x6 â êîíå÷íîì ðåøåíèè ðàâíû íóëþ, çíà÷èò, ðåøåíèå

åñòü, îòâåò : 12.
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3.3.3 Ïðèìåð 3

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð, êîãäà ðåøåíèå íåîãðàíè÷åííî áîëüøîå. Ïðè-

âåäåííûé íèæå ãðàôèê îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ íå ïðåòåíäóåò íà àáñîëþòíóþ òî÷íîñòü,

îí ñõåìàòè÷åí.

f(x) = 2x1 + 3x2 → max

−5x1 + x2 ≤ 3

−4x1 + 3x2 ≥ −2

xi ≥ 0

(3.24)

Î÷åâèäíî, ÷òî â äàííîé íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïðè x1 > 0, x2 > 0

äàííàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ íåîãðàíè÷åííî áîëüøàÿ. Ïîñìîòðèì, êàê ñèìïëåêñ ìåòîä äàñò

íàì îá ýòîì çíàòü. Óìíîæèì âòîðîå óðàâíåíèå íà -1, ïîëó÷èì ñèñòåìó

f(x) = 2x1 + 3x2 → max

−5x1 + x2 ≤ 3

4x1 − 3x2 ≤ 2

xi ≥ 0

(3.25)

Äîáàâèì ïåðåìåííûå x3, x4 ÷òîáû ïîëó÷èòü êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó

f(x) = 2x1 + 3x2 → max

−5x1 + x2 + x3 = 3

4x1 − 3x2 + x4 = 2

xi ≥ 0

(3.26)
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Êàê âèäíî, x3, x4 îáðàçóþò åäèíè÷íóþ ïîäìàòðèöó, çíà÷èò, èõ ìîæíî âûáðàòü êàê

áàçèñíûå.

f(x) = 2x1 + 3x2 → max

x3 = 3 + 5x1 − x2

x4 = 2− 4x1 + 3x2

xi ≥ 0

(3.27)

Áàçèñíîå ðåøåíèå - (0, 0, 3, 2).

Â öåëåâîé ôóíêöèè èìåþòñÿ ïåðåìåííûå ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè,

çíà÷èò, âîçìîæíî, óäàñòñÿ óâåëè÷èòü íåêîòîðûå èç íèõ è òåì ñàìûì öåëåâóþ ôóíêöèþ.

Êàê âèäíî, êîýôôèöèåíò ïðè x2 ïîëîæèòåëåí è ìàêñèìàëåí, çíà÷èò, ïðèðîñò x2

äàñò íàèáîëüøèé ïðèðîñò öåëåâîé ôóíêöèè.

Ïåðâîå óðàâíåíèå äîïóñêàåò ââåäåíèå x2 êàê áàçèñíîé áåç íàðóøåíèÿ íåîòðèöà-

òåëüíîñòè ïåðåìåííûõ, ââåäåì åå. Ïîëó÷èì

f(x) = 9− 3x3 + 17x1 → max

x2 = 3 + 5x1 − x3

x4 = 11 + 11x1 − 3x3

xi ≥ 0

(3.28)

Áàçèñíîå ðåøåíèå - (0, 3, 0, 11).

Íàèáîëüøèé ïðèðîñò äàñò x1. Ïðèðîñò x3 ëèøü óìåíüøèò öåëåâóþ ôóíêöèþ.

Íî, êàê âèäíî, x1 âõîäèò â ïðàâóþ ÷àñòü âñåõ óðàâíåíèé ñî çíàêîì +. Åñëè ìû

áóäåì óâåëè÷èâàòü x1, òî âîçìîæíî áåç íàðóøåíèÿ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé òàêæå áåñ-

êîíå÷íî ìíîãî óâåëè÷èâàòü ïåðåìåííûå x2, x4. Ýòî çíà÷èò, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò

áåñêîíå÷íî âîçðàñòàòü âìåñòå ñ x1, ðåøåíèå íåîãðàíè÷åííî áîëüøîå.

3.3.4 Ïðèìåð 4

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà ðåøåíèÿ íåò, ò.ê ñèñòåìà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé

íåñîâìåñòíà, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ - ïóñòîå ìíîæåñòâî. Íèæå ñõåìàòè÷íûé ðèñóíîê
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f(x) = 3x1 + 2x2 → max

x2 − 2x1 ≥ 4

x2 + 0.5x1 ≤ 5

x2 − 3x1 ≤ −12

xi ≥ 0

(3.29)

Óìíîæèì ïîñëåäíþþ ñòðîêó íà -1, ÷òîáû âñå ñâîáîäíûå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè

ñòàëè íåîòðèöàòåëüíû

f(x) = 3x1 + 2x2 → max

x2 − 2x1 ≥ 4

x2 + 0.5x1 ≤ 5

−x2 + 3x1 ≥ 12

xi ≥ 0

(3.30)

×òîáû èçáàâèòüñÿ îò íåðàâåíñòâ, ââåäåì ïåðåìåííûå x3, x4, x5, ïîñëå ÷åãî ñèñòåìà

ïðèìåò âèä

f(x) = 3x1 + 2x2 → max

x2 − 2x1 − x3 = 4

x2 + 0.5x1 + x4 = 5

−x2 + 3x1 − x5 = 12

xi ≥ 0

(3.31)

Âèäíî, ÷òî åäèíè÷íóþ ïîäìàòðèöó, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé áàçèñíóþ ôóíêöèþ,

âûäåëèòü íå ïîëó÷èòñÿ, ïîýòîìó ââîäèì ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå x6, x7. Â öåëåâóþ ôóíê-

öèþ èõ ââîäèì ñ êîýôôèöèåíòîì -M, ãäå M - î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî, çàâåäîìî áîëüøåå
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ëþáûõ ÷èñåë, êîòîðûå ìû ìîæåì ïîëó÷èòü â õîäå ðàáîòû àëãîðèòìà, ÷òîáû íå áûëî

îñíîâàíèÿ èõ óâåëè÷èâàòü. Ïîëó÷àåì

f(x) = 3x1 + 2x2 −M(x6 + x7) → max

x2 − 2x1 − x3 + x6 = 4

x2 + 0.5x1 + x4 = 5

−x2 + 3x1 − x5 + x7 = 12

xi ≥ 0

(3.32)

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïîèñêà ìèíèìóìà ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå ââîäÿòñÿ ñ ïî-

ëîæèòåëüíûì çíàêîì +M. Ââîäèì â áàçèñ ïåðåìåííûå x4, x6, x7

f(x) = 3x1 + 2x2 −M(x6 + x7) → max

x4 = 5− 0.5x1 − x2

x6 = 4− x2 + 2x1 + x3

x7 = 12 + x5 − 3x1 + x2

xi ≥ 0

(3.33)

Áàçèñíîå ðåøåíèå: (0, 0, 0, 5, 0, 4, 12). Êàê âèäíî èç öåëåâîé ôóíêöèè, íàèáîëüøèé

ïðèðîñò äàñò x1. Òðåòüå óñëîâèå íàèáîëåå ñòðîãî îòíîñèòåëüíî äàííîé ïåðåìåííîé.

Èñïîëüçóÿ äàííîå óñëîâèå, ââåäåì x1 â áàçèñ

f(x) = 12 + x5 + 3x2 −M(x6 + x7) → max

x1 = (12 + x5 + x2 − x7)/3

x6 = 12− x2/3 + 7x5/3 + x3 − 2x7/3

x4 = 3− x5/6− 7x2/6 + x7/6

xi ≥ 0

(3.34)

Áàçèñíîå ðåøåíèå: (4, 0, 0, 3, 0, 12, 0). Óâåëè÷èì ïåðåìåííóþ x2. Èñïîëüçóåì 3å óñëî-

âèå, êàê íàèáîëåå ñòðîãîå. Ïîëó÷èì

f(x) = (138 + 4x5 − 3x4)/7−M(x6 + x7) → max

x2 = (18− x5 − x4 + x7)/3

x6 = (234 + 48x5 − 13x7 − x4 + 21x3)/21

x1 = (6x5 − 6x7 − x4 + 102)/21

xi ≥ 0

(3.35)

Áàçèñíîå ðåøåíèå: (102/21, 6, 0, 0, 0, 234/21, 0). Åäèíñòâåííîå, ÷òî ìîæíî óâåëè-

÷èòü - ýòî ïåðåìåííàÿ x5. Âûðàæàåì åå ÷åðåç ïåðâîå óñëîâèå, êàê åäèíñòâåííî âîçìîæ-

íî (â äðóãèõ ñëó÷àÿõ îíà ïåðåíåñåòñÿ â ëåâóþ ÷àñòü ñî çíàêîì ìèíóñ, ÷òî íåäîïóñòèìî).

Ïîëó÷èì

f(x) = (210− 7x4 − 12x2)/7−M(x6 + x7) → max

x5 = 18− x4 + x7 − 3x2

x6 = (1098− 49x4 + 48x7 − 144x2 + 21x3)/21

x1 = (210− 7x1 − 18x2)/21

xi ≥ 0

(3.36)
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Áàçèñíîå ðåøåíèå: (210/21, 0, 0, 0, 18, 1098/21, 0). Â öåëåâîé ôóíêöèè íå îñòàëîñü

ïåðåìåííûõ ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì, ýòî çíà÷èò, ÷òî óâåëè÷èâàòü áîëüøå

íå÷åãî, ðàñ÷åò îêîí÷åí. Ïðè ýòîì ôèêòèâíàÿ ïåðåìåííàÿ x6 íå ðàâíà íóëþ. Ýòî çíà-

÷èò, ÷òî óñëîâèÿ çàäà÷è íå ñîâìåñòèìû, ðåøåíèÿ íåò. Îòâåò: ñèñòåìà íå ñîâìåñòíà, íåò

ðåøåíèé.

3.3.5 Ïðèìåð 5

Â äàííîì ïðèìåðå ðàññìîòðèì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà. Êàê âàì èçâåñò-

íî, äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà íóæíî äâèãàòüñÿ â íàïðàâëåíèè àíòèãðàäèåíòà. Ïóñòü

öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäàíà â âèäå f = −x1 + 2x2 − x3 − x4. Åå ãðàäèåíò - (−1, 2,−1,−1)

- íàïðàâëåíèå ðîñòà. Òîãäà àíòèãðàäèåíò áóäåò ðàâåí (1,−2, 1, 1). Àíòèãðàäèåíò - ýòî

íàïðàâëåíèå íàèñêîðåéøåãî óáûâàíèÿ. Ò.ê äâèãàòüñÿ â íàïðàâëåíèè óáûâàíèÿ ïåðåìåí-

íûõ ìû íå ìîæåì (â äàííîì ñëó÷àå ýòî ïåðåìåííàÿ x2), òî äâèãàåìñÿ â íàïðàâëåíèè

âîçðàñòàíèÿ ïåðåìåííûõ, äàþùèõ óáûëü öåëåâîé ôóíêöèè. Àëãîðèòì â öåëîì íè÷åì íå

îòëè÷àåòñÿ îò ïîèñêà ìàêñèìóìà, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî íóæíî ïðîäîëæàòü ïîèñê,

ïîêà â öåëåâîé ôóíêöèè íå îñòàíóòñÿ òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå ýëåìåíòû. Íà êàæäîì

øàãå âûáèðàåì äëÿ ðîñòà ïåðåìåííóþ ñ îòðèöàòåëüíûì, ìàêñèìàëüíûì ïî ìîäóëþ êî-

ýôôèöèåíòîì. Ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ïðèìåðå:

f(x) = −x1 + 2x2 − x3 − x4 → min

−x1 + x2 + x3 = 2

x1 + x2 + x4 = 4

xi ≥ 0

(3.37)

Âûðàçèì áàçèñíûå ïåðåìåííûå. Ïîëó÷èì

f(x) = −x1 + 2x2 − x3 − x4 → min

x3 = 2 + x1 − x2

x4 = 4− x1 − x2

xi ≥ 0

(3.38)

Îïîðíîå ðåøåíèå - (0, 0, 2, 4).

Ïóñòü íàì íàäî íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèè f. ×òîáû åå óìåíüøèòü, ìîæíî óâåëè-

÷èòü ëþáóþ íåáàçèñíóþ ïåðåìåííóþ ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì. Ýòî x1. Âàæíî:

íåáàçèñíóþ. Èáî åñëè áàçèñíóþ ïîäñòàâèòü â öåëåâóþ ôóíêöèþ, òî ÿñíî, ÷òî åå êîýô-

ôèöèåíò òàì ðàâåí íóëþ. Äà è åñëè ïîïûòàòüñÿ åå óâåëè÷èòü, òî ýòî ïðèâåäåò ê öåïíîé

ðåàêöèè, òðåáóþùåé óìåíüøåíèÿ/óâåëè÷åíèÿ äðóãèõ ïåðåìåííûõ, ÷òî ïðèâåäåò ê êàøå.

Âûðàæàåì åå ñ ïîìîùüþ 2ãî óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷èì

f(x) = −10 + x4 + 5x2 → min

x3 = 6− 2x2 − x4

x1 = 4− x4 − x2

xi ≥ 0

(3.39)
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Âñå ïåðåìåííûå â öåëåâîé ôóíêöèè âõîäÿò ñ ïîëîæèòåëüíûì çíàêîì. Óâåëè÷èòü

êàêóþ-ëèáî ïåðåìåííóþ òàê, ÷òîáû óìåíüøèòü öåëåâóþ ôóíêöèþ íå âûéäåò. Çíà÷èò,

ðàñ÷åò îêîí÷åí. Îïîðíîå ðåøåíèå - (4, 0, 6, 0). Îòâåò : -10.

3.3.6 Ïðèìåð 6. Ñèìïëåêñ-òàáëèöà

Òåïåðü íàéäåì ìàêñèìóì òîé æå çàäà÷è, ïàðàëëåëüíî ïîêàçûâàÿ, ÷òî ïðè ýòîì

ïðîèñõîäèò â ñèìïëåêñ òàáëèöå. Òåì ñàìûì, ïîïûòàåìñÿ ñâÿçàòü óæå èìåþùèåñÿ çíà-

íèÿ î òîì, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè íàõîæäåíèè ýêñòðåìóìà ñ ïîìîùüþ ñèìïëåêñ-ìåòîäà ñ

ôîðìàëüíûì àëãîðèòìîì â âèäå òàáëèöû.

Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó ïàðàëëåëüíî ñ ïîìîùüþ ñèìïëåêñ-òàáëèöû è ñèñòåìû ëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé, êàê áûëî âûøå.

f(x) = −x1 + 2x2 − x3 − x4 → max

x3 − x1 + x2 = 2

x4 + x1 + x2 = 4

xi ≥ 0

(3.40)

Äëÿ íà÷àëà êîå-êàêèå ïîÿñíåíèÿ. Äàëåå ðå÷ü èäåò î íåêîé n-é èòåðàöèè àëãîðèòìà.

Çäåñü Bvar (Basis Variable) - ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ â äàííûé ìîìåíò â áàçèñå, Bval

(Basis Value) - å¼ çíà÷åíèå íà äàííîé èòåðàöèè.

cj - êîýôôèöèåíòû ïåðåìåííûõ, ôèãóðèðóþùèõ â äàííîé çàäà÷å â öåëåâîé ôóíê-

öèè, çàäàííîé â óñëîâèè çàäà÷è (îíè íåèçìåííû), cjB - êîýôôèöèåíòû ïðè áàçèñíûõ

ïåðåìåííûõ â öåëåâîé ôóíêöèè (áåðóòñÿ èç cj).

Âñ¼, ÷òî ëåâåå êîýôôèöèåíòîâ cjB - ýòî aij - êîýôôèöèåíòû ïðè ïåðåìåííûõ, çà-

äàííûõ â ñèñòåìå óñëîâèé, îïðåäåëÿþùèõ çàäà÷ó. Îò èòåðàöèè ê èòåðàöèè çíà÷åíèÿ

aij. Ýòî ñâÿçàíî ñ ââîäîì â áàçèñ äðóãèõ ïåðåìåííûõ.

△j - çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïåðåìåííîé xj â öåëåâîé ôóíêöèè íà äàííîé èòåðà-

öèè ïðè óñëîâèè, ÷òî â öåëåâîé ôóíêöèè íåò áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ, ÷åãî ìîæíî äîáèòü-

ñÿ ïóòåì ïîäñòàíîâêè âìåñòî áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ èõ ïðåäñòàâëåíèé ÷åðåç ñâîáîäíûå

ïåðåìåííûå â öåëåâóþ ôóíêöèþ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ △j

ðàâíÿåòñÿ íóëþ.△j ìåíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó íà êàæäîé èòåðàöèè ìåíÿþòñÿ áàçèñíûå ôóíê-

öèè, ïîäñòàâëÿåìûå â öåëåâóþ ôóíêöèþ f(x).

Çíà÷åíèÿ △j çàäàþòñÿ ôîðìóëîé:

△j = cj − zj = cj −
m∑
i=1

ciBaij (3.41)

Çäåñü zj - ýòî ôàêòè÷åñêè ñóììà êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïåðåìåííîé xj, ïîëó÷åííàÿ

ïîñëå ïîäñòàíîâêè áàçèñíîé ïåðåìåííîé â öåëåâóþ ôóíêöèþ, íå ñ÷èòàÿ cj.

Îòíîøåíèå BV al
air

- ýòî ÷àñòíîå çíà÷åíèÿ òåêóùåé áàçèñíîé ïåðåìåííîé i è air -

êîýôôèöèåíòà èç ñèñòåìû óñëîâèé, ãäå r - èíäåêñ ïåðåìåííîé, âûáðàííîé äëÿ ââîäà

â áàçèñ (êàê äàþùåé íàèáîëüøèé ïðèðîñò). Ñ ïîìîùüþ äàííîãî îòíîøåíèÿ îïðåäåëÿ-

åòñÿ, ÷åðåç êàêîå óðàâíåíèå âûðàçèòü íîâóþ áàçèñíóþ ïåðåìåííóþ è ââåñòè â áàçèñ.
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Âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû âûáîð áûë íàèáîëåå ñòðîãèì ê óâåëè÷åíèþ ïåðåìåííîé r, èíà÷å

ãîâîðÿ, äàâàë íàèìåíüøèé ïðèðîñò ñðåäè âñå îñòàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïîäðîáíî îïèñûâàòü àëãîðèòì ñèìïëåêñ ìåòîäà ÿ íå áóäó, ýòî âû ìîæåòå íàéòè

â êíèãå [1] íà ñòð 321-323. Çäåñü ÿ îáðàùó âíèìàíèÿ íà ïàðàëëåëè ìåæäó ñèìïëåêñ-

òàáëèöåé è ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè, ðåøàÿ îäíó çàäà÷ó îäíîâðåìåííî äâóìÿ ñïîñîáà-

ìè.

ØÀÃ 1

Çàíåñåì äàííûå â òàáëèöó. Ïîëó÷èì

-1 2 -1 -1 cj

ciB BVar BVal x1 x2 x3 x4
BV al
air

-1 x3 2 -1 [1] 1 0 2
1
= 2

-1 x4 4 1 1 0 1 4
1
= 4

0 -2 -1 -1 zj

-1 4 0 0 △j

Àíàëîãè÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

f(x) = −x1 + 2x2 − x3 − x4 → max

x3 = 2 + x1 − x2

x4 = 4− x1 − x2

xi ≥ 0

(3.42)

èëè, åñëè â ïðàâîé ÷àñòè îñòàâèòü òîëüêî ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå

f(x) = −x1 + 2x2 − x3 − x4 → max

x3 − x1 + x2 = 2

x4 + x1 + x2 = 4

xi ≥ 0

(3.43)

Ñðàçó ïîäñòàâèì áàçèñíûå ïåðåìåííûå â öåëåâóþ ôóíêöèþ. Ïîëó÷èì

f(x) = −x1 + 4x2 − 6 → max

x3 − x1 + x2 = 2

x4 + x1 + x2 = 4

xi ≥ 0

(3.44)

Îïîðíîå ðåøåíèå - (0, 0, 2, 4). Ìîæíî óâåëè÷èòü ïåðåìåííóþ x2. Ïåðâîå óðàâíåíèå

ïîçâîëÿåò óâåëè÷èòü x2 äî 2/1, âòîðîå äî 4/1. Ïåðâîå áîëåå ñòðîãî îòíîñèòåëüíî x2,

ïîýòîìó èñïîëüçóåì åãî äëÿ ââåäåíèå x2 â áàçèñ.

ØÀÃ 2

-1 2 -1 -1 cj

ciB BVar BVal x1 x2 x3 x4
BV al
air

2 x2 2 -1 1 1 0 −−
-1 x4 2 [2] 0 -1 1 2

2
= 1

-4 2 3 -1 zj

3 0 -4 0 △j
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f(x) = 3x1 − 4x3 + 2 → max

x2 − x1 + x3 = 2

x4 + 2x1 − x3 = 2

xi ≥ 0

(3.45)

f(x) = 3x1 − 4x3 + 2 → max

x2 = 2 + x1 − x3

x4 = 2− 2x1 + x3

xi ≥ 0

(3.46)

Îïîðíîå ðåøåíèå - (0, 2, 0, 2). Óâåëè÷èì x1.

Îòìåòèì, êàê ìåíÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû aij â ñèìïëåêñ-òàáëèöå. Ïóñòü íà s-ñòðîêå

ìû âûáðàëè r-ïåðåìåííóþ xr äëÿ ââîäà â áàçèñ. asr íàçûâàåòñÿ â òàêîì ñëó÷àå ðàçðå-

øàþùèì ýëåìåíòîì. Òîãäà ýëåìåíòû s ñòðîêè â ñèñòåìå îãðàíè÷åíèé ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ

ïî ôîðìóëå

asj =
asj
asr

(3.47)

à âñå îñòàëüíûå aij

aij = aij − asjair = aij −
asj
asr

air (3.48)

Äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé ñóùåñòâóåò òàê æå ìíåìîíè÷åñêîå ïðàâèëî ïðÿìîóãîëüíèêà. Îíè

ìîãóò ïîêàçàòüñÿ çàïóòàííûìè, íî â ñóùíîñòè ýòî âñåãî ëèøü çàêîí òîãî, êàê èçìå-

íÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû óðàâíåíèé, åñëè â îäíîì èç ðàâåíñòâ âûðàçèòü îäíó

ïåðåìåííóþ ÷åðåç äðóãèå â ýòîì æå ðàâåíñòâå è ïîäñòàâèòü ýòó ïåðåìåííóþ âî âñå

îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû.

ØÀÃ 3

-1 2 -1 -1 cj

ciB BVar BVal x1 x2 x3 x4
BV al
air

2 x2 3 0 1 0.5 0.5 −−
-1 x1 1 1 0 -0.5 0.5 4

1
= 4

-1 2 1.5 0.5 zj

0 0 -2.5 -1.5 △j

f(x) = 5− 2.5x3 − 1.5x4 → max

x2 + 0.5x3 + 0.5x4 = 3

x1 + 0.5x4 − 0.5x3 = 1

xi ≥ 0

(3.49)

f(x) = 5− 2.5x3 − 1.5x4 → max

x2 = 3− 0.5x3 − 0.5x4

x1 = 1− 0.5x4 + 0.5x3

xi ≥ 0

(3.50)

Ïîëîæèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîì â öåëåâîé ôóíêöèè íå îñòàëîñü, ðàñòè äàëüøå

íåêóäà. Îïîðíîå ðåøåíèå - (1, 3, 0, 0). Ñëåäîâàòåëüíî, îòâåò - 5.
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Àíàëîãè÷íîå ðåøåíèå ýòîé æå çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ãðàôè÷åñêîãî ìåòîäà è òàáëè÷-

íîãî ñèìïëåêñ-ìåòîäà ìîæåòå ïîñìîòðåòü â êíèãå [1] íà ñòð. 327.

3.4 Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ (dual problem)

Â ýòîé êîðîòêîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìóþ äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó ëè-

íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ñëó÷àå ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ýòî ïî ñóòè òà æå

ñàìàÿ çàäà÷à, íî çàïèñàííàÿ ïî-äðóãîìó. Ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå.

Ïóñòü äàíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à

f(x) = x1 − x2 → max

−x1 + 2x2 ≤ 4

3x1 + 2x2 ≤ 14

xi ≥ 0

(3.51)

Îòâåò â äàííîé çàäà÷å: 42
3
. Ïðè æåëàíèè ìîæåòå ñàìîñòîÿòåëüíî ýòî ïðîâåðèòü.

Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì: à ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ñèñòåìû îãðàíè÷åíèè (3.51) ïî-

íÿòü, êàêèì ÷èñëîì îãðàíè÷åíà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ? Îêàçûâàåòñÿ, äà. Óìíîæèì ñèñòåìó

îãðàíè÷åíèé íà íåêîòîðûå ÷èñëà y1, y2, ïîëó÷èì

f(x) = x1 − x2 → max

y1(−x1 + 2x2) ≤ 4y1

y2(3x1 + 2x2) ≤ 14y2

xi ≥ 0

(3.52)

Äàëåå ñëîæèì îãðàíè÷åíèÿ ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâ (3.52) ñîîòâåòñòâåí-

íî, è ñãðóïïèðóåì îòíîñèòåëüíî x1, x2

x1(−y1 + 3y2) + x2(2y1 + 2y2) ≤ 4y1 + 14y2 (3.53)

Âûáåðåì y1, y2 òàê, ÷òîáû öåëåâàÿ ôóíêöèÿ áûëà ìåíüøå ëåâîé ÷àñòè âûøåïðè-

âåäåííîãî íåðàâåíñòâà (3.53), íî ïðè ýòîì òàê, ÷òîáû âûðàæåíèå 4y1 + 14y2 áûëî êàê

ìîæíî ìåíüøå, ÷òîáû íàëîæèòü íà çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè êàê ìîæíî áîëåå ñèëüíîå

îãðàíè÷åíèå

f(x) = x1 − x2 ≤ x1(−y1 + 3y2) + x2(2y1 + 2y2) ≤ 4y1 + 14y2 (3.54)

Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷èì çàäà÷ó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííîé ê (3.51)

f(x) = 4y1 + 14y2 → min

−y1 + 3y2 ≥ 1

2y1 + 2y2 ≥ −1

xi ≥ 0

(3.55)

Çàìå÷àíèÿ
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1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèâåñòè îñíîâíóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ïðè

ïîèñêå ìàêñèìóìà) ê åå äâîéñòâåííîé ôîðìå, íå îáÿçàòåëüíî, ÷òîáû â ñèñòåìå îãðàíè-

÷åíèé (3.51) âñå ëåâûå ÷àñòè áûëè íåñòðîãî ìåíüøå ïðàâûõ. Òî åñòü, íåò íåîáõîäèìîñòè,

÷òîáû âåçäå áûëî
n∑

j=1

aijxj ≤ bi, i = 1...m (3.56)

Äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â (3.56) ëåâûå ÷àñòè áûëè íå áîëüøå ïðàâûõ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

äîïóñòèìû òàê æå çíàêè ðàâåíñòâà =. Ãëàâíîå, ÷òîáû íå áûëî îòíîøåíèé ≥ ìåæäó

ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòüþ îãðàíè÷åíèé (3.56) â çàäà÷å ïîèñêà ìàêñèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè,

èíà÷å óæå íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü âûïîëíåíèå óñëîâèé (3.54) è (3.53).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ó íàñ èìåþòñÿ, íàïðèìåð, ñèñòåìà óñëîâèé x1 ≤ 3, x2 ≤ 4, òî

ìû ìîæåì áûòü óâåðåíû, ÷òî x1 + x2 ≤ 7. Íî â ñëó÷àå, åñëè x1 ≥ 3, x2 ≤ 4, òî îáåùàòü,

÷òî x1+x2 ≤ 7 óæå íåëüçÿ, ò.ê x1 ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøå 3, ìîæåò áûòü î÷åíü

áîëüøèì ÷èñëîì, à ïðî x2 ìàëî ÷òî èçâåñòíî.

2. Âûøåïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ïîäõîäÿò äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çàäà÷ íà ïîèñê

ìàêñèìóìà ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (3.56). Ðàññóæ-

äåíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê äâîéñòâåííîé çàäà÷å áûëè ïðèâåäåíû áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

äëÿ íàãëÿäíîñòè è ïðîñòîòû.

Òåïåðü ðåøèì çàäà÷ó (3.55). Ïîñëå ôîðìóëèðîâêè èñõîäíîé çàäà÷è â äâîéñòâåííîé

ôîðìå äàëåå àëãîðèòì ðåøåíèÿ òàêîé æå, êàê è ðåøåíèÿ îñíîâíîé çàäà÷è ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äëÿ íà÷àëà ïðèâåäåì çàäà÷ó ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå. Âû÷òåì èç

ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (3.55) ïåðåìåííóþ y3 è óìíîæèì íà (-1). Óìíîæèì âòîðîå

íåðàâåíñòâî íà (-1) è ïðèáàâèì ïåðåìåííóþ y4. Ïîëó÷èì ñèñòåìó

f(x) = 4y1 + 14y2 → min

y1 − 3y2 + y3 = −1

−2y1 − 2y2 + y4 = 1

xi ≥ 0

(3.57)

Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà -1, è äîáàâèì ôèêòèâíóþ ïåðåìåííóþ y5

f(x) = 4y1 + 14y2 +My5 → min

−y1 + 3y2 − y3 + y5 = 1

−2y1 − 2y2 + y4 = 1

xi ≥ 0

(3.58)

Âûðàçèì êàê áàçèñíûå ïåðåìåííûå y4, y5 è ïîäñòàâèì ïåðåìåííóþ y5 â áàçèñ. Ïî-

ëó÷èì

f(x) = 4y1 + 14y2 +M(1 + y1 − 3y2 + y3) =

= M + y1(4 +M) + y2(14− 3M) + y3M → min

y5 = 1 + y1 − 3y2 + y3

y4 = 1 + 2y1 + 2y2

xi ≥ 0

(3.59)
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Áàçèñíîå ðåøåíèå - (0,0,0,1,1). Êîýôôèöèåíò ïðè y2 îòðèöàòåëüíûé (ò.ê Ì - ýòî

î÷åíü áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî). Âûðàçèì y2 êàê áàçèñíóþ ïåðåìåííóþ. Ïîëó÷èì

öåëåâóþ ôóíêöèþ è ñèñòåìó â âèäå

f(x) = 14/3 + 18y1 + y5(M − 14/3) + 14/3y3

y2 = 1/3 + 1/3y1 − 1/3y5 + 1/3y3

y4 = 5/3 + 8/3y1 + 2/3y3 − 2/3y5

xi ≥ 0

(3.60)

Áàçèñíîå ðåøåíèå - (0,1/3,0,5/3,0). Â öåëåâîé ôóíêöèè áîëüøå íåò îòðèöàòåëüíûõ

ïåðåìåííûõ, ôèêòèâíàÿ ïåðåìåííàÿ îáíóëèëàñü, çíà÷èò, ìû ïîëó÷èëè îòâåò. Ïîäñòàâ-

ëÿÿ áàçèñíîå ðåøåíèå â èñõîäíóþ öåëåâóþ ôóíêöèþ (3.55) ïîëó÷àåì, ÷òî îòâåò, âíå-

çàïíî, òî æå 42
3
. Íà ñàìîì äåëå ýòî çàêîíîìåðíî, ïîñêîëüêó, êàê ÿ óæå ïîä÷åðêèâàë

ðàííåå, äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ - ýòî ïî ñóòè òà æå çàäà÷à,

ïåðåïèñàííàÿ ïî äðóãîìó, à çíà÷èò îòâåò äîëæåí áûòü òîò æå. Âîçìîæí, ó âàñ âîçíèê

âîïðîñ: Çà÷åì âñå ýòî íóæíî áûëî, íå ïðîùå áûëî áû ñðàçó ðåøèòü çàäà÷ó íà ïîèñê

ìàêñèìóìà? Âîçìîæíî è ïðîùå. Íî â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çà-

äà÷è ìîæåò áûòü ïðîùå, ïîýòîìó ïîðîé çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðåøàþò

ñ åå ïîìîùüþ.

Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî òàê æå ñäåëàòü äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó äëÿ ïåðåõîäà îò çàäà÷è

íà ìèíèìóì ê çàäà÷å íà ìàêñèìóì, ýòî ðàáîòàåò è â îáðàòíóþ ñòîðîíó.

Ïîëåçíûå ññûëêè:

� Ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâíî ñ ïîìîùüþ ëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé êàê àíàëîãà ñèìïëåêñ-òàáëèöû äëÿ ïðîñòîãî óðàâíåíèÿ: https:

//geekrodion.medium.com/linear-programming-simplex-method-bc586b9aec10

� Ïðèìåð ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: https://

geekrodion.medium.com/dual-simplex-method-b88250ecded1

� Êàëüêóëÿòîð îíëàéí äëÿ ñèìïëåêñ òàáëèö. Âûâîäèò ïîäðîáíûå ðåøåíèÿ â âèäå

ñèìïëåêñ-òàáëèö ëèáî óðàâíåíèé íà âûáîð https://math.semestr.ru/simplex/

simplex.php
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