         1. Интерполирование функций сплайнами.

Интерполирование функции алгебраическим многочленом на всем отрезке 
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 с использованием большого числа узлов интерполяции, если узлы не заданы специальным образом (например, как корни соответствующего полинома Чебышева),  часто приводит к плохому приближению. Это объясняется сильным накоплением погрешностей в процессе вычислений. Кроме того, увеличение числа узлов не обязано приводить к повышению точности, если функция не является достаточно гладкой (т.е. имеет недостаточное число производных на отрезке 
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). Для того чтобы избежать больших погрешностей, весь отрезок 
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 разбивают на частичные отрезки и на каждом из частичных отрезков приближенно заменяют функцию многочленом невысокой степени (так называемая кусочно-полиномиальная интерполяция).
Одним из способов интерполирования на всем отрезке является интерполирование с помощью сплайн-функций. Сплайн-функцией или сплайном называют кусочно-полиномиальную функцию, определенную на отрезке 
[image: image4.wmf][
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 и имеющую на этом отрезке некоторое число непрерывных производных. Слово «сплайн» (английское spline) означает гибкую линейку, используемую для проведения гладких кривых через заданные точки плоскости (см. рис., который изображает практический способ построения естественного кубического интерполяционного сплайна).
[image: image5.emf]
Различают три типа сплайнов:
1) Лагранжевы сплайны (сплайн определяется только значениями функции в отдельных точках).
2) Эрмитовы сплайны (наряду значениями функции, используются также производные функции на каждом отрезке разбиения 
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)
3) Естественные сплайны (сплайн определяется значениями функции и, возможно, значениями ее производных в концевых точках отрезка 
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). 
Рассмотрим каждый тип в отдельности.
2. Лагранжевы сплайны
Разобьем отрезок [image: image8.emf]
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 на 
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 частей точками 
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. Введем обозначения. 
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 для отрезков разбиения, 
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 для их длин, 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image16.wmf]h

 для максимальной длины подотрезков. 

Определение 1. Для целого 
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 и разбиения 
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 пространством лагранжевых сплайнов называется множество функций
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Здесь 
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 означает множество всех алгебраических полиномов степени не выше 
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Определение 2. Для непрерывной функции 
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 и множества 
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 интерполяционным лагранжевым сплайном (или просто лагранжевым сплайном) степени 
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 называется функция 
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, удовлетворяющая условиям интерполяции
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На каждом отрезке 
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 полином 
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 удовлетворяет условиям интерполяции 
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т.е. является интерполяционным полиномом и можно воспользоваться, например, формулой Лагранжа для его записи:
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2.1. Оценка погрешности. Ясно, что максимальная погрешность приближения
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достигается в некоторой точке 
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, скажем, 
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- го отрезка (почему?), т.е. 
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. Пользуясь остаточным членом интерполяции, будем иметь:
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где 
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 Так как 
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        (1)
Из этой оценки следует, что малой погрешности можно добиться при малом 
[image: image40.wmf]m

 (для фунций небольшой гладкости), если величина 
[image: image41.wmf]h

 выбрана достаточно малой. 
3. Эрмитовы сплайны. Лагранжевы сплайны всего лишь непрерывны на всем отрезке 
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. Эрмитов сплайн можно определить любой гладкости. Например, если необходимо построить сплайн степени 
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, имеющий 
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 непрерывных производных на всем отрезке 
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, то на каждом отрезке 
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 в концевых точках 
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 достаточно вычислить (задать) кроме значения функции также его производные 
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. Кроме того, необходимо также задать (вычислить) значения функции (или его производные) в некоторых внутренних точках 
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, общим числом 
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 Таким образом мы получим таблицу значений функции и его производных общим числом 
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 По этой таблице на отрезке 
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 мы можем определить интерполяционный полином Эрмита 
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 степени 
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. В результате таких построений на каждом 
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, в целом на 
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 мы получим сплайн, имеющий, в общем случае, в точности 
[image: image57.wmf]t

 непрерывных производных (почему). Рассуждая, как и выше, для погрешности приближения таким сплайном выводится оценка (1).
4. Естественные сплайны 
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 определяются как функции:
1) являющимися полиномами степени не выше m на каждом отрезке 
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 и эта степень равна m хотя бы на одном из отрезков;

2) 
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Если дополнительно выполнено условие 

3) 
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то такой сплайн называется интерполяционным для функции  f (x).
Построение такого сплайна рассмотрим в случае 
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     Решая эту систему уравнений, получаем вектор параметров 
[image: image70.wmf]y

сплайна, и по формуле (1.45) можем вычислить значения сплайна. Справедлива теорема (доказательство в файле для самостоятельной работы).
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