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= (A(u+ t (η − u)), η − u) ,

следовательно,
1∫
0

(A(t η), η) dt−
1∫
0

(A(t u), u) dt = F (η)− F (u) =

= φ(1)− φ(0) =
1∫
0

φ′(t) dt =
1∫
0

(A(u+ t (η − u)), η − u) dt.

Обратно, пусть выполнено соотношение (9.3). Докажем, что в этом
случае функционал F : V → R1, определенный по формуле (9.4), явля-
ется дифференцируемым по Гато, и его потенциалом является оператор
A. Имеем:

lim
s→0

F (u+ s η)− F (u)

s
=

= lim
s→0

1

s

 1∫
0

(A(t(u+ s η)), u+ s η) dt−
1∫
0

(A(t u), u) dt

 =

= lim
s→0

1

s

1∫
0

(A(u+ t s η)), s η) dt = lim
s→0

1∫
0

(A(u+ t s η)), η) dt,

откуда в силу интегральной теоремы о среднем и радиальной непрерыв-
ности оператора A для некоторого t0 ∈ [0, 1] получаем, что

lim
s→0

F (u+ s η)− F (u)

s
= lim

s→0
(A(u+ t0 s η)), η) = (Au, η) ∀ η ∈ V,

т.е. A является градиентом функционала F .
Отметим, что теорема 9.2 – это критерий потенциальности радиально

непрерывных операторов.

10 Задачи на минимум функционала. Теоремы су-
ществования и эквивалентность вариационным
неравенствам.

Пусть F : V → R1, M – подмножество V . Рассматривается задача
отыскания элемента u ∈M , такого, что

F (u) = inf
η∈M

F (η). (10.1)

Справедлива
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Теорема 10.1 ( Первая обобщенная теорема Вейерштрасса).
Пусть M – непустое ограниченное слабо замкнутое подмножество
V , F : V → R1 – собственный слабо полунепрерывный снизу на V функ-
ционал. Тогда существует по крайней мере одно решение задачи (10.1).

Доказательство. Докажем сначала, что функционал F ограничен
снизу на M . Допустим противное. Тогда найдется последовательность
{un}+∞

n=1 ⊂ M , такая, что F (un) < −n. Поскольку множество M ограни-
чено, то согласно теореме 4.4 найдется подпоследовательность {unk

}+∞
n=k ,

сходящаяся слабо к некоторому элементу u0 в V при k → +∞. Так как
M слабо замкнуто, то u0 ∈ M . В силу слабой полунепрерывности снизу
функционала F

F (u0) ≤ lim inf
k→+∞

F (unk
) = −∞,

что невозможно, ибо F – собственный функционал. Полученное противо-
речие означает, что F ограничен снизу на M . Обозначим через d точную
нижнюю грань F на M :

inf
η∈M

F (η) = d ≤ F (w) ∀w ∈M. (10.2)

Из определения точной нижней грани вытекает существование мини-
мизирующей последовательности, т.е. последовательности {un}+∞

n=1 ⊂ M
такой, что

d = lim
n→+∞

F (un).

Так как M ограничено и слабо замкнуто, то найдется подпоследователь-
ность {unk

}+∞
n=k, сходящаяся слабо к некоторому элементу u0 ∈ M в V

при k → +∞. Для этой подпоследовательности сохраняется равенство

d = lim
k→+∞

F (unk
).

С другой стороны, в силу слабой полунепрерывности снизу функцио-
нала F

F (u0) ≤ lim inf
k→+∞

F (unk
) = lim

k→+∞
F (unk

) = d.

Отсюда и из неравенства (10.2) с w = u0 следует, что F (u0) = d.

Теорема 10.2 ( Вторая обобщенная теорема Вейерштрасса).
Пусть непустое множество M ⊂ V слабо замкнуто, F : V → R1 –
собственный, коэрцитивный, слабо полунепрерывный снизу на V функ-
ционал. Тогда существует по крайней мере одно решение задачи (10.1).
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Доказательство. Пусть u∗ ∈ M – произвольный фиксированный
элемент. Без ограничения общности можно считать, что F (u∗) < +∞.
Поскольку F – коэрцитивный функционал, то в силу определения (5.12)
существует число R > 0, такое, что

F (u) ≥ F (u∗) при ∥u∥ ≥ R. (10.3)

Как следует из теоремы 4.5, ограниченное множество

MR∗ = {u ∈M : ∥u∥ ≤ R∗} , R∗ = max {∥u∗ ∥, R} ,

является слабо замкнутым. При этом u∗ ∈ MR∗. Но тогда согласно тео-
реме 10.1 функционал F достигает на MR∗ своей точной нижней грани в
некоторой точке u0 ∈ MR∗ ⊂ M . Из неравенства (10.3) следует, что в u0
достигается точная нижняя грань F на всем M , поскольку

F (u) ≥ F (u0) ∀u ∈M, ∥u∥ ≤ R∗,

F (u) ≥ F (u∗) ≥ F (u0) ∀u ∈M, ∥u∥ ≥ R∗ ≥ R.

Имеет место следующее достаточное условие единственности решения
задачи (10.1).

Теорема 10.3. Пусть F : V → R1 – строго выпуклый функционал,
множество M ⊂ V является выпуклым. Тогда задача (10.1) не может
иметь более одного решения.

Доказательство. Пусть u1, u2 ∈M – решения задачи (10.1):

d = inf
η∈M

F (η) = F (u1) = F (u2).

Имеем, что (u1 + u2)/2 ∈M , следовательно,

d ≤ F

(
u1 + u2

2

)
<
F (u1) + F (u2)

2
= d.

Полученное противоречие показывает, что u1 = u2.
Приведем теперь ряд результатов об эквивалентности задачи об

отыскании минимума функционала и вариационных неравенств.

Теорема 10.4. Пусть множество M ⊂ V является выпуклым,
F = F1 + F2, F1, F2 : V → R1 – выпуклые функционалы, F1 диффе-
ренцируем по Гато. Тогда задача (10.1) эквивалентна вариационному
неравенству

u ∈M : (F ′
1(u), η − u) + F2(η)− F2(u) ≥ 0 ∀ η ∈M. (10.4)
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Доказательство. Пусть u ∈ M – решение задачи (10.1). Тогда для
произвольных η ∈ M , λ ∈ ( 0, 1 ) в силу выпуклости M имеем, что
λ η + (1− λ)u ∈M , следовательно,

F (u) ≤ F (λ η + (1− λ)u) ∀ η ∈M,

откуда, используя выпуклость F2, получаем

F1(u) + F2(u) ≤

≤ F1(λ η + (1− λ)u) + F2(u) + λ [F2(η)− F2(u)] ∀ η ∈M,

или
1

λ
[F1(λ η + (1− λ)u)− F1(u) ] + F2(η)− F2(u) ≥ 0 ∀ η ∈M.

Устремляя λ к нулю, получим, что u – решение задачи (10.4).
Пусть, наоборот, u ∈M – решение задачи (10.4). Докажем, что u – ре-

шение задачи (10.1). Действительно, поскольку функционал F1 является
выпуклым, то в силу леммы 9.2

F1(η)− F1(u) ≥ (F ′
1(u), η − u) ∀ η ∈M,

откуда согласно (10.4)

F1(η)− F1(u) + F2(η)− F2(u) ≥ 0 ∀ η ∈M,

т.е. u – решение задачи (10.1).

Теорема 10.5. Пусть множество M ⊂ V является выпуклым,
F = F1 + F2, F1, F2 : V → R1 – выпуклые функционалы, F1 дифференци-
руем по Гато, причем F ′

1 : V → V ∗ – радиально непрерывный оператор.
Тогда задача (10.4) эквивалентна вариационному неравенству

(F ′
1(η), η − u) + F2(η)− F2(u) ≥ 0 ∀ η ∈M. (10.5)

Доказательство. Пусть u ∈ M – решение задачи (10.4). Поскольку
F1 – выпуклый функционал, то в силу леммы 9.3 оператор F ′

1 является
монотонным, следовательно,

(F ′
1(η), η − u) + F2(η)− F2(u) ≥

≥ (F ′
1(u), η − u) + F2(η)− F2(u) ≥ 0 ∀ η ∈M,
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т.е. u – решение задачи (10.5).
Обратно, предположим, что u ∈ M – решение задачи (10.5). Пусть w

– произвольный элемент из M . Поскольку M – выпуклое множество, то
η = (1 − λ)u + λw = u + λ (w − u) ∈ M , λ ∈ (0, 1). При этом из (10.5)
имеем, что

λ (F ′
1(u+ λ (w − u)), w − u) + F2((1− λ)u+ λw)− F2(u) ≥ 0,

откуда вследствие выпуклости F2

λ (F ′
1(u+ λ (w − u)), w − u) + λ [F2(w)− F2(u)] ≥ 0 ∀w ∈M.

Так как F ′
1 – радиально непрерывный оператор, то разделив последнее

неравенство на λ и устремив λ к нулю, получим, что u – решение задачи
(10.4).

Следствие 10.1. Пусть множество M ⊂ V является выпуклым,
F = F1 + F2, F1, F2 : V → R1 – выпуклые функционалы, F1 дифференци-
руем по Гато, причем F ′

1 : V → V – радиально непрерывный оператор.
Тогда задачи (10.1), (10.4), (10.5) эквивалентны.

Доказательство. Требуемое утверждение является непосредствен-
ным следствием из теорем 10.4 и 10.5.

Замечание 10.1. Как это следует из доказательства теоре-
мы 10.5, то, что решение задачи (10.4) является и решением вариаци-
онного неравенства (10.5) устанавливается без предположения о ради-
альной непрерывности оператора F ′

1.

11 Отделимость выпуклых множеств.

Определение 11.1. Пусть M и N – подмножества V . Говорят,
что линейный функционал F : V → R1 разделяет множества M и N ,
если существует такое число c, что

F (u) ≥ c ≥ F (η) ∀u ∈M, ∀ η ∈ N.

Говорят, что линейный функционал F : V → R1 строго разделяет
множества M и N , если существует такое число c, что

F (u) > c > F (η) ∀u ∈M, ∀ η ∈ N,


