
где

α0 =
1

2π

2π∫
0

f(ψ)dψ, αk =
1

2π

2π∫
0

f(ψ) cos(kψ)dψ, βk =
1

2π

2π∫
0

f(ψ) sin(kψ)dψ.

Подставляя (4.58) в граничное условие (4.41), получим

u(a, φ) =
∞∑
k=0

[
akAk cos(k φ) + akBk sin(k φ)

]
= f(φ), 0 6 φ 6 2π, (4.63)

откуда с учетом (4.62) имеем

A0 = α0, a
k Ak = αk, a

kBk = βk.

Таким образом, получаем решение внутренней задачи Дирихле в виде

u(r, φ) =
∞∑
k=0

( r
a

)k [
αk cos(k φ) + βk sin(k φ)

]
. (4.64)

Для определенности считаем, что β0 = 0.
Совершенно аналогично убеждаемся в том, что решение внешней задачи

Дирихле имеет вид

u(r, φ) =
∞∑
k=0

( a
r

)k [
αk cos(k φ) + βk sin(k φ)

]
. (4.65)

4.8 Обоснование решений внутренней и внешней задач
Дирихле для круга.

Проведем обоснование полученных решений внутренней и внешней за-
дач Дирихле для круга, причем рассмотрим подробно ряд (4.64).

Всюду в дальнейшем предполагаем, что функция f , входящая в гранич-
ное условие (4.41), непрерывна.

Прежде всего, покажем, что в замкнутом круге r 6 r0 < a, где r0 – любое
фиксированное число, равномерно сходятся ряды

∞∑
k=0

uk,
∞∑
k=0

(uk)r,
∞∑
k=0

(uk)rr,
∞∑
k=0

(uk)φ,
∞∑
k=0

(uk)φφ, (4.66)
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где

uk =
( r
a

)k [
αk cos(k φ) + βk sin(k φ)

]
. (4.67)

Поскольку функция f , непрерывна, то для ее коэффициентов Фурье име-
ют место оценки

|αk| 6 A = const, |βk| 6 A, k = 0, 1, . . . , (4.68)

Учитывая (4.68) и неравенства cos(k φ) 6 1, sin(k φ) 6 1, получаем, что
ряды (4.66) мажорируются, соответственно, рядами

2A
∞∑
k=0

( r
a

)k

,
2A

a

∞∑
k=0

k
( r
a

)k−1

,
2A

a2

∞∑
k=0

k(k − 1)
( r
a

)k−2

,

2A
∞∑
k=0

k
( r
a

)k

, 2A
∞∑
k=0

k2
( r
a

)k

.

Сходимость этих рядов при r 6 r0 < a следует из признака Даламбера2) в
предельной форме.

Действительно, обозначая q = r0/a < 1, получаем, что для всех рядов
|ak+1/ak| → q при k → ∞.

Из доказанной равномерной сходимости рядов (4.66) вытекает, что ряд
(4.64) имеет непрерывные производные первого и второго порядков по r и
φ и удовлетворяет уравнению (4.44), т.е. является гармонической функцией
при r < a.

Остается установить равномерную сходимость, а следовательно, и непре-
рывность ряда (4.64) на замкнутом множестве r 6 a. Поскольку ранее рас-

смотренный мажорирующий ряд 2A
∞∑
k=0

( r
a

)k

на этом множестве расходит-

2) Признак д’Аламбера (или признак Даламбера) – признак сходимости числовых рядов, уста-

новлен Жаном д’Аламбером в 1768 г. Если для числового ряда
∞∑
k=0

ak существует такое число

q ∈ (0, 1), что, начиная с некоторого номера, выполняется неравенство

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ 6 q, то данный ряд

абсолютно сходится; если же, начиная с некоторого номера

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ ≥ 1, то ряд расходится. Ес-

ли же, начиная с некоторого номера,

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ < 1, при этом не существует такого q, 0 < q < 1, что∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ 6 q для всех k , начиная с некоторого номера, то в этом случае ряд может как сходиться,

так и расходиться. Признак сходимости д’Аламбера в предельной форме. Если существует предел

ρ = lim
k→∞

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ , то рассматриваемый ряд абсолютно сходится для ρ < 1, а для ρ > 1 – расходится.
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ся (при r = a), то им вомпользоваться теперь нельзя. Вместо него рассмот-
рим следующий мажорирующий ряд

|α0|+
∞∑
k=1

( |αk|+ |βk| ) . (4.69)

Предположим теперь, что функция f имеет непрерывные (а значит, 2π-
периодические) вторые производные. Тогда для k = 1, 2, . . . с учетом ра-
венств f(0) = f(2π), f ′(0) = f ′(2π) имеем

αk =
1

2π

2π∫
0

f(ψ) cos(kψ)dψ =
1

2πk

[
f(ψ) sin(kψ)

∣∣∣∣2π
0

−
2π∫
0

f ′(ψ) sin(kψ)dψ

]
=

=
1

2πk2

[
− f ′(ψ) cos(kψ)

∣∣∣∣2π
0

+

2π∫
0

f ′′(ψ) cos(kψ)dψ

]
=

1

2πk2

2π∫
0

f ′′(ψ) cos(kψ)dψ,

поэтому |αk| 6 A1/k
2, A1 = const. Аналогично доказывается, что |βk| 6

A1/k
2. Тогда с учетом равенства

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6

получаем сходимость ряда (4.69), а значит, и равномерную сходимость ряда
(4.64) в замкнутом круге r 6 a. Указанное предположение относительно
функции f является достаточным для ее разложимости в ряд Фурье (4.62),
а значит, и для выполнения граничного условия (4.45).

Итак, мы доказали следующий результат

Лемма 4.8.1 1) Ряд (4.64) является гармонической функцией в от-
крытом круге r < a, если f – непрерывная функция.

2) Ряд (4.64) является функцией, непрерывной в замкнутом круге
r 6 a, если функция f имеет непрерывную вторую производную. При

этом u
∣∣∣
Γa

= f(φ).

Совершенно аналогичное предположение может быть доказано для ре-
шениея (4.65) внешней задачи Дирихле.
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