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1 Тензоры

1.1 Определение

В теоретической физике используют различные типы систем функций

многих переменных. Примером широко используемого вида системы функ-

ций является тензор. Физика имеет дело с физическими величинами, которые

не зависят от выбора системы координат. Эти величины могут быть представ-

лены тензорами. Тензоры являются обобщением ряда геометрических объек-

тов. Как математический объект тензор существует независимо от системы

координат. Однако в любой системе координат тензор можно задать системой

функций (компоненты тензора). Естественно, что компоненты будут менять-

ся и существовать при переходе к другой системе координат. Здесь мы будем

определять тензор по трансформационному признаку, то есть по типу закона

преобразования функций системы при переходе к другим координатам.

Тензорные уравнения, верные в одной системе координат, верны и в лю-

бой другой. Такая инвариантность тензорных уравнений является основным

мотивом тензорного представления физических законов.

Тензоры будем рассматривать в n-мерном пространстве, где каждой

точке взаимно однозначно соответствуют координаты x ={x1, x2, ..., xn} в

заданной координатной системе.

Определение. Вещественная функция ϕ(x) называется скаляром, если

её значение в фиксированной точке не меняется при преобразовании коорди-

нат:

ϕ′(x′) = ϕ(x(x′)) , (1)

где x′ — новые координаты, x =x(x′) ={x1(x′), x2(x′), ..., xn(x′)} — старые

координаты, выраженные через новые.

Скаляр является однокомпонентным тензором. Другое название скаля-

ра – инвариант.

Рассмотрим следующий объект — вектор.
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Определение. Упорядоченная система

Am(x) = {A1(x), A2(x), ..., An(x)}

из n вещественных функций называется ковариантным вектором, если при

преобразовании координат x = x(x′) компоненты вектора преобразуются по

закону

A′m(x′) =
∂xk

∂x′m
Ak(x(x′)) . (2)

В правой части равенства (2) мы видим, что нижний и верхний индексы

совпадают. Там подразумевается суммирование. Это называется правилом

суммирования Эйнштейна:

∂xk

∂x′m
Ak(x(x′)) ≡

n∑
k=1

∂xk

∂x′m
Ak(x(x′)) =

=
∂x1

∂x′m
A1(x(x′)) +

∂x2

∂x′m
A2(x(x′)) + ...+

∂xn

∂x′m
An(x(x′)) .

Определение. Упорядоченная система

Bm(x) = {B1(x), B2(x), ..., Bn(x)}

из n вещественных функций называется контравариантным вектором, если

при преобразовании координат x = x(x′) компоненты вектора преобразуются

по закону

B′m(x′) =
∂x′m

∂xk
Bk(x(x′)) . (3)

Ковариантный вектор есть тензор с одним нижним индексом (ковари-

антный индекс), а контравариантный вектор — тензор с одним верхним ин-

дексом (контравариантный индекс).

Дадим общее определение тензора.

Определение. Контравариантным r раз и ковариантным u раз тен-

зором T j1j2...jri1i2...iu
называется упорядоченная совокупность nr+u функций, кото-

рая при преобразовании координат x = x(x′) преобразуется по закону

T ′ j1j2...jri1i2...iu
(x′) =

(
∂x′j1

∂xk1
· ∂x

′j2

∂xk2
· . . . · ∂x

′jr

∂xkr

)
×
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×
(
∂xm1

∂x′i1
· ∂x

m2

∂x′i2
· . . . · ∂x

mu

∂x′iu

)
· T k1k2...krm1m2...mu

(x(x′)) . (4)

Определение. Сумма чисел ковариантных и контравариантных ин-

дексов r + u называется рангом тензора. Также говорят задан тензор ранга

(u, r).

Следовательно, скаляр квалифицируется как тензор нулевого ранга, а

векторы есть тензоры первого ранга.

Из равенства (4) следует, что если все компоненты тензора равны нулю

в какой-то системе координат в некоторой точке, то все его компоненты равны

нулю в этой точке в любой системе координат.

Какую бы систему координат и какой бы объект мы ни взяли, суще-

ствует тензор, компоненты которого в данной системе координат совпадают

с компонентами выбранного нами объекта. Это свойство тензоров называется

произвольностью.

1.2 Алгебраические операции над тензорами

Существуют операции с тензорами, которые в результате дают снова

тензоры. Здесь мы рассмотрим некоторые такие операции, а именно: сложе-

ние, умножение тензоров и свёртывание, перестановка тензорных индексов.

Предполагается, что все тензоры в этих операциях рассматриваются в одной

и той же точке пространства, иначе результат не будет тензором.

Определение. Рассмотрим в одной и той же точке два тензора

T k1k2...krm1m2...mu
(x) и Qk1k2...kr

m1m2...mu
(x) c одинаковыми рангами. Суммой этих тензоров

называется тензор Sk1k2...krm1m2...mu
(x), компоненты которого определяются сложе-

нием соответствующих компонент тензоров:

Sk1k2...krm1m2...mu
(x) = T k1k2...krm1m2...mu

(x) +Qk1k2...kr
m1m2...mu

(x) .

Определение. Произведением тензора T k1k2...krm1m2...mu
(x) ранга (u, r) на

тензор Qj1j2...jn
i1i2...il

(x) ранга (l, n) называется тензор F k1k2...krj1j2...jn
m1m2...mui1i2...il

(x) ранга
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(u + l, r + n), компоненты которого в каждой локальной системе координат

получаются перемножением соответствующих компонент сомножителей:

F k1k2...krj1j2...jn
m1m2...mui1i2...il

(x) = T k1k2...krm1m2...mu
(x)Qj1j2...jn

i1i2...il
(x) .

Если взять тензоры в произведении в разных точках, то результат не будет

тензором.

Операция перестановки одноимённых (ковариантных или контравари-

антных) индексов тензора порождает новые тензоры. Ковариантный или кон-

травариантный тензор ранга n перестановкой индексов может дать макси-

мально n!−1 новых тензоров. Например, для тензора Aijk их будет 3!−1 = 5 :

A
(1)
ijk = Ajik , A

(2)
ijk = Aikj , A

(3)
ijk = Akji , A

(4)
ijk = Akij , A

(5)
ijk = Ajki .

Определение. Тензор называется симметричным по двум или более

одноименным индексам, если он не меняется при операции перестановки этих

индексов.

Определение. Тензор называется антисимметричным по двум или

более одноимённым индексам, если при нечетных перестановках этих индек-

сов тензор меняет знак.

Тензоры A
(1)
ijk, A

(2)
ijk, A

(3)
ijk получены нечетными перестановками индексов

у тензора Aijk, тензоры A
(4)
ijk, A

(5)
ijk, A

(6)
ijk — чётными.

На основе перестановки индексов определены операции симметрирова-

ния и альтернирования.

Операция симметрирования по n выбранным одноимённым индексам

производится так. Из первоначального тензора всевозможными перестанов-

ками указанных n индексов получают n! тензоров. Из этих тензоров состав-

ляется среднее арифметическое. Получается тензор, симметричный относи-

тельно любой перестановки n выбранных индексов.

Для операции альтернирования прежде чем брать среднее арифмети-

ческое, надо изменить знаки на противоположные у тензоров, полученных
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нечётными перестановками. Получается тензор, антисимметричный относи-

тельно перестановки любых двух индексов, по которым производится альтер-

нирование.

Рассмотрим для примера тензор Aijmk. Будем симметрировать по ин-

дексам i и k. Такие индексы помещают в круглые скобки, а другие безучаст-

ные индексы, попавшие внутрь скобок, выделяются вертикальными чёрточ-

ками:

A(i|jm|k) =
1

2!
(Aijmk + Akjmi) .

При альтернировании участвующие индексы помещаются в квадратные скоб-

ки:

A[i|jm|k] =
1

2!
(Aijmk − Akjmi) .

Операция свёртки индексов определена для тензоров, у которых есть

хотя бы по одному ковариантному и контравариантному индексу. Если при-

менить эту операцию к тензору ранга (u, r), то получится тензор ранга

(u− 1, r− 1). Для примера рассмотрим свёртку индексов α и β тензора Bαjk
lβn .

Результат обозначают той же буквой:

B jk
l n =

n∑
i=1

Bijk
lin ≡ Bijk

lin .

Помимо алгебраических есть и другие типы операций над тензорами,

например, дифференцирование. Но дифференцирование изначально содер-

жит разность функции в разных точках. Для тензоров это критично — ре-

зультат не будет тензорным. Возникает необходимость модификации, что

приводит к понятию ковариантной производной. Для введения этой опера-

ции необходимо ознакомиться с понятием метрического тензора и других

геометрических объектов.
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1.3 Метрический тензор

Рассмотрим симметричный ковариантный тензор второго ранга gαβ.

Сопоставим ему контравариантный тензор gαβ такой, что

gαβ g
βµ = δµα ≡

{
0, µ 6= α,

1, µ = α,
(5)

где δµα — так называемый символ Кронекера, который является тензором.

Другими словами, компоненты тензора gαβ образуют матрицу, обратную мат-

рице, составленной из компонент тензора gαβ.

Определение. Тензор gαβ называется метрическим, если квадрат рас-

стояния (интервала) ds2 между двумя бесконечно близкими точками равен

ds2 = gαβdx
αdxβ. (6)

Определение. Если в каждой точке n-мерного пространства задан

метрический тензор, то это пространство называется n-мерным римановым

пространством.

Метрический тензор определяется геометрией n-мерного пространства.

Его компоненты могут быть найдены однозначно в любой системе координат,

если задан квадрат интервала (6).

В любой фиксированной точке пространства квадрат интервала (6) есть

квадратичная форма от дифференциалов dxα. Теория квадратичных форм

хорошо разработана.

В любой заданной точке неособенным преобразованием координат мет-

рический тензор может быть приведен к диагональному виду:

gαβ = diag(+1,+1, . . .︸ ︷︷ ︸
p

,−1,−1, . . .︸ ︷︷ ︸
n−p

) . (7)

Распределение знаков диагональных компонент метрического тензора в каж-

дой точке называется его сигнатурой. Если n− p 6= 0, то пространство при-

нято называть псевдоримановым.
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Компоненты gαβ и gαβ метрического тензора используют для поднятия

и опускания индексов произвольных тензоров. Например,

Aα = gαβAβ, Aα = gαβA
β . (8)

Скалярное произведение (AB) двух произвольных векторов Aµ и Bµ

определяется по формуле

(AB) = gµνA
µBν = gµνAµBν = AµBν = AµB

ν. (9)

Квадрат любого вектора Am равен

A2 ≡ AmA
m = gmkAmAk = gmkA

mAk. (10)

Квадрат интервала ds2 есть квадрат вектора dxα. В псевдоримановом про-

странстве квадрат вектора может принимать положительное, отрицательное

или нулевое значение. В случае A2 > 0 вектор A называется времениподоб-

ным, при A2 < 0 — пространственноподобным, а для A2 = 0 — изотропным

(светоподобным).

1.4 Ковариантное дифференцирование

Частные производные любой скалярной функции f(xµ) по коорди-

натам,
∂f

∂xµ
≡ ∂µf , образуют ковариантный вектор. Частные производные

компонент тензора в общем случае не образуют тензора в силу нелинейного

характера координатных преобразований. Для избежания нетензорных выра-

жений и для тензорной записи физических законов производную необходимо

переопределить. Так приходят к понятию ковариантной производной от тен-

зора, результатом которой также является тензором:

∇µAν = ∂µAν − ΓαµνAα , ∇µA
ν = ∂µA

ν + ΓνµαA
α , (11)

где величины Γαµν не образуют тензор и называются символами Кристоффеля

второго рода, или коэффициентами аффинной связности. Они зависят от

метрического тензора:

Γσµν =
1

2
gσα(∂νgαµ + ∂µgαν − ∂αgµν). (12)
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Символы Кристоффеля симметричны по нижним индексам. Из (12) следует

свёртка

Γνµν = ∂µ(ln
√
|g|), g = det(gµν).

Символы

Γr,µν = grσΓσµν =
1

2
(∂νgµr + ∂µgrν − ∂rgµν)

называются символами Кристоффеля первого рода. Ковариантная производ-

ная применима к тензорам любого ранга. Каждый индекс обрабатывается по

правилам, представленным в (11). Например,

∇αT
ν
µ = ∂αT

ν
µ + ΓναβT

β
µ − ΓβαµT

ν
β .

Метрический тензор ковариантно постоянен:

∇αgµν = ∇αg
µν = 0.

Перечислим некоторые свойства ковариантного дифференцирования:

1. Ковариантная производная от скаляра совпадает с частной производной:

∇kf = ∂kf.

2. Правило дифференцирования Лейбница:

∇k(A ·B) = B∇kA+ A∇kB,

где A и B — произвольные тензоры любого ранга. Если A · B — скаляр,

например, A ·B = UiV
i, то

∇k(UiV
i) ≡ ∂k(UiV

i) = V i∂kUi + Ui∂kV
i .

3. Ковариантная дивергенция от контравариантного вектора Ai равна

∇iA
i =

1√
|g|

∂i(
√
|g|Ai) . (13)

Обобщим это свойства для тензоров более высокого ранга.

4. Если контравариантный тензор F i1i2...im абсолютно антисимметричный,

то есть

F i1i2...im = −F i2i1...im = −F i1i2...ip+1ip...im, p = 1...(m− 1),
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то дивергенция равна

∇kF
i1i2...im−1k =

1√
|g|
∂k(
√
|g|F i1i2...im−1k).

5. Для абсолютно антисимметричного ковариантного тензора Fi1i2...im выпол-

няется соотношение

∇[kFi1i2...im] = ∂[kFi1i2...im]. (14)

В частности, для вектора Ai :

∇kAi −∇iAk = ∂kAi − ∂iAk.

Свойство (14) выполняется, так как символы Кристоффеля симметричны по

нижним индексам.

Рассмотрим свойства ковариантной производной второго порядка. Для

дважды дифференцируемых функций две частные производные коммутиру-

ют:
∂2An

∂xi∂xj
=

∂2An

∂xj∂xi
.

Коммутируют также ковариантные производные от скаляра:

(∇i∇k −∇k∇i)f = 0.

Применительно к вектору, коммутация ковариантных производных даёт до-

полнительные слагаемые:

(∇µ∇ν −∇ν∇µ)Aρ = −Rα
ρµνAα ,

(∇µ∇ν −∇ν∇µ)Aρ = Rρ
αµνA

α .

Так как левая часть равенства и Aρ есть тензоры, то Rα
ρµν является тензором.

Он называется тензором кривизны или тензором Римана-Кристоффеля:

Rα
ρµν = ∂µΓαρν − ∂νΓαρµ + ΓαµγΓ

γ
ρν − ΓανγΓ

γ
ρµ .

Тензор кривизны играет главную роль в римановой геометрии. Именно он ха-

рактеризует отличие заданной метрики от метрики плоского пространства,

12



для которой все его компоненты равны нулю в произвольной системе коор-

динат.

Рассмотрим свойства тензора кривизны для полностью ковариантно-

го вида, Rµνρσ = gµαR
α
νρσ. Тензор кривизны антисимметричен относительно

перестановки индексов внутри пар индексов µν и ρσ:

Rµνρσ = −Rνµρσ = −Rµνσρ = Rνµσρ .

Тензор симметричен по отношению к перестановке пар µν и ρσ как целое:

Rµνρσ = Rρσµν .

Также справедливо тождество Риччи

Rµαβγ +Rµβγα +Rµγαβ = 0 , илиRµ[αβγ] = 0 .

Операция альтернирования может проводиться по любым трём индексам,

тождество будет выполняться. Из тензора кривизны может быть образован

с помощью свёртки индексов единственный ненулевой тензор второго ранга

с точностью до знака:

Rµν = gσαRσµαν = Rα
µαν =

= ∂αΓαµν − ∂νΓαµα + ΓαµνΓ
γ
αγ − ΓαµγΓ

γ
να ,

который называют тензором Риччи. Величину

R = gµνRµν

называют скалярной кривизной или скаляром Риччи.

Кроме алгебраических тождеств, есть также дифференциальные:

∇[σRαβ]γδ = 0,

называемые тождествами Бьянки. Если дважды свернуть по паре индексов,

то получим равенство

∇αG
α
µ = 0, Gα

µ ≡ Rα
µ −

1

2
δαµR , (15)
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гдеGα
µ — тензор Эйнштейна. Так какRµν симметричный тензор, тоGµν также

симметричен.

Тензор кривизны имеет ранг 4, следовательно в n-мерном пространстве

будет всего n4 компонент. В силу вышеуказанных симметрий в обще случае

число независимых компонент равно n2(n2 − 1)/12. Тензор Риччи имеет

n(n+ 1)/2 независимых компонент.

1.5 Псевдотензоры и интегрирование

В физике часто возникает необходимость применять другие объекты

помимо тензоров.

Псевдотензоры преобразуются по закону

T ′ j1j2...jri1i2...iu
(x′) = sgn(J) ·

(
∂x′j1

∂xk1
· ∂x

′j2

∂xk2
· . . . · ∂x

′jr

∂xkr

)
×

×
(
∂xm1

∂x′i1
· ∂x

m2

∂x′i2
· . . . · ∂x

mu

∂x′iu

)
· T k1k2...krm1m2...mu

(x(x′)) , (16)

где J = det

∥∥∥∥∂x′m∂xk

∥∥∥∥ — определитель Якоби,

sgn(J) =

{
1, J > 0,

−1, J < 0.

Рассмотрим символ Леви-Чивита ei1i2...in, который не является истин-

ным тензором, и абсолютно антисимметричен по индексам:

ei1i2...in = −ei2i1...in = −ei1i2...ip+1ip...in, p = 1...(n− 1).

Здесь n — размерность пространства. Как правило, полагают e12...n = 1. Если

другая компонента получена из компоненты e12...n чётной перестановкой ин-

дексов, то она равна 1. В случае нечётной, равна −1. Компоненты, у которых

хотя бы два индекса совпадают, равны нулю. В линейной алгебре могут не

различать компоненты e12...n и e12...n. Символы используют для раскрытия

определителя матрицы ‖aik‖, не привлекая миноры:

ei1i2...inai1j1ai2j2 . . . ainjn = ej1j2...jndet‖aik‖.
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В физике, чтобы адаптировать применение в псевдоримановом

пространстве, часто различают значения e12...n и e12...n по принципу

e12...n=(−1)n−pe12...n, где p — параметр сигнатуры (7).

Рассмотрим четырехмерное псевдориманово пространство-время с сиг-

натурой (+ − −−). В криволинейных координатах используется тензорное

обобщение символа Леви-Чивита, которое называют антисимметричным

единичным тензором:

Eαβµν =
eαβµν√
−g

,

где индексы пробегают значения 0, 1, 2, 3 и

e0123 = 1, e0123 = −1.

Так как индексы у eαβµν опускаются по правилу

eαβµνgαpgβrgµsgνt = −geprst ,

то его ковариантные компоненты равны

Eαβµν =
√
−g eαβµν .

В дальнейшем, для краткости, Eαβµν будем называть тензором Леви-

Чивита.

3-мерный тензор Леви-Чивита определяется так:

Eαβµ =
eαβµ
√
g
, Eαβµ =

√
g eαβµ, e

123 = e123 = 1.

Здесь индексы пробегают значения 1, 2, 3 и

eαβµgαpgβrgµs = geprs.

Комбинация EαβµA
αBβCµ определяет смешанное произведение векто-

ров Aα, Bβ, Cµ. Как известно, смешанное произведение определяет объём

параллелепипеда, построенного на трёх некомпланарных векторах. Объём

малого параллелепипеда, заданного тремя векторами dxα1 , dx
β
2 , dx

µ
3 , равен

dV =
∣∣∣Eαβµdx

α
1dx

β
2dx

µ
3

∣∣∣ = |√g det‖dxβa‖ |.
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Следовательно, элементом интегрирования в криволинейных координатах яв-

ляется произведение √g dx1dx2dx3 ≡ √g d3x. В пространстве-времени имеем
√
−g dx0dx1dx2dx3 ≡

√
−g d4x, которое ведёт себя как инвариант при инте-

грировании по 4-объёму. Интеграл от скалярной функции f(x) по некоторому

объёму
∫
V f(x)

√
−g d4x будет инвариантом.

1.6 Задачи

1. Выпишите в развёрнутом виде систему линейных равенств, задаваемую

выражением arsx
s = br, где r, s = 1, 2.

Ответ:

a11x
1 + a12x

2 = b1, a21x
1 + a22x

2 = b2.

2. Напишите законы преобразования тензоров Ars и Br
st.

Ответ:

A ′ rs(x′) =
∂x′r

∂xk1
· ∂x

′s

∂xk2
· Ak1k2(x(x′)),

B′rst =
∂x′r

∂xk
· ∂x

l

∂x′s
· ∂x

m

∂x′t
·Bk

lm(x(x′)).

3. Покажите, что если для тензоров имеет место соотношение Br
st = Ar

sCt в

некоторой системе координат, то то же самое соотношение имеет место

в любой другой системе координат.

4. Доказать, что для ненулевых антисимметричного Aij и симметричного

Bij тензоров выполняется равенство AijB
ij = 0. Обратно, если это ра-

венство выполняется для любого симметричного тензора Bij, то Aij —

антисимметричный тензор.

5. Доказать, что объект δrs является тензором и vsδrs = vr.

6. Доказать, что градиент
∂f

∂xµ
от скаляра f(x) и дифференциал координат

dxν образует тензоры.
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7. В декартовых координатах трехмерного евклидова пространства мет-

рический тензор имеет вид gαβ = diag(1, 1, 1) . Как изменится мет-

рический тензор при переходе к цилиндрической системе координат

(x, y, z)→(r, ϕ, z′): x = r cosϕ, y = r sinϕ, z = z′? Найти компоненты

g′αβ.

Ответ: g′αβ = diag(1, r2, 1), g′αβ = diag(1, 1/r2, 1).

8. В сферической системе координат (r, θ, ϕ) евклидова пространства мет-

рический тензор имеет вид gαβ = diag(1, r2, r2 sin2 θ). Найти символы

Кристоффеля второго рода Γαβγ.

Ответ:

Γrθθ = −r, Γrϕϕ = −r sin2 θ, Γθϕϕ = − sin θ cos θ,

Γθrθ =Γϕrϕ = 1/r, Γϕθϕ =
cos θ

sin θ
.

9. Убедиться в справедливости равенства для дивергенции:

∇iA
i =

1√
|g|

∂i(
√
|g|Ai).

2 Пространства в физике

В этом разделе рассматриваются частные случаи риманова простран-

ства, которые используются в физике.

2.1 Трёхмерное евклидово пространство

Уравнения физики выглядят наиболее просто в декартовых координа-

тах инерциальной системы отсчета евклидова пространства с метрическим

тензором

gαβ = gαβ =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 . (17)
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Ковариантная производная совпадает с частной производной. Переход между

различными декартовыми координатами осуществляется с помощью линей-

ных ортогональных преобразований. Им соответствует ортогональные мат-

рицы Якоби
∂x′α

∂xβ
.

В физике, в рамках евклидова пространства, часто используют следу-

ющую вариацию понятия тензора.

Определение. Объект, преобразующейся по тензорному закону (4) при

линейных ортогональных преобразованиях x′ = x′(x), называется ортого-

нальным тензором.

Всякий тензор при линейных ортогональных преобразованиях явля-

ется ортогональным тензором.

Обратное неверно: в общем случае ортогональный тензор при неор-

тогональных преобразованиях может не быть тензором.

В декартовой системе координат операции поднятия и опускания ин-

дексов не меняют компоненты ортогонального тензора и тензора, поэтому

можно не различать верхние и нижние индексы в этих системах.

Три объекта δrs, δrs, δrs в литературе называют символами Кронекера,

компоненты которых равны 1, если r = s, и равны 0, если r 6= s. Символ δrs
является тензором, а δrs и δrs являются только ортогональными тензорами.

Физические системы могут обладать различными пространственными

симметриями, и полевые уравнения решаются эффективнее в соответству-

ющей системе криволинейных координат. Следовательно, имеет смысл рас-

сматривать уравнения физики в произвольных криволинейных координатах,

а значит в тензорной форме. В этом случае метрический тензор имеет про-

извольный вид, и следовательно, символы Кристоффеля отличны от нуля.

Операция частного дифференцирования заменяется на операцию ковариант-

ного дифференцирования, которая применяется к тензорам. В евклидовом

пространстве тензор кривизны Rα
βµν = 0, поэтому ковариантные производ-

ные коммутируют: (∇µ∇ν −∇ν∇µ)Aρ = 0.
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Рассмотрим распространённые операции в произвольных криволиней-

ных координатах.

Ранее в первой главе мы рассматривали вопрос об образовании нового

тензора ковариантным дифференцированием исходного тензора. Ковариант-

ная производная ассоциируется с производной по координатам. Рассмотрим

теперь операцию дифференцирование по некоторому параметру t. В качестве

такого параметра может быть, например, время. Производная от скаляра
dϕ

dt

есть снова скаляр: ϕ̄ = ϕ⇒ dϕ

dt
=
dϕ̄

dt
. Ковариантный вектор Ar, определён-

ный на некоторой кривой, будет зависеть от параметра t. Производная
dAr

dt
не является ковектором. Переопределим операцию следующим образом [3]:

δAr

δt
≡ dAr

dt
− ΓmrnAm

dxn

dt
,

которая называется абсолютной производной вектора Ar по t и даёт уже

ковектор. Для контравариантного вектора Ar имеем

δAr

δt
≡ dAr

dt
+ ΓrmnA

mdx
n

dt
.

Для тензора со смешанными индексами:

δAr
s

δt
≡ dAr

s

dt
+ ΓrmnA

m
s

dxn

dt
− ΓmsnA

r
m

dxn

dt
.

Правила нахождения абсолютной производной суммы и произведения тензо-

ров те же самые, что и для функций. При нахождении абсолютной производ-

ной любой комбинации тензоров метрический тензор и символы Кронекера

можно рассматривать как постоянные.

Векторное произведение двух векторовC = A×B имеет ковариантные

и контравариантные компоненты

Cj = EikjA
iBk, Cj = EikjAiBk.

Компоненты rotA имеют вид

(rotA)j = Eikj∇iAk, (rotA)j = gjlE
ikl∇iAk.
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Ковариантные компоненты градиента скалярной функции ϕ равны

(gradϕ)i = ∇iϕ = ∂iϕ.

Дивергенция вектора A определяется как свёртка:

divA = ∇iA
i =

1
√
g
∂i(
√
gAi).

Лапласиан скалярной функции получается из выражения div grad ϕ:

4ϕ = ∇i∇iϕ =
1
√
g
∂i(
√
ggik∂kϕ).

Когда говорят о компонентах вектора Aα, Aα в произвольной системе

координат, имеют в виду геометрические компоненты. Только в декартовых

или в ортогональных криволинейных координатах можно ввести так называ-

емые физические компоненты вектора Ãα, для которых:

Ãα = Ãα,

A2 = Ã2 = Ã2
1 + Ã2

2 + Ã2
3. (18)

Физические и геометрические компоненты связаны так:

Ãα = Ãα =
√
|gαα|Aα =

√
|gαα|Aα,

где суммирования по α нет. В произвольной системе координат квадрат A2

не будет равен (18) и в общем случае будет определятся формулой (10). По-

нятие физической компоненты определяется не только для вектора, но и для

тензора любого ранга [3].

2.2 Пространство-время Минковского

Специальная теория относительности (СТО) разработана в рам-

ках пространства-времени Минковского (четырёхмерное псевдоевклидово

пространство-время). Особое внимание к пространству-времени Минковского

вызвано тем, что при "отключении" гравитационных эффектов (при малых
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значениях) геометрия "реального" пространства-времени совпадает с геомет-

рией Минковского.

В физике существует привилегированный класс координат, выбор кото-

рых означает переход к инерциальной системе отсчета (ИСО). В этом случае

метрический тензор в декартовой системе координат приводится к галилеев-

скому виду:

gik = gik =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 , (19)

соответственно, квадрат интервала:

ds2 = c2dt2 − (dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2, (20)

где c — скорость света, пространственная часть (x1, x2, x3) соответствует де-

картовым координатам. Поскольку для геометрии Минковского тензор кри-

визны равен нулю, преобразованием координат x = x(x′) можно привести

метрику к виду (19) сразу во всех точках. Рассматривая сечение t=const

пространства-времени Минковского, мы получим евклидово пространство

(17). Из определения (12) и вида метрики (19) следует, что в декартовых

координатах ИСО псевдоевклидова пространства-времени все символы Кри-

стоффеля равны нулю. В таком случае ковариантные производные совпадает

с частными производными и физические соотношения имеют наиболее про-

стой вид.

Преобразование Лоренца и другие (пространственно-временные транс-

ляции, пространственные повороты), связывающие две произвольные ИСО,

оставляет инвариантным интервал (20):

ds2 = c2dt2 − (dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2 =

= ds′2 = c2dt′2 − (dx′1)2 − (dx′2)2 − (dx′3)2.

Используя правило (8), опускание индекса у 4-вектора Ai =

(A0, A1, A2, A3) даёт ковектор Ai = (A0, A1, A2, A3) = (A0,−A1,−A2,−A3).
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Компонента A0 называется временной, а A1, A2, A3 называют пространствен-

ными. Скалярное произведение (AB) двух произвольных 4-векторов Aµ и Bµ

согласно (9) и метрике (19) определяется так:

(AB) = A0B0 + A1B1 + A2B2 + A3B3 =

= A0B
0 + A1B

1 + A2B
2 + A3B

3 =

= A0B0 − A1B1 − A2B2 − A3B3 =

= A0B0 − A1B1 − A2B2 − A3B3.

При пространственных поворотах (ось времени не затрагивается)

компонента A0 представляет собой трёхмерный скаляр, и совокупность

(A1, A2, A3) ≡ A преобразуется как контравариантный 3-вектор. Поэтому

принято 4-вектор представлять так:

Ai = (A0,A), Ai = (A0,−A).

Квадрат вектора перепишется в виде A2 = (A0)2 −A2.

4-тензор Aij распадается на скаляр A00, два вектора B, C и 3-тензор

второго ранга D:

Aij =

(
A00 B

C D

)
, (21)

где B = (A01, A02, A03) и

C =


A10

A20

A30

 , D =


A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33

 .

Рассмотрим антисимметричный 4-тензор Aik. В силу свойства Aik =

−Aki диагональные элементы равны нулю, и тензор распадается на блоки:

Aij =

(
0 P

−Ptr D

)
=


0 px py pz

−px 0 −az ay

−py az 0 −ax
−pz −ay ax 0

 , (22)
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где P = (px, py, pz) есть полярный вектор, то есть вектор, компоненты кото-

рого меняют знак при отражении системы координат (изменение знака всех

координат); A = (ax, ay, az) — аксиальный вектор (псевдовектор). Он мо-

жет быть представлен как векторное произведение двух полярных векторов.

Псевдовекторы ведут себя как тензоры при всех преобразованиях коорди-

нат, за исключением тех, которые не могут быть сведены к поворотам, т.е.

за исключением отражений — изменений знаков координат, не сводимых к

вращениям. Антисимметричный 4-тензор представляют так:

Aik = (P,A), Aik = (−P,A).

Выпишем некоторые операции в пространстве-времени Минковского с

метрикой вида (19). 4-градиент от скаляра ϕ и дивергенция есть

(grad4 ϕ)i = ∇iϕ =

(
1

c
∂tϕ, ∂αϕ

)
, α = 1, 2, 3.

div4A =
1

c
∂tA

0 + divA =
1

c
∂tA

0 + ∂αA
α, α = 1, 2, 3.

Лапласиан имеет вид:

∇i∇iϕ =
1

c2
∂2ϕ

∂t2
−4ϕ.

В четырёхмерном пространстве ротор определяется как антисимметричный

тензор:

(rot4A)ij = ∇iAj −∇jAi.

2.3 Неинерциальные системы отсчёта

Наблюдатели, лаборатории редко находятся в "идеальных условиях" .

Например, земные лаборатории слабонеинерциальные, так как Земля вра-

щается вокруг своей оси. Не всегда можно пренебречь влиянием слабого

неинерциального движения на физические явления. Явления в неинерциаль-

ных системах отсчёта (НСО) удобно изучать и описывать с использованием

четырёхмерного тензорного анализа.

Примером НСО является вращающаяся система отсчёта. Пусть

(t, x1, x2, x3) есть координаты исходной ИСО с метрикой (19). Рассмотрим
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другую систему отсчёта, оси x1 и x2 которой вращаются вокруг оси x3 с

постоянной угловой частотой Ω. Координаты ИСО связаны с координатами

(t′, x′1, x′2, x′3) вращающейся системы отсчета следующим образом:

x1 = x′1 cos Ωt′ − x′2 sin Ωt′,

x2 = x′1 sin Ωt′ + x′2 cos Ωt′,

x3 = x′3, t = t′. (23)

Квадрат интервала изменится:

ds2 = c2
[
1− Ω2((x′1)2 + (x′2)2)

c2

]
dt′2 + 2Ωx′2dx′1dt′ − 2Ωx′1dx′2dt′−

−(dx′1)2 − (dx′2)2 − (dx′3)2. (24)

Как видно, в новой системе отсчёта появились недиагональные элементы мет-

рического тензора и его компоненты стали функциями координат. Некоторые

символы Кристоффеля уже будут отличны от нуля.

2.4 Задачи

1. Доказать, что символы δrs и δrs являются только ортогональными тен-

зорами.

2. Доказать равенства:

d

dt
gmnX

mXn = 2gmnX
mδX

n

δt
,

d

dt
(XmYm) =

δXm

δt
Ym +XmδYm

δt
.

3. Для метрики пространства-времени Минковского в сферической системе

координат gik = diag(1,−1,−r2,−r2 sin2 θ) найти Лапласиан от скаляр-

ной функции.

Ответ:

∇i∇if =
1

c2
∂2f

∂t2
− 1

r2
∂r(r

2∂rf)− 1

r2

(
1

sin θ
∂θ(sin θ ∂θf) +

1

sin2 θ
∂2ϕϕf

)
.
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4. Для квадрата интервала (24) найти ненулевые символы Кристоффеля

второго рода.

Ответ: Γ1
00 = −Ω2x′1

c2
, Γ1

02 = −Ω

c
, Γ2

00 = −Ω2x′2

c2
, Γ2

01 =
Ω

c
.

3 Динамика материальной точки

3.1 Классический случай

Рассмотрим материальную точку, движущуюся в пространстве по неко-

торой траектории, описываемой уравнениями xα = xα(t). Будем полагать,

что в общем случае система координат криволинейная. При переходе к но-

вым координатам x′ = x′(x) компоненты объекта

vα ≡ dxα

dt
(25)

преобразуются как компоненты контравариантного вектора:

v′α =
dx′α

dt
=
dx′α

dxβ
· dx

β

dt
=
dx′α

dxβ
vβ.

Таким образом, (25) представляет собой тензор. В декартовой системе коор-

динат компоненты vα есть составляющие скорости точки по координатным

осям.

Определение. Тензор (25) называется вектором обобщённой скорости

материальной точки.

Определение. Контравариантный вектор

ar ≡ δvr

δt
=
d2xr

dt2
+ Γrmn

dxm

dt
· dx

n

dt
(26)

называется вектором обобщённого ускорения точки.

В декартовой системе координат (Γrmn = 0) компоненты равны ar =

d2xr/dt2, то есть ar есть составляющие ускорения точки по координатным

осям в этой системе.
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Второй закон Ньютона в тензорной форме:

mar = F r, (27)

где F r — вектор обобщённой силы, m — масса материальной точки (явля-

ется скаляром). Система (27) является совокупностью уравнений движения

в криволинейных координатах. В декартовой системе координат уравнения

принимают известную форму F r = m
d2xr

dt2
, где F 1, F 2 и F 3 есть составляю-

щие силы вдоль трёх координатных осей.

Утверждение. Если скорость материальной точки постоянна по

модулю, то ускорение должно либо равняться нулю, либо быть ортого-

нальным к вектору скорости.

Докажем. Из условия теоремы следует

δ(v2)

δt
=
d(v2)

dt
= 2v

dv

dt
= 0, v 6= 0.

Здесь абсолютная производная совпадает с обычной производной по времени,

так как модуль v =
√
gmnvmvn есть скаляр. С другой стороны, получаем

δ(v2)

δt
= 2gnmv

nδ(v
m)

δt
= 2gnmv

nam = 2va cos θ,

где θ — угол между векторами скорости и ускорения. Это скалярное произ-

ведение (va) (v 6= 0) равно нулю, если либо ускорение равняется нулю, либо

оно ортогонально вектору скорости. Что и требовалось доказать.

Используя правило (8), сопоставляются ковариантные вектора обоб-

щённой скорости, обобщённого ускорения и обобщённой силы в криволиней-

ных координатах xr:

vr = grqv
q, ar = grqa

q, Fr = grqF
q.

При перемещении тела из точки xr в точку xr + δxr, сила F r совершает

работу Frδxr. Если сумма Frdxr образует полный дифференциал, то сила F r

называется потенциальной. Компоненты ковариантного вектора обобщённой
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потенциальной силы определяются через потенциальную функцию V (ска-

ляр):

Fr = −∂V
∂xr

. (28)

Кинетическая энергия материальной точки равна

T =
1

2
m · v2 =

1

2
m · gmnvmvn =

1

2
m · gmnẋmẋn,

где сделано переобозначение vm = ẋm ≡ dxm/dt. Составим комбинацию про-

изводных:
d

dt

(
∂T

∂ẋr

)
− ∂T

∂xr
=

= m

{
grmẍ

m +
1

2
(∂ngrm + ∂mgrn − ∂rgmn) ẋmẋn

}
=

= m(grmẍ
m + Γr,mnẋ

mẋn) = mgrs(ẍ
s + Γsmnẋ

mẋn).

Теперь вспоминаем определение (26) и ar = grsa
s:

mar =
d

dt

(
∂T

∂ẋr

)
− ∂T

∂xr
.

Левая часть равенства есть тензор, следовательно комбинация в правой части

представляет собой тензор. По этой формуле можно найти ковариантные со-

ставляющие вектора обобщённого ускорения в выбранной системе координат.

Уравнения движения (27) можно переписать в ковариантной форме:

d

dt

(
∂T

∂ẋr

)
− ∂T

∂xr
= Fr . (29)

Уравнения (29) называют уравнениями Лагранжа второго рода.

В случае потенциальных сил (28) имеем

d

dt

(
∂T

∂ẋr

)
− ∂(T − V )

∂xr
= 0

или
d

dt

(
∂L

∂ẋr

)
− ∂L

∂xr
= 0, (30)

где L = T − V называется функцией Лагранжа.
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3.2 Элементы релятивистской механики точки в СТО

Если в нерелятивистской физике используются трёхмерные векторы

для описания ряда физических величин, то в СТО вводятся их четырёхмер-

ные аналоги. Для характеристики движения материальной точки или эле-

мента среды используется 4-вектор скорости:

uµ =
dxµ

ds
, ds =

√
gαβdxαdxβ.

Этот вектор нормирован:

uµuµ = 1. (31)

В декартовых координатах ИСО (19) компоненты 4-вектора скорости uµ вы-

ражаются через трёхмерный вектор скорости v = dr/dt следующим образом:

uµ =
(
u0 = γ, u =

γv

c

)
, γ ≡ 1√

1− v2/c2
. (32)

Для релятивистской частицы 4-вектор импульса по определению равен

pµ = m0cu
µ = (E/c,p),

где m0 — масса покоя частицы, E — энергия частицы. В декартовых коорди-

натах ИСО из (32) имеем

pµ = (γm0c, γm0v), E = γm0c
2, p = γm0v.

При малых скоростях, v � c, получаем

E ≈ m0c
2 +

m0v
2

2
, p ≈ m0v,

то есть полная энергия свободной частицы включает кроме классической ки-

нетической энергии энергию покоя m0c
2.

В декартовых координатах ИСО 4-вектор ускорения определён так:

aµ =
duµ

ds
,

и компоненты aµ равны:

aµ =

(
γ4av

c3
,
γ2a

c2
+
γ4(av)v

c4

)
, a =

d2r

dt2
. (33)
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Ковариантное (абсолютное) дифференцирование тензора uµ по s даёт выра-

жение 4-вектора ускорения aµ в произвольных криволинейных координатах:

aµ =
Duµ

Ds
≡ duµ

ds
+ Γµkpu

kup. (34)

Вследствии (31) векторы uµ и aµ ортогональны: uµaµ = 0.

Если на материальную точку массы m0 действует трёхмерная сила f ,

то уравнение её движения имеет вид:

m0c
2aµ = F µ, (35)

где F µ — 4-вектор силы. Её компоненты в декартовых координатах ИСО

равны

F µ =

(
γfv

c
, γf

)
. (36)

Действие свободной частицы имеет вид S = −mc
∫
ds. В декартовых

координатах получаем

S = −mc2
∫ √

1− v2

c2
dt.

Варьируя S по xi(t), i = 1, 2, 3, получим

d

dt

vi√
1− v2/c2

= 0⇒ vi = const .

Получаем ожидаемое равномерное прямолинейное движение. В произвольной

системе координат тензорная форма уравнения движения свободной частицы

есть
Duµ

Ds
= 0⇒ duµ

ds
+ Γµkpu

kup = 0.

Пример 1. Выразим ускорение a через трёхмерную скорость v и трёх-

мерную силу f . Для этого распишем по компонентам уравнение (35) с учётом

(33) и (36):

γ3av =
fv

m0
,

γa +
γ3(av)v

c2
=

f

m0
.

29



Отсюда,

a =
1

m0γ

[
f − (fv)v

c2

]
=

√
1− v2

c2

m0

[
f − (fv)v

c2

]
. (37)

Получаемое под действием постоянной силы f ускорение частицы стремится

к нулю в пределе v → c. Таким образом, скорость света недостижима для

любой массивной частицы.

Пример 2. Пусть на точку действует трёхмерная сила, постоянная по

величине и направлению, f = (0, 0, fz) = const. Такое движение называется

релятивистским равноускоренным движением. Найдём закон движения. Из

формулы (37) следует дифференциальное уравнение

z′′tt =

(
1− z′2t

c2

)3/2
fz
m0

.

Решая его с начальными условиями r(0) = 0, v(0) = 0, получаем

z =
c

b

[√
1 + b2t2 − 1

]
, b ≡ fz

m0c
.

Переход к новой системе координат по закону

t = t′, x = x′, y = y′, z = z′ +
c

b

[√
1 + b2t2 − 1

]
означает переход от ИСО к НСО, называемой релятивистски равноускорен-

ной системой отсчёта. Квадрат интервала примет вид

ds2 =
c2dt′2

1 + b2t′2
− 2bct′dt′dz′√

1 + b2t′2
− dx′2 − dy′2 − dz′2. (38)

Как видно, метрический тензор зависит от времени:

g′00 =
1

1 + b2t′2
, g′0z = − bt′√

1 + b2t′2
, g′xx = g′yy = g′zz = −1.

Это приводит к одному ненулевому символу Кристоффеля:

Γz00 =
b

c(1 + b2t′2)3/2
.
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Для расчёта ускорения aµ нужно использовать уже формулу (34).

В НСО ряд законов механики перестают работать. Эффект неинерци-

альности проявляется, например, в том, что для удержания тела в покое нуж-

но прикладывать силу. Покажем это на примере. Для метрики (38) распишем

уравнения движения (35) с учётом (34):

m0c
2 du

0

ds
= F 0, m0c

2 du
x

ds
= F x, m0c

2 du
y

ds
= F y,

m0c
2

[
duz

ds
+ Γz00u

0u0
]

= F z. (39)

Условие состояния покоя означает v′ = dr′/dt′ = 0, а значит

ds =

[
c2

1 + b2t′2
− 2bct′v′z√

1 + b2t′2
− v′2x − v′2y − v′2z

]1/2
dt′ = c

√
g′00dt

′,

и ux = uy = uz = 0. Условие нормировки g′iku
iuk = 1 даст u0 = 1/

√
g′00.

Система уравнений (39) даёт

F 0 =
m0c√
g′00

d(g′00)
−1/2

dt′
, F x = F y = 0, F z =

m0c
2

g′00
Γz00,

Далее,

F 0 = m0cb
2t′, F x = F y = 0, F z =

m0bc√
1 + b2t′2

.

В результате мы видим, что есть компоненты 4-силы, которая удерживает

тело в покое в релятивистски равноускоренной системе отсчета, отличные от

нуля и зависящие от времени. Квадрат силы F 2 = F iF kgik = −m2
0c

2b2 = −f 2z
не зависит от времени.

3.3 Задачи

1. В НСО с квадратом интервала (24) найти уравнение движения с 4-

вектором силы F i = 0.

Ответ: x′ = (v0xt
′ + x0) cos Ωt′ + (v0yt

′ + y0) sin Ωt′,

y′ = −(v0xt
′ + x0) sin Ωt′ + (v0yt

′ + y0) cos Ωt′, z′ = v0zt
′ + z0,

v0x, v0y, v0z, x0, y0, z0 — константы интегрирования. Такая зависимость
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есть закон свободного движения точки во вращающейся системе отсчёта.

Она соответствует прямолинейному равномерному движению точки в

ИСО.

2. Найти 4-вектор силы F i, которая удерживает массивное тело в покое в

точке x = R, y = z = 0 вращающейся системы отсчета.

Ответ: Если брать метрику (38) и ввести в плоскости x′Oy′ полярную

систему координат (r, ϕ), то

F r = − m0c
2Ω2R

c2 − Ω2R2
, F 0 = F z = Fϕ = 0.

4 Механика сплошных сред

Классическая механика оперирует идеализированным понятием мате-

риальной точки — тело с массой, формами и размерами которого пренебрега-

ют. Задав начальные условия, из уравнений движения можно получить закон

её движения. Такой подход работает для механических систем, содержащих

небольшое количество тел. В этом случае количество уравнений движения

для точек "обозримо" . В многочастичных системах используется другой под-

ход. В механике сплошной среды неделимым объектом является частица, со-

держащая большое количество, по сравнению с единицей, молекул среды, но

количество их мало по сравнению с числом молекул всей среды. Объём этой

частицы предполагается малым по сравнению с объёмом всей среды. Пред-

полагают, что вещество непрерывно распределено по всему занимаемому им

объёму и целиком заполняет этот объём. Большое число молекул среды опи-

сывается усредненными физическими величинами. Они являются полевыми

функциями, то есть функциями точки пространства и времени, которые по-

лагают кусочно-непрерывными. Далее мы будем рассматривать в евклидовом

пространстве примеры тензорных полей, характеризующих сплошную среду.
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4.1 Тензор деформации

При деформировании среды радиус-вектор между бесконечно близкими

частицами изменятся:

dx′α = dxα +Duα = dxα +∇βu
αdxβ, (40)

где dxα = {dx1, dx2, dx3} — радиус-вектор до деформации, uα — вектор де-

формации (вектор смещения частицы), Duα — ковариантный (абсолютный)

дифференциал. Квадрат расстояния между бесконечно близкими частицами

до деформации и после деформации равны, соответственно:

dl2 = gαβdx
αdxβ,

dl′2 = gαβdx
′αdx′β = [gαβ + uαβ]dxαdxβ.

Симметричный тензор

uαβ =
1

2
[∇βuα +∇αuβ + gµν∇αuµ∇αuν] (41)

называется лагранжевым тензором конечных деформаций сплошной среды.

Разность 4l = dl′ − dl для двух соседних частиц определяет меру де-

формации некоторой окрестности этих частиц между начальным и конечным

состояниями. Если 4l ≡ 0 для всех соседних частиц, то говорят о перемеще-

нии сплошной среды как абсолютно твёрдого тела. Приведём к виду

4l =
√

[gαβ + uαβ]dxαdxβ − dl =
√
dl2 + uαβdxαdxβ − dl =

=

[√
1 + uαβ

dxα

dl

dxβ

dl
− 1

]
dl =

[√
1 + uαβnαnβ − 1

]
dl,

где nα — единичный вектор (gαβnαnβ = 1), направленный вдоль вектора

смещения dxα. Перепишем последнее равенство
4l
dl

=
√

1 + uαβnαnβ − 1,

где отношение
4l
dl

называется коэффициентом относительного удлинения

между любыми бесконечно близкими частицами сплошной среды. При ма-

лых деформациях получим:
4l
dl
≈ 1

2
Uαβ n

αnβ, (42)
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где Uαβ — лагранжев тензор бесконечно малых деформаций:

Uαβ =
1

2
[∇βuα +∇αuβ]. (43)

При малых деформациях слагаемое gµν∇αuµ∇αuν мало в выражении (41) по

сравнению с другими.

Рассмотрим интерпретацию Uαβ в декартовой системе координат.

Формула (42) описывает коэффициент относительного удлинения линей-

ного элемента, первоначально имевшего направляющие косинусы nµ =

{cosα, cos β, cos γ}. Диагональные компоненты U11, U22, U33 представляют со-

бой коэффициенты относительного удлинения вдоль осей координат. Недиа-

гональные компоненты U12, U13, U23 равны половине изменения углов между

двумя первоначально ортогональными линейными элементами. Такие ком-

поненты деформации называются деформациями сдвига. Например, U12 —

половина изменения угла между линейными элементами на оси 1 и оси 2.

Таким образом, зная тензор деформации uαβ, можно определить отно-

сительное удлинение между любыми бесконечно близкими частицами сплош-

ной среды.

4.2 Тензор напряжения

Силы, которые действуют на элемент граничной или внутренней по-

верхности среды, называют поверхностными силами. Объёмная плотность

таких сил (сила, отнесённая к единице объёма) может быть представлена в

виде дивергенции от некоторого тензора σαβ:

F α = ∇βσ
αβ.

Тензор σαβ называется тензором напряжения, a сила F α — сила внутрен-

него напряжения. Тензор σαβ определён с точностью до дивергенции ∇νµ
αβν

от антисимметричного тензора µαβν = −µανβ. Действительно, в силу тож-

дества ∇β∇νµ
αβν ≡ 0 (в плоском пространстве ковариантные производные

коммутируют) получаем:

∇βσ
′αβ = ∇β(σαβ −∇νµ

αβν) = ∇βσ
αβ = F α.
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Эта степень свободы используется для симметризации тензора напряжения:

σαβ = σβα.

Компонента σαβ совпадает с α-ой компонентой силы, действующей на

единицу поверхности, перпендикулярной к оси xβ. Компоненты имеют раз-

мерность силы, делённой на размерность площади. В декартовой системе

координат компоненты σ11, σ22, σ33, соответствующие перпендикулярным к

координатным плоскостям силам, называются нормальными напряжениями.

Недиагональные компоненты, действующие в касательных плоскостях, назы-

ваются касательными напряжениями (или напряжениями сдвига).

4.3 Уравнения движения в механике сплошных сред

Внутренние силы в сплошной среде — это поверхностные силы. Их дей-

ствие сосредоточено в тонком слое. Это является следствием того, что меж-

молекулярные силы имеют малый радиус действия. Кроме них есть внешние

силы, которые действуют почти одинаково на все элементы объёма сплошной

среды. Их называют массовыми или объёмными силами. Примером являются

силы гравитации и инерции. В механике материальной точки закон измене-

ния импульса имеет вид:

m
dv

dt
= F,

m — масса, F — сила. В сплошной среде существует аналогичный закон для

частицы среды:

ρ
dvα

dt
= ∇βσ

αβ + ρfα.

Как видим, изменение плотности импульса происходит под действием внут-

ренних сил ∇βσ
αβ и плотности внешних сил fα, приходящихся на единицу

массы. Так как мы рассматриваем полевые функции от времени и точки, то

полная производная по времени в декартовых координатах равна:

d

dt
=

∂

∂t
+ vα

∂

∂xα
.
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Производная
∂

∂t
определяет локальное изменение полей со временем в фик-

сированной точке (локальная производная). Второе слагаемое vα
∂

∂xα
обра-

зуется за счёт изменения координат точки (конвективная производная).

В механике сплошных сред есть и другие уравнения. Плотность среды

ρ(t, r) удовлетворяет уравнению непрерывности:

∂ρ

∂t
+∇β(ρvβ) = 0. (44)

Уравнение для плотности внутренней энергии Π имеет вид:

ρ
dΠ

dt
= σαβVαβ −∇βq

β ,

где qα — плотность потока тепла; Vαβ — тензор скоростей деформаций среды:

Vαβ =
1

2
(∇αvβ +∇βvα).

Изменение энтропии s определяется уравнением

ρT
ds

dt
= −∇αq

α +D,

где T — абсолютная температура, D — механическая работа, которая необ-

ратимо переходит в тепло в единице объёма и в единицу времени.

Для идеальной жидкости тензор напряжения представляется в виде

σαβ = −pgαβ,

где p — изотропное давление. В этом случае, пренебрегая тепловыми явлени-

ями, получаем управляющую систему уравнений для идеальной жидкости:

∂ρ

∂t
+∇β(ρvβ) = 0 ,

ρ gαβ
dvβ

dt
= − ∂p

∂xα
+ ρfα,

ρ
dΠ

dt
= −p∇βv

β,

Π = Π(ρ, T ), p = p(ρ, T ).
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Последние равенства представляют собой уравнения состояния, характери-

зующие свойства конкретной среды.

Задача. Используя формулу (43), выразить компоненты тензора бес-

конечно малых деформаций Uαβ через вектор деформации uα в декартовой

и сферической системах координат евклидова пространства.

Ответ:

В декартовых координатах:

Uxx =
∂ux
∂x

, Uyy =
∂uy
∂y

, Uxy =
1

2

[
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

]
, Uzz =

∂uz
∂z

, Uxz =

1

2

[
∂ux
∂z

+
∂uz
∂x

]
, Uyz =

1

2

[
∂uz
∂y

+
∂uy
∂z

]
.

В сферических координатах:

Urr =
∂ur
∂r

, Uϕϕ =
∂uϕ
∂ϕ

+ uθ sin θ cos θ+ rur sin2 θ, Uθθ =
∂uθ
∂θ

+ rur, Urθ =

1

2

[
∂ur
∂θ

+
∂uθ
∂r

]
− uθ
r
, Uθϕ =

1

2

[
∂uϕ
∂θ

+
∂uθ
∂ϕ

]
− cos θ

sin θ
uϕ, Urϕ =

1

2

[
∂ur
∂ϕ

+
∂uϕ
∂r

]
−

uϕ
r
.

5 Релятивистская электродинамика

Взаимодействие частицы с электромагнитным полем определяется ска-

лярной величиной, называемой зарядом частицы e. Само электромагнитное

поле описывается 4-потенциалом Ai. Два поля тождественны физически, если

они характеризуются одним и тем же антисимметричным тензором второго

ранга

Fik = ∇iAk −∇kAi, (45)

называемым тензором электромагнитного поля. Потенциал Ai однозначно

определяет поле Fik. Обратное не верно: одному и тому же полю могут со-

ответствовать различные потенциалы. В уравнения движения входит именно

тензор Fik. В декартовых координатах ИСО псевдоевклидова пространства-

времени компоненты тензора электромагнитного поля выражаются так через

компоненты векторов напряжённостей электрического E=(Ex, Ey, Ez) и маг-
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нитного H=(Hx, Hy, Hz) полей:

Fik =


0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −Hz Hy

−Ey Hz 0 −Hx

−Ez −Hy Hx 0

 .

Более короткая запись: Fik = (E,H), F ik = (−E,H). Потенциал выража-

ется так: Ai = (ϕ,A), Ai = (ϕ,−A), где ϕ — скалярный потенциал, A —

трёхмерный векторный потенциал.

Рассмотрим действие

S = −
∫ a

b

(
m0c ds+

e

c
Aidx

i
)
. (46)

Принцип наименьшего действия δS = 0 даёт уравнение движения заряжен-

ной частицы во внешнем электромагнитном поле в электродинамике Макс-

велла:

m0c

[
dun

ds
+ Γniku

iuk
]

=
e

c
F nkuk , (47)

где uk — 4-вектор скорости частицы.

Рассмотрим более сложное действие:

S = − 1

16πc

∫
F ikFik

√
−gd4x− 1

c2

∫
V4

Aij
i√−gd4x, (48)

где ji = (cρ, j) — 4-вектор плотности тока заряженных частиц, ρ — плотность

заряда, j — трёхмерная плотность тока. Действие даёт уравнения Максвелла

при наличии в вакууме заряженных частиц:

∇kF
ik =

1√
−g

∂

∂xk
[
√
−gF ik] = −4π

c
ji. (49)

Из этого уравнения следует закон сохранения электрического заряда:

∇µj
µ = 0⇒ ∂µ(

√
−gjµ) = 0 . (50)

В силу определения (45) выполняется тензорное уравнение

∇iFkn +∇kFni +∇nFik = 0. (51)
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Уравнения (49), (51) имеют известные трёхмерные аналоги в декарто-

вых координатах ИСО евклидова пространства:

rotH =
1

c

∂E
∂t

+
4π

c
j, divE = 4πρ, (52)

rotE = −1

c

∂H
∂t

, divH = 0. (53)

В материальной среде система уравнений (49), (51) неприменима. Она

заменяется системой

∇kQ
ik ≡ 1√

−g
∂

∂xk
[
√
−gQik] = −4π

c
ji, (54)

∇iFkn +∇kFni +∇nFik = 0. (55)

В декартовых координатах ИСО тензоры Fik, Qik имеют вид:

Fik =


0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −Bz By

−Ey Bz 0 −Bx

−Ez −By Bx 0

 ,

Qik =


0 Dx Dy Dz

−Dx 0 −Hz Hy

−Dy Hz 0 −Hx

−Dz −Hy Hx 0

 ,

где D — трёхмерный вектор электрической индукции, B — индукция магнит-

ного поля; ji — усреднённый 4-вектор плотности тока свободных зарядов. В

трёхмерной форме:

rotH =
1

c

∂D
∂t

+
4π

c
j, divD = 4πρ, (56)

rotE = −1

c

∂B
∂t

, divB = 0. (57)

Количество уравнений в системе недостаточно для определения всех неиз-

вестных. Добавляются так называемые материальные уравнения D=D(E),
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B=B(H), определяемые электромагнитными свойствами вещества. Частным

случаем являются зависимости (трёхмерный тензорный вид):

Dα = εαβEβ, B
α = µαβHβ,

характерные для линейных сред и малых электромагнитных полей. Здесь εαβ

и µαβ — тензоры диэлектрической и магнитной проницаемостей среды.

Пример. Представим уравнения (47) в декартовых координатах ИСО

псевдоевклидова пространства-времени (20). Для квадрата интервала (20)

выполняется

Γnik = 0,
d

ds
=
γ

c
· d
dt

и вектор uk имеет компоненты (32). Преобразуем правую часть уравнения

(47):

F nkuk = F nkgkju
j = F n ·

· j u
j.

Компоненты F n ·
· j образуют матрицу

F n ·
· j =


0 Ex Ey Ez

Ex 0 Hz −Hy

Ey −Hz 0 Hx

Ez Hy −Hx 0

 .

Вектор F n ·
· j u

j имеет компоненты:

F 0 ·
· j u

j =
γ

c
· (vE), F α ·

· j u
j =

γ

c
· (cEα + ([vH])α), α = 1, 2, 3,

где [vH] — векторное произведение. В результате система (47) распадается

на уравнения:
d

dt

m0c
2√

1− v2/c2
= e(vE),

d

dt

m0v√
1− v2/c2

= eE +
e

c
[vH].

Правая часть f = eE +
e

c
[vH] в последнем уравнении есть сила Лоренца,

которая действует на запряженную частицу в электромагнитном поле.
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6 Общая теория относительности

В общей теории относительности (ОТО) полевыми функциями, ха-

рактеризующими гравитационное поле, являются компоненты метрического

тензора gµν четырехмерного псевдориманова пространства-времени с сигна-

турой (+−−−). Уравнения ОТО выводятся из действия

S =

∫
R

2κ

√
−g d4x+ Sm,

где Sm — действие вещества и всех полей, кроме гравитационного, κ =

8πG/c4 — гравитационная постоянная Эйнштейна, G — ньютоновская гра-

витационная постоянная. Условие δS = 0 приводит к уравнению Гильберта-

Эйнштейна

Gµν = κTµν . (58)

Здесь Gµν = Rµν −
1

2
gµνR — тензор Эйнштейна, Tµν — тензор энергии-

импульса (ТЭИ):

Tµν = − 2√
−g

δSm
δgµν

. (59)

Его полагают симметричным: Tµν = Tνµ.

Система (58) содержит 10 нелинейных дифференциальных уравнений в

частных производных не выше второго порядка. Выбирая систему координат,

можно наложить 4 равенства на компоненты тензора gµν. Из 10 остаётся 6

независимых уравнений. Свёрнутые тождества Бьянки (15) принципиально

новых уравнений не дают, они являются следствием уравнений Эйнштейна.

В классических теориях поля уравнения движения источников поля

вводят отдельно от уравнений поля. В ОТО уравнения движения материи

следуют из полевых уравнений. Действительно, в силу (15) из (58) следуют

равенства

∇αT
α
µ = 0, (60)

которые содержат уравнения движения источников рассматриваемой физи-

ческой системы. Равенства называют законами сохранения, хотя они не при-

водят к интегральным законам сохранения чего бы то ни было в ОТО. Это
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связано с тем, что ТЭИ не содержит вклада от гравитационного поля, а зако-

ны сохранения должны выполняться для материи вместе с гравитационным

полем. В рамках СТО равенство (60) также имеет место. В декартовых ко-

ординатах ИСО псевдоевклидова пространства-времени оно принимает вид

∂αT
α
µ = 0. (61)

Равенство (61) приводит к сохранению 4-вектора

P i =
1

c

∫
T ikdSk. (62)

Он представляет собой интеграл по гиперповерхности в пространстве-

времени, то есть по трёхмерному многообразию. Остановимся на этой опе-

рации подробно. Объём параллелепипеда в трёхмерном пространстве равен

определителю 3-го порядка, составленного из координат трёх 3-векторов, на

которых построен этот параллелепипед. В четырёхмерном пространстве так-

же рассматривается определитель, но на основе 4-векторов dxi, dx′i, dx′′i:

dSikl =

∣∣∣∣∣∣∣∣
dxi dx′i dx′′i

dxk dx′k dx′′k

dxl dx′l dx′′l

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Этот полностью антисимметричный 4-тензор выражает проекции объёма "па-

раллелепипеда" , то есть "площади" гиперповерхности. 4-вектор dSi равен

dSi = −1

6
eiklmdSklm,

перпендикулярен к элементу гиперповерхности и по модулю равен "площади"

этого элемента. Например, dS0 = dS123= dxdydz = dV равен элементу трёх-

мерного объёма — проекция элемента гиперповерхности на гиперплоскость

t = const.

Интеграл (62) на гиперповерхности t = const принимает вид

P i =
1

c

∫
T i0dV. (63)

Временная компонента P 0 =
1

c

∫
T 00dV есть энергия системы, поделённая на

скорость c, а ε = T 00 — плотность энергии. Компоненты P α =
1

c

∫
T α0dV
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(α = 1, 2, 3) есть компоненты трёхмерного вектора импульса системы, а
1

c
T α0

образуют плотность импульса. Таким образом, вектор P i есть 4-импульс си-

стемы.

Перепишем (61) следующим образом:

1

c
∂tT

00 + ∂αT
0α = 0,

1

c
∂tT

α0 + ∂βT
αβ = 0, α, β = 1, 2, 3.

Проинтегрируем по пространственному объёму:

1

c
∂t

∫
T 00dV +

∫
∂αT

0αdV = 0,
1

c
∂t

∫
T α0dV +

∫
∂βT

αβdV = 0.

Используя теорему Гаусса ко вторым слагаемым уравнений, получим:

∂t

∫
T 00dV = −c

∮
T 0αdfα, (64)

1

c
∂t

∫
T α0dV = −

∮
T αβdfβ, (65)

где интегралы в правой части берутся по поверхности, ограничивающей объ-

ём, df= (dfx, dfy, dfz) — вектор элемента поверхности. Он направлен перпен-

дикулярно к элементу поверхности и по модулю равен его площади. В левых

частях (64) и (65) стоит изменение в единицу времени энергии и импуль-

са системы в объёме, соответственно. Следовательно, правая часть (64) есть

количество энергии, протекающей через границу объёма, а вектор

S = (cT 01, cT 02, cT 01)

равен плотности потока энергии (количество энергии, проходящей в едини-

цу времени через единицу поверхности). Ранее было сказано, что
1

c
T α0 есть

плотность импульса. Таким образом, плотность потока энергии равна плот-

ности импульса, умноженной на c2. Выражение
∮
T αβdfβ из (65) равно коли-

честву импульса, вытекающего в единицу времени из объёма, а T αβ = −σαβ
— 3-тензор плотности потока импульса, σαβ — тензор напряжения, о котором

ранее говорилось. Компонента Tαβ равна количеству импульса компоненты

α, протекающего в единицу времени через единицу поверхности, перпенди-

кулярную к оси xβ. Учитывая вышесказанное, запишем ТЭИ в матричной
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форме:

T ik =


ε Sx/c Sy/c Sz/c

Sx/c −σxx −σxy −σxz
Sy/c −σyx −σyy −σyz
Sz/c −σzx −σzy −σzz

 .

Закон сохранения массы выражается в нерелятивистской гидродинами-

ке уравнением непрерывности (44). В СТО и ОТО масса не сохраняется. Ана-

логи уравнения непрерывности выписываются для сохраняющихся величин.

Для электрического заряда — это уравнение (50). Если отсутствует рождение

и поглощение частиц, то закон сохранения числа частиц имеет вид

∇µ(nuµ) = 0.

Вектор nµ = nuµ — ток числа частиц, где n — плотность числа частиц в

сопутствующей системе отсчёта (жидкость относительно неё покоится).

ТЭИ в ОТО получаются обобщением соответствующих выражений из

СТО. Рассмотрим различные примеры ТЭИ в ОТО. ТЭИ идеальной жидко-

сти имеет вид:

Tµν = (ε+ p)uµuν − pgµν

или в смешанных компонентах

T νµ = (ε+ p)uνuµ − pδνµ , (66)

где uµ — 4-вектор скорости частицы жидкости, ε = ρc2 — её плотность энер-

гии, p — давление. Подставим (66) в (60):

∇νT
ν
µ = (∂νw)uµu

ν + w∇ν(uµu
ν)− ∂µp = 0 , (67)

сумма w = ε + p называется тепловой функцией жидкости. Вследствии ра-

венства (60) справедливо тождество ∇νT
ν
µ − uνuµ∇λT

λ
ν = 0. Подставляя в

него равенство (67), получим уравнение движения идеальной жидкости —

общерелятивистское обобщение уравнения Эйлера:

wuν∇νuµ = ∂µp− uµuν∂νp .

44



Действие для скалярного поля φ с потенциалом V (φ) имеет вид

Ssm =

∫ (
−1

2
gµν∇µφ∇νφ+ V (φ)

)√
−g d4x.

Из формулы (59) следует

T (sm)
µν = ∇µφ∇νφ− gµν

(
1

2
∇αφ∇αφ− V (φ)

)
.

Вариация Ssm по φ даёт уравнение движения для скалярного поля (уравнение

Клейна-Гордона):

∇α∇αφ+
dV

dφ
= 0.

ТЭИ электромагнитного поля имеет вид

T (em)
µν =

1

4π

(
1

4
gµνFαβF

αβ − FµγF γ
ν

)
.

45



Список литературы

[1] Денисова И. П. Введение в тензорное исчисление и ero приложения. Учеб-

ное пособие / И. П. Денисова – 2-е изд., стер.– М.: Издательство УНЦ ДО,

2004. – 230 с.

[2] Ландау Л. Д. Теоретическая физика. В 10 т. Том II. Теория поля / Л. Д.

Ландау, Е. М. Лифшиц – М.: ФИЗМАТЛИТ, 2003. – 536 c.

[3] Мак-Коннел А. Дж. Введение в тензорный анализ с приложениями к гео-

метрии, механике и физике / А. Дж. Мак-Коннел – М.: ФИЗМАТЛИТ,

1963. – 412 c.

[4] Седов Л. И. Механика сnлошной среды (в 2-х томах) / Л. И. Седов – М.:

Наука, 1994. т.1 – 528 с.; т.2 – 560 с.

[5] Аминова А. В. Сборник задач и упражнений по векторному и тензорному

анализу / А. В. Аминова – Казань: Изд-во Казан. ун-та, 2020, 63 с.

[6] Анчиков А. М. Основы вектрного и тензорного анализа. Учебно-

методическое пособие / А. М. Анчиков – 2-е изд., испр. и доп. – Казань:

КГУ, 2006, 161 с.

[7] Бронников К. А. Лекции по гравитации и космологиии. Учебное пособие

/ К. А. Бронников, С. Г. Рубин – М.: МИФИ, 2008, 460 с.

46



Мухарлямов Руслан Камилевич, Панкратьева Татьяна Николаевна

Теоретическая физика в тензорном представлении

Учебно-методическое пособие

Отпечатано в полном соответствии с предоставленным оригинал-макетом

47


