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Â ÄÎÏÓÑÒÈÌÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÕ, II

È. Ø. Êàëèìóëëèí, Â. �. Ïóçàðåíêî, Ì. Õ. Ôàéçðàõìàíîâ

Â ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ êîíñòðóêöèè, èñïîëüçóåìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû òåõ æå àâòîðîâ �Íåãàòèâíûå íóìåðàöèè â

äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ, I�, êîòîðûå áàçèðóþòñÿ íà àâòîìîð�èçìàõ è

ñâîéñòâàõ ïðîñòðàíñòâà Êàíòîðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû: Σ-ïîäìíîæåñòâî, ñòðóêòóðà, ïðîñòðàíñòâî

Êàíòîðà, àâòîìîð�èçì, âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî, âû÷èñëèìî ïåðå÷èñ-

ëèìîå ìíîæåñòâî, äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî.

� 1. Ââåäåíèå è îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Â ðàáîòå èçëàãàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ, íîñÿùèå â áîëüøåé ñòåïåíè òåõíè-

÷åñêèé õàðàêòåð, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ èç [1℄.

Âñå ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ, èñïîëüçóåìûå çäåñü, ïðèâîäÿòñÿ òàì æå.

Ìåòîäû ðàáîòû ñ àâòîìîð�èçìàìè ñòðóêòóð �àêòè÷åñêè íå âûõîäÿò çà

ðàìêè ïîíÿòèéíîãî àïïàðàòà (ïðè íåîáõîäèìîñòè äåòàëüíîãî èõ ðàññìîò-

ðåíèÿ ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ ê [2℄).

Íàïîìíèì ñòðóêòóðó, èãðàþùóþ çäåñü êëþ÷åâóþ ðîëü, à òàêæå îñíîâ-

íîå óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü S ⊆ P(ω) � ñåìåéñòâî âñåõ àðè�ìåòè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 1. Îïðåäåëèì MS êàê ìîäåëü ñèãíàòóðû σ0 ⇌ {s2, S1,

R2} ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• îñíîâíûì ìíîæåñòâîì ñëóæèò ω⊎
⊎
{PA | A ∈ S}, ïðè÷¼ì ìíîæåñòâî PA

áåñêîíå÷íî äëÿ êàæäîãî A ∈ S;
• s èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ãðà�èê �óíêöèè λx.(x

.

− 1) íà ω (à èìåííî,

sMS ⇌ {〈n+ 1, n〉 | n ∈ ω} ∪ {〈0, 0〉}; äàííîå óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò íàëè÷èå
ñòðóêòóðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â MS);

• S èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ìíîæåñòâî êîäîâ ýëåìåíòîâ ñåìåéñòâà S, à R èí-

òåðïðåòèðóåòñÿ êàê îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìíî-

æåñòâàì ñåìåéñòâà S, êîòîðûå êîäèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ýëåìåíòàìè
(à èìåííî, SMS ⇌

⊎
{PA | A ∈ S} è RMS ⇌ {〈x, n〉 | x ∈ PA è n ∈ A äëÿ

íåêîòîðîãî A ∈ S}; îòíîøåíèå RMS
è ìíîæåñòâî SMS

ïîçâîëÿþò â ñòðóê-

òóðå MS çàêîäèðîâàòü âñå ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà S, ïðè ýòîì êàæäîå òàêîå

ìíîæåñòâî áóäåò èìåòü áåñêîíå÷íî ìíîãî êîäîâ). ⋄

�àáîòà ïåðâîãî è òðåòüåãî àâòîðîâ ïîääåðæàíà ãðàíòîì �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà

(ïðîåêò � 23-21-00181) è âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ïðîãðàììû ðàçâèòèÿ

Íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà Ïðèâîëæñêîãî �åäåðàëüíîãî

îêðóãà (ñîãëàøåíèå � 075-02-2023-944), ðàáîòà âòîðîãî àâòîðà âûïîëíåíà ïðè

ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè �Ô, áàçîâûé ïðîåêò � FWNF-2022-0012

(Êëàññè�èêàöèîííûå âîïðîñû ñèíòàêñèñà è ñåìàíòèêè ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì).
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×àñòî áóäåì çàïèñûâàòü ïðîñòî S âìåñòî èíòåðïðåòàöèè SMS
.

Òåîðåìà. Ñåìåéñòâî Σ(HF(MS)) âñåõ Σ-ïîäìíîæåñòâ HF(MS) èìå-
åò íåãàòèâíóþ âû÷èñëèìóþ HF(MS)-íóìåðàöèþ, íî íå èìååò ïîçèòèâíûõ
âû÷èñëèìûõ HF(MS)-íóìåðàöèé.

Â äàëüíåéøåì â êà÷åñòâå íàñëåäñòâåííî êîíå÷íîé íàäñòðîéêè áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü HF(MS) ñèãíàòóðû σ∗
0 ⇌ σ0 ⊎ {U1,∈2,∅} (ïîäðîá-

íîñòè ñì. â [1℄); â ÷àñòíîñòè, âñå �îðìóëû íà ñòðóêòóðå HF(MS) (íåîáÿ-
çàòåëüíî Σ-�îðìóëû) áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â ýòîé ñèãíàòóðå.

�àáîòà ñîñòîèò èç òð¼õ ïàðàãðà�îâ: â ïåðâîì ñîäåðæàòñÿ ñâîéñòâà àâ-

òîìîð�èçìîâ íà ïàðàìåòðàõ Σ-�îðìóë, ñîõðàíÿþùèå èõ ðåøåíèÿ; âî âòî-
ðîì ñîäåðæèòñÿ ñïîñîá îïòèìèçàöèè êîëè÷åñòâà ïàðàìåòðîâ Σ-�îðìóë,
êîòîðûé áàçèðóåòñÿ íà ñâîéñòâàõ àâòîìîð�èçìîâ è âñåâîçìîæíûõ ïðåä-

ñòàâëåíèÿõ Σ-ïîäìíîæåñòâ â íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîéêàõ; â òðå-
òüåì ïðèâîäèòñÿ ïðåäñòàâëåíèå Σ-�îðìóëû àðè�ìåòè÷åñêèì ïîäìíîæå-

ñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, îáëàäàþùèì îïðåäåë¼ííûìè ñâîéñòâàìè åäèí-

ñòâåííîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî ëþáîé àâòîìîð�èçì f ñòðóêòóðû MS äåéñòâóåò òîæäå-

ñòâåííî íà ω ⊆ MS è, ê òîìó æå, åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ

äî àâòîìîð�èçìà f#
ñòðóêòóðû HF(MS), ïðè÷¼ì f#(a) = {f#(z) | z ∈ a}

äëÿ ëþáîãî a ∈ HF(MS) \MS . Ïîýòîìó f îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ äåéñòâèåì

íà ìíîæåñòâå S. Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äîêà-

çàííîå â [1℄ (ëåììà 1).

Ëåììà 1. Ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íàÿ èíúåêòèâíàÿ Σ-�óíêöèÿ F , äëÿ

êîòîðîé ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ ρF = HF(MS) è δF ∈ ∆(HF(MS)) ∩
P(HF (S) ∪ S).

Ýòà ëåììà ïîçâîëÿåò â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ýëåìåíòû

ìíîæåñòâà HF (S)∪S â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ðåøåíèé �îðìóë, à â êà÷åñòâå

ïàðàìåòðîâ � ýëåìåíòû èç S.

Ïóñòü Φ(x,−→v ) � Σ-�îðìóëà ñèãíàòóðû σ∗
0 è ïóñòü

−→s ∈ S
lh(−→v )
6= ; òîãäà

çàïèñü Φ(x,−→s ) áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî äàííàÿ Σ-�îðìóëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ

íàáîðîì

−→s ïàðàìåòðîâ.

� 2. Àâòîìîð�èçìû è Σ-�îðìóëû

Ïóñòü Φ0(x,
−→s ) è Φ1(x,

−→s ′) � Σ-�îðìóëû; áóäåì íàçûâàòü èõ Σ-ýêâè-
âàëåíòíûìè è îáîçíà÷àòü ýòî îáñòîÿòåëüñòâî êàê Φ0(x,

−→s ) ≡Σ Φ1(x,
−→s ′),

åñëè èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

HF(MS) |= ∀x(Φ0(x,
−→s ) ↔ Φ1(x,

−→s ′)).



Íåãàòèâíûå íóìåðàöèè â äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ, II 88

Îòìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå Φ0(x,
−→s ) ≡Σ Φ1(x,

−→s ′) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
ýòè �îðìóëû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïàðàìåòðàìè îïðåäåëÿþò îäíî è òî

æå ìíîæåñòâî. Â ÷àñòíîñòè, çàäàííîå îòíîøåíèå Σ-ýêâèâàëåíòíîñòè èí-

äóöèðóåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ïàðàõ âèäà 〈Φ,−→s 〉, ãäå Φ(x,−→s ) �
Σ-�îðìóëà (ñð. 
 êîíñòðóêöèåé óíèâåðñàëüíîãî Σ-ïðåäèêàòà èç òåîðå-

ìû 2.6.2 [3℄).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ f , δf ∪ ρf ⊆ S, ñîõðàíÿåò ðåøåíèå Σ-
�îðìóëû Φ(x,−→s ), åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå Φ(x,−→s ) ≡Σ Φ(x, f(−→s )).
Ýòî ïîíÿòèå áóäåò â îñíîâíîì èñïîëüçîâàòüñÿ â ñëó÷àÿõ, êîãäà f ÿâëÿåòñÿ

ïîäñòàíîâêîé íà sp(−→s ) èëè àâòîìîð�èçìîì ñòðóêòóðû MS .

Íàïîìíèì îäíî ïðîñòîå, íî êëþ÷åâîå ñâîéñòâî, êîòîðîå áóäåì àêòèâ-

íî èñïîëüçîâàòü íèæå. Ïóñòü Ψ � �îðìóëà ñèãíàòóðû σ∗
0 (íåîáÿçàòåëüíî

Σ-�îðìóëà) áåç ïàðàìåòðîâ, −→s � íàáîð ýëåìåíòîâ èç S è ïóñòü f � àâòî-

ìîð�èçì ñòðóêòóðû MS . Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü:

HF(MS) |= Ψ(−→s ) ⇔ HF(MS) |= Ψ(f(−→s )). (1)

Çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ Σ-�îðìóë èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî àâòîìîð�èçìîâ, äåéñòâóþùèõ íà ïàðàìåòðàõ Σ-ýêâèâàëåíò-
íûõ Σ-�îðìóë. Áîëåå òî÷íî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2. Ïóñòü Σ-�îðìóëû Φ0(x,
−→s ) è Φ1(x,

−→s ′) òàêîâû, ÷òî èìå-

åò ìåñòî ñîîòíîøåíèå Φ0(x,
−→s ) ≡Σ Φ1(x,

−→s ′), è ïóñòü f � àâòîìîð�èçì

ñòðóêòóðû MS . Òîãäà f ñîõðàíÿåò ðåøåíèå Σ-�îðìóëû Φ0(x,
−→s ), åñëè è

òîëüêî åñëè f ñîõðàíÿåò ðåøåíèå Σ-�îðìóëû Φ1(x,
−→s ′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Φ0(x,
−→s ), Φ1(x,

−→s ′)�Σ-ýêâèâàëåíòíûå Σ-�îð-
ìóëû, à f � àâòîìîð�èçì ñòðóêòóðû MS . Äîêàæåì ëèøü èìïëèêàöèþ â

ïðÿìîì íàïðàâëåíèè: îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå.

Ïóñòü f ñîõðàíÿåò ðåøåíèå Σ-�îðìóëû Φ0(x,
−→s ). Òîãäà óòâåðæäåíèå âû-

òåêàåò èç ñëåäóþùåé ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíîñòåé (çäåñü a ∈ HF (S) ∪ S):

HF(MS) |= Φ0(a, f(
−→s )) ⇔ HF(MS) |= Φ0(a,

−→s ) ⇔
⇔ HF(MS) |= Φ1(a,

−→s ′) ⇔ HF(MS) |= Φ1(a, f(
−→s ′))

(ïåðâàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî f ñîõðàíÿåò ðåøåíèå Σ-
�îðìóëû Φ0(x,

−→s ); âòîðàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî Σ-ýê-
âèâàëåíòíû Σ-�îðìóëû Φ0(x,

−→s ) è Φ1(x,
−→s ′); à òðåòüÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (1), ãäå â êà÷åñòâå Ψ, −→s è f âûñòóïàþò ñî-

îòâåòñòâåííî �îðìóëà ∀x(Φ0(x,
−→s ) ↔ Φ1(x,

−→s ′)), íàáîð −→s ˆ−→s ′
è àâòîìîð-

�èçì f).

Çàìåòèì, ÷òî àâòîìîð�èçìû, ñîõðàíÿþùèå �èêñèðîâàííîå ðåøåíèå Σ-
�îðìóëû, îáðàçóþò ãðóïïó. Áîëåå òî÷íî, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ äëÿ àâòîìîð�èçìîâ f0, f1 ñòðóêòóðû MS è Σ-�îðìóëû Φ(x,−→s ):
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• òîæäåñòâåííûé àâòîìîð�èçì idS ñîõðàíÿåò ðåøåíèå Φ(x,−→s );

• åñëè f0 ñîõðàíÿåò ðåøåíèå Σ-�îðìóëû Φ(x,−→s ), òî f−1
0 ñîõðàíÿåò ðåøå-

íèå Φ(x, f0(
−→s ));

• åñëè f0 è f1 ñîõðàíÿþò ðåøåíèÿ Σ-�îðìóë Φ(x,−→s ) è Φ(x, f0(
−→s )) ñîîò-

âåòñòâåííî, òî f1 ◦ f0 ñîõðàíÿåò ðåøåíèå Φ(x,−→s ).

Òåì ñàìûì, ñëåäóþùåå íåñëîæíîå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî

ðàñøèðèòü êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ àâòîìîð�èçìîâ.

Ëåììà 3. Ïóñòü Φ(x,−→s ) � Σ-�îðìóëà è ïóñòü f � àâòîìîð�èçì ìîäå-

ëè MS , äåéñòâóþùèé òîæäåñòâåííî íà sp(−→s ). Òîãäà f ñîõðàíÿåò ðåøåíèå

Σ-�îðìóëû Φ(x,−→s ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

HF(MS) |= ∀x(Φ(x,−→s ) ↔ Φ(x, f(−→s ))),

ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(−→s ) = −→s .

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê ïðîöåäóðàì óäàëåíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðèâåä¼ì

åù¼ îäèí óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ àâòîìîð�èçìîâ.

Ëåììà 4. Ïóñòü Σ-�îðìóëû Φ0(x,
−→s ) è Φ1(x,

−→s ′) òàêîâû, ÷òî èìåþò
ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

• sp(−→s ) \ sp(−→s ′) 6= ∅;
• Φ0(x,

−→s ) ≡Σ Φ1(x,
−→s ′).

Òîãäà äëÿ ëþáûõ r0 ∈ sp(−→s ) \ sp(−→s ′) è àâòîìîð�èçìà f , äåéñòâóþùå-
ãî òîæäåñòâåííî íà sp(−→s ) \ {r0}, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå Φ0(x,

−→s ) ≡Σ

Φ0(x, f(
−→s )).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Σ-�îðìóëû Φ0(x,
−→s ), Φ1(x,

−→s ′) è ýëåìåíò r0 ∈
sp(−→s )\sp(−→s ′) óäîâëåòâîðÿþò ïîñûëêå ëåììû. Êðîìå òîãî, ïóñòü àâòîìîð-
�èçì f äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà sp(−→s )\{r0}. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü,

÷òî f ñîõðàíÿåò ðåøåíèå Φ0(x,
−→s ), ïðåäñòàâèì åãî â âèäå êîìïîçèöèè òð¼õ

àâòîìîð�èçìîâ (à èìåííî, f = h2 ◦ h1 ◦ h0), êàæäûé èç êîòîðûõ áóäåò ñî-

õðàíÿòü ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé Σ-�îðìóëû.

Åñëè f(r0) ∈ [r0]R\(sp(
−→s )∪sp(−→s ′)), òî ïîëîæèì h0 ⇌ idS, ò. å. h0(s) = s

äëÿ âñåõ s ∈ S. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî f(r0) ∈ sp(−→s ′) \ sp(−→s ); áåð¼ì
àâòîìîð�èçì h0 ñòðóêòóðû MS , äåéñòâóþùèé òîæäåñòâåííî íà sp(−→s )
è ïåðåâîäÿùèé sp(−→s ′) \ sp(−→s ) â S \ sp(−→s ′). Òàêîé àâòîìîð�èçì ìîæ-

íî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ ÷åëíî÷íîé êîíñòðóêöèè (áîëåå òîãî, îí ìîæåò

áûòü âûáðàí �èíèòàðíîé èíâîëþöèåé). Ïî ëåììå 3, h0 ñîõðàíÿåò ðåøå-

íèå Σ-�îðìóëû Φ0(x,
−→s ), à ïî ëåììå 2, äàííûé àâòîìîð�èçì ñîõðàíÿåò

òàêæå ðåøåíèå Σ-�îðìóëû Φ1(x,
−→s ′); ñëåäîâàòåëüíî, èìååì Φ1(x,

−→s ′) ≡Σ
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Φ1(x, h0(
−→s ′)) è Φ0(x,

−→s ) ≡Σ Φ0(x, h0(
−→s )). Îòìåòèì, ÷òî èìåþò ìåñòî ñî-

îòíîøåíèÿ h0(
−→s ) = −→s è sp(−→s ′) ∩ sp(h0(

−→s ′)) ⊆ sp(−→s ); ñëåäîâàòåëüíî,
âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà îòíîøåíèé

f(r0) ∈ [h0(r0)]R \ (sp(h0(
−→s )) ∪ sp(h0(

−→s ′))) = [r0]R \ (sp(−→s ) ∪ sp(h0(
−→s ′))).

Âîçüì¼ì òåïåðü àâòîìîð�èçì h1 ñòðóêòóðû MS , äåéñòâóþùèé òîæäå-

ñòâåííî íà h
#
0 (sp(

−→s ) \ {r0}) ∪ h
#
0 (sp(

−→s ′)) = (sp(−→s ) \ {r0}) ∪ sp(h0(
−→s ′)) è

ïåðåâîäÿùèé r0 â f(r0). Â êà÷åñòâå òàêîãî àâòîìîð�èçìà ìîæíî âçÿòü, ê

ïðèìåðó, òðàíñïîçèöèþ (r0 f(r0)). Ïî ëåììå 3, àâòîìîð�èçì h1 ñîõðàíÿåò

ðåøåíèå Σ-�îðìóëû Φ1(x, h0(
−→s ′)), à ïî ëåììå 2, äàííûé àâòîìîð�èçì ñî-

õðàíÿåò òàêæå ðåøåíèå Φ0(x, h0(
−→s )). Ñëåäîâàòåëüíî, (h1 ◦ h0) ñîõðàíÿåò

ðåøåíèå Φ0(x,
−→s ).

Ïîëîæèì h2 ⇌ f ◦ (h1 ◦ h0)
−1
; òîãäà àâòîìîð�èçì h2 äåéñòâóåò òîæäå-

ñòâåííî íà f(−→s ) = (h1 ◦ h0)(
−→s ), à ïî ëåììå 3, àâòîìîð�èçì h2 ñîõðàíÿåò

ðåøåíèå Φ0(x, (h1 ◦ h0)(
−→s )).

Òàêèì îáðàçîì, f ñîõðàíÿåò ðåøåíèå Φ0(x,
−→s ).

� 3. Îïòèìèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ

Â äàëüíåéøåì âñå ðàññóæäåíèÿ áóäåì ïðîâîäèòü, ðàññìàòðèâàÿ ëèøü

ñòðóêòóðó HF(MS) íà ìíîæåñòâåHF (S)∪S, ïðè ýòîì îòîæäåñòâëÿÿ ñòðóê-

òóðó MS ñèãíàòóðû σ0 è ìîäåëü ñèãíàòóðû σ1 ⇌ {R2} ∪ {m | m ∈ ω},
çàäàííóþ íà òîì æå ìíîæåñòâå, â êîòîðîé ñèìâîë R èíòåðïðåòèðóåòñÿ

êàê ïðåæäå, ìíîæåñòâî S ñëóæèò îäíèì èç ñîðòîâ, à êîíñòàíòíûå ñèì-

âîëû âûäåëÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ω (ñì. îïðåäåëå-

íèÿ 3, 5, ëåììó 2 [1℄). Äðóãèìè ñëîâàìè, áóäåì ïðåäïîëàãàòü íàëè÷èå

äâóõñîðòíîé ñòðóêòóðû â êà÷åñòâå HF(MS), â êîòîðîé ïåðåìåííûå ïðè-

íèìàþò òîëüêî çíà÷åíèÿ èç HF (S) ∪ S: íîñèòåëåì äðóãîãî ñîðòà ÿâëÿåò-

ñÿ ìíîæåñòâî {a ∈ HF(MS)|sp(a) ∩ ω 6= ∅}; ýòî âîçìîæíî, â ñèëó ñâå-

äåíèÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ λx.RMS (x, n), ãäå n ∈ ω, ê ñ÷¼òíîìó ñåìåé-

ñòâó {RMS(·,n)|n ∈ ω} óíàðíûõ îòíîøåíèé, à òàêæå íàëè÷èÿ èíúåêòèâíîé
÷àñòè÷íîé Σ-�óíêöèè, äåéñòâóþùåé èç íåêîòîðîãî HF(MS)-âû÷èñëèìîãî
ïîäìíîæåñòâà HF (S) ∪ S íà ìíîæåñòâî HF(MS), ÷òî ñëåäóåò èç ëåììû 1.

Çäåñü è äàëåå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèå Rl(·) äëÿ �îðìóëû

R(·, l) íàðÿäó ñ îáû÷íûì èñïîëüçîâàíèåì äàííîé �îðìóëû (l ∈ ω).

Êðîìå òîãî, âñå Σ-�îðìóëû â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ

â ñèãíàòóðå σ∗
0 ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ïàðàìåòðàìè èç S.

Â äàëüíåéøåì, äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå áóäåì ÷àñòî îòîæäåñòâ-

ëÿòü ñ ïàðàìåòðàìè, êîòîðûå îíè ïðèíèìàþò â êà÷åñòâå ñâîèõ çíà÷åíèé.

Ìåòîä ïðåäñòàâëåíèÿ Σ-ïîäìíîæåñòâ â HF(MS) â âèäå ò. í. âû÷èñëè-

ìûõ äèçúþíêöèé ∃-�îðìóë íà MS ïîäðîáíî èçëàãàåòñÿ â [1℄ (áîëåå òî÷íî,
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äàþòñÿ ý��åêòèâíîå è ïðèòîì ïî÷òè îäíîçíà÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåí-

òîâ (îïðåäåëåíèå 2), à òàêæå ñîáñòâåííî ïðåäñòàâëåíèå Σ-ïîäìíîæåñòâ
(òåîðåìû 1, 2)). Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1 [1℄, �îðìóëû ñèãíàòóðû σ1 çàäà-

þòñÿ ñòàíäàðòíîé ã¼äåëåâîé íóìåðàöèåé, â êîòîðîé ïî n ∈ ω ý��åêòèâíî

íàõîäèòñÿ íîìåð êîíñòàíòíîãî ñèìâîëà n. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëå-

äóþùåìó óòâåðæäåíèþ (ëåììà 3 [1℄).

Ëåììà 5. Ïî ëþáîé Σ-�îðìóëå Φ(x,−→s ) ñòðîèòñÿ è ïðèòîì ý��åê-

òèâíî âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An}n∈ω ìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç

áåñêâàíòîðíûõ �îðìóë ñèãíàòóðû σ1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùåìó ñî-

îòíîøåíèþ:

{a ∈ HF (S) ∪ S|HF(MS) |=Φ(a,−→s )}=
={tl(

−→a )|l ∈ ω, −→a ∈ Snl , MS |=ϕ(
−→a ,−→s )

äëÿ íåêîòîðîé ϕ(−→u ,−→v )∈Al, lh(
−→u ) = nl, lh(

−→v ) = lh(−→s )}.
(2)

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An}n∈ω ìíîæåñòâ, ñîñòîÿ-
ùèõ èç áåñêâàíòîðíûõ �îðìóë ñèãíàòóðû σ1, âû÷èñëèìà, òî îíà çàäà¼ò è

ïðèòîì ý��åêòèâíî íåêîòîðóþ Σ-�îðìóëó Φ(x,−→s ) (â ñìûñëå (2)).

Ïóñòü äàíû ìíîæåñòâî D ⊆ HF (S) ∪ S, îïðåäåëèìîå â HF(MS) Σ-
�îðìóëîé Φ(x,−→s ), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An}n∈ω (âîçìîæíî, íåâû÷èñëè-

ìàÿ) ìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç áåñêâàíòîðíûõ �îðìóë ñèãíàòóðû σ1, ãäå
−→s ∈ S<ω6= �íàáîð ïàðàìåòðîâ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî {An}n∈ω 
 íàáîðîì

−→s
ïàðàìåòðîâ çàäà¼ò D (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ìíîæåñòâî D çàäà¼òñÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòüþ {An}n∈ω 
 íàáîðîì

−→s ïàðàìåòðîâ), åñëè èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî (2). Ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An}n∈ω 
 íàáîðîì

−→s ïàðà-

ìåòðîâ áóäåì îáîçíà÷àòü êàê {An}n∈ω(
−→s ). Áîëåå òîãî, äëÿ êàæäîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè â �îðìóëèðîâêàõ óòâåðæäåíèé è èõ äîêàçàòåëüñòâàõ íàáîð

çàäàííûõ ñ íåé ïàðàìåòðîâ áóäåò �èêñèðîâàí, ïîýòîìó â òàêèõ ñëó÷àÿõ

çàïèñè {An}n∈ω è {An}n∈ω(
−→s ) áóäóò ðàâíîïðàâíûìè.

×òîáû íå âîçíèêàëî ïðîáëåì ñ âîñïðèÿòèåì, çàïèñü �ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {An}n∈ω(
−→s ) âû÷èñëèìà (ñ îðàêóëîì A ⊆ ω)� îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An}n∈ω ìíîæåñòâ �îðìóë îò îñíîâíûõ è

äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ òàêîâîé (ñ òåì æå îðàêóëîì), ïðè

ýòîì ñëîæíîñòü íàáîðà ïàðàìåòðîâ íå áóäåò ó÷èòûâàòüñÿ.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An}n∈ω(
−→s ) çàäà¼ò ìíîæåñòâî, îïðåäåëèìîå

Σ-�îðìóëîé Ψ(x,−→s ′) ñèãíàòóðû σ∗
0, òî áóäåì ïèñàòü ïðîñòî �{An}n∈ω(

−→s )
çàäà¼ò Ψ(x,−→s ′)� (çäåñü íàáîð

−→s ′ ∈ S<ω6= ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò

−→s , äàæå ñ
òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ýëåìåíòîâ â êîðòåæå).

Íèæå àêòèâíî áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå Σ-ïîäìíîæåñòâ â

HF(MS) ñ ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèé. Ñíà÷àëà çàäàäèì ñèëüíî âû÷èñëè-

ìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {HFn(Mn)}n∈ω ñòðóêòóð ñèãíàòóðû σ∗
0 (ñì. îïðå-
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äåëåíèå 4 [1℄). Òîãäà îíà áóäåò óäîâëåòâîðÿòü òåîðåìå 3 [1℄. Êàê è âû-

øå, ìîäåëü Mn ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñî ñòðóêòóðîé ñèãíàòóðû σ
(n)
1 ⇌

{R2} ∪ {m | m ∈ ω, m 6 n}, çàäàííîé íà òîì æå ìíîæåñòâå, â êîòî-

ðîé R èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïðåæäå, à êîíñòàíòíûå ñèìâîëû òàêæå áóäóò

âûäåëÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ω (n ∈ ω). �àññìîòðåíèå

ñòàíäàðòíîé ã¼äåëåâîé íóìåðàöèè äëÿ σ1 áóäåò ãàðàíòèðîâàòü ñâîéñòâî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {HFn(Mn)}n∈ω áûòü ñèëüíî âû÷èñëèìîé ïðè òàêîì

îòîæäåñòâëåíèè.

Ââåä¼ì åù¼ îäíî îáîçíà÷åíèå, òàêæå èãðàþùåå êëþ÷åâóþ ðîëü â íà-

ñòîÿùåé ðàáîòå. Ïóñòü êàæäûé èç íàáîðîâ

−→a è

−→
b ñîñòàâëåí èç ýëåìåíòîâ

â òî÷íîñòè îäíîãî èç ìíîæåñòâ S èëè Sn, ãäå n ∈ ω. Áóäåì èñïîëüçîâàòü çà-

ïèñü 〈−→a ; =〉 ≡ 〈
−→
b ; =〉, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâî lh(−→a ) = lh(

−→
b ), à òàê-

æå ñîîòíîøåíèå (ai = aj) ⇔ (bi = bj), äëÿ âñåõ i, j ∈ ω (0 6 i < j < lh(−→a )).
Òåîðåòèêî-ìîäåëüíîå îïèñàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Mn}n∈ω ñòðóêòóð

â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σ
(n)
1 }n∈ω ñèãíàòóð ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåì çàìå-

÷àíèè.

Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü m ∈ ω è ïóñòü ϕ(−→y ) � áåñêâàíòîðíàÿ �îðìóëà

ñèãíàòóðû σ
(m)
1 îò ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ

−→y , lh(−→y ) 6 2m+ 2 (ñâîáîäíû-

ìè ìîãóò áûòü êàê îñíîâíûå, òàê è äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå). Òîãäà

èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

(1): äëÿ ëþáûõ

−→a ∈ Slh(−→y )
è

−→
b ∈ S

lh(−→y )
m ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü

MS |= ϕ(−→a ) ⇔ Mm |= ϕ(
−→
b ),

êàê òîëüêî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

γm(
−→
b ) = γS(

−→a ) ↾ (m+ 1) è 〈−→a ; =〉 ≡ 〈
−→
b ; =〉;

(2): äëÿ ëþáûõ n ∈ ω, n > m, êîðòåæåé

−→a ∈ S
lh(−→y )
n è

−→
b ∈ S

lh(−→y )
m

ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü

Mn |= ϕ(−→a ) ⇔ Mm |= ϕ(
−→
b ),

êàê òîëüêî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

γm(
−→
b ) = γn(

−→a ) ↾ (m+ 1) è 〈−→a ; =〉 ≡ 〈
−→
b ; =〉.

Óñëîâèÿ (1), (2) ÿâëÿþòñÿ ïåðå�îðìóëèðîâêàìè äëÿ ìíîæåñòâà áåñ-

êâàíòîðíûõ ïðåäëîæåíèé ñòðóêòóðû (Mm,
−→
b ), ãäå

−→
b � êîðòåæ ýëåìåí-

òîâ Mm. ⋄

Ñíà÷àëà �îðìóëû, ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

îïðåäåë¼ííîé â ëåììå 5, ïðèâåä¼ì ê åù¼ áîëåå ïðîñòîìó âèäó, ïðè íàëè-

÷èè àâòîìîð�èçìîâ ñòðóêòóðû MS , äåéñòâóþùèõ íà ïàðàìåòðàõ, êîòîðûå

ñîõðàíÿþò ðåøåíèå âûáðàííîé Σ-�îðìóëû. Íà÷í¼ì èçëîæåíèå ñ �îðìó-

ëèðîâêè ñëåäóþùåãî ñîãëàøåíèÿ.
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Ñîãëàøåíèå 1. Ïóñòü D ⊆ HF (S)∪ S è {An}n∈ω � ñîîòâåòñòâåííî Σ-
ïîäìíîæåñòâî HF(MS) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (âîçìîæíî, íåâû÷èñëèìàÿ)

ìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç áåñêâàíòîðíûõ �îðìóë ñèãíàòóðû σ1, òàêèå ÷òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An}n∈ω(
−→s ) çàäà¼òD, ãäå −→s � íàáîð ïàðàìåòðîâ èç S.

(1) Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ (çäåñü

è äàëåå k = lh(−→s ), l ∈ ω, ϕ(u0, u1, . . . , unl−1, v0, v1, . . . , vk−1) ∈ Al):

(1.1): Al çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Sl, ò. å. Al = ASl

l , ãäå Sl çàäàíà

â îïðåäåëåíèè 2 [1℄ (äëÿ îáåñïå÷åíèÿ äàííîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò ðàññìîòðåòü

çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Al îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè (ϕ, π) 7→ ϕπ, ãäå ϕ ∈ Al
è π ∈ Sl);

(1.2): �îðìóëà ϕ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíúþíêöèþ àòîìàðíûõ �îðìóë

è/èëè èõ îòðèöàíèé (ñíà÷àëà ëþáóþ áåñêâàíòîðíóþ �îðìóëó ïðèâåä¼ì ê

ÄÍÔ, à çàòåì å¼ ýëåìåíòàðíóþ êîíúþíêöèþ ïîìåñòèì â ñîîòâåòñòâóþùåå

ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè);

(1.3): ê òîìó æå, ϕ íå ñîäåðæèò â êà÷åñòâå êîíúþíêòîâ îäíîâðåìåííî

àòîìàðíîé �îðìóëû è å¼ îòðèöàíèÿ (èíà÷å çàìåíèì ϕ íà ⊥ ⇌ ¬(0 ≈ 0));
(1.4): åñëè nl+ k = 0, òî Al ìîæåò ñîäåðæàòü òîëüêî ⊥ èëè òîæäåñòâåííî

èñòèííîå ïðåäëîæåíèå ⊤ ⇌ (0 ≈ 0).
Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ òåðìà tl è ïàðàìåòðîâ ìî-

ãóò âûñòóïàòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà S, áóäåì ïðåäïî-

ëàãàòü, ÷òî âñå êîíúþíêòû îò ïåðåìåííûõ u0, u1, . . . , unl−1, v0, v1, . . . , vk−1,

ñîäåðæàùèå ñèìâîë≈ è âõîäÿùèå â �îðìóëó ϕ 6∈ {⊥,⊤}, áóäóò ñîñòàâëÿòü
â òî÷íîñòè ñëåäóþùèé ñïèñîê êîíúþíêòîâ (íàëè÷èå äâóõ ïîñëåäíèõ ïï. â

í¼ì âî ìíîãîì ñâÿçàíî ñî ñâîéñòâîì ñîâìåñòèìîñòè �îðìóëû ϕ):

(1.5):

¬(ui ≈ uj) (i, j ∈ ω, i < j < nl);

(1.6):

¬(vi ≈ vj) (i, j ∈ ω, i < j < k);

(1.7): äëÿ êàæäîé ïàðû 〈i, j〉 ∈ ω2
(i < nl, j < k) ñóùåñòâóåò íå áîëåå

îäíîé �îðìóëû èç ñîâîêóïíîñòè {(ui ≈ vj),
¬(ui ≈ vj)};

(1.8): êàêîâî áû íè áûëî i0 ∈ ω (i0 < nl), ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé

ïàðû 〈i0, j0〉 ∈ ω2
(j0 < k), äëÿ êîòîðîé (ui0 ≈ vj0) âñòðå÷àåòñÿ â êà÷åñòâå

êîíúþíêòà â ϕ;

(1.9): êàêîâî áû íè áûëî j0 ∈ ω (j0 < k), ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé

ïàðû 〈i0, j0〉 ∈ ω2
(i0 < nl), äëÿ êîòîðîé (ui0 ≈ vj0) âñòðå÷àåòñÿ â êà÷åñòâå

êîíúþíêòà â ϕ.

(2, F ) Ïóñòü F ⊆ {j ∈ ω|0 6 j < k}; äîïîëíèòåëüíî êî âñåì óñëîâè-

ÿì èç (1) äàííîãî ñîãëàøåíèÿ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå äëÿ

÷èñåë l, k ∈ ω è �îðìóëû ϕ 6∈ {⊥,⊤}, çàäàííûõ â ðàçäåëå (1):

(2.10): äëÿ ëþáîé ïàðû 〈i, j〉 ∈ ω2
(i < nl, j < k, j 6∈ F ) �îðìóëà (ui ≈ vj)

âõîäèò â êà÷åñòâå ïîä�îðìóëû â ϕ (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âîñïîëüçóåìñÿ

ýêâèâàëåíòíîñòüþ ϕ(−→u ,−→v ) ≡ (ϕ(−→u ,−→v ) ∧ ((ui ≈ vj) ∨
¬(ui ≈ vj))) ≡

((ϕ(−→u ,−→v ) ∧ (ui ≈ vj)) ∨ (ϕ(−→u ,−→v ) ∧ ¬(ui ≈ vj))); òåì ñàìûì, ïðèõîäèì
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ê ðàññìîòðåíèþ äâóõ �îðìóë (ϕ(−→u ,−→v )∧ (ui ≈ vj)), (ϕ(
−→u ,−→v )∧¬(ui ≈ vj))

âìåñòî ϕ; ïðè íåîáõîäèìîñòè ñëåäóåò ïðîäîëæèòü äàííûé ïðîöåññ).

Ìíîæåñòâî F ⊆ ω áóäåì â äàëüíåéøåì îòîæäåñòâëÿòü ñ ìíîæåñòâîì

ïàðàìåòðîâ, ÿâëÿþùèõñÿ çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ vj , ãäå j ∈ F . ⋄

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ak}k∈ω(
−→s ) òàêîâà, ÷òî Ak ñîñòîèò èç êîíú-

þíêöèé àòîìàðíûõ �îðìóë è/èëè èõ îòðèöàíèé ñèãíàòóðû σ1 îò ïåðåìåí-

íûõ u0, u1, . . ., unk−1 äëÿ êàæäîãî k ∈ ω, è ïóñòü r ∈ sp(−→s ). Îïðåäåëèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ek}k∈ω(

−→s ) ñëåäóþùèì îáðàçîì (ïðè ýòîì òðàíñ�îð-

ìàöèþ, êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ak}k∈ω ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {Ek}k∈ω, îáîçíà÷èì êàê (AE(r))). Âîçüì¼ì ëþáûå ÷èñëî k ∈ ω è

�îðìóëó ϕ ∈ Ak.

• Åñëè (ui ≈ r) íå ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêòîì �îðìóëû ϕ íè äëÿ êàêîãî i ∈ ω,

i < nk, òî ïîìåñòèì �îðìóëó ϕ â Ek.

• Ïóñòü òåïåðü (ui0 ≈ r) ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêòîì �îðìóëû ϕ äëÿ íåêîòî-

ðîãî i0 ∈ ω, i0 < nk; ñíà÷àëà íàéä¼ì íàèìåíüøåå ÷èñëî m0 ∈ ω òàê,

÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî m0 + 1 > max{log2(rk), nk, lh(
−→s ), n + 1},

ãäå, â ñâîþ î÷åðåäü, n ∈ ω � íàèìåíüøåå ÷èñëî òàêîå, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ

�îðìóëîé ñèãíàòóðû σ
(n)
1 . Îòìåòèì, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî ñâÿçàíî ñ îïðå-

äåëåíèåì HFm0
(Mm0

), ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ìåòîäû, êàñàþùèåñÿ

àïïðîêñèìàöèè. Çàäàäèì ñîîòâåòñòâèå ςϕ ìåæäó íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè

è ìíîæåñòâîì {0, 1} òàê:

ςϕ(l, ε) ⇔
(
Rε
l (ui0) èëè Rε

l (r) � êîíúþíêò ϕ
)
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fϕ ìíîæåñòâî âñåõ áèíàðíûõ ñòðîê τ D ςϕ äëèíû m0+1.
(a) Åñëè ςϕ íå ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé, òî ïîëàãàåì Fϕ ⇌ ∅ è ïîìåùàåì

�îðìóëó

¬(0 ≈ 0) â Ek.
(b) Äàëåå, ïóñòü òåïåðü Fϕ 6= ∅; òîãäà ïîëîæèì â êà÷åñòâå ψϕ,τ �îð-

ìóëó (
n0∧
j=0

(R
τ(j)
j (ui0) ∧ R

τ(j)
j (r))

)
∧ ϕ

è ïîìåñòèì âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà {ψϕ,τ |τ ∈ Fϕ} â Ek, íå ïîìåùàÿ ïðè

ýòîì ñàìîé �îðìóëû ϕ (ðàçóìååòñÿ, ñëåäóåò îñòàâèòü ïî îäíîìó êàæäîìó

êîíúþíêòó ñðåäè ïîâòîðÿþùèõñÿ, óäàëèâ äóáëèêàòû, ÷òîáû, ñ îäíîé ñòî-

ðîíû, ñîõðàíèòü îòíîøåíèå å¼ èñòèííîñòè è/èëè ëîæíîñòè íà êîðòåæàõ,

à ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñå å¼ êîíúþíêòû áûëè ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè). Çäåñü

�àêòè÷åñêè âïåðâûå èñïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà

Êàíòîðà (ïîäðîáíîñòè ñì. â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 12).

Òåì ñàìûì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.
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Ëåììà 6. Ïóñòü äàíû Σ-�îðìóëà Φ(x,−→s ), ìíîæåñòâî F ⊆ sp(−→s ), ýëå-
ìåíò r ∈ sp(−→s )\F è âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ak}k∈ω(

−→s ), óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ ñîãëàøåíèþ 1(2, F ), à òàêæå çàäàþùàÿ Φ(x,−→s ). Ïóñòü òàêæå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ek}k∈ω(

−→s ) ïîëó÷åíà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ak}k∈ω
ñ ïîìîùüþ (AE(r)). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ek}k∈ω áóäåò òàêæå âû-

÷èñëèìîé, óäîâëåòâîðÿòü ñîãëàøåíèþ 1(2, F ) è çàäàâàòü Φ(x,−→s ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Σ-�îðìóëà Φ(x,−→s ), ìíîæåñòâî F ⊆ sp(−→s ) è
ýëåìåíò r ∈ sp(−→s ) \ F , à òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ak}k∈ω(

−→s )
è {Ek}k∈ω(

−→s ) óäîâëåòâîðÿþò ïîñûëêå ëåììû.

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ek}k∈ω ñòðîèòñÿ ý��åêòèâíî ïî âû÷èñ-

ëèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ak}k∈ω, òî è {Ek}k∈ω òàêæå âû÷èñëèìà.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî {Ek}k∈ω óäîâëåòâîðÿåò ñî-
ãëàøåíèþ 1(2, F ). Èç òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ak}k∈ω óäîâëåòâîðÿåò
ñîãëàøåíèþ 1(2, F ), ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî {Ek}k∈ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(1.2)�(1.9), (2.10) ñîãëàøåíèÿ 1(2, F ). Äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ (1.1) ñîãëà-

øåíèÿ 1 ðàçáåð¼ì âñå âàðèàíòû ïîÿâëåíèÿ �îðìóëû ψ ∈ Ek, ãäå k ∈ ω.

Åñëè ψ íå ñîäåðæèò êîíúþíêòîâ âèäà (u ≈ r), ãäå u � îñíîâíàÿ ïåðåìåí-

íàÿ, òî ψ åñòü

¬(0 ≈ 0) èëè ψ ∈ Ak; ñëåäîâàòåëüíî,
¬(0 ≈ 0)π åñòü ¬(0 ≈ 0),

èëè ψπ ∈ Ak ∩ Ek äëÿ âñåõ π ∈ Sk. Ïóñòü òåïåðü ψ ñîäåðæèò êîíúþíêò

âèäà (u ≈ r) äëÿ íåêîòîðîé îñíîâíîé ïåðåìåííîé u; òîãäà ψ èìååò âèä ψϕ,τ
äëÿ íåêîòîðûõ ϕ ∈ Ak è τ ∈ Fϕ. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî Fϕ = Fϕπ

è ψϕπ,τ

åñòü ψπϕ,τ äëÿ âñåõ π ∈ Sk. Òàêèì îáðàçîì, èìååì ψπ ∈ Ek äëÿ âñåõ π ∈ Sk,

ïîñêîëüêó {Ak}k∈ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.1) ñîãëàøåíèÿ 1.

Ïåðåéä¼ì, íàêîíåö, ê ïðîâåðêå òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ek}k∈ω
çàäà¼ò Φ(x,−→s ). Âîçüì¼ì k ∈ ω è ϕ ∈ Ak; äëÿ äîñòèæåíèÿ íàøåé öåëè

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî F0 ⊆ Ek, äëÿ êî-

òîðîãî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

MS |= ϕ(−→a ,−→s ) ⇔ MS |=
∨
F0(

−→a ,−→s ),

äëÿ âñåõ

−→a ∈ Snk
. Ñíîâà ðàçáåð¼ì âñå âàðèàíòû äëÿ �îðìóëû ϕ. Ïóñòü

−→a ∈ Snk
� ëþáîé êîðòåæ.

Åñëè ϕ ∈ Ak íå ñîäåðæèò êîíúþíêòîâ âèäà (u ≈ r), ãäå u � îñíîâíàÿ

ïåðåìåííàÿ, òî ϕ ∈ Ek; ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîëîæèòü F0 ⇌ {ϕ}.

Åñëè æå ϕ ∈ Ak ñîäåðæèò êîíúþíêò (u ≈ r) äëÿ íåêîòîðîé (åäèíñòâåí-
íîé!) îñíîâíîé ïåðåìåííîé u, íî ςϕ íå ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé (ò. å. Fϕ = ∅),
òî èìååì MS |= ¬

∧
{Rε

l (r)|l ∈ ω, ε ∈ {0, 1}, ςϕ(l, ε)} è, ñëåäîâàòåëüíî,

MS |= ¬ϕ(−→a ,−→s ), ïîýòîìó ìîæíî ïîëîæèòü F0 ⇌ {¬(0 ≈ 0)}.

Ïóñòü òåïåðü Fϕ 6= ∅; ïîêàæåì, ÷òî â êà÷åñòâå F0 ìîæåò âûñòóïàòü

{ψϕ,τ |τ ∈ Fϕ}. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ñíà÷àëà MS |= ϕ(−→a ,−→s ); òàê êàê

(u ≈ r) ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêòîì ϕ äëÿ íåêîòîðîé (ñíîâà åäèíñòâåííîé) îñ-

íîâíîé ïåðåìåííîé u, ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
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MS |=
∧
{Rε

l (r)|l ∈ ω, ε ∈ {0, 1}, ςϕ(l, ε)}. Äàëåå, âîçüì¼ì åäèíñòâåííóþ

ñòðîêó τ0 ∈ Fϕ ñ óñëîâèåì τ0 E γS(r); òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

MS |= ψϕ,τ0(
−→a ,−→s ) è, â êîíå÷íîì èòîãå, èìååì MS |=

∨
F0(

−→a ,−→s ). Â
îáðàòíóþ ñòîðîíó, ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå MS |=

∨
F0(

−→a ,−→s );
òîãäà íàéä¼òñÿ ñòðîêà τ1 ∈ Fϕ, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

MS |= ψϕ,τ1(
−→a ,−→s ); íåïîñðåäñòâåííî èç çàäàíèÿ �îðìóëû ψϕ,τ1 ïîëó÷àåì,

÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå MS |= ϕ(−→a ,−→s ).

Òåïåðü ìû ãîòîâû ê îïèñàíèþ àëãîðèòìà óäàëåíèÿ ïîä�îðìóë, ñîäåð-

æàùèõ îäíîâðåìåííî �èêñèðîâàííûé ïàðàìåòð r0, îñíîâíóþ ïåðåìåííóþ

è îòíîøåíèå ≈ ðàâåíñòâà.

Ëåììà 7. Ïóñòü Σ-�îðìóëà Φ0(x,
−→s ), ìíîæåñòâî F ⊆ sp(−→s ) è ýëåìåíò

r0 ∈ sp(−→s ) \F òàêîâû, ÷òî äëÿ ëþáûõ r ∈ [r0]R \ sp(−→s ) è àâòîìîð�èçìà f
ñòðóêòóðû MS , äåéñòâóþùåãî òîæäåñòâåííî íà sp(−→s ) \ {r0} è ïåðåâîäÿ-

ùåãî r0 â r, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå Φ0(x,
−→s ) ≡Σ Φ0(x, f(

−→s )).
Ïóñòü òàêæå âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ak}k∈ω(

−→s ) óäîâëåòâî-
ðÿåò ñîãëàøåíèþ 1(2, F ) è çàäà¼ò Φ0(x,

−→s ); êðîìå òîãî, ëþáàÿ �îðìóëà

ϕ ∈
⋃
k∈ω

Ak íå ñîäåðæèò (u ≈ s) â êà÷åñòâå ïîä�îðìóë, ãäå u � îñíîâíàÿ

ïåðåìåííàÿ, à s ∈ F . Ïóñòü, ê òîìó æå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ek}k∈ω(
−→s )

ïîëó÷åíà èç {Ak}k∈ω ñ ïîìîùüþ (AE(r0)).

Ïóñòü, íàêîíåö, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Bk}k∈ω(
−→s ) ïîëó÷åíà èç {Ek}k∈ω

ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

(7.1): �îðìóëà ϕ ïîëó÷åíà èç íåêîòîðîé �îðìóëû ψ ∈ Ek ïóò¼ì óäàëå-

íèÿ èç íå¼ âñåõ êîíúþíêòîâ âèäà

¬(u ≈ r0) è (u ≈ r0) (çäåñü u � îñíîâíàÿ

ïåðåìåííàÿ), äëÿ âñåõ k ∈ ω è ϕ ∈ Bk.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Bk}k∈ω áóäåò óäîâëåòâîðÿòü òàêæå ñëåäó-

þùèì óñëîâèÿì:

(7.2): {Bk}k∈ω âû÷èñëèìà è óäîâëåòâîðÿåò ñîãëàøåíèþ 1(2, F ∪ {r0});
(7.3): ëþáàÿ �îðìóëà ϕ ∈

⋃
k∈ω

Bk íå ñîäåðæèò (u ≈ r) â êà÷åñòâå ïîä-

�îðìóë, ãäå u � îñíîâíàÿ ïåðåìåííàÿ, à r ∈ F ∪ {r0};
(7.4): äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà¼ò Φ0(x,

−→s ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Σ-�îðìóëà Φ0(x,
−→s ), ìíîæåñòâî F ⊆ sp(−→s ),

ýëåìåíò r0 ∈ sp(−→s ) \ F , à òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ak}k∈ω(
−→s )

è {Ek}k∈ω(
−→s ) óäîâëåòâîðÿþò ïîñûëêå ëåììû.

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ �îðìóëà ψ ∈
⋃
k∈ω

Ek íå ñîäåðæèò (u ≈ s) â

êà÷åñòâå ïîä�îðìóë, ãäå u � îñíîâíàÿ ïåðåìåííàÿ, à s ∈ F . Âñþäó ñëåäóåò

âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî {Ak}k∈ω óäîâëåòâîðÿåò äàííîìó óñëîâèþ.

Â ñàìîì äåëå, åñëè ψ åñòü

¬(0 ≈ 0) èëè ψ ∈
⋃
k∈ω

Ak, òî óòâåðæäåíèå

î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíÿåòñÿ; åñëè æå ψ èìååò âèä ψϕ,τ äëÿ íåêîòîðûõ
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ϕ ∈
⋃
k∈ω

Ak è τ ∈ Fϕ, òî íåïîñðåäñòâåííî èç çàäàíèÿ �îðìóëû ψ ïîëó÷àåì,

÷òî óòâåðæäåíèå òàêæå ñïðàâåäëèâî.

Íåïîñðåäñòâåííî èç ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Bk}k∈ω(
−→s ) (ñì.

óñëîâèå (7.1)) âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèé (7.2), (7.3).

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî {Bk}k∈ω çàäà¼ò Σ-�îðìóëó
Φ0(x,

−→s ) (ñì. óñëîâèå (7.4)). Äëÿ ýòîãî ðàçáåð¼ì ïîñëåäîâàòåëüíî äâà ñëó-

÷àÿ äëÿ �îðìóëû ϕ ∈ Ek, ãäå k ∈ ω: (A) ñíà÷àëà èç �îðìóëû óäàëèì âñå

êîíúþíêòû âèäà

¬(u ≈ r0), ãäå u � îñíîâíàÿ ïåðåìåííàÿ; (B) çàòåì èç

ïîëó÷åííîé �îðìóëû óäàëèì ïðè íåîáõîäèìîñòè êîíúþíêò âèäà (u ≈ r0),
ãäå u òàêæå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ïåðåìåííîé.

(A) Ïóñòü k ∈ ω è ϕ(−→u ,−→s ) ∈ Ek; òàê êàê �îðìóëà (ñêàæåì, ψ(−→u ,−→s ))
áóäåò ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ èç êîíú-

þíêöèè ϕ, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü èìïëèêàöèè

MS |= (ψ(−→a ,−→s ) →
∨

Ek(
−→a ,−→s ))

äëÿ ëþáîãî

−→a ∈ Snk
, ïîñêîëüêó óñëîâèå MS |= (ϕ(−→a ,−→s ) → ψ(−→a ,−→s ))

âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Ïóñòü òàêæå

¬(ui ≈ r0) ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêòîì
�îðìóëû ϕ, i ∈ ω (i < nk).

A1) Äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ ω, j < nk, j 6= i, �îðìóëà (uj ≈ r0) âõîäèò â ϕ

â êà÷åñòâå êîíúþíêòà. Ïðîäåëûâàåì äàííóþ ïðîöåäóðó ïîñëåäîâàòåëüíî

äëÿ êàæäîãî i ∈ ω òàêîãî, ÷òî

¬(ui ≈ r0) ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêòîì äëÿ ϕ. Ïå-

ðåä êàæäûì øàãîì áóäåì äåéñòâîâàòü ñ �îðìóëîé ϕ0, ïîëó÷åííîé èç ϕ.

Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ ω, j < nk, j 6= i, �îðìóëà (uj ≈ r0) âõîäèò â ϕ0

â êà÷åñòâå êîíúþíêòà, òî �îðìóëó ϕ0 ìîæíî çàìåíèòü íà ýêâèâàëåíòíóþ

åé �îðìóëó [ϕ0]
¬(ui≈r0)

(0≈0) , ïîñêîëüêó â ϕ0 â êà÷åñòâå êîíúþíêòà âõîäèò òàê-

æå îäíà èç �îðìóë

¬(uj ≈ ui) èëè
¬(ui ≈ uj); à ñëåäîâàòåëüíî, �îðìóëà

(¬(ui ≈ r0) ∧ (uj ≈ r0)) ðàâíîñèëüíà �îðìóëàì ((uj ≈ r0) ∧
¬(ui ≈ uj))

è ((uj ≈ r0) ∧
¬(uj ≈ ui)). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå âñåõ òàêèõ

óäàëåíèé ïðèõîäèì îò �îðìóëû ϕ(−→u ,−→s ) ê �îðìóëå ϕ1(
−→u ,−→s ). Îòìå-

òèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ϕ(−→u ,−→s ) ≡ ϕ1(
−→u ,−→s ); ê òîìó æå, â

ïîëó÷åííîé �îðìóëå âñòðå÷àåòñÿ ëèøü îäíà ïîä�îðìóëà âèäà (u ≈ r0)
(çäåñü u � îñíîâíàÿ ïåðåìåííàÿ), ÿâëÿþùàÿñÿ ïðè ýòîì êîíúþíêòîì. Ïî-

ëîæèì H0 ⇌ ∅.
A2) Äëÿ íåêîòîðîãî r ∈ sp(−→s ) \ (F ∪{r0}) �îðìóëà (ui ≈ r) âõîäèò â ϕ â

êà÷åñòâå êîíúþíêòà. Êàê è ïðåæäå, ïðîäåëûâàåì äàííóþ ïðîöåäóðó ïî-

ñëåäîâàòåëüíî äëÿ êàæäîãî i ∈ ω òàêîãî, ÷òî

¬(ui ≈ r0) ÿâëÿåòñÿ êîíúþíê-
òîì äëÿ ϕ. Êàê è âûøå, ïåðåä êàæäûì øàãîì áóäåì èìåòü äåëî ñ �îðìó-

ëîé ϕ0, ïîëó÷åííîé èç ϕ. Ôîðìóëó ϕ0 òàêæå ìîæíî çàìåíèòü íà �îðìóëó

[ϕ0]
¬(ui≈r0)

(0≈0) , ýêâèâàëåíòíóþ ϕ0, åñëè (ui ≈ r) � êîíúþíêò ϕ äëÿ íåêîòîðîãî

r ∈ sp(−→s ) \ (F ∪ {r0}), ïîñêîëüêó â �îðìóëó ϕ0 â êà÷åñòâå êîíúþíêòà
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âõîäèò òàêæå îäíà èç �îðìóë

¬(r0 ≈ r) èëè ¬(r ≈ r0); à ñëåäîâàòåëüíî,

�îðìóëà (¬(ui ≈ r0)∧(ui ≈ r)) ðàâíîñèëüíà �îðìóëàì ((ui ≈ r)∧¬(r0 ≈ r))
è ((ui ≈ r) ∧ ¬(r ≈ r0)). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå âñåõ òàêèõ óäàëå-

íèé ïðèõîäèì îò �îðìóëû ϕ(−→u ,−→s ) ê �îðìóëå ϕ1(
−→u ,−→s ). Îòìåòèì, ÷òî,

êàê è âûøå, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ϕ(−→u ,−→s ) ≡ ϕ1(
−→u ,−→s ). Äàëåå, �îð-

ìóëà ϕ1 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: åñëè j ∈ ω, j < nk, òàêîâî,

÷òî

¬(uj ≈ r0) âõîäèò â êà÷åñòâå êîíúþíêòà â ϕ1, òî �îðìóëà

¬(uj ≈ r)
òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêòîì ϕ1 äëÿ ëþáîãî r ∈ sp(−→s ) \ F . Ïîëîæèì

H0 ⇌ {j ∈ ω|j < nk,
¬(uj ≈ r0) � êîíúþíêò ϕ1}.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè H0 6= ∅, òî äëÿ êàæäîãî j ∈ {m ∈ ω|m < nk} \ H0

íàéä¼òñÿ è ïðèòîì åäèíñòâåííûé ýëåìåíò r ∈ sp(−→s ) \ (F ∪ {r0}), äëÿ
êîòîðîãî (uj ≈ r) ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêòîì �îðìóëû ϕ1; áîëåå òîãî, òàêîå

ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íîìåðàìè è ýëåìåíòàìè ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì, ÷òî

âûòåêàåò èç ñîãëàøåíèÿ 1(2, F ) äëÿ {Ek}k∈ω. Åñëè æå �îðìóëà (ui0 ≈ r0)
âõîäèò â êà÷åñòâå êîíúþíêòà â ϕ1 äëÿ íåêîòîðîãî è ïðèòîì åäèíñòâåííîãî

i0 ∈ ω, i0 < nk, òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî H0 = ∅, ñîãëàñíî (A1).
A3) Ïóñòü H0 6= ∅; âîçüì¼ì ëþáîé êîðòåæ

−→a = 〈a0, a1, . . . , ank−1〉 ∈ Snk
. Â

êà÷åñòâå �îðìóëû ϕ2(
−→u ,−→s ) áåð¼ì [ϕ1(

−→u ,−→s )]
〈¬(uj≈r0)|j∈H0〉

〈(0≈0)|j∈H0〉
, ñîâïàäàþùóþ,

êàê ëåãêî âèäåòü, ñ �îðìóëîé [ϕ(−→u ,−→s )]
〈¬(uj≈r0)|j∈ω, j<nk〉

〈(0≈0)|j∈ω, j<nk〉
. Íåòðóäíî ïîíÿòü,

÷òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

MS |= ϕ1(
−→a ,−→s ) ⇒ MS |= ϕ2(

−→a ,−→s ).

Òåì ñàìûì, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøå-

íèå äëÿ âñåõ

−→a ∈ Snk
:

MS |= ϕ2(
−→a ,−→s ) ⇒ HF(MS) |= Φ0(tk(

−→a ),−→s ).

Ïóñòü

−→a ∈ Snk
òàêîâî, ÷òî MS |= ϕ2(

−→a ,−→s ). �àçáåð¼ì âñåâîçìîæíûå ñëó-

÷àè, êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ íà êîðòåæå

−→a ∈ Snk
.

1) ai 6= r0 äëÿ âñåõ i ∈ ω, i < nk. Òîãäà MS |= ϕ1(
−→a ,−→s ) è, ñëåäîâàòåëüíî,

èìååì HF(MS) |= Φ0(tk(
−→a ),−→s ).

2) ai0 = r0, äëÿ íåêîòîðîãî i0 ∈ ω, i0 < nk. Íåïîñðåäñòâåííî èç (A2)

ñëåäóåò, ÷òî i0 ∈ H0; äîêàæåì, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå òàêæå âûïîëíÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèå HF(MS) |= Φ0(tk(
−→a ),−→s ).

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò c0 ∈ S \ (sp(−→s ) ∪ sp(−→a )) òàêîé, ÷òî
èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå MS |= ϕ1([

−→a ]
ai0
c0 ,

−→s ). Âîçüì¼ì àâòîìîð�èçì f0
ñòðóêòóðû MS , äåéñòâóþùèé òîæäåñòâåííî íà ìíîæåñòâå (sp(−→a )\{ai0})∪
(sp(−→s ) \ {r0}) è ïåðåâîäÿùèé r0 â ýëåìåíò c0 ∈ S \ (sp(−→s )∪ sp(−→a )), èìåþ-
ùèé òîò æå γS�êîä, ÷òî è r0(= ai0) (ê ïðèìåðó, â êà÷åñòâå f0 ìîæíî âçÿòü

òðàíñïîçèöèþ (r0 c0)). Äàëåå, ïðåäñòàâèì (ðàçóìååòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî ïå-

ðåñòàíîâêè êîíúþíêòîâ) �îðìóëó ϕ2(
−→u ,−→s ) â âèäå (ψ0 ∧ ψ1) ñëåäóþùèì

îáðàçîì.



99 È. Ø. Êàëèìóëëèí, Â. �. Ïóçàðåíêî, Ì. Õ. Ôàéçðàõìàíîâ

• ψ1 ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç êîíúþíêòîâ �îðìóëû ϕ2, â êîòîðûõ âñòðå-

÷àþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ èç F∪{r0}.
Òîãäà MS |= ψ1([

−→a ]
ai0
c0 ,

−→s ), ïîñêîëüêó �îðìóëà ψ1 îñíîâíûõ ïåðåìåííûõ

íå ñîäåðæèò (ýòî âûòåêàåò èç çàäàíèÿ �îðìóëû ϕ2).

• ψ0 ñîñòîèò èç êîíúþíêòîâ �îðìóëû ϕ2, íå âõîäÿùèõ â ψ1. ÒîãäàMS |=
ψ0([

−→a ]
ai0
c0 ,

−→s ), ïîñêîëüêó èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî f0(
−→a ) = [−→a ]

ai0
c0 ; êðîìå òî-

ãî, f0 äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà ìíîæåñòâå sp(
−→s )\{r0}, à �îðìóëà ψ0 íå

ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèå r0.

Ñëåäîâàòåëüíî, MS |= ϕ2([
−→a ]

ai0
c0 ,

−→s ); íàêîíåö, èìååì óñëîâèå MS |=
ϕ1([

−→a ]
ai0
c0 ,

−→s ), ïîñêîëüêó âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ c0 6= r0 è a 6= r0 äëÿ

âñåõ a ∈ sp(−→a ) \ {ai0}.

Âîçüì¼ì òåïåðü àâòîìîð�èçì f1 ñòðóêòóðû MS , äåéñòâóþùèé òîæäå-

ñòâåííî íà (sp(−→s ) \ {r0}) ∪ (sp(−→a ) \ {ai0}) è ïåðåâîäÿùèé 〈r0, c0〉 â 〈c0, r0〉
(ê ïðèìåðó, ñíîâà ìîæíî âçÿòü òðàíñïîçèöèþ (r0 c0)). Ïî óñëîâèþ ëåì-

ìû, f1 ñîõðàíÿåò ðåøåíèå Φ0(x,
−→s ). Îäíàêî, èìååì MS |= ϕ1(

−→a , f1(
−→s ))

è, ñëåäîâàòåëüíî, MS |= ϕ(−→a , f1(
−→s )), ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

HF(MS) |= Φ0(tk(
−→a ),−→s ).

(B) Ïóñòü k ∈ ω è ϕ ∈ Ek; åñëè â ϕ îòñóòñòâóåò êîíúþíêò âèäà (u ≈ r0),
ãäå u � îñíîâíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî è äîêàçûâàòü íå÷åãî; ïîýòîìó áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî (u ≈ r0) ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêòîì äàííîé �îðìóëû äëÿ ïîä-

õîäÿùåé îñíîâíîé ïåðåìåííîé u. Òîãäà â êà÷åñòâå ϕ2 âîçüì¼ì �îðìóëó

[ϕ1]
〈(ui≈r0)|i∈ω, i<nk〉
〈(0≈0)|i∈ω, i<nk〉

, ãäå ϕ1 ïîëó÷åíà â ðàìêàõ ïðîöåäóðû (A) èëè, ÷òî òî

æå ñàìîå â äàííîì ñëó÷àå, â ðàìêàõ (A1).

Âîçüì¼ì ëþáîé êîðòåæ

−→a ∈ Snk
. Êàê è âûøå, èìååì ñîîòíîøåíèå

MS |= ϕ1(
−→a ,−→s ) ⇒ MS |= ϕ2(

−→a ,−→s ),

ïîñêîëüêó ϕ2 ïîëó÷åíà èç ϕ1 â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ êîíúþíêòîâ.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó ñîîòíîøåíèÿ

MS |= ϕ2(
−→a ,−→s ) ⇒ HF(MS) |= Φ0(tk(a),

−→s ). (3)

Ïîñêîëüêó (ui0 ≈ r0) ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêòîì ϕ äëÿ íåêîòîðîãî i0 ∈ ω,

i0 < nk, äëÿ áåñêâàíòîðíîé �îðìóëû ϕ íàéäóòñÿ m0 ∈ ω è τ0 ∈ {0, 1}m0
,

äëÿ êîòîðûõ ϕ � �îðìóëà ñèãíàòóðû σ
(m0)
1 , à òàêæå âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíî-

øåíèÿ m0 + 1 > max{log2(rk), nk, lh(
−→s )}, MS |=

m0∧
j=0

(R
τ0(j)
j (r0) ∧ R

τ0(j)
j (ai0))

è γS(r0) D τ0 (ñì. (AE(r0))).

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå MS |= ϕ(−→c ,−→s ), ãäå
−→c ⇌ [−→a ]

ai0
r0 . Â ñàìîì äåëå, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ MS |= (ci0 ≈ r0) è

MS |=
m0∧
j=0

(R
τ0(j)
j (r0) ∧ R

τ0(j)
j (ci0)). Ïðåäñòàâèì òåïåðü �îðìóëó ϕ2 â âèäå
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(ψ0 ∧ψ1) (ñíîâà ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè êîíúþíêòîâ) òàê, ÷òî ψ0 ñî-

äåðæèò âñå êîíúþíêòû ϕ2, â êîòîðûå âõîäèò ïåðåìåííàÿ ui0 , à ψ1 ñîñòîèò

èç îñòàëüíûõ êîíúþíêòîâ �îðìóëû ϕ2. Äàëåå, èìååì MS |= ψ1([
−→a ]

ai0
r0 ,

−→s )
è MS |= ψ0([

−→a ]
ai0
r0 ,

−→s ) (ïåðâîå óñëîâèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ui0 íå âñòðå÷à-
åòñÿ â ψ1; âòîðîå óñëîâèå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ϕ2 íå ñîäåðæèò ïîä�îðìóë

âèäà (u ≈ r0) íè äëÿ êàêîé îñíîâíîé ïåðåìåííîé u, à òàêæå êîíúþíêòîâ

âèäà (ui0 ≈ s), ãäå s ∈ sp(−→s ) (ñì. ñîãëàøåíèå 1(2, F ) äëÿ {Ek}k∈ω è çàäàíèå
�îðìóëû ϕ1). Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå MS |= ϕ(−→c ,−→s ).

Âîçüì¼ì òåïåðü êîðòåæè

−→
b ∈ Snk

m0
è

−→
t ∈ S

lh(−→s )
m0

òàê, ÷òîáû âûïîëíÿ-

ëèñü óñëîâèÿ γm0
(
−→
b ˆ

−→
t ) = γS(

−→c ˆ−→s ) ↾ (m0+1) è 〈
−→
b ˆ

−→
t ; =〉 ≡ 〈−→c ˆ−→s ; =〉; ïî

çàìå÷àíèþ 1(1), èìååì Mm0
|= ϕ(

−→
b ,

−→
t ). Òàê êàê âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ci0 = r0, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå |sp(
−→
b ˆ

−→
t )| 6 2·m0+1 < 2·m0+2 6 2m0+1

(ýòî åäèíñòâåííûé ìîìåíò â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ãäå èñïîëüçóåòñÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ îöåíêà êîëè÷åñòâà ïåðåìåííûõ, ïðåäëîæåííàÿ â çàìå÷àíèè 1!).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò d ∈ Sm0
\ sp(

−→
b ˆ

−→
t ), óäîâëåòâîðÿþùèé

óñëîâèþ γm0
(d) = γS(r0) ↾ (m0 + 1); ïóñòü d0 ∈ Sm0

\ sp(
−→
b ˆ

−→
t ) � ëþáîé

òàêîé ýëåìåíò. Èç óñëîâèÿ ëåììû ñëåäóåò, ÷òî f ñîõðàíÿåò ðåøåíèå Σ-
�îðìóëû Φ0(x,

−→s ) äëÿ ëþáûõ r ∈ [r0]R\(sp(
−→s )∪sp(−→c )) è àâòîìîð�èçìà f ,

äåéñòâóþùåãî òîæäåñòâåííî íà (sp(−→s ) ∪ sp(−→c )) \ {r0} è ïåðåâîäÿùåãî r0
â r (â êà÷åñòâå òàêîãî àâòîìîð�èçìà ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, òðàíñïî-

çèöèþ (r0 r)). Òàê êàê âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå MS |= ϕ([−→c ]r0r , [
−→s ]r0r ),

èìååì HF(MS) |= Φ0(tk([
−→c ]r0r ),

−→s ), à ïî çàìå÷àíèþ 1(1), âûïîëíÿåòñÿ ñî-

îòíîøåíèå Mm0
|= ϕ([

−→
b ]

bi0
d0
, [
−→
t ]

bi0
d0
). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà

ýêâèâàëåíòíîñòü(
(d0 6∈ (sp(

−→
b ˆ

−→
t ) \ {bi0})) ∧ (γm0

(d0) = γS(r0) ↾ (m0 + 1))
)
⇔

⇔ Mm0
|= ϕ2([

−→
b ]

bi0
d0
,
−→
t )

äëÿ âñåõ d0 ∈ Sm0
. Ïî äîêàçàííîìó è ïî òåîðåìå 3 [1℄, âûïîëíÿåòñÿ ñîîò-

íîøåíèå

Mm0
|= ϕ2([

−→
b ]

bi0
d0
,
−→
t ) ⇒ HF(MS) |= Φ0(tk(h([

−→
b ]

bi0
d0
)), h(

−→
t )) (4)

äëÿ ëþáîãî âëîæåíèÿ h : HFm0
(Mm0

) 6end HF(MS), óäîâëåòâîðÿþùåãî

óñëîâèÿì h(
−→
t ) = −→s è h(bi) = ai äëÿ âñåõ i ∈ ω (i < nk, i 6= i0).

Ïóñòü, íàêîíåö, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå MS |= ϕ2(
−→a ,−→s ); ñîãëàñíî

çàìå÷àíèþ 1(1), ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå Mm0
|= ϕ2(

−→
b 0,

−→
t ), ãäå êîð-

òåæ

−→
b 0

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì γm0
(
−→
b 0ˆ

−→
t ) = γS(

−→a ˆ−→s ) ↾ (m0 + 1) è

〈
−→
b 0ˆ

−→
t ; =〉≡〈−→a ˆ−→s ; =〉. Èç (4) ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî óñëîâèå

HF(MS) |= Φ0(tk(h0(
−→
b 0)), h0(

−→
t )),

ãäå âëîæåíèå h0 : HFm0
(Mm0

) 6end HF(MS) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
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h0(
−→
t ) = −→s è h0(b

0
i ) = ai äëÿ âñåõ i ∈ ω (i < nk, i 6= i0). Îñòà¼òñÿ ëèøü

âçÿòü h0 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå h0(
−→
b 0) = −→a .

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ (3), à âìåñòå ñ íèì è (7.4).

Ñåé÷àñ ïåðåéä¼ì ê èçëîæåíèþ ìåòîäîâ óäàëåíèÿ ñàìèõ ïàðàìåòðîâ.

Ëåììà 8. Ïóñòü Σ-�îðìóëà Φ0(x,
−→s ) è ýëåìåíò r0 ∈ sp(−→s ) óäîâëåòâî-

ðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(8.1): äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòà r ∈ [r0]R \ sp(−→s ) è àâòîìîð�èçìà f ñòðóê-

òóðû MS , äåéñòâóþùåãî òîæäåñòâåííî íà sp(−→s ) \ {r0} è ïåðåâîäÿùåãî r0
â r, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå Φ0(x,

−→s ) ≡Σ Φ0(x, f(
−→s ));

(8.2): [r0]R ∩ sp(−→s ) 6= {r0}.
Òîãäà íàéä¼òñÿ Σ-�îðìóëà Φ1(x,

−→s ′), äëÿ êîòîðîé èìåþò ìåñòî ñîîò-

íîøåíèÿ sp(−→s ′) = sp(−→s ) \ {r0} è Φ0(x,
−→s ) ≡Σ Φ1(x,

−→s ′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Σ-�îðìóëàΦ0(x,
−→s ) è ýëåìåíò r0 ∈ sp(−→s ) óäî-

âëåòâîðÿþò ïîñûëêå ëåììû. Èç ëåììû 5 è ñîãëàøåíèÿ 1 ñëåäóåò ñóùåñòâî-

âàíèå âû÷èñëèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ak}k∈ω(
−→s ), óäîâëåòâîðÿþùåé ñî-

ãëàøåíèþ 1(2, ∅) è çàäàþùåé Φ0(x,
−→s ). Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ëåì-

ìû 6, 7 äëÿ {Ak}k∈ω è F = ∅, ïðèä¼ì ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Bk}k∈ω(
−→s ),

ÿâëÿþùåéñÿ âû÷èñëèìîé è, ê òîìó æå, óäîâëåòâîðÿþùåé ñëåäóþùèì óñ-

ëîâèÿì:

• äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà¼ò Σ-�îðìóëó Φ0(x,
−→s ), à òàêæå óäîâëå-

òâîðÿåò ñîãëàøåíèþ 1(2, {r0});
• äëÿ êàæäûõ k ∈ ω è ϕ ∈ Bk �îðìóëà âèäà (u ≈ r0) (çäåñü u � îñíîâíàÿ

ïåðåìåííàÿ) íå âñòðå÷àåòñÿ â êà÷åñòâå ïîä�îðìóëû â ϕ.

Çà�èêñèðóåì òåïåðü r1 ∈ [r0]R0
∩ (sp(−→s ) \ {r0}) (÷òî âîçìîæíî, ââè-

äó (8.2)). Ïóñòü êîðòåæ

−→s ′
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ òàêîâ, ÷òî èìååò

ìåñòî ñîîòíîøåíèå sp(−→s ′) = sp(−→s )\{r0}, è ïóñòü {B0
k}k∈ω(

−→s ′) � âû÷èñëè-

ìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëó÷åííàÿ èç {Bk}k∈ω â ðåçóëüòàòå âñåõ çàìåí

ñëåäóþùåãî âèäà (çäåñü k ∈ ω è ϕ ∈ Bk):

• êàæäóþ ïîä�îðìóëó �îðìóëû ϕ âèäà Rl(r0) çàìåíèì íà Rl(r1), ãäå l ∈ ω;

• îñòàëüíûå êîíúþíêòû, â êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ r0, óäàëèì èç ϕ.

Âîçüì¼ì ñíîâà k ∈ ω è ϕ ∈ Bk; ïîëîæèì â êà÷åñòâå ϕ0 ∈ B0
k �îðìóëó,

ïîëó÷åííóþ èç ϕ â ðåçóëüòàòå çàìåí, ïðèâåä¼ííûõ âûøå. Îòìåòèì, ÷òî

âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

MS |= ∀−→u (ϕ(−→u ,−→s ) ↔ ϕ0(
−→u ,−→s ′)). (5)

Ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ (5) âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëå-

íèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {Bk}k∈ω è {B0
k}k∈ω, à òàêæå îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà

γS(r0) = γS(r1). Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {B0
k}k∈ω(

−→s ′)
çàäà¼ò Σ-�îðìóëó Φ0(x,

−→s ), êàê è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Bk}k∈ω.
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Êðîìå òîãî, èç ý��åêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {B0
k}k∈ω

ïî {Bk}k∈ω ñëåäóåò, ÷òî {B0
k}k∈ω âû÷èñëèìà; ïî ëåììå 5, íàéä¼òñÿ Σ-

�îðìóëà Φ1(x,
−→s ′), îïðåäåëÿþùàÿ ìíîæåñòâî

{tl(
−→a )|l ∈ ω, −→a ∈ Snl, MS |=ϕ(

−→a ,−→s ′)

äëÿ íåêîòîðîé �îðìóëû ϕ(−→u ,−→v )∈B0
l , lh(

−→u ) = nl, lh(
−→v ) = lh(−→s ′)}.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì Φ0(x,
−→s ) ≡Σ Φ1(x,

−→s ′).

Ëåììà 9. Ïóñòü Σ-�îðìóëà Φ0(x,
−→s ) è ìíîæåñòâî F0 ⊆ sp(−→s ) óäî-

âëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(9.1): äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ r0 ∈ F0, r ∈ [r0]R è àâòîìîð�èçìà f ñòðóê-

òóðû MS , äåéñòâóþùåãî òîæäåñòâåííî íà sp(−→s ) \ {r0} è ïåðåâîäÿùåãî r0
â r, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå Φ0(x,

−→s ) ≡Σ Φ0(x, f(
−→s ));

(9.2): [r0]R ∩ sp(−→s ) = {r0} äëÿ âñåõ r0 ∈ F0.

Òîãäà íàéä¼òñÿ Σ-�îðìóëà Φ1(x,
−→s ′), äëÿ êîòîðîé èìåþò ìåñòî ñîîò-

íîøåíèÿ sp(−→s ′) = (sp(−→s ) \ F0) ∪ {r1} äëÿ ïîäõîäÿùåãî r1 ∈ S òàêîãî, ÷òî

r1 6∼R s äëÿ âñåõ s ∈ sp(−→s ), è Φ0(x,
−→s ) ≡Σ Φ1(x,

−→s ′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Σ-�îðìóëà Φ0(x,
−→s ) è ìíîæåñòâî F0 ⊆ sp(−→s )

óäîâëåòâîðÿþò ïîñûëêå ëåììû.

Åñëè F0 = ∅, òî âîçüì¼ì êîíå÷íîå ìíîæåñòâîG ⊆ ω òàêîå, ÷òî ñïðàâåä-

ëèâî íåðàâåíñòâî γS(s) 6= G äëÿ âñåõ s ∈ sp(−→s ), à òàêæå ýëåìåíò r1 ∈ S,
äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî γS(r1) = G. Â êà÷åñòâå Φ1(x,

−→s ′) â
ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò âçÿòü Φ0(x,

−→s ); ýòà ïðîöåäóðà ïðàâîìåðíà, ïîñêîëü-

êó èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå sp(−→s ) ⊆ sp(−→s ′).
Áóäåì òåïåðü ñ÷èòàòü, ÷òî |F0| > 0. Âîçüì¼ì êîðòåæ

〈r(0), r(1), . . . , r(p)〉 ∈ Sp+1
6= , p ∈ ω,

òàê, ÷òî F0 = {r(0), r(1), . . . , r(p)}; êðîìå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èìå-

åò ìåñòî ñèñòåìà íåðàâåíñòâ γS(r
(0)) ❁ γS(r

(1)) ❁ . . . ❁ γS(r
(p)).

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ëåììó 5, âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ak}k∈ω(
−→s ),

ÿâëÿþùóþñÿ âû÷èñëèìîé, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîãëàøåíèþ 1(2, ∅) è çàäà-

þùóþ Φ0(x,
−→s ).

Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ëåììû 6, 7 äëÿ ýëåìåíòà r(i) âìåñòî r0, ìíî-

æåñòâà {r(k)|k ∈ ω, k < i} âìåñòî F , 0 6 i 6 p, íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè {Ak}k∈ω, ïîñòðîèì âû÷èñëèìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Bk}k∈ω(
−→s ), óäî-

âëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

• ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Bk}k∈ω çàäà¼ò Σ-�îðìóëó Φ0(x,
−→s );

• äëÿ êàæäûõ k ∈ ω è ϕ ∈ Bk �îðìóëà âèäà (u ≈ r0) (çäåñü u � îñíîâíàÿ

ïåðåìåííàÿ, à r0 ∈ F0) íå âñòðå÷àåòñÿ â êà÷åñòâå ïîä�îðìóëû â ϕ;

• äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäîâëåòâîðÿåò ñîãëàøåíèþ 1(2, F0).

Äàëåå, ïóñòü C0 ❁ C1 ❁ . . . ❁ Cq−1, q ∈ ω \ {0}, � íàáîð àðè�-

ìåòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ, ÿâëÿþùèõñÿ â òî÷íîñòè γS�êîäàìè ìíîæåñòâ èç
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{γS(s)|s ∈ sp(−→s )}. Âîçüì¼ì r1 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå óñëî-

âèå (çäåñü n ∈ ω):

γS(r1)(n) =

{
1− Cn(n), åñëè n < q;⊕

{γS(r0)|r0 ∈ F0}(n− q), åñëè n > q.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî r1 6∼R s äëÿ âñåõ s ∈ sp(−→s ). Îñóùåñòâèì ñåé÷àñ

ñëåäóþùèé ñïèñîê çàìåí (çäåñü k ∈ ω è ϕ ∈ Bk):

• ïîä�îðìóëó R(r(j), l) çàìåíèì íà R(r1, (p + 1) · l + j + q), äëÿ ëþáûõ

÷èñåë l, j ∈ ω, 0 6 j 6 p;

• èç ïîëó÷åííîé �îðìóëû óäàëÿåì âñå êîíúþíêòû, â êîòîðûå âõîäÿò ïà-

ðàìåòðû èç F0.

Ïóñòü êîðòåæ

−→s ′
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ òàêîâ, ÷òî èìååò ìå-

ñòî ðàâåíñòâî sp(−→s ′) = (sp(−→s ) \ F0) ∪ {r1}, è ïóñòü {B0
k}k∈ω(

−→s ′) � âû÷èñ-

ëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëó÷åííàÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Bk}k∈ω ñ

ïîìîùüþ ïðèâåä¼ííûõ âûøå çàìåí. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ϕ0 ∈ B0
k ïîëó÷åíà

èç ϕ ∈ Bk â ðåçóëüòàòå äàííûõ çàìåí, òî èìååì MS |= ∀−→u (ϕ0(
−→u ,−→s ′) ↔

ϕ(−→u ,−→s )); ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {B0
k}k∈ω òàêæå çàäà¼ò Φ0(x,

−→s ). Ïî
ëåììå 5, ñóùåñòâóåò Σ-�îðìóëà Φ1(x,

−→s ′), îïðåäåëÿþùàÿ ìíîæåñòâî

{tl(
−→a )|l ∈ ω, −→a ∈ Snl, MS |=ϕ(

−→a ,−→s ′)

äëÿ íåêîòîðîé �îðìóëû ϕ(−→u ,−→v )∈B0
l , lh(

−→u ) = nl, lh(
−→v ) = lh(−→s ′)}.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì Φ0(x,
−→s ) ≡Σ Φ1(x,

−→s ′).

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ âèäîâ êîðòåæåé ïàðàìåòðîâ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü Φ(x,−→s ) � Σ-�îðìóëà è −→r = 〈r0, r1, . . . , rn−1〉,
n ∈ ω, � íàáîð ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç sp(−→s ), â òî÷íîñòè ëåæà-

ùèõ â [a]R äëÿ íàïåð¼ä çàäàííîãî a ∈ S. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîðòåæ

−→r
èìååò âèä I äëÿ Φ(x,−→s ), åñëè ëþáîé àâòîìîð�èçì f ñòðóêòóðû MS , äåé-

ñòâóþùèé òîæäåñòâåííî íà sp(−→s )\ sp(−→r ), ñîõðàíÿåò ðåøåíèå Σ-�îðìóëû
Φ(x,−→s ); êîðòåæ −→r èìååò âèä II äëÿ Φ(x,−→s ), åñëè îí íå èìååò âèä I äëÿ
Φ(x,−→s ). ⋄

Çàìåòèì, ÷òî êîðòåæ λ èìååò âèä I äëÿ ëþáîé Σ-�îðìóëû Φ(x,−→s ).
Äîêàæåì ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè âèäà êîðòåæåé äëÿ Σ-ýêâèâàëåíò-

íûõ Σ-�îðìóë.

Ëåììà 10. Ïóñòü Φ0(x,
−→s 0) è Φ1(x,

−→s 1) � Σ-�îðìóëû, äëÿ êîòîðûõ

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå Φ0(x,
−→s 0) ≡Σ Φ1(x,

−→s 1).

Ïóñòü òàêæå íàáîðû

−→r 0 ∈ (sp(−→s 0))
lh(−→r 0)
6= è

−→r 1 ∈ (sp(−→s 1))
lh(−→r 1)
6= òàêîâû,

÷òî ìíîæåñòâî sp(−→r 0ˆ−→r 1) ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç ýëåìåíòîâ sp(−→s 0ˆ−→s 1),
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èìåþùèõ γS�êîäû îäíîãî è òîãî æå íàïåð¼ä çàäàííîãî ìíîæåñòâà. Òî-

ãäà

−→r 0
èìååò âèä I äëÿ Φ0(x,

−→s 0), åñëè è òîëüêî åñëè −→r 1
èìååò âèä I äëÿ

Φ1(x,
−→s 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Σ-�îðìóëû Φ0(x,
−→s 0) è Φ1(x,

−→s 1), à òàêæå íà-
áîðû

−→r 0
è

−→r 1
ýëåìåíòîâ èç S óäîâëåòâîðÿþò ïîñûëêå ëåììû. Äîêàæåì

òîëüêî, ÷òî åñëè

−→r 0
èìååò âèä I äëÿ Φ0(x,

−→s 0), òî −→r 1
èìååò âèä I äëÿ

Φ1(x,
−→s 1): ââèäó ñèììåòðèè, îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî

òàê æå.

Ïóñòü êîðòåæ

−→r 0
èìååò âèä I äëÿ Φ0(x,

−→s 0). Äîêàæåì, ÷òî åñëè f �

àâòîìîð�èçì ìîäåëè MS , äåéñòâóþùèé òîæäåñòâåííî íà sp(−→s 1)\ sp(−→r 1),
òî f ñîõðàíÿåò ðåøåíèå Σ-�îðìóëû Φ1(x,

−→s 1). Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f = (h1 ◦ h0), ãäå àâòîìîð�èçìû h0 è h1 çàäàíû òàê

(çäåñü è äàëåå T ⇌
⋃

r∈sp(−→r 0ˆ−→r 1)

[r]R):

h0(x) =

{
x, åñëè x ∈ S \ T;

f(x), åñëè x ∈ T;

h1(x) =

{
f(x), åñëè x ∈ S \ T;

x, åñëè x ∈ T.

Òîãäà h0 äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà (sp(
−→s 0)∪sp(−→s 1))\T. Ñëåäîâàòåëü-

íî, h0 ñîõðàíÿåò ðåøåíèå Σ-�îðìóëû Φ0(x,
−→s 0), ïîñêîëüêó −→r 0

èìååò âèä I
äëÿ Φ0(x,

−→s 0), à ïî ëåììå 2, h0 ñîõðàíÿåò ðåøåíèå Σ-�îðìóëû Φ1(x,
−→s 1).

Äàëåå, àâòîìîð�èçì h1 äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà sp(−→s 1)∪T. Ñëåäî-
âàòåëüíî, h1 äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî è íà sp(h0(

−→s 1)), à ïî ëåììå 3, èìååì
HF(MS) |= ∀x(Φ1(x, h0(

−→s 1)) ↔ Φ1(x, h1(h0(
−→s 1)))).

Òàêèì îáðàçîì, f ñîõðàíÿåò ðåøåíèå Φ1(x,
−→s 1).

Îïèøåì òåïåðü ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíûõ íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ

ñ ïîìîùüþ àâòîìîð�èçìîâ. Ñíà÷àëà äîîïðåäåëèì îòíîøåíèå ∼R ýêâèâà-

ëåíòíîñòè íà S ∪ {λ}, êàê ∼R ∪{〈λ, λ〉}.

Ëåììà 11. Äëÿ ëþáîãî HF(MS)-â.ï. ïîäìíîæåñòâà D ⊆ HF (S) ∪ S
íàéä¼òñÿ Σ-�îðìóëà Φ(x,−→s ), îïðåäåëÿþùàÿ ìíîæåñòâî D è óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì äëÿ ëþáûõ íàáîðà

−→r ∈ (sp(−→s ))
lh(−→r )
6= , îá-

ðàçîâàííîãî â òî÷íîñòè èç γS�êîäîâ îäíîãî è òîãî æå íàïåð¼ä çàäàííîãî

ìíîæåñòâà, è

−→r ′ ∈ S
lh(−→r )
6= :

I) åñëè −→r èìååò âèä I äëÿ Φ(x,−→s ), òî lh(−→r ) 6 1 â ñîâîêóïíîñòè, ïðè÷¼ì
áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

−→r ∼R
−→r ′ =⇒

(
HF(MS) |= ∀x(Φ(x,−→s ) ↔ Φ(x, [−→s ]

−→r
−→r ′))

)
;
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II) åñëè −→r èìååò âèä II äëÿ Φ(x,−→s ), òî lh(−→r ) > 1 è áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
ñîîòíîøåíèå(

HF(MS) |= ∀x(Φ(x,−→s ) ↔ Φ(x, [−→s ]
−→r
−→r ′))

)
=⇒ sp(−→r ) = sp(−→r ′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì Σ-�îðìóëó Φ0(x,
−→s 0), îïðåäåëÿþùóþ ìíî-

æåñòâî D èç óñëîâèÿ ëåììû. Ïóñòü òàêæå íàáîð

−→r 0 = 〈r00, r
0
1, . . . , r

0
n−1〉 ∈

(sp(−→s 0))n6=, n ∈ ω, îáðàçîâàí ýëåìåíòàìè èç sp(−→s 0), ÿâëÿþùèìèñÿ â òî÷-

íîñòè γS�êîäàìè îäíîãî è òîãî æå íàïåð¼ä çàäàííîãî àðè�ìåòè÷åñêîãî

ìíîæåñòâà.

I) Ïóñòü

−→r 0
èìååò âèä I äëÿ Φ0(x,

−→s 0). Äîêàæåì, ÷òî ìîæíî äîáèòü-
ñÿ ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèÿ (I) äëÿ íåêîòîðîé Σ-�îðìóëû Φ3(x,

−→s 3),
îïðåäåëÿþùåé D.

I.1) Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî åñëè lh(−→r 0) > 1, òî íàéä¼òñÿ Σ-�îðìóëà
Φ1(x,

−→s 1) òàêàÿ, ÷òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ sp(−→s 1) = (sp(−→s 0) \
sp(−→r 0)) ∪ {r00} è Φ0(x,

−→s 0) ≡Σ Φ1(x,
−→s 1). Ïóñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî j0

òàêîâî, ÷òî 1 6 j0 6 n; îáîçíà÷èì ÷åðåç

−→s 0[j0] è
−→r 0[j0] íàáîðû âñåõ

ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç sp(−→s 0) \ {r0j |j ∈ ω, j0 6 j < n} è

sp(−→r 0) \ {r0j |j ∈ ω, j0 6 j < n} ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê íàáîð

−→r 0
èìå-

åò âèä I äëÿ Φ0(x,
−→s 0), èñïîëüçóÿ ëåììó 8, íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî

Φ0(x,
−→s 0) = Φ[n](x,−→s 0[n]) ≡Σ Φ[n−1](x,−→s 0[n− 1]) ≡Σ

≡Σ . . . ≡Σ Φ[1](x,−→s 0[1]) = Φ1(x,
−→s 1)

äëÿ íåêîòîðûõ Σ-�îðìóë Φ[j0](x,−→s 0[j0]), 1 6 j0 6 n. Ïî ëåììå 10,

−→r 0[j0]
èìååò âèä I äëÿ Φ[j0](x,−→s 0[j0]), äëÿ âñåõ j0 ∈ ω, 1 6 j0 6 n, è, â ÷àñòíî-

ñòè, r00 èìååò âèä I äëÿ Φ1(x,
−→s 1); îñòàëüíûå êîðòåæè âèäà I èëè II äëÿ

Φ0(x,
−→s 0), ñîãëàñíî ëåììå 10, îñòàþòñÿ òàêîâûìè è äëÿ Φ1(x,

−→s 1).

I.2) Ïóñòü òåïåðü Φ2(x,
−→s 2) � Σ-�îðìóëà, îïðåäåëÿþùàÿ ìíîæåñòâî D

è óäîâëåòâîðÿþùàÿ, ê òîìó æå, ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: êàæäûé íàáîð ïà-

ðàìåòðîâ âèäà I äëÿ Φ2(x,
−→s 2) ñîñòîèò íå áîëåå, ÷åì èç îäíîãî ýëåìåíòà

(ñêàæåì, F0 � ñîâîêóïíîñòü òàêèõ ýëåìåíòîâ). Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ,

ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå (I.1) ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ êàæäîãî íàáîðà ïàðà-

ìåòðîâ âèäà I äëÿ Φ0(x,
−→s 0), èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì ëåììó 10. Ïî ëåììå 9,

ñóùåñòâóåò Σ-�îðìóëà Φ3(x,
−→s 3), äëÿ êîòîðîé èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

sp(−→s 3) = (sp(−→s 2) \ F0) ∪ {r1} äëÿ ïîäõîäÿùåãî r1 ∈ S òàêîãî, ÷òî r1 6∼R s

äëÿ âñåõ s ∈ sp(−→s 2), è Φ2(x,
−→s 2) ≡Σ Φ3(x,

−→s 3). Ïî ëåììå 10, ïàðàìåòð r1
èìååò âèä I äëÿ Φ3(x,

−→s 3); êîðòåæè âèäà I äëÿ Φ2(x,
−→s 2) ïåðåõîäÿò â λ, à

êîðòåæè âèäà II äëÿ Φ2(x,
−→s 2) (à, ïî äîêàçàííîìó, è äëÿ Φ0(x,

−→s 0)) îñòà-
þòñÿ òàêîâûìè è äëÿ Φ3(x,

−→s 3), ñíîâà ïî ëåììå 10.

II) Ïóñòü

−→r 0
èìååò âèä II äëÿ Φ0(x,

−→s 0). Òîãäà íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî lh(−→r 0) > 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò êîð-

òåæ

−→r 1 ∈ (sp(−→s 0))
lh(−→r 0)
6= , íå óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (II) ëåììû, íî äëÿ
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êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå Φ0(x,
−→s 0) ≡Σ Φ0(x, [

−→s 0]
−→r 0

−→r 1); ñëåäîâà-
òåëüíî, èìååì ñîîòíîøåíèå

sp(−→s 0) \ sp([−→s 0]
−→r 0

−→r 1) = sp(−→r 0) \ sp(−→r 1) 6= ∅.

Äîñòàòî÷íî òîëüêî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò Σ-�îðìóëà Φ1(x,
−→s ′), îïðåäå-

ëÿþùàÿD, à òàêæå óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ sp(−→s ′) = sp(−→s 0)\{r0},
ãäå r0 ∈ sp(−→s 0) \ sp([−→s 0]

−→r 0

−→r 1).

Â ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòà r0 ∈ sp(−→s 0) \ sp([−→s 0]
−→r 0

−→r 1) è àâòî-

ìîð�èçìà f ñòðóêòóðû MS , äåéñòâóþùåãî òîæäåñòâåííî íà sp(−→s 0)\{r0},
èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå Φ0(x,

−→s 0) ≡Σ Φ0(x, f(
−→s 0)), ñîãëàñíî ëåììå 4.

Åñëè lh(−→r 0) = 1, òî íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî

−→r 0

èìååò âèä I äëÿ Φ0(x,
−→s 0), ïðîòèâîðå÷èå; ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-

ñòâî lh(−→r 0) > 1. Ïî ëåììå 8, íàéä¼òñÿ Σ-�îðìóëà Φ1(x,
−→s ′), äëÿ êîòîðîé

èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ sp(−→s ′) = sp(−→s 0)\{r0} è Φ0(x,
−→s 0) ≡Σ Φ1(x,

−→s ′).
Ïî ëåììå 10, ýëåìåíòû èç sp(−→r 0) \ {r0} îáðàçóþò êîðòåæ âèäà II äëÿ

Φ1(x,
−→s ′); êîðòåæè, ñîñòàâëåííûå èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìíî-

æåñòâà sp(−→s 0) \ sp(−→r 0), èìåþùèõ îäèí è òîò æå γS�êîä, èìåþò òîò æå

âèä I èëè II äëÿ Φ1(x,
−→s ′), ÷òî è äëÿ Φ0(x,

−→s 0), ñîãëàñíî ëåììå 10.

Â [1℄ ïîíÿòèÿ âèäîâ êîðòåæåé Σ-�îðìóë îñíîâàíû �àêòè÷åñêè íà óò-

âåðæäåíèè ëåììû 11 (ñì. îïðåäåëåíèå 6 [1℄).

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè Φ(x,−→s r̂) � Σ-�îðìóëà, äëÿ êîòîðîé r èìååò

âèä I, à íàáîð

−→s ñîñòàâëåí èç êîðòåæåé âèäà II, òî âû÷èñëèìàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü {Bk}k∈ω(
−→s r̂), çàäàþùàÿ Φ(x,−→s r̂) è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñî-

ãëàøåíèþ 1(1), ìîæåò áûòü âûáðàíà òàê, ÷òî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïåðâîå

óñëîâèå; îäíàêî ëþáàÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò óäîâëåòâîðÿòü âòî-

ðîìó óñëîâèþ (ñì. ëåììû 6, 7):

1) äëÿ ëþáîãî k ∈ ω íå ñóùåñòâóåò �îðìóëû ϕ ∈ Bk, â êîòîðîé âñòðå÷à-

ëàñü áû �îðìóëà âèäà (u ≈ r) â êà÷åñòâå ïîä�îðìóëû, ãäå u � îñíîâíàÿ

ïåðåìåííàÿ;

2) äëÿ ëþáîãî s ∈ sp(−→s ) íàéäóòñÿ k ∈ ω è �îðìóëà ϕ ∈ Bk, ÷òî â ϕ áóäåò

âõîäèòü ïîä�îðìóëà âèäà (u ≈ s), ãäå u � îñíîâíàÿ ïåðåìåííàÿ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïàðàìåòð r âèäà I ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî â

êà÷åñòâå γS�êîäà íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (�àêòè÷å-

ñêè èãðàåò ðîëü îðàêóëà), à ïàðàìåòðû èç êîðòåæåé âèäà II � â êà÷åñòâå

òî÷åê, � õîòÿ è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû òàêæå â êà÷åñòâå γS�êîäîâ ïîä-

ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Îäíàêî, áëàãîäàðÿ îïåðàöèè ñî÷ëåíåíèÿ,

ïàðàìåòðû, âõîäÿùèå â íàáîðû âèäà II, ìîãóò áûòü èçáàâëåíû îò èñïîëü-

çîâàíèÿ èõ â âèäå îðàêóëîâ: âñÿ èí�îðìàöèÿ î çàäàíèè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â γS�êîäå ïàðàìåòðà r. ⋄



107 È. Ø. Êàëèìóëëèí, Â. �. Ïóçàðåíêî, Ì. Õ. Ôàéçðàõìàíîâ

� 4. Ïðåäñòàâëåíèÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè

Ïî òåîðåìå 1 [4℄, èìååì Σ(HF(MS)) ∩ P(ω) = ∆(HF(MS)) ∩ P(ω) = S
(îòìåòèì, ÷òî â âûøåóïîìÿíóòîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñåìåéñòâà, çà-

äàííûå òîëüêî ïîëîæèòåëüíî, ïîýòîìó ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî

äàííîå ñåìåéñòâî Σ-ýêâèâàëåíòíî â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.4 [4℄, ê ïðèìåðó,
ñåìåéñòâó ñâîèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé). Äàëåå, êàæäîé Σ-�îðìóëå
Φ(x,−→s r̂), óäîâëåòâîðÿþùåé ëåììå 11 (çäåñü r � ïàðàìåòð âèäà I äëÿ

Φ(x,−→s r̂), à íàáîð

−→s ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ñîñòàâëåí èç êîð-

òåæåé âèäà II äëÿ Φ(x,−→s r̂)), ñîïîñòàâèì íåêîòîðîå HF(MS)-âû÷èñëèìîå
ïîäìíîæåñòâî AΦ,−→s ˆr íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, çàäàþùåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(âîçìîæíî, íåâû÷èñëèìóþ) ìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç áåñêâàíòîðíûõ �îð-

ìóë ñèãíàòóðû σ1 ñ íàáîðîì

−→s ïàðàìåòðîâ, çàäàþùóþ, â ñâîþ î÷åðåäü,

ìíîæåñòâî Φ(x,−→s r̂).

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê çàäàíèþ ìíîæåñòâà AΦ,−→s ˆr, îïðåäåëèì íåñêîëü-

êî âñïîìîãàòåëüíûõ ïîíÿòèé è êîíñòðóêöèé.

Îïðåäåëåíèå 3. Âîçüì¼ì ñíà÷àëà ÷èñëà m, k ∈ ω, äëÿ êîòîðûõ èìååò

ìåñòî íåðàâåíñòâî max{log2(rk), nk, lh(
−→s )} 6 m+1 (÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëü-

çîâàòü ìåòîä àïïðîêñèìàöèé). Ïîä ÑÄÍÔ ñèãíàòóðû σ
(m)
1 áóäåì ïîíèìàòü

áåñêâàíòîðíóþ �îðìóëó

ϕ(u0, u1, . . . , unk−1, v0, v1, . . . , vlh(−→s )−1)

ðàññìàòðèâàåìîé ñèãíàòóðû, ïîëó÷åííóþ êàê ðåçóëüòàò ñëåäóþùåé ïîä-

ñòàíîâêè ÑÄÍÔ ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, ãäå x � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðå-

ìåííàÿ, ⊤ è ⊥ � êîíñòàíòíûå ñèìâîëû, êîòîðûå èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê

ñîîòâåòñòâåííî òîæäåñòâåííî èñòèííîå ïðåäëîæåíèå è òîæäåñòâåííî ëîæ-

íàÿ �îðìóëà:

• ⊥ çàìåíÿåòñÿ íà

¬(0 ≈ 0);

• ⊤ çàìåíÿåòñÿ íà (0 ≈ 0);

• x ìîæíî çàìåíèòü íà îäíó èç ñëåäóþùèõ àòîìàðíûõ �îðìóë (â ñêîáêàõ

óêàçàíî îáùåå êîëè÷åñòâî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ àòîìàðíûõ �îðìóë ñèãíà-

òóðû σ
(m)
1 ñîîòâåòñòâóþùåãî âèäà):

- Rl(ui), ãäå i, l ∈ ω, l 6 m, i < nk (èõ êîëè÷åñòâî ðàâíÿåòñÿ nk ·(m+1));

- (ui ≈ vj), ãäå i, j ∈ ω, i < nk, j < lh(−→s ) (èõ êîëè÷åñòâî ðàâíÿåòñÿ

nk · lh(
−→s ));

- (ui ≈ uj), ãäå i, j ∈ ω, i < j < nk (èõ êîëè÷åñòâî ðàâíÿåòñÿ

nk·(nk−1)
2

;

�îðìóëû òàêîãî âèäà âõîäÿò òîëüêî íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå çíàêà îòðèöà-

íèÿ);

• äëÿ êàæäîãî i0 ∈ ω (i0 < nk) ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî j0 ∈ ω (j0 <

lh(−→s )), äëÿ êîòîðîãî (ui0 ≈ vj0) ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêòîì;
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• äëÿ êàæäîãî j0 ∈ ω (j0 < lh(−→s )) ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî i0 ∈ ω

(i0 < nk), äëÿ êîòîðîãî (ui0 ≈ vj0) ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêòîì. ⋄

Òåì ñàìûì, ëþáàÿ ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ (ðàññìîòðåíèåì ÑÄÍÔ

òàêîãî âèäà ìû è îãðàíè÷èìñÿ) áóäåò ñîñòîÿòü ëèáî èç îäíîãî êîíúþíêòà,

ëèáî èç

1
2
·(nk ·(nk+2 ·m+2 · lh(−→s )+1)) êîíúþíêòîâ. Êðîìå òîãî, ïîëàãàåì,

÷òî ïîçèöèè àòîìàðíûõ �îðìóë (âìåñòå ñî ñâîèìè îòðèöàíèÿìè) â ÑÄÍÔ

îäíîçíà÷íî çàäàþòñÿ ïîðÿäêîì íà èõ íîìåðàõ â ã¼äåëåâîé íóìåðàöèè.

Âàæíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ðàáîòû ñ ÑÄÍÔ áóäåò çàìå÷àíèå 1, îïèñû-

âàþùåå èñòèííîñòü �îðìóë íà àïïðîêñèìàöèè. Íåòðóäíî òàêæå ïîíÿòü,

÷òî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ðàçëè÷íûõ ñîâìåñòèìûõ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíê-

öèé ÑÄÍÔ îò îäíîãî è òîãî æå �èêñèðîâàííîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ ðàç-

ëè÷íû, à ïðè �èêñàöèè m � íå ïåðåñåêàþòñÿ. Êðîìå òîãî, êàêîâû áû íè

áûëè ýëåìåíò a ∈ HF (S) ∪ S, íàáîð −→s ∈ S
lh(−→s )
6= è ÷èñëî m ∈ ω, óäîâëå-

òâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó m+1 > max{lh(−→s ), rnk(a), |sp(a)|}, íàéä¼òñÿ ýëå-

ìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ ÑÄÍÔ ψ(−→u ,−→v ) ñèãíàòóðû σ
(m)
1 îò íàáîðîâ

−→u , −→v
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ îñíîâíûõ è äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ äëèí |sp(a)|
è lh(−→s ) ñîîòâåòñòâåííî, òàêàÿ ÷òî a = tk(

−→a ) è MS |= ψ(−→a ,−→s ) äëÿ ïîäõî-

äÿùèõ k ∈ ω è

−→a ∈ S
|sp(a)|
6= .

Ïóñòü òàêæå ïåðåìåííûå ñïèñêà

−→v ïðèíèìàþò â êà÷åñòâå çíà÷åíèé ïî-

ïàðíî ðàçëè÷íûå ïàðàìåòðû, ñîñòàâëÿþùèå íàáîð

−→s = −→s 0ˆ
−→s 1ˆ . . .ˆ

−→s q−1,

ãäå q ∈ ω, ïðè÷¼ì íåïóñòîé íàáîð

−→s i ÿâëÿåòñÿ êîðòåæîì âèäà II äëÿ

Φ(x,−→s r̂), ñîñòàâëåííûé èç γS�êîäîâ ìíîæåñòâà Ci ⊆ ω, äëÿ ëþáîãî i ∈ ω,

i < q; êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî ñèñòåìà íåðàâåíñòâ C0 ❁ C1 ❁ . . . ❁ Cq−1.

Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî γS(r) = A ⊆ ω. Îò-

ìåòèì, ÷òî â �îðìóëàõ, ó÷àñòâóþùèõ â îïðåäåëåíèè AΦ,−→s ˆr, ïàðàìåòð r

âñòðå÷àòüñÿ íå áóäåò.

Ïóñòü {Ak}k∈ω(
−→s r̂) � âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàþùàÿ Σ-

�îðìóëó Φ(x,−→s r̂), à òàêæå óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîãëàøåíèþ 1(2, {r}); êðî-
ìå òîãî, ëþáàÿ �îðìóëà ϕ ∈

⋃
k∈ω

Ak íå ñîäåðæèò ïîä�îðìóë âèäà (u ≈ r)

íè äëÿ êàêîé îñíîâíîé ïåðåìåííîé u. Òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî

ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

• ëåììó 5 (ñòðîèì ïîäõîäÿùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàþùóþ Σ-�îðìó-
ëó Φ(x,−→s r̂) ñ òåì æå íàáîðîì ïàðàìåòðîâ è óäîâëåòâîðÿþùóþ, ê òîìó

æå, ñîãëàøåíèþ 1(2, ∅));
• à òàêæå ëåììû 6, 7 (ïðåîáðàçóåì ïîñòðîåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â

íîâóþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîãëàøåíèþ 1(2, {r}) è òàêæå çàäàþùóþ Σ-�îð-
ìóëó Φ(x,−→s r̂), óäàëÿÿ ïðè ýòîì âñå ïîä�îðìóëû âèäà (u ≈ r), ãäå u �

îñíîâíàÿ ïåðåìåííàÿ).

Äàëåå, ïóñòü k ∈ ω è ϕ ∈ Ak; îïðåäåëèì ñíà÷àëà êîíå÷íîå ñîîòâåò-
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ñòâèå ζϕ,r, çàäàííîå íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, òàê (çäåñü ε ∈ {0, 1}, i ∈ ω):

ζϕ,r(i) = ε ⇔ (Rε
i (r) � êîíúþíêò ϕ).

Îïðåäåëèì òåïåðü �îðìóëó Ψr(ϕ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• åñëè ζϕ,r E A, òî Ψr(ϕ) ïîëó÷àåòñÿ èç �îðìóëû ϕ óäàëåíèåì â òî÷íîñòè

âñåõ ïîä�îðìóë, â êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ ïàðàìåòð r;

• åñëè æå ζϕ,r 6E A èëè ζϕ,r äàæå íå ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé, òî ïîëîæèì

Ψr(ϕ) ⇌
¬(0 ≈ 0).

Îòìåòèì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

äëÿ âñåõ k ∈ ω, ϕ ∈ Ak è
−→a ∈ Snk

:

MS |= ϕ(−→a ,−→s , r) ⇔ MS |= Ψr(ϕ)(
−→a ,−→s ).

Ñëåäîâàòåëüíî, A-âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ψr(Ak)}k∈ω(
−→s ) óäîâ-

ëåòâîðÿåò ñîãëàøåíèþ 1(2, ∅) è òàêæå çàäà¼ò Σ-�îðìóëó Φ(x,−→s r̂).

Îïðåäåëåíèå 4. Çàäàäèì òåïåðü AΦ,−→s ˆr êàê ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿ-

þùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(C1): 〈〈0, m, k, ϕ〉〉 ïîìåùàåì â AΦ,−→s ˆr, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå

(çäåñü m, k ∈ ω è ϕ � ã¼äåëåâ íîìåð �îðìóëû):

a: lh(−→s ) 6 m + 1 è tk(
−→
b ) ∈ HFm(Mm) äëÿ ïîäõîäÿùåãî íåïóñòîãî

êîðòåæà

−→
b ∈ (Sm)

nk

6= (ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî èìåþò

ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ max{log2(rk), nk, lh(
−→s )} 6 m+ 1 è nk > 0);

b: ϕ(−→u ,−→v ) � ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ ÑÄÍÔ ñèãíàòóðû σ
(m)
1 , íå

ñîâïàäàþùàÿ íè ñ

¬(0 ≈ 0), íè ñ (0 ≈ 0) (çäåñü lh(−→u ) = nk, lh(
−→v ) =

lh(−→s ));

: MS |= ∃−→u ϕ(−→u ,−→s );
d: MS |= (ϕ(−→a ,−→s ) →

∨
{ψ(−→a ,−→s )|ψ(−→u ,−→v ) ∈ Ψr(Ak)}) äëÿ ëþáûõ

−→a ∈ Snk
;

(C2): ïðîèçâîäèì (C1) äëÿ âñåõ m, k ∈ ω è �îðìóë ϕ èç (C1a), (C1b);

(C3): 〈〈0, m, k, (0 ≈ 0)〉〉 ïîìåùàåì â AΦ,−→s ˆr, åñëè m, k ∈ ω òàêîâû, ÷òî

nk = 0 è MS |= ψ(−→s ) äëÿ íåêîòîðîé áåñêâàíòîðíîé �îðìóëû ψ(−→v ) ∈
Ψr(Ak), à òàêæå tk(λ) ∈ HFm(Mm), lh(

−→v ) = lh(−→s ) 6 m+1 (ïîñëåäíèå äâà
óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû òîìó, ÷òî max{log2(rk), lh(

−→s )} 6 m+ 1);
(C4): 〈〈0, m0, k0,

¬(0 ≈ 0)〉〉 ïîìåùàåì â AΦ,−→s ˆr, åñëè ïîñëå îáðàáîòêè

âñåõ �îðìóë ϕ èç (C1a), (C1b) è (C3) äëÿ çàäàííûõ m0, k0 ∈ ω, óäî-

âëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó max{log2(rk0), nk0, lh(
−→s )} 6 m0+1, ìíîæåñòâî

AΦ,−→s ˆr íå ïðèîáðåëî ýëåìåíòîâ âèäà 〈〈0, m0, k0, ·〉〉;
(C5): 〈〈i+ 2, m〉〉 ïîìåùàåì â AΦ,−→s ˆr, åñëè m ∈ Ci (m, i ∈ ω; i < q);

(C6): 〈〈1, i〉〉 ïîìåùàåì â AΦ,−→s ˆr, åñëè 〈〈1, i〉〉 6∈ Ci (i ∈ ω, i < q);

(C7): 〈〈1, p
lh(−→s 0)
0 ·p

lh(−→s 1)
1 · . . . ·p

lh(−→s q−1)
q−1 〉〉 ïîìåùàåì â AΦ,−→s ˆr, ãäå pi, i ∈ ω �

ïðîñòîå ÷èñëî ñ íîìåðîì i â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (ê ïðèìåðó, p0 = 2,
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p1 = 3, p2 = 5,. . . ); åñëè q = 0 (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

−→s = λ), òî 〈〈1, 1〉〉
ïîìåùàåì â AΦ,−→s ˆr;

(C8): ìíîæåñòâî AΦ,−→s ˆr �îðìèðóåòñÿ ïîëíîñòüþ ê äàííîìó ìîìåíòó.⋄

Êîíñòðóêöèÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà AΦ,−→s ˆr ìîæåò áûòü âûáðàíà âû-

÷èñëèìîé îòíîñèòåëüíî îðàêóëà (A ⊕ (C0 ⊕ C1 ⊕ . . . ⊕ Cq−1))
′
, ïîýòîìó

AΦ,−→s ˆr ∈ S. Â ñàìîì äåëå, óñëîâèÿ (C1a) è (C1b) âû÷èñëèìû; ñîîòíîøå-

íèÿ (C1d), (C3) âû÷èñëèìû îòíîñèòåëüíî (A⊕(C0⊕C1⊕. . .⊕Cq−1))
′
, â ñèëó

êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà {0, 1}ω ñ çàäàííîé íà í¼ì òîïîëîãèåé Êàíòî-

ðà, îòêðûòûå ìíîæåñòâà êîòîðîãî çàäàþòñÿ áàçîé {Vτ | τ ∈ {0, 1}<ω}, ãäå
Vτ ⇌ {f ∈ {0, 1}ω | τ = f ↾ lh(τ)} äëÿ âñåõ τ ∈ {0, 1}<ω (ñì. ëåììó 12; ðà-

çóìååòñÿ, çäåñü ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ñóæåíèå äàííîãî ïðîñòðàíñòâà íà õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíêöèè àðè�ìåòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ). Ïðîöåäóðû (C2),

(C4), (C7) âû÷èñëèìû, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî âñåõ ÑÄÍÔ ñèãíàòóðû σ
(m)
1

îò �èêñèðîâàííîãî íàáîðà

−→u , −→v ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, à òàê-

æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈lh(−→s i) | i ∈ ω, i < q〉 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë �èê-

ñèðîâàíà. Äàëåå, ïðîöåäóðû (C1
), (C5), (C6) ÿâëÿþòñÿ âû÷èñëèìûìè

îòíîñèòåëüíî (C0 ⊕ C1 ⊕ . . .⊕ Cq−1), ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1(1).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé ÑÄÍÔ ñèãíàòóðû σ
(m)
1

óñëîâèÿ, íàëàãàåìûå íà êîðòåæè â çàìå÷àíèè 1, âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè-

÷åñêè.

Êðîìå òîãî, çàìå÷àíèå 1(2) âìåñòå ñ óñëîâèÿìè (C1)�(C4) ïîçâîëÿþò

óòâåðæäàòü íàëè÷èå ñâîéñòâà ìàêñèìàëüíîñòè äëÿ áåñêâàíòîðíûõ �îðìóë

ñèãíàòóðû σ1, ó÷àñòâóþùèõ â ïîñòðîåíèè AΦ,−→s ˆr, ïðè ïåðåõîäå îò m ∈ ω ê

n ∈ ω, n > m. À èìåííî, åñëè 〈〈0, m, k, ϕ〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr, ãäå ϕ 6∈ {¬(0 ≈ 0)}, òî è

〈〈0, m+1, k, ϕ
−→ε 〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr äëÿ �îðìóëû ϕ

−→ε ⇌ ϕ∧
nk−1∧
i=0

Rεi
m+1(ui) äëÿ ëþáî-

ãî êîðòåæà

−→ε = 〈ε0, ε1, . . . , εnk−1〉 ∈ {0, 1}nk
, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ

MS |= ∃−→u ϕ
−→ε (−→u ,−→s ) (�îðìóëà ϕ

−→ε
çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ, ðàçóìååòñÿ, ñ

òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè êîíúþíêòîâ); âåðíî è îáðàòíîå â ïðåäïîëîæå-

íèè óñëîâèÿ max{log2(rk), nk, lh(
−→s )} 6 m+ 1.

Ëåììà 12. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû äëÿ ëþáûõ ÷èñåë

k,m ∈ ω, íàáîðîâ −→a ∈ Snk
,

−→s ∈ S<ω6= è �îðìóëû ϕ(−→u ,−→v ) ñèãíàòóðû

σ
(m)
1 , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (C1a)�(C1
):

(12.1): MS |= (ϕ(−→a ,−→s ) →
∨
{ψ(−→a ,−→s )|ψ(−→u ,−→v ) ∈ Ψr(Ak)});

(12.2):MS |= (ϕ(−→a ,−→s ) →
∨
{ψ(−→a ,−→s )|ψ(−→u ,−→v ) ∈ F0}) äëÿ íåêîòîðîãî

êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà F0 ⊆ Ψr(Ak);
(12.3): íàéäóòñÿ n ∈ ω, n > m, êîíå÷íîå ìíîæåñòâî F0 ⊆ Ψr(Ak)

�îðìóë ñèãíàòóðû σ
(n)
1 è êîðòåæ

−→
t ∈ (Sn)

lh(−→s )
6= òàêèå, ÷òî

Mn |= (ϕ(
−→
b ,

−→
t ) →

∨
{ψ(

−→
b ,

−→
t )|ψ(−→u ,−→v ) ∈ F0})
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äëÿ âñåõ

−→
b ∈ Snk

n , ïðè÷¼ì γn(
−→
t ) = γS(

−→s ) ↾ (n+ 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. ((12.3)⇒(12.2)) Âîçüì¼ì n ∈ ω, êîíå÷íîå ìíîæå-

ñòâî F0 ⊆ Ψr(Ak) �îðìóë ñèãíàòóðû σ
(n)
1 è êîðòåæ

−→
t ∈ (Sn)

lh(−→s )
6= , óäîâëå-

òâîðÿþùèå óñëîâèþ (12.3). Ïóñòü êîðòåæ

−→a ∈ Snk
òàêîâ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèå MS |= ϕ(−→a ,−→s ); òîãäà áåð¼ì êîðòåæ

−→
b ∈ Snk

n òàêîé, ÷òî èìå-

þò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ γn(
−→
b ) = γS(

−→a ) ↾ (n+1) è 〈−→a ˆ−→s ; =〉 ≡ 〈
−→
b ˆ

−→
t ; =〉; ïî

çàìå÷àíèþ 1(1), èìååì Mn |= ϕ(
−→
b ,

−→
t ). Äàëåå, èç (12.3) ïîëó÷àåì Mn |=∨

{ψ(
−→
b ,

−→
t )|ψ(−→u ,−→v ) ∈ F0}; ñíîâà èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèå 1(1), ïðèõîäèì ê

òîìó, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå MS |=
∨
{ψ(−→a ,−→s )|ψ(−→u ,−→v ) ∈ F0}.

((12.2)⇒(12.1)) Î÷åâèäíî. ((12.1)⇒(12.3)) Ïóñòü èìååò ìåñòî ñîîò-

íîøåíèå (12.1); ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó óñëîâèÿ (12.3),

ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ óñëîâèÿ (12.1). Îòìåòèì, ÷òî åñëè êîðòå-

æè

−→a 0 ∈ Snk
è

−→a 1 ∈ Snk
òàêîâû, ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå MS |=

(ϕ(−→a 0,−→s ) ∧ ϕ(−→a 1,−→s )), òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 〈−→a 0ˆ−→s ; =〉 ≡ 〈−→a 1ˆ−→s ; =〉,
÷òî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 3.

Äàëåå, ïóñòü êîðòåæ

−→a ∈ Snk
òàêîâ, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

MS |= ϕ(−→a ,−→s ); ïîëîæèì
−→a ′ ⇌ 〈ai0 , ai1 , . . . , ail−1

〉, −→a ′′ ⇌ 〈aj0 , aj1, . . . , ajm−1
〉,

i0 < i1 < . . . < il−1, j0 < j1 < . . . < jm−1, nk = l +m, ãäå íàáîðû

−→a ′
è

−→a ′′

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

sp(−→a ′) ∪ sp(−→a ′′) = sp(−→a ),
sp(−→a ′) ∩ sp(−→s ) = ∅,

sp(−→a ′′) ⊆ sp(−→s ).

Îòìåòèì, ÷òî êîðòåæè

−→a ′
è

−→a ′′
ñîñòîÿò èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåí-

òîâ è îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî. Ïîëîæèì òàêæå

−→u ′ ⇌ 〈ui0, ui1, . . . , uil−1
〉,

−→u ′′ ⇌ 〈uj0, uj1, . . . , ujm−1
〉; ïîìåñòèì �îðìóëó ψ(−→u ,−→v ) ∈ Ψr(Ak) â F

′
, åñëè

âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

MS |= ∃−→u ψ(−→u ,−→s ) è MS |= ψ(−→c ,−→s ) ⇒
(
〈−→a ˆ−→s ; =〉 ≡ 〈−→c ˆ−→s ; =〉

)
,

äëÿ âñåõ

−→c ∈ Snk
(çäåñü ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî {Ψr(Ak)}k∈ω(

−→s )
óäîâëåòâîðÿåò ñîãëàøåíèþ 1(2, ∅)).

Åñëè

−→a ′ = λ, òî ïîëîæèì F0 ⇌ {ψ0(
−→u ,−→v )} ⊆ F ′

(�îðìóëà ψ0(
−→u ,−→v )

âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå MS |= ψ0(
−→a ′′,−→s ); òà-

êîé âûáîð âîçìîæåí, ïîñêîëüêó âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (12.1) è MS |=
ϕ(−→a ′′,−→s )).

Ïóñòü òåïåðü lh(−→a ′) = l > 0; âîçüì¼ì �îðìóëó θ(−→u ,−→v ) ∈ F ′
, äëÿ êîòî-

ðîé èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå MS |= ∃−→u (ϕ(−→u ,−→s )∧θ(−→u ,−→s )), è îïðåäåëèì
�îðìóëó ̺(ϕ ∧ θ)(u), ïîìåùàÿ â íå¼ â òî÷íîñòè ñëåäóþùèå êîíúþíêòû

(çäåñü ε ∈ {0, 1}, à q ∈ ω, Ci ⊆ ω (i ∈ ω, i < q) îïðåäåëåíû âûøå è

îòâå÷àþò çà ïàðàìåòðû):
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• Rε
i (u), åñëè Ci(i) 6= ε, i ∈ ω, i < q;

• Rε(u, l·p+ g+ q), åñëè Rε
p(uig) � êîíúþíêò (ϕ ∧ θ), ãäå p, g ∈ ω, g < l.

Îïðåäåëèì �îðìóëó ̺(ϕ) ïîõîæèì îáðàçîì, ïîìåùàÿ â íå¼ â òî÷íîñòè

ñëåäóþùèå êîíúþíêòû:

• Rε
i (u), åñëè Ci(i) 6= ε, i ∈ ω, i < q;

• Rε(u, l·p+ g+ q), åñëè Rε
p(uig) � êîíúþíêò ϕ, ãäå p, g ∈ ω, g < l.

Íàêîíåö, çà�èêñèðóåì íåêîòîðîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå,

ñîïîñòàâëÿþùåå íàáîðó

−→a ∈ Snk
, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ MS |=

ϕ(−→a ,−→s ), ýëåìåíò d−→a ,−→s ∈ S ñîãëàñíî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì (çäåñü d ∈ S):

(D1) γS(d−→a ,−→s )(n) =

{
1− Cn(n), åñëè n ∈ ω, n < q;

γS(aig)(p), åñëè n = l · p + g + q (p, g ∈ ω, g < l);

(D2) d−→a 0,−→s = d−→a 1,−→s ⇒ −→a 0 = −→a 1
, äëÿ âñåõ

−→a 0,−→a 1 ∈ Snk
;

(D3) γS(d) = γS(d−→a ,−→s ) ⇒ ∃−→a 0 ∈ Snk

(
MS |= ϕ(−→a 0,−→s ) ∧ (d = d−→a 0,−→s )

)
.

Óñëîâèÿ (D1), (D2) è (D3) ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü ââèäó çàìêíóòîñòè ñå-

ìåéñòâà S îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñî÷ëåíåíèÿ, à òàêæå ñâîéñòâà áûòü ñ÷¼ò-

íûìè êàæäûõ êëàññà îòíîñèòåëüíî R-ýêâèâàëåíòíîñòè è ìíîæåñòâà ñîîò-

âåòñòâóþùèõ êîðòåæåé íàïåð¼ä çàäàííîé äëèíû, ïðè÷¼ì â äàííûõ êîðòå-

æàõ èìååòñÿ âîçìîæíîñòü çà�èêñèðîâàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ

â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ (çäåñü ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ íàëè÷èåì ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ àâòîìîð�èçìîâ).

Ñíà÷àëà äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:

∀d ∈ S
(
MS |= ̺(ϕ)(d) ⇒ ∃−→a ∈ Snk((MS |= ϕ(−→a ,−→s )) ∧ (d = d−→a ,−→s ))

)
. (6)

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ýëåìåíò d ∈ S òàêîâ, ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

MS |= ̺(ϕ)(d); òîãäà âîçüì¼ì êîðòåæ

−→c ∈ Snk

6= , óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþ-

ùèì óñëîâèÿì:

• êîðòåæ 〈cj0, cj1, . . . , cjm−1
〉 ñîñòîèò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ sp(−→s ),

ò. å. ïàðàìåòðîâ; âñå ýëåìåíòû äàííîãî êîðòåæà ðåàëèçóþò âñå êîíúþíêòû

�îðìóëû ϕ, â êîòîðûå íå âõîäÿò ïåðåìåííûå èç íàáîðà −→u ′
;

• ïóñòü êîðòåæ 〈ci0, ci1 , . . . , cil−1
〉 íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ èç sp(−→s ) è óäî-

âëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ γS(cig)(n) = γS(d)(l · n+ g + q) äëÿ âñåõ g, n ∈ ω,

g < l (âûáîð òàêèõ ýëåìåíòîâ âîçìîæåí, ââèäó òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî

g ∈ ω, g < l, ìíîæåñòâî γS(cig) àðè�ìåòè÷åñêîå, êàê òîëüêî âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå d ∈ S, à γS�êîäîâ êàæäîãî àðè�ìåòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà áåñêîíå÷-
íî ìíîãî);

• âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå MS |= ϕ(−→c ,−→s ), ÷òî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêà-
åò èç îïðåäåëåíèÿ �îðìóëû ̺(ϕ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò d−→c ,−→s çàäàí, ïðè÷¼ì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

γS(d) = γS(d−→c ,−→s ). Èç ñâîéñòâà (D3) âûòåêàåò, ÷òî íàéä¼òñÿ

−→a ∈ Snk
,
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äëÿ êîòîðîãî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ MS |= ϕ(−→a ,−→s ) è d = d−→a ,−→s . Òåì

ñàìûì, ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (6) äîêàçàíà.

Ïðîâåðèì ñåé÷àñ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

MS |= (ϕ ∧ θ)(−→a ,−→s ) ⇔ MS |= ̺(ϕ ∧ θ)(d−→a ,−→s ) (7)

äëÿ âñåõ �îðìóë θ(−→u ,−→v ) ∈ F ′
è êîðòåæåé

−→a ∈ Snk
, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèþ MS |= ϕ(−→a ,−→s ). Â ñàìîì äåëå, ïóñòü

−→a ∈ Snk
òàêîâî, ÷òî èìååò

ìåñòî ñîîòíîøåíèå MS |= ϕ(−→a ,−→s ); òîãäà çàäàí ýëåìåíò d−→a ,−→s . Äàëåå, åñëè
MS |= θ(−→a ,−→s ), òî íåïîñðåäñòâåííî èç (D1) è çàäàíèÿ îïåðàöèè ̺ âûòå-

êàåò, ÷òî èìååò ìåñòî MS |= ̺(ϕ ∧ θ)(d−→a ,−→s ); â îáðàòíóþ ñòîðîíó, åñëè æå

MS |= ̺(ϕ ∧ θ)(d−→a ,−→s ), òî ñíîâà èç (D1) è çàäàíèÿ îïåðàöèè ̺ ïîëó÷àåì,

÷òî MS |= θ(−→a ,−→s ). Òåì ñàìûì, ñîîòíîøåíèå (7) òàêæå âûïîëíÿåòñÿ.

Äàëåå, ïóñòü ξ(u) � �îðìóëà ñèãíàòóðû σ1, èìåþùàÿ îäèí èç ñëåäó-

þùèõ âèäîâ: ̺(ϕ) èëè ̺(ϕ ∧ θ) äëÿ ïîäõîäÿùåé �îðìóëû θ(−→u ,−→v ) ∈ F ′
,

óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ MS |= ∃−→u (ϕ(−→u ,−→s ) ∧ θ(−→u ,−→s )). Ñîïîñòàâèì
�îðìóëå ξ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Fξ áèíàðíûõ ñòðîê, êàê ïðåäëàãàåòñÿ íè-

æå, è ïîëîæèì Vξ ⇌
⋃
τ∈Fξ

Vτ . Ïóñòü

nξ ⇌ max{n|Rn(u) � ïîä�îðìóëà ξ}+ 1.

Ïîìåùàåì ñòðîêó τ â Fξ, åñëè lh(τ) = nξ è îíà ñëóæèò ïðîäîëæåíèåì

�óíêöèè ςξ, îïðåäåë¼ííîé òàê (çäåñü i ∈ ω, ε ∈ {0, 1}):

ςξ(i) = ε⇔ Rε
i (u) � êîíúþíêò ξ.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

MS |= ξ(d) ⇔ γS(d) ∈ Vξ (8)

äëÿ ëþáîãî d ∈ S. Â ñàìîì äåëå, åñëèMS |= ξ(d), òî γS(d) ÿâëÿåòñÿ ïðîäîë-
æåíèåì ςξ è, ñëåäîâàòåëüíî, γS(d) ∈

⋃
τ∈Fξ

Vτ = Vξ; â îáðàòíóþ ñòîðîíó, åñëè

γS(d) ∈ Vτ äëÿ íåêîòîðîé ñòðîêè τ ∈ Fξ, òî γS(d) ïðîäîëæàåò τ , à ñòðîêà τ
ïðîäîëæàåò ςξ è, ñëåäîâàòåëüíî, MS |= ξ(d). Òåì ñàìûì, ñîîòíîøåíèå (8)

âûïîëíÿåòñÿ.

Ñåé÷àñ ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó ñïðàâåäëèâîñòè âêëþ÷åíèÿ

V̺(ϕ) ⊆
⋃

{V̺(ϕ∧ψ)|ψ(
−→u ,−→v ) ∈ F ′}. (9)

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü f ∈ V̺(ϕ); òîãäà âîçüì¼ì ýëåìåíò d ∈ S òàêîé, ÷òî

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî γS(d) = f . Ïî óñëîâèþ (8), èìååì MS |= ̺(ϕ)(d),
à èç óñëîâèÿ (6) ñëåäóåò, ÷òî d = d−→a 0,−→s äëÿ íåêîòîðîãî

−→a 0 ∈ Snk
òàêîãî,

÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå MS |= ϕ(−→a 0,−→s ). Íåïîñðåäñòâåííî èç óñëî-

âèÿ (12.1) è îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà F ′
ñëåäóåò, ÷òî MS |= ψ(−→a 0,−→s ) äëÿ
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ïîäõîäÿùåé �îðìóëû ψ(−→u ,−→v ) ∈ F ′
. Äàëåå, èç (7) ïðèõîäèì ê ñîîòíîøå-

íèþ MS |= ̺(ϕ ∧ ψ)(d), à, èñïîëüçóÿ ñíîâà óñëîâèå (8), ïðèõîäèì ê òîìó,

÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå γS(d) ∈ V̺(ϕ∧ψ) ⊆
⋃
{V̺(ϕ∧ψ)|ψ(

−→u ,−→v ) ∈ F ′}.
Òåì ñàìûì, ñîîòíîøåíèå (9) äîêàçàíî.

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà {0, 1}ω, ñóùåñòâóþò z ∈ ω è êî-

íå÷íîå ìíîæåñòâî F0 = {ψ0(
−→u ,−→v ), ψ1(

−→u ,−→v ), . . . , ψz(
−→u ,−→v )} ⊆ F ′

, äëÿ

êîòîðûõ èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

V̺(ϕ) ⊆ V̺(ϕ∧ψ0) ∪ V̺(ϕ∧ψ1) ∪ . . . ∪ V̺(ϕ∧ψz). (10)

Äàëåå, ïóñòü F0 = {ψ0, ψ1, . . . , ψz} äëÿ íåêîòîðîãî z ∈ ω; âîçüì¼ì íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî n > m òàêîå, ÷òî

(ϕ→ ((. . . (ψ0 ∨ ψ1) ∨ . . .) ∨ ψz))

ÿâëÿåòñÿ �îðìóëîé ñèãíàòóðû σ
(n)
1 , à òàêæå íàáîð

−→
t ∈ (Sn)

lh(−→s )
6= , óäîâëå-

òâîðÿþùèé ðàâåíñòâó γn(
−→
t ) = γS(

−→s ) ↾ (n+1); äîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî
ñîîòíîøåíèå

Mn |= (ϕ(−→c ,
−→
t ) →

∨
{ψ(−→c ,

−→
t ) | ψ ∈ F0}) (11)

äëÿ âñåõ

−→c ∈ Snk
n .

Ïóñòü êîðòåæ

−→c ∈ Snk
n òàêîâ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèåMn |= ϕ(−→c ,

−→
t ).

Ïî çàìå÷àíèþ 1(1), èìååì MS |= ϕ(−→a −→c ,
−→s ) äëÿ ïîäõîäÿùåãî êîðòåæà

−→a −→c ∈ Snk

6= òàêîãî, ÷òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ 〈−→c ˆ
−→
t ; =〉 ≡ 〈−→a −→c ˆ

−→s ; =〉,
γn(

−→c ) = γS(
−→a −→c ) ↾ (n+1). Åñëè âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå sp(−→a −→c ) ⊆ sp(−→s ),

òî ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ èìïëèêàöèÿ

MS |= (ϕ(−→a −→c ,
−→s ) → ψ(−→a −→c ,

−→s )),

ãäå F0 = {ψ}; ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

sp(−→a −→c ) * sp(−→s ). Òîãäà ñóùåñòâóåò d = d−→a −→c ,
−→s ∈ S, äëÿ êîòîðîãî èìå-

åò ìåñòî ñîîòíîøåíèå MS |= ̺(ϕ)(d); èç óñëîâèÿ (8) ïðèõîäèì ê òîìó,

÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå γS(d) ∈ V̺(ϕ), à èç óñëîâèÿ (10) ïîëó÷à-

åì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå γS(d) ∈ V̺(ϕ∧ψ) äëÿ íåêîòîðîé �îð-

ìóëû ψ ∈ F0. Ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ (8) äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèéòè ê ñî-

îòíîøåíèþ MS |= ̺(ϕ ∧ ψ)(d); çàòåì, ïðèìåíÿÿ (7), ïîëó÷èì óñëîâèå

MS |= ψ(−→a −→c ,
−→s ).

Ïî çàìå÷àíèþ 1(1), èìååì Mn |= ψ(−→c ,
−→
t ). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëè-

âî ñîîòíîøåíèå (11), à âìåñòå ñ íèì è óñëîâèå (12.3).

Ñ�îðìóëèðóåì îäíî èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ ìíîæåñòâà AΦ,−→s ˆr.
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Ëåììà 13. Ïóñòü Φ(x,−→s r̂) � Σ-�îðìóëà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ çàêëþ-

÷åíèþ ëåììû 11, ïðè÷¼ì ïàðàìåòð r èìååò âèä I, à íàáîð −→s ñîñòàâëåí èç

êîðòåæåé âèäà II. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

{a ∈ HF (S) ∪ S|HF(MS) |= Φ(a,−→s r̂)} = {tk(
−→a )|k ∈ ω, −→a ∈ Snk ,

MS |= ϕ(−→a ,−→s ) äëÿ íåêîòîðûõ m ∈ ω è 〈〈0, m, k, ϕ〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr}.
(12)

Áîëåå òîãî, ñîãëàøåíèå 1(2, ∅) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ {Bk}k∈ω(
−→s ), ãäå Bk ⇌

{ϕ | 〈〈0, m, k, ϕ〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ ω}, äëÿ âñåõ k ∈ ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîñûëêà ëåììû âûïîëíÿåòñÿ äëÿ Φ(x,−→s r̂),
à âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ak}k∈ω(

−→s r̂) çàäà¼ò ýòó Σ-�îðìóëó è

óäîâëåòâîðÿåò ñîãëàøåíèþ 1(2, {r}), à òàêæå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: ëþ-

áàÿ �îðìóëà ϕ ∈
⋃
k∈ω

Ak íå ñîäåðæèò ïîä�îðìóë âèäà (u ≈ r), ãäå u � îñ-

íîâíàÿ ïåðåìåííàÿ. Òîãäà âîçüì¼ì γS(r)-âû÷èñëèìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{Ψr(Ak)}(
−→s ), òàêæå çàäàþùóþ Φ(x,−→s r̂) è, ê òîìó æå, óäîâëåòâîðÿþùóþ

ñîãëàøåíèþ 1(2, ∅). Ïîñòðîåíèå òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óæå ïðîâîäè-

ëîñü ïåðåä îïðåäåëåíèåì 4.

×åðåç A(Φ,−→s r̂) è B(Φ,−→s r̂) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ëåâóþ è ïðà-

âóþ ÷àñòè ðàâåíñòâà (12). Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ëåììó, äîñòàòî÷íî

äîêàçàòü ðàâåíñòâî A(Φ,−→s r̂) = B(Φ,−→s r̂), äëÿ ÷åãî, â ñâîþ î÷åðåäü, äî-

ñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü äâóõ âêëþ÷åíèé.

A(Φ,−→s r̂) ⊆ B(Φ,−→s r̂). Ïóñòü a ∈ A(Φ,−→s r̂); òîãäà ñóùåñòâóþò k ∈ ω è

ϕ(−→u ,−→v ) ∈ Ψr(Ak) òàêèå, ÷òî a = tk(
−→a ) äëÿ ïîäõîäÿùåãî íàáîðà

−→a ∈ Snk

6= ,

äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå MS |= ϕ(−→a ,−→s ). Åñëè nk = 0, òî,
èñïîëüçóÿ (C3), ïîëó÷èì, ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

〈〈0, m, k, (0 ≈ 0)〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr

äëÿ ïîäõîäÿùåãî m ∈ ω, à ñëåäîâàòåëüíî, a ∈ B(Φ,−→s r̂); ïîýòîìó áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî nk > 0.
Ïóñòü äàëåå ϕ(∈ Ψr(Ak)) � �îðìóëà ñèãíàòóðû σ

(n)
1 äëÿ íåêîòîðîãî

n ∈ ω. Íàéä¼ì ñíà÷àëà ÷èñëî m ∈ ω òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

m+ 1 > max{log2(rk), n+ 1, nk, lh(
−→s )}. Òàê êàê èìååò ìåñòî èìïëèêàöèÿ

MS |=
(
ϕ(−→a ,−→s ) →

∨
{ψ(−→a ,−→s )|ψ(−→u ,−→v ) ∈ Ψr(Ak)}

)
, (13)

èç (C1a)�(C1d) âûòåêàåò, ÷òî íàéä¼òñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî G ⊆ ω, äëÿ

êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå 〈〈0, m, k, θ〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr äëÿ âñåõ θ ∈ G,

ïðè÷¼ì èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå MS |= ∀−→u (ϕ(−→u ,−→s ) ↔
∨
θ∈G

θ(−→u ,−→s )) (îò-

ìåòèì, ÷òî çäåñü ñíîâà èñïîëüçóåì ñâîéñòâî êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà

Êàíòîðà). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò θ ∈ G òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëî-

âèå MS |= θ(−→a ,−→s ). Òàêèì îáðàçîì, a = tk(
−→a ) ∈ B(Φ,−→s r̂).
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B(Φ,−→s r̂) ⊆ A(Φ,−→s r̂). Ïóñòü a ∈ B(Φ,−→s r̂); òîãäà íàéä¼òñÿ ÷èñ-

ëî 〈〈0, m, k, ϕ〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr òàêîå, ÷òî a = tk(
−→a ) äëÿ ïîäõîäÿùåãî íàáîðà

−→a ∈ Snk

6= , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå MS |= ϕ(−→a ,−→s ). Íåïî-
ñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà AΦ,−→s ˆr (ñì. (C1)�(C4)) âûòåêàåò

ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ (13), à ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî âêëþ÷å-

íèå {tk(
−→a ) | MS |= ϕ(−→a ,−→s )} ⊆ A(Φ,−→s r̂).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò âñïîìíèòü, ÷òî {Ψr(Ak)}k∈ω
óäîâëåòâîðÿåò ñîãëàøåíèþ 1(2, ∅), à òàêæå âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíè-

åì 3.

Äàëåå, ïóñòü Σ-�îðìóëà Φ̃(x,−→s ˆr̃) òàêîâà, ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíî-

øåíèå Φ(x,−→s r̂) ≡Σ Φ̃(x,−→s ˆr̃), ïðè÷¼ì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî γS(r̃) =
AΦ,−→s ˆr. Òàê êàê èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (C6), çàêëþ÷àåì, ÷òî r̃ 6∼R s

äëÿ âñåõ s ∈ sp(−→s ) (çäåñü, êàê è ðàíåå,

−→s = −→s 0ˆ
−→s 1ˆ . . .ˆ

−→s q−1, Ci = γS(s)
äëÿ âñåõ s ∈ sp(−→s i), ãäå i ∈ ω, i < q; êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî ñèñòåìà

íåðàâåíñòâ C0 ❁ C1 ❁ . . . Cq−1). Ïî ëåììå 10, ïàðàìåòð r̃ èìååò âèä I äëÿ

Φ̃(x,−→s ˆr̃), à êîðòåæ −→s ñîñòàâëåí èç òåõ æå íàáîðîâ âèäà II äëÿ Φ̃(x,−→s ˆr̃),
÷òî è äëÿ Φ(x,−→s r̂).

Ñåé÷àñ çàäàäèì ïîíÿòèå ìèíèìàëüíîñòè êîðòåæà ïàðàìåòðîâ, ó÷àñò-

âóþùèõ â îïðåäåëåíèè Σ-�îðìóëû. Äàííîå ñâîéñòâî áóäåò çàäàâàòüñÿ äëÿ
íàáîðà, ñîñòàâëåííîãî èç êîðòåæåé âèäà II, à êîðòåæ âèäà I âñåãäà áóäåò

ñîñòîÿòü èç îäíîãî ýëåìåíòà.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü äàíû HF(MS)-â.ï. ìíîæåñòâî D ⊆ HF (S) ∪ S
è íàáîð

−→s ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç S. Áóäåì íàçûâàòü

−→s ìèíè-

ìàëüíî âîçìîæíûì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ äëÿ D, åñëè áóäóò âûïîëíÿòüñÿ

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• ñóùåñòâóåò Σ-�îðìóëà Φ(x,−→s r̂), îïðåäåëÿþùàÿD, ïðè ýòîì ïàðàìåòð r

èìååò âèä I äëÿ Φ(x,−→s r̂), à íàáîð

−→s ñîñòàâëåí èç êîðòåæåé âèäà II äëÿ
Φ(x,−→s r̂);
• åñëè Σ-�îðìóëà Φ′(x,−→s ′ r̂′) îïðåäåëÿåò D, ïðè÷¼ì ïàðàìåòð r′ èìååò

âèä I äëÿ Φ′(x,−→s ′ r̂′), à íàáîð

−→s ′
ñîñòàâëåí èç êîðòåæåé âèäà II äëÿ

Φ′(x,−→s ′ r̂′), òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå sp(−→s ) ⊆ sp(−→s ′). ⋄

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåíèå `

−→s � ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé íà-

áîð (èëè êîðòåæ) äëÿ Φ(x,−→s r̂)', åñëè ýòîò íàáîð ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì äëÿ

ðåøåíèÿ Σ-�îðìóëû Φ(x,−→s r̂).

Îïðåäåëåíèå 6. Çàäàäèì òåïåðü ïîäìíîæåñòâî WΦ,−→s ˆr íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, èçìåíèâ ïðè ýòîì êîíñòðóêöèþ èç [5℄ (çäåñü Σ-�îðìóëà Φ(x,−→s r̂)
è íàáîð

−→s r̂ å¼ ïàðàìåòðîâ îïèñàíû ïåðåä îïðåäåëåíèåì 4; êðîìå òîãî,

ñ÷èòàåì, ÷òî

−→s ìèíèìàëüíî âîçìîæåí äëÿ Φ(x,−→s r̂)). Íàòóðàëüíîå ÷èñëî
〈〈nw,Gw〉〉 ïîìåùàåì â WΦ,−→s ˆr, åñëè îíî îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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(W1): âñå íåîáõîäèìûå ñâîéñòâà òàêèå, êàê áûòü ìèíèìàëüíî âîçìîæ-

íûì äëÿ íàáîðà è îòñóòñòâèÿ ñîõðàíÿåìîñòè ðåøåíèÿ ïåðåñòàíîâêàìè, áó-

äóò ïðîâåðÿòüñÿ íà îáðàçå ýëåìåíòà HFnw
(Mnw

) â HF(MS) (ñì. îïðåäåëå-
íèå 7);

(W2): ãðóïïà Gw ïåðåñòàíîâîê íà sp(−→s ), äåéñòâóþùàÿ èíâàðèàíòíî

íà sp(−→s i) äëÿ âñåõ i ∈ ω, i < q, è îòâå÷àþùàÿ çà ñâîéñòâî ñîõðàíÿåìîñòè

ðåøåíèÿ Σ-�îðìóëû Φ(x,−→s r̂) (à èìåííî, èìååò ìåñòî îòíîøåíèå π ∈ Gw,

åñëè è òîëüêî åñëè ñïðàâåäëèâî îòíîøåíèå HF(MS) |= ∀x(Φ(x,−→s r̂) ↔
Φ(x, π(−→s )̂ r))); àïïðîêñèìàöèÿ äåéñòâèÿ ãðóïïû Gw îïèñûâàåòñÿ â (N1),

(N2); çäåñü è äàëåå Gw îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî ñâîèì ñèëüíûì èíäåêñîì;

(W3): lh(−→s ) 6 nw + 1;
(W4): Ci ↾ (nw + 1) ❁ Cj ↾ (nw + 1) äëÿ âñåõ i, j ∈ ω, i < j < q (êàê

âûøå, Ci = γS(s) äëÿ âñåõ s ∈ sp(−→s i), i ∈ ω, i < q). ⋄

Íàñ áóäåò ïðåæäå âñåãî èíòåðåñîâàòü íàèìåíüøèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà,

çàäàííîãî â îïðåäåëåíèè 6 (ðàçóìååòñÿ, åñëè WΦ,−→s ˆr 6= ∅; çäåñü ñëåäó-

åò âñïîìíèòü ïðèíöèï íàèìåíüøåãî ÷èñëà äëÿ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ

÷èñåë).

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü äàíû Σ-�îðìóëà Φ(x,−→s r̂) è 〈〈nw,Gw〉〉 ∈
WΦ,−→s ˆr, êàê â îïðåäåëåíèè 6. Àïïðîêñèìàöèè îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà Σ-
ìíîæåñòâ, çàäàâàåìîãî ãðóïïîé Gw ïåðåñòàíîâîê, è ñâîéñòâà ìèíèìàëü-

íîñòè äëÿ íàáîðà ïàðàìåòðîâ îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(N1): ïóñòü äàíû n ∈ ω, ïåðåñòàíîâêà π ∈ Gw è íàáîð

−→x ∈ (Sn)
lh(−→s )
6= ,

óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó γn(
−→x ) = γS(

−→s ) ↾ (n + 1); òîãäà èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî äëÿ âñåõ k ∈ ω:

{tk(
−→a )|−→a ∈Snk

n ,Mn |=ϕ(
−→a ,−→x ) äëÿ íåêîòîðîãî 〈〈0, n, k, ϕ〉〉∈AΦ,−→s ˆr}=

={tk(
−→a )|−→a ∈Snk

n ,Mn |=ϕ(
−→a ,π(−→x )) äëÿ íåêîòîðîãî 〈〈0,n, k, ϕ〉〉∈AΦ,−→s ˆr};

(14)

(N2): ïóñòü äàíû ïåðåñòàíîâêà π íà sp(−→s ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíî-

øåíèþ π 6∈ Gw è äåéñòâóþùàÿ èíâàðèàíòíî íà sp(
−→s i) äëÿ âñåõ i ∈ ω, i < q,

è íàáîð

−→x ∈ (Snw
)
lh(−→s )
6= , óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó γnw

(−→x ) = γS(
−→s ) ↾

(nw + 1); òîãäà íàéä¼òñÿ k ∈ ω, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå:

{tk(
−→a )|−→a ∈ Snk

nw
, Mnw

|= ϕ(−→a ,−→x )

äëÿ íåêîòîðîãî 〈〈0, nw, k, ϕ〉〉∈AΦ,−→s ˆr} 6=

6= {tk(
−→a )|−→a ∈ Snk

nw
, Mnw

|= ϕ(−→a , π(−→x ))

äëÿ íåêîòîðîãî 〈〈0, nw, k, ϕ〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr};

(N3): åñëè lh(−→s ) > 0, òî íàéä¼òñÿ êîðòåæ

−→x ∈ (Snw
)
lh(−→s )
6= , óäîâëåòâî-

ðÿþùèé ðàâåíñòâó γnw
(−→x ) = γS(

−→s ) ↾ (nw+1), òàêîé ÷òî äëÿ êàæäîãî êîð-

òåæà

−→x ′ ∈ (Snw
)
lh(−→s )−1
6= , óäîâëåòâîðÿþùåãî ñîîòíîøåíèþ sp(−→x ′) ⊆ sp(−→x ),

ñóùåñòâóåò k ∈ ω, äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî



Íåãàòèâíûå íóìåðàöèè â äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ, II 118

max{log2(rk), nk, lh(
−→s )} 6 nw + 1,

à òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå (çäåñü n = nw):

{tk(
−→a )|−→a ∈ Snk

n , Mn |= ϕ(−→a ,−→x ) äëÿ íåêîòîðîãî 〈〈0, n, k, ϕ〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr} 6=
6= {tk(

−→a )|−→a ∈ Snk
n , Mn |= ψ(−→a ,−→x ′)},

(15)

äëÿ ëþáîé áåñêâàíòîðíîé �îðìóëû ψ(−→u ,−→v ) ñèãíàòóðû σ
(n)
1 îò íàáîðîâ

−→u = 〈u0, u1, . . . , unk−1〉,
−→v = 〈v0, v1, . . . , vlh(−→s )−2〉 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñîîò-

âåòñòâåííî îñíîâíûõ è äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ. ⋄

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðèâåä¼ííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ äåéñòâèòåëüíî

ñëóæàò õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà íà Σ-ìíîæåñòâàõ.
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì óñëîâèÿ, êàñàþùèåñÿ ãðóïïû G ïåðåñòàíîâîê íà ìíî-

æåñòâå sp(−→s ), äåéñòâóþùèõ èíâàðèàíòíî íà sp(−→s i) äëÿ âñåõ i ∈ ω, i < q,

è ñîõðàíÿþùèõ ðåøåíèå Σ-�îðìóëû Φ(x,−→s r̂).

Ëåììà 14. Ïóñòü Σ-�îðìóëà Φ(x,−→s r̂) óäîâëåòâîðÿåò ëåììå 11, ïðè-
÷¼ì ïàðàìåòð r èìååò âèä I, à íàáîð −→s ñîñòàâëåí èç êîðòåæåé

−→s i âèäà II,
äëÿ âñåõ i ∈ ω, i < q. Ïóñòü òàêæå π � ïåðåñòàíîâêà íà sp(−→s ), äåéñòâó-
þùàÿ èíâàðèàíòíî íà sp(−→s i) äëÿ âñåõ i ∈ ω, i < q. Òîãäà ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

(14.1): HF(MS) |= ∀x(Φ(x,−→s r̂) ↔ Φ(x, π(−→s )̂ r));
(14.2): âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (14) äëÿ âñåõ k, n ∈ ω è êîðòåæà

−→x ∈ (Sn)
lh(−→s )
6= , óäîâëåòâîðÿþùåãî ðàâåíñòâó γn(

−→x ) = γS(
−→s ) ↾ (n+ 1);

(14.3): äëÿ âñåõ k, n ∈ ω ñóùåñòâóåò êîðòåæ

−→x ∈ (Sn)
lh(−→s )
6= , óäîâëåòâî-

ðÿþùèé ðàâåíñòâó γn(
−→x ) = γS(

−→s ) ↾ (n+ 1), à òàêæå ñîîòíîøåíèþ (14).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Σ-�îðìóëà Φ(x,−→s r̂) è ïåðåñòàíîâêà π óäî-

âëåòâîðÿþò ïîñûëêå ëåììû. Ïóñòü òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ak}k∈ω âû-
÷èñëèìà, óäîâëåòâîðÿåò ñîãëàøåíèþ 1(2, {r}) è çàäà¼ò Σ-�îðìóëó
Φ(x,−→s r̂), ïðè÷¼ì ϕ íå ñîäåðæèò ïîä�îðìóë âèäà (u ≈ r), ãäå u � îñ-

íîâíàÿ ïåðåìåííàÿ è ϕ ∈
⋃
k∈ω

Ak. Ïóñòü äàëåå {Ψr(Ak)}k∈ω(
−→s ) � γS(r)-

âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îïðåäåë¼ííàÿ âûøå, êîòîðàÿ óäîâëåòâî-

ðÿåò ñîãëàøåíèþ 1(2, ∅) è òàêæå çàäà¼ò Φ(x,−→s r̂). Ïîñòðîåíèå òàêîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè óæå ïðîâîäèëîñü ïåðåä îïðåäåëåíèåì 4.

Äëÿ ëþáûõ n, k ∈ ω è êîðòåæà

−→x ∈ (Sn)
lh(−→s )
6= , óäîâëåòâîðÿþùåãî ðà-

âåíñòâó γn(
−→x )=γS(

−→s )↾ (n+ 1), ïîëîæèì C(−→x , k, n) ⇌
⇌ {tk(

−→a )|−→a ∈Snk
n , Mn |=ϕ(

−→a ,−→x ) äëÿ íåêîòîðîãî 〈〈0, n, k, ϕ〉〉∈AΦ,−→s ˆr}.

((14.1)⇒(14.2)) Ïóñòü èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

HF(MS) |= ∀x(Φ(x,−→s r̂) ↔ Φ(x, π(−→s )̂ r));
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äîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (14) äëÿ ëþáûõ k, n ∈ ω è íàáî-

ðà

−→x ∈ (Sn)
lh(−→s )
6= , óäîâëåòâîðÿþùåãî ðàâåíñòâó γn(

−→x ) = γS(
−→s ) ↾ (n + 1).

Âîçüì¼ì n ∈ ω è êîðòåæ

−→x 0 ∈ (Sn)
lh(−→s )
6= , óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøå-

íèþ γn(
−→x 0) = γS(

−→s ) ↾ (n + 1); äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

îòíîøåíèå C(−→x 0, k, n) ⊆ C(π(−→x 0), k, n) âêëþ÷åíèÿ äëÿ êàæäîãî k ∈ ω;

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ ñëåäóåò ðàññìîòðåòü Σ-�îðìóëó
Φ(x, π(−→s )̂ r) è ïåðåñòàíîâêó π−1

âìåñòî Φ(x,−→s r̂) è π ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè
C(−→x 0, k, n) = ∅ èëè nk = 0, òî ðàññìàòðèâàåìîå óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåò-
ñÿ (ñì. (C1)�(C4)), ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî C(−→x 0, k, n) 6= ∅ è nk > 0;
â ÷àñòíîñòè, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî max{log2(rk), nk, lh(

−→s )} 6

n + 1. Ïóñòü a ∈ C(−→x 0, k, n); òîãäà a = tk(
−→a ) äëÿ ïîäõîäÿùåãî êîðòåæà

−→a ∈ (Sn)
nk

6= , óäîâëåòâîðÿþùåãî ñîîòíîøåíèþ Mn |= ϕ(−→a ,−→x 0) äëÿ íåêîòî-

ðîãî 〈〈0, n, k, ϕ〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr. Äàëåå, MS |= ϕ(
−→
b −→a ,

−→s ), ïî çàìå÷àíèþ 1(1)

(çäåñü êîðòåæ

−→
b −→a ∈ Snk

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì γn(
−→a ) = γS(

−→
b −→a ) ↾

(n+ 1) è 〈−→a ˆ−→x 0; =〉 ≡ 〈
−→
b −→aˆ

−→s ; =〉); ñîãëàñíî (C1d), èìååì

MS |=
∨

{ψ(
−→
b −→a ,

−→s )|ψ(−→u ,−→v ) ∈ Ψr(Ak)},

à èç (14.1) ïîëó÷àåì, ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

MS |= ∀−→u

(∨
{ψ(−→u , π(−→s ))|ψ(−→u ,−→v ) ∈ Ψr(Ak)} ↔

↔
∨

{ψ(−→u ,−→s )|ψ(−→u ,−→v ) ∈ Ψr(Ak)}

)
.

Ñíîâà èñïîëüçóÿ (C1d), ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî 〈〈0, n, k, ϕ∗〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr äëÿ

íåêîòîðîé (åäèíñòâåííîé!) �îðìóëû ϕ∗(−→u ,−→v ), óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíî-

øåíèþ

MS |= ∀−→u (ϕ∗(−→u , π(−→s )) ↔ ϕ(−→u ,−→s )).

Òîãäà èìååì MS |= ϕ(
−→
b −→a ,

−→s ) è MS |= (ϕ(
−→
b −→a ,

−→s ) → ϕ∗(
−→
b −→a , π(

−→s )));
ñíîâà èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèå 1(1), ïîëó÷àåì, ÷òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

Mn |= ϕ(−→a ,−→x 0) è Mn |= (ϕ(−→a ,−→x 0) → ϕ∗(−→a , π(−→x 0)). Òàêèì îáðàçîì,

a = tk(
−→a ) ∈ C(π(−→x 0), k, n).

((14.2)⇒(14.3)) Î÷åâèäíî. ((14.3)⇒(14.1)) Ïóñòü òåïåðü äëÿ ëþáûõ

÷èñåë n, k ∈ ω íàéä¼òñÿ êîðòåæ

−→x k,n ∈ (Sn)
lh(−→s )
6= , óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåí-

ñòâàì γn(
−→x k,n) = γS(

−→s ) ↾ (n + 1) è C(−→x k,n, k, n) = C(π(−→x k,n), k, n); äîêà-
æåì, ÷òî èìååò ìåñòî HF(MS) |= ∀x(Φ(x,−→s r̂) ↔ Φ(x, π(−→s )̂ r)). Ïîêàæåì
òîëüêî, ÷òî ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ HF(MS) |= Φ(a,−→s r̂) ⇒ HF(MS) |=
Φ(a, π(−→s )̂ r) äëÿ âñåõ a ∈ HF (S) ∪ S: àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ îáðàòíàÿ
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èìïëèêàöèÿ. Ïóñòü a ∈ HF (S) ∪ S òàêîâî, ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

HF(MS) |= Φ(a,−→s r̂); âîçüì¼ì k ∈ ω è íàáîð

−→a ∈ Snk

6= , äëÿ êîòîðûõ âû-

ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî a = tk(
−→a ). Åñëè nk = 0 è, â ÷àñòíîñòè,

−→a = λ, òî

óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ, ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî nk > 0. Ïî ëåì-

ìå 13, èìååì MS |= ϕ(−→a ,−→s ) äëÿ íåêîòîðîãî 〈〈0, n, k, ϕ〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr. Âîçüì¼ì

âòîðóþ êîîðäèíàòó n ∈ ω èç äàííîé ÷åòâ¼ðêè; èç (C1) ñëåäóåò ñïðàâåä-

ëèâîñòü íåðàâåíñòâà max{lh(−→s ), nk, log2(rk)} 6 n + 1 è òîãî, ÷òî ϕ �

ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ ÑÄÍÔ ñèãíàòóðû σ
(n)
1 , ñîâìåñòèìàÿ ñ MS . Äà-

ëåå, èç çàìå÷àíèÿ 1(1) âûòåêàåò, ÷òî Mn |= ϕ(−→c ,−→x k,n), ãäå êîðòåæ −→c ∈
(Sn)

nk

6= òàêîâ, ÷òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ γn(
−→c ) = γS(

−→a ) ↾ (n + 1) è

〈−→c ˆ−→x k,n; =〉 ≡ 〈−→a ˆ−→s ; =〉.
Òåì ñàìûì, èìååì tk(

−→c ) ∈ C(−→x k,n, k, n) = C(π(−→x k,n), k, n). Ñíîâà
ïî çàìå÷àíèþ 1(1), ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå MS |= ϕ∗(−→a , π(−→s )) äëÿ

íåêîòîðîãî 〈〈0, n, k, ϕ∗〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr. Ïî ëåììå 13, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

HF(MS) |= Φ(a, π(−→s )̂ r).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äåìîíñòðèðóåò, ÷òî äåéñòâèå ïåðåñòàíîâîê íà

çàäàííûõ ïðèáëèæåíèÿõ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè.

Ëåììà 15. Ïóñòü Σ-�îðìóëà Φ(x,−→s r̂) óäîâëåòâîðÿåò ëåììå 11, ïðè-
÷¼ì ïàðàìåòð r èìååò âèä I, à íàáîð −→s ñîñòàâëåí èç êîðòåæåé

−→s i âèäà II
äëÿ âñåõ i ∈ ω, i < q. Ïóñòü òàêæå π � ïåðåñòàíîâêà íà sp(−→s ), äåéñòâó-
þùàÿ èíâàðèàíòíî íà sp(−→s i) äëÿ âñåõ i ∈ ω, i < q. Äàëåå, ïóñòü ÷èñëà

k, n ∈ ω è êîðòåæ

−→x ∈ (Sn)
lh(−→s )
6= , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

γn(
−→x ) = γS(

−→s ) ↾ (n + 1), óäîâëåòâîðÿþò òàêæå ñîîòíîøåíèþ (14). Òîãäà

èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (14) äëÿ

−→x ′ ∈ (Sn−1)
lh(−→s )
6= , k è n− 1 âìåñòî −→x , k

è n ñîîòâåòñòâåííî, ãäå

−→x ′
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ γn−1(

−→x ′) = γS(
−→s ) ↾ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Φ(x,−→s r̂), k, n, −→x è

−→x ′
óäîâëåòâîðÿþò ïîñûë-

êå ëåììû. Äîêàæåì òîëüêî âêëþ÷åíèå â ïðÿìóþ ñòîðîíó â (14) äëÿ

−→x ′

è n − 1 âìåñòî

−→x è n ñîîòâåòñòâåííî: â îáðàòíóþ ñòîðîíó âêëþ÷åíèå

äîêàçûâàåòñÿ òàê æå. Ïóñòü �îðìóëà ϕ(−→u ,−→v ) ñèãíàòóðû σ
(n−1)
1 òàêîâà,

÷òî 〈〈0, n− 1, k, ϕ〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr, ãäå íàáîðû
−→u , −→v ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ îñíîâ-

íûõ è äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì lh(−→u ) = nk,

lh(−→v ) = lh(−→s ). Äîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

Mn−1 |= ∀−→u

(
ϕ(−→u ,−→x ′) →

∨
{ψ(−→u , π(−→x ′)) | 〈〈0, n− 1, k, ψ〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr}

)
.

(16)

Åñëè nk = 0 èëè ϕ åñòü

¬(0 ≈ 0), òî ñîîòíîøåíèå (16) î÷åâèäíûì îáðàçîì

âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó ðåøåíèÿ �îðìóë (0 ≈ 0) è ¬(0 ≈ 0) ñîõðàíÿþòñÿ
ïðè äåéñòâèè ëþáîé ïåðåñòàíîâêè; ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî nk > 0 è
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�îðìóëà ϕ(−→u ,−→v ) îòëè÷àåòñÿ îò

¬(0 ≈ 0), ãäå −→u , −→v � íàáîðû ïîïàð-

íî ðàçëè÷íûõ îñíîâíûõ è äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ äëèí nk è lh(−→s )
ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü íàáîð

−→a ∈ (Sn−1)
nk

òàêîâ, ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíî-

øåíèå Mn−1 |= ϕ(−→a ,−→x ′). Òîãäà, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1(2), äëÿ ëþáîãî íà-

áîðà

−→c −→a ∈ (Sn)
nk
, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì 〈−→a ˆ−→x ′; =〉 ≡ 〈−→c −→aˆ

−→x ; =〉 è
γn−1(

−→a ) = γn(
−→c −→a ) ↾ n, ñóùåñòâóåò 〈ε0, ε1, . . . , εnk−1〉 ∈ {0, 1}nk

, äëÿ êîòî-

ðîãî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå Mn |= [(ϕ(−→u ,−→x ) ∧
nk−1∧
i=0

Rεi
n (ui))]

−→u
−→c −→a

.

Ñëåäîâàòåëüíî, 〈〈0, n, k, (ϕ(−→u ,−→v )∧
nk−1∧
i=0

Rεi
n (ui))〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr (ðàçóìååòñÿ, ÷åò-

â¼ðòàÿ êîîðäèíàòà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè êîíú-

þíêòîâ). Èç ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèÿ (14) âûòåêàåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèå 〈〈0, n, k, ψ〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr, ãäå ψ ïðîáåãàåò, ñíîâà ñ òî÷íîñòüþ äî

ïåðåñòàíîâîê êîíúþíêòîâ, �îðìóëû

(
ϕ(−→u , π−1(−→v )) ∧

nk−1∧
i=0

Rεi
n (ui)

)
, â êî-

òîðûõ êîðòåæ 〈ε0, ε1, . . . , εnk−1〉 ∈ {0, 1}nk
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

Mn |= ∃−→u

(
ϕ(−→u ,−→x ) ∧

nk−1∧

i=0

Rεi
n (ui)

)
.

Â ÷àñòíîñòè, �îðìóëà ϕ(−→u , π−1(−→v )) ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ýëåìåíòàð-

íîé êîíúþíêöèè ÑÄÍÔ ϕ∗(−→u ,−→v ) ñèãíàòóðû σ
(n−1)
1 , äëÿ êîòîðîé èìååò

ìåñòî ñîîòíîøåíèå 〈〈0, n− 1, k, ϕ∗〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr.

Ëåììû 14, 15 ãëàñÿò, ÷òî íà óðîâíå nw îáåñïå÷èâàåòñÿ îáñòîÿòåëüñòâî,

÷òî ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà π 6∈ Gw íå ñîõðàíÿåò ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé

Σ-�îðìóëû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü ñâîéñòâî ñîõðàíÿåìîñòè å¼

ðåøåíèÿ äëÿ âñÿêîé ïåðåñòàíîâêè π ∈ Gw, ñëåäóåò ïðîâåðÿòü ñîîòíîøå-

íèå (14) íà âñåõ óðîâíÿõ.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê èññëåäîâàíèþ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûõ íàáîðîâ ïà-

ðàìåòðîâ.

Ëåììà 16. Ïóñòü Σ-�îðìóëà Φ(x,−→s r̂) óäîâëåòâîðÿåò ëåììå 11, ïðè-
÷¼ì ïàðàìåòð r èìååò âèä I äëÿ Φ(x,−→s r̂), à −→s ñîñòàâëåí èç êîðòåæåé

âèäà II äëÿ Φ(x,−→s r̂). Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
(16.1):

−→s � ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé íàáîð ïàðàìåòðîâ äëÿ Σ-�îðìó-
ëû Φ(x,−→s r̂);

(16.2): åñëè lh(−→s ) > 0, òî, êàêîâ áû íè áûë êîðòåæ

−→s ′ ∈ S
lh(−→s )−1
6= ,

äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå sp(−→s ′) ⊆ sp(−→s ), âûïîëíÿåòñÿ ñëå-
äóþùåå óñëîâèå äëÿ íåêîòîðûõ n, k ∈ ω, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

max{log2(rk), nk, lh(
−→s )} 6 n + 1:
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(*) ñóùåñòâóþò êîðòåæè

−→x 0 ∈ (Sn)
lh(−→s )
6= ,

−→x 1 ∈ (Sn)
lh(−→s )−1
6= , óäîâëåòâîðÿ-

þùèå ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

• γn(
−→x 0) = γS(

−→s ) ↾ (n + 1);
• 〈−→x 0ˆ−→x 1; =〉 ≡ 〈−→s ˆ−→s ′; =〉;

• à òàêæå (15) äëÿ ëþáûõ áåñêâàíòîðíîé �îðìóëû ψ(−→u ,−→v ) ñèãíàòóðû σ
(n)
1 ,

ãäå lh(−→u ) = nk è lh(−→v ) = lh(−→x 1), à òàêæå −→x 0
,

−→x 1
âìåñòî íàáîðîâ

−→x , −→x ′

ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîñûëêà ëåììû âûïîëíÿåòñÿ äëÿ Φ(x,−→s r̂).
Åñëè

−→s = λ, òî ëåììà âûïîëíÿåòñÿ, ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî lh(−→s ) > 0.
((16.2)⇒(16.1)) Äîêàçûâàòü áóäåì ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Âîçüì¼ì

Σ-�îðìóëó Φ′(x,−→s ′′ r̂′), äëÿ êîòîðîé r′ ∈ S èìååò âèä I äëÿ Φ′(x,−→s ′′ r̂′),
íàáîð

−→s ′′
ñîñòàâëåí èç êîðòåæåé âèäà II äëÿ Φ′(x,−→s ′′ r̂′), à òàêæå óäîâëå-

òâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì Φ(x,−→s r̂) ≡Σ Φ′(x,−→s ′′ r̂′) è sp(−→s ) \ sp(−→s ′′) 6= ∅.
Äàëåå, âîçüì¼ì r0 ∈ sp(−→s ) \ sp(−→s ′′); ïî ëåììå 4, äëÿ ëþáîãî àâòîìîð�èç-

ìà f ñòðóêòóðû MS , äåéñòâóþùåãî òîæäåñòâåííî íà sp(−→s r̂) \ {r0}, èìå-
åì Φ(x,−→s r̂) ≡Σ Φ(x, f(−→s r̂)). Òàê êàê, ñîãëàñíî ëåììå 10, ïàðàìåòð r0
íå ìîæåò èìåòü âèä I äëÿ Φ(x,−→s r̂), äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

[r0]R ∩ sp(−→s ) = [r0]R ∩ sp(−→s r̂) 6= {r0}; ïî ëåììå 8, íàéä¼ì Σ-�îðìóëó
Φ1(x,

−→s ′ r̂), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ sp(−→s ′) = sp(−→s ) \ {r0}
è Φ(x,−→s r̂) ≡Σ Φ1(x,

−→s ′ r̂).

Ïóñòü òåïåðü ÷èñëà n, k ∈ ω è êîðòåæè

−→x 0 ∈ (Sn)
lh(−→s )
6= ,

−→x 1 ∈ (Sn)
lh(−→s )−1
6=

óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì γn(
−→x 0) = γS(

−→s ) ↾ (n + 1), 〈−→s ˆ−→s ′; =〉 ≡
〈−→x 0ˆ−→x 1; =〉 èmax{log2(rk), nk, lh(

−→s )} 6 n+1. Òîãäà â êà÷åñòâå áåñêâàíòîð-

íîé �îðìóëû ψ(u0, u1, . . . , unk−1, v0, v1, . . . , vlh(−→s )−2) ñèãíàòóðû σ
(n)
1 âîçüì¼ì∨

{ϕ(u0, u1, . . . , unk−1, v0, v1, . . . , vlh(−→s )−2)|〈〈0, n, k, ϕ〉〉 ∈ AΦ1,
−→s ′ˆr}.

Îñòà¼òñÿ ëèøü äîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

Mn |= ∀−→u
(
ψ(−→u ,−→x 1) ↔

∨
{ϕ(−→u ,−→x 0)|〈〈0, n, k, ϕ〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr}

)
(17)

(íàïîìíèì, ÷òî n, k ∈ ω �èêñèðîâàíû). Â ñàìîì äåëå, íåòðóäíî ïîñòðîèòü

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî G ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé ÑÄÍÔ âèäà ϕ(−→u ,−→v )

ñèãíàòóðû σ
(n)
1 , äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî óíèâåðñàëüíîå çàìûêàíèå ýêâè-

âàëåíòíîñòè (ñíîâà âñïîìèíàåì ñâîéñòâî êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà Êàí-

òîðà)

MS |= ∀−→u (
∨
{ϕ(−→u ,−→s )|ϕ(−→u ,−→v ) ∈ G} ↔ ψ(−→u ,−→s ′));

òåì ñàìûì, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

MS |= ∀−→u
(
ψ(−→u ,−→s ′) →

∨
{ϕ(−→u ,−→s )|〈〈0, n, k, ϕ〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr}

)
.

Èç ñóùåñòâîâàíèÿ âëîæåíèÿ h : HFn(Mn) 6end HF(MS), óäîâëåòâîðÿþ-
ùåãî ðàâåíñòâàì h(−→x 0) = −→s è h(−→x 1) = −→s ′

, âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü
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ñîîòíîøåíèÿ

Mn |= ∀−→u (ψ(−→u ,−→x 1) →
∨

{ϕ(−→u ,−→x 0)|〈〈0, n, k, ϕ〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr}). (18)

Ïóñòü òåïåðü �îðìóëà ϕ0(
−→u ,−→s ) ñèãíàòóðû σ

(n)
1 òàêîâà, ÷òî 〈〈0, n, k, ϕ0〉〉 ∈

AΦ,−→s ˆr; â ÷àñòíîñòè, MS |= ∃−→u ϕ0(
−→u ,−→s ). Èñïîëüçóÿ ëåììû 6, 7, à òàê-

æå íåðàâåíñòâî max{log2(rk), nk, lh(
−→s ′)} 6 n + 1, ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî

ñóùåñòâóåò áåñêâàíòîðíàÿ �îðìóëà ϕ1(
−→u ,−→s ′) ñèãíàòóðû σ

(n)
1 , óäîâëå-

òâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèÿì

MS |= (∃−→u ϕ1(
−→u ,−→s ′) ∧ ∀−→u (ϕ0(

−→u ,−→s ) → ϕ1(
−→u ,−→s ′)),

HF(MS) |= ∀−→u (ϕ1(
−→u ,−→s ′) → Φ(tk(

−→u ),−→s ))

(äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ϕ1, íåîáõîäèìî èç ϕ0 óäàëèòü âñå êîíúþíêòû,

ñîäåðæàùèå r0).

Ñíîâà èç ñóùåñòâîâàíèÿ âëîæåíèÿ h : HFn(Mn) 6end HF(MS), óäîâëå-
òâîðÿþùåãî ðàâåíñòâàì h(−→x 0) = −→s è h(−→x 1) = −→s ′

, âûòåêàåò ñïðàâåäëè-

âîñòü ñîîòíîøåíèÿ

Mn |= ∀−→u
(∨

{ϕ(−→u ,−→x 0)|〈〈0, n, k, ϕ〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr} → ψ(−→u ,−→x 1)
)
. (19)

Èç (18), (19) ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ (17). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ïðî-

òèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì (16.2).

((16.1)⇒(16.2)) Äîêàçûâàòü îïÿòü áóäåì ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Âû-

áåðåì êîðòåæ

−→s ′ ∈ S
lh(−→s )−1
6= òàêîé, ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå sp(−→s ′) ⊆

sp(−→s ), íî íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (*). Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå Σ-�îðìó-
ëû Φ1(x,

−→s ′ r̂′) äëÿ ïîäõîäÿùåãî r′ ∈ S, èìåþùåãî âèä I äëÿ Φ1(x,
−→s ′ r̂′), ê

òîìó æå óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèþ Φ1(x,
−→s ′ r̂′) ≡Σ Φ(x,−→s r̂), ÷òî

çàâåäîìî áóäåò ïðîòèâîðå÷èòü óñëîâèþ (16.1). Äëÿ ýòîé öåëè ïîñòðî-

èì AΦ,−→s ˆr-âû÷èñëèìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Bk}k∈ω(
−→s ′) ìíîæåñòâ, ñîñòî-

ÿùèõ èç áåñêâàíòîðíûõ �îðìóë ñèãíàòóðû σ1, çàäàþùóþ Φ(x,−→s r̂).
Ïóñòü k ∈ ω; ïåðåéä¼ì ê çàäàíèþ ìíîæåñòâà Bk. Âîçüì¼ì ëþáûå ÷èñ-

ëî n ∈ ω è êîðòåæè

−→x 0 ∈ (Sn)
lh(−→s )
6= ,

−→x 1 ∈ (Sn)
lh(−→s )−1
6= , óäîâëåòâîðÿþùèå

ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

• max{log2(rk), nk, lh(
−→s )} 6 n + 1;

• γn(
−→x 0) = γS(

−→s ) ↾ (n+ 1);
• 〈−→x 0ˆ−→x 1; =〉 ≡ 〈−→s ˆ−→s ′; =〉.

Òîãäà ñóùåñòâóåò áåñêâàíòîðíàÿ �îðìóëà ψn,k(
−→u ,−→v ) ñèãíàòóðû σ

(n)
1

(çäåñü lh(−→u ) = nk, lh(
−→v ) = lh(−→s ′)), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

Mn |= ψn,k(
−→c ,−→x 1) ⇔ Mn |=

∨
{ϕ(−→c ,−→x 0)|〈〈0, n, k, ϕ〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr}, (20)

äëÿ ëþáîãî

−→c ∈ Snk
n . Ïî çàìå÷àíèþ 1(1), èìååì
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MS |= ψn,k(
−→a ,−→s ′) ⇔ MS |=

∨
{ϕ(−→a ,−→s )|〈〈0, n, k, ϕ〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr},

äëÿ ëþáîãî

−→a ∈ Snk
. Ïîìåñòèì �îðìóëó ψn,k(

−→u ,−→s ′) â Bk. Ïî ëåììå 13,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Bk}k∈ω çàäà¼ò Φ(x,−→s r̂).
Âîçüì¼ì òåïåðü r′ ∈ S òàê, ÷òîáû ýòîò ýëåìåíò ÿâëÿëñÿ γS�êîäîì ìíî-

æåñòâà AΦ,−→s ˆr. Òàê êàê òð¼õìåñòíîå îòíîøåíèå (20) îò n, k, ψn,k âû÷èñëèìî

îòíîñèòåëüíî AΦ,−→s ˆr, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Bk}k∈ω ëåãêî ïðåîáðàçóåòñÿ â

âû÷èñëèìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ íàáîðîì

−→s ′ r̂′ ïàðàìåòðîâ, çàäàþùóþ

Φ1(x,
−→s ′ r̂′), ñîãëàñíî ëåììå 5. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòà¼òñÿ

çàìåòèòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå Φ(x,−→s r̂) ≡Σ Φ1(x,
−→s ′ r̂′).

Îòìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ((16.1)⇒(16.2)) â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ

ìîíîòîííîñòè ñîîòíîøåíèÿ (*) ïî n ∈ ω òàêæå ìîæíî áûëî áû ïðèéòè ê

ïîñòðîåíèþ Σ-�îðìóëû ñ ì�åíüøèì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ (äëÿ ýòîãî äîñòà-

òî÷íî âûáðàòü òîëüêî �îðìóëû âèäà ψn,k, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøå-

íèþ (20)). Ïîêàæåì, ÷òî òàêîé ïðè¼ì íå âîçìîæåí. À èìåííî, ïåðåéä¼ì

ê äîêàçàòåëüñòâó ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè äëÿ ïðèáëèæåíèÿ óñëîâèÿ äëÿ

íàáîðà ïàðàìåòðîâ áûòü ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì.

Ëåììà 17. Ïóñòü Σ-�îðìóëà Φ(x,−→s r̂) óäîâëåòâîðÿåò ëåììå 11, ïðè-
÷¼ì ïàðàìåòð r èìååò âèä I äëÿ Φ(x,−→s r̂), à íåïóñòîé íàáîð

−→s ñîñòàâ-

ëåí èç êîðòåæåé âèäà II äëÿ Σ-�îðìóëû Φ(x,−→s r̂). Ïóñòü òàêæå êîðòåæ
−→s ′ ∈ S

lh(−→s )−1
6= óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ sp(−→s ′) ⊆ sp(−→s ), äëÿ êîòîðîãî

âûïîëíÿåòñÿ (*) èç óñëîâèÿ ëåììû 16 äëÿ n, k ∈ ω. Òîãäà −→s ′ ∈ S
lh(−→s )−1
6=

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (*) äëÿ n+ 1, k âìåñòî ÷èñåë n, k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Φ(x,−→s r̂), −→s ′ ∈ S
lh(−→s )−1
6= , n, k ∈ ω óäîâëåòâî-

ðÿþò ïîñûëêå ëåììû. Òîãäà èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

• max{log2(rk), nk, lh(
−→s )} 6 n+ 1.

Äîêàçûâàòü ëåììó áóäåì ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

âñåõ

−→y 0 ∈ (Sn+1)
lh(−→s )
6= ,

−→y 1 ∈ (Sn+1)
lh(−→s )−1
6= , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì

• γn+1(
−→y 0) = γS(

−→s ) ↾ (n+ 2);

• 〈−→y 0ˆ−→y 1; =〉 ≡ 〈−→s ˆ−→s ′; =〉;

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ

−→c ∈ Snk

n+1 ñâîéñòâî

• Mn+1 |=
∨
{ϕ(−→c ,−→y 0) | 〈〈0, n+ 1, k, ϕ〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr} ⇔ Mn+1 |= ψ(−→c ,−→y 1)

äëÿ íåêîòîðîé áåñêâàíòîðíîé �îðìóëû ψ(−→u ,−→v ) ñèãíàòóðû σ
(n+1)
1 îò íà-

áîðîâ

−→u , −→v ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ îñíîâíûõ è äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ

äëèí lh(−→u ) = nk è lh(−→v ) = lh(−→s ′) ñîîòâåòñòâåííî.

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1(1), èìååì ðàâåíñòâî

{tk(
−→a )|−→a ∈ Snk ,MS |=ϕ(

−→a ,−→s ) äëÿ íåêîòîðîé 〈〈0, n+ 1, k, ϕ〉〉∈AΦ,−→s ˆr}=

= {tk(
−→a ) | −→a ∈ Snk , MS |= ψ(−→a ,−→s ′)}(= D).
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Ïî ëåììå 5, âîçüì¼ì Σ-�îðìóëó Ψ(x,−→s ′ r̂), îïðåäåëÿþùóþ ìíîæåñòâî D;

òîãäà íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ 4 (äëÿ AΦ,−→s ˆr) âûòåêàåò ñïðàâåä-

ëèâîñòü âêëþ÷åíèÿ

{tk(
−→a ) | −→a ∈ Snk , MS |= ϕ(−→a ,−→s ) äëÿ íåêîòîðîé 〈〈0, n, k, ϕ〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr} ⊆

⊆ {tk(
−→a )|−→a ∈ Snk ,MS |=ϕ(

−→a ,−→s ) äëÿ íåêîòîðîé 〈〈0, n+ 1, k, ϕ〉〉∈AΦ,−→s ˆr}.

Íàêîíåö, ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà

{tk(
−→a ) |−→a ∈ Snk , MS |=ϕ(

−→a ,−→s ) äëÿ íåêîòîðîé 〈〈0, n, k, ϕ〉〉∈AΦ,−→s ˆr}=
={tk(

−→a ) |−→a ∈ Snk , MS |=ϕ(
−→a ,−→s ′) äëÿ íåêîòîðîé 〈〈0, n, k, ϕ〉〉∈AΨ,−→s ′ˆr}.

(21)

Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïðîâåðèòü äâà âêëþ÷åíèÿ. Òàê êàê ëþáàÿ ýëåìåíòàðíàÿ

êîíúþíêöèÿ ÑÄÍÔ ñèãíàòóðû σ
(n)
1 ñ íàáîðîì

−→s ′
ïàðàìåòðîâ ïðåäñòàâè-

ìà â âèäå äèçúþíêöèè ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé ÑÄÍÔ òîé æå ñèãíà-

òóðû ñ íàáîðîì

−→s ïàðàìåòðîâ, òî, èñïîëüçóÿ (C1d), ïðèõîäèì ê ñïðà-

âåäëèâîñòè âêëþ÷åíèÿ (⊇) â ñîîòíîøåíèè (21). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü

îáðàòíîå âêëþ÷åíèå, ê �îðìóëå ϕ0(
−→u ,−→s ), ó÷àñòâóþùåé â îïðåäåëåíèè

ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (21), ñëåäóåò ïðèìåíèòü ëåììû 3, 6, 7, à òàêæå

óñëîâèå (C1d), ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî D çàäà¼òñÿ �îðìóëîé ψ(−→u ,−→s ′). Òåì
ñàìûì, ïðèä¼ì ê íåêîòîðîé �îðìóëå ϕ1(

−→u ,−→s ′) èç ïðàâîé ÷àñòè, óäîâëå-

òâîðÿþùåé ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèÿì MS |= ∀−→u (ϕ0(
−→u ,−→s ) → ϕ1(

−→u ,−→s ′)) è
MS |= ∀−→u (ϕ1(

−→u ,−→s ′) → ψ(−→u ,−→s ′)).

Â çàâåðøåíèå âîñïîëüçóåìñÿ çàìå÷àíèåì 1(1); òàêèì îáðàçîì, ïðèä¼ì

ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ïîñûëêîé ëåììû.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü Φ(x,−→s r̂) � Σ-�îðìóëà ñ ïàðàìåòðîì r, èìå-

þùèì âèä I, è íàáîðîì

−→s ïàðàìåòðîâ, ñîñòàâëåííûì èç êîðòåæåé âèäà

II, ïðè÷¼ì íàáîð γS(
−→s ) ñîñòàâëåí èç ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,

âîçðàñòàþùèõ îòíîñèòåëüíî ⊑; ïóñòü òàêæå π � ïåðåñòàíîâêà íà sp(−→s ),
äåéñòâóþùàÿ èíâàðèàíòíî íà êëàññàõ R-ýêâèâàëåíòíîñòè. Çàäàäèì äåé-

ñòâèå π#(AΦ,−→s ˆr) ïåðåñòàíîâêè π íà ìíîæåñòâå AΦ,−→s ˆr êàê π
#(AΦ,−→s ˆr) ⇌

AΦ,π(−→s )ˆr. Äðóãèìè ñëîâàìè, π
#(AΦ,−→s ˆr) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(1) äëÿ âñåõ i > 1 èm ∈ ω èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå 〈〈i,m〉〉 ∈ π#(AΦ,−→s ˆr) ⇔
〈〈i,m〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr;

(2) ïîìåùàåì 〈〈0, m, k, ψ0(
−→u ,−→v )〉〉 â π#(AΦ,−→s ˆr), åñëè ψ0 � ýëåìåíòàðíàÿ

êîíúþíêöèÿ ÑÄÍÔ ñèãíàòóðû σ
(m)
1 , 〈〈0, m, k, ϕ0(

−→u ,−→v )〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr è

Mm |= ∀−→u (ψ0(
−→u , π(−→s )) ↔ ϕ0(

−→u , π(−→s )))

(îòìåòèì, ÷òî ψ0 íàõîäèòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïî ϕ0(
−→u , π(−→v )) ïðè

ó÷¼òå ñâîéñòâà ñîâìåñòèìîñòè �îðìóëû è êîëè÷åñòâà å¼ îñíîâíûõ ïåðå-

ìåííûõ, ãäå lh(−→v ) = lh(−→s ) è lh(−→u ) = nk). ⋄
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Ëåììà 18. Ïóñòü Σ-�îðìóëû Φ0(x,
−→s r̂) è Φ1(x,

−→s ′ r̂′) òàêîâû, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå Φ0(x,

−→s r̂) ≡Σ Φ1(x,
−→s ′ r̂′), ïðè÷¼ì ñîîòâåòñò-

âåííî ïàðàìåòðû r è r′ èìåþò âèä I, íàáîðû −→s è

−→s ′
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ

ïàðàìåòðîâ ñîñòàâëåíû èç êîðòåæåé âèäà II äëÿ Φ0 è Φ1, à ýëåìåíòû, îá-

ðàçóþùèå êîðòåæè γS(
−→s ) è γS(

−→s ′), ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ

îòíîñèòåëüíî ⊑; êðîìå òîãî, íàáîðû −→s è

−→s ′
ìèíèìàëüíî âîçìîæíû äëÿ

ðåøåíèé äàííûõ Σ-�îðìóë. Òîãäà π#(AΦ0,
−→s ˆr) = AΦ1,

−→s ′ˆr′ äëÿ íåêîòîðîé

ïåðåñòàíîâêè π íà sp(−→s ) (π(−→s ) = −→s ′
), äåéñòâóþùåé èíâàðèàíòíî íà êëàñ-

ñàõ R-ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Σ-�îðìóëû Φ0(x,
−→s r̂) è Φ1(x,

−→s ′ r̂′) óäîâëå-
òâîðÿþò ïîñûëêå ëåììû.

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

{〈〈i,m〉〉|i > 1, m ∈ ω} ∩AΦ0,
−→s ˆr = {〈〈i,m〉〉|i > 1, m ∈ ω} ∩ AΦ1,

−→s ′ˆr′.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî sp(−→s ) = sp(−→s ′). Äîïóñòèì, ÷òî ýòî

íå òàê. �àçáåð¼ì çäåñü òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà sp(−→s ) \ sp(−→s ′) 6= ∅: äðó-
ãîé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ òàê æå. Âîçüì¼ì s0 ∈ sp(−→s ) \ sp(−→s ′); ïî
ëåììå 10, èìååì s0 6= r′ è, ñëåäîâàòåëüíî, s0 ∈ sp(−→s r̂) \ sp(−→s ′ r̂′). Ïî
ëåììå 4, ëþáîé àâòîìîð�èçì ñòðóêòóðû MS , äåéñòâóþùèé òîæäåñòâåí-

íî íà sp(−→s r̂) \ {s0}, ñîõðàíÿåò ðåøåíèå Φ0(x,
−→s r̂). Òàê êàê êîðòåæ

−→s
ñîñòàâëåí èç êîðòåæåé âèäà II äëÿ Φ0(x,

−→s r̂), à s0 ∈ sp(−→s ), èìååò ìå-

ñòî íåðàâåíñòâî [s0]R ∩ sp(−→s ) 6= {s0}. Ïî ëåììå 8, íàéä¼òñÿ Σ-�îðìóëà
Φ2(x,

−→s ′′ r̂), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ sp(−→s ′′) = sp(−→s )\{s0}
è Φ0(x,

−→s r̂) ≡Σ Φ2(x,
−→s ′′ r̂). Ïî ëåììå 10, íàáîð

−→s ′′
ñîñòàâëåí èç êîðòå-

æåé âèäà II äëÿ Φ2(x,
−→s ′′ r̂); ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî

−→s �

ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé íàáîð äëÿ ðåøåíèÿ Σ-�îðìóëû Φ0(x,
−→s r̂).

Òåì ñàìûì, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî sp(−→s ) = sp(−→s ′), îòêóäà ïîëó÷à-

åì, ÷òî �óíêöèÿ π, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó π(−→s ) = −→s ′
, ÿâëÿåòñÿ

ïåðåñòàíîâêîé íà sp(−→s ). Îòñþäà òàêæå âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîãî
óñëîâèÿ çàäàíèÿ π#(AΦ0,

−→s ˆr), ïîñêîëüêó èç òîãî, ÷òî π äîëæíà ñîõðàíÿòü

îòíîøåíèå ⊑ ìåæäó ýëåìåíòàìè êîðòåæåé γS(
−→s ) è γS(

−→s ′), îíà äåéñòâó-

åò èíâàðèàíòíî íà êëàññàõ R-ýêâèâàëåíòíîñòè. Äàëåå, ïîñêîëüêó èìååò

ìåñòî îòíîøåíèå Φ0(x,
−→s r̂) ≡Σ Φ1(x, π(

−→s )̂ r′), âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå(
HF(MS) |= ∀−→u (ϕ0(

−→u ,−→s ) → Φ0(tk(
−→u ),−→s r̂))

)
⇔

⇔
(
[HF(MS) |= ∀−→u (ϕ0(

−→u , π(−→s )) → Φ1(tk(
−→u ),−→s ′ r̂′))

)
,

äëÿ âñåõ k ∈ ω è ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè ÑÄÍÔ ϕ0(
−→u ,−→v ) ñèãíàòó-

ðû σ1 îò íàáîðîâ

−→u , −→v ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ îñíîâíûõ è äîïîëíèòåëüíûõ

ïåðåìåííûõ, lh(−→u ) = nk, lh(
−→v ) = lh(−→s ). Ïðèìåíÿÿ ëåììó 5, à òàêæå

îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ Ψr è Ψr′ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëèìûõ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ íàáîðàìè

−→s r̂ è

−→s ′ r̂′ ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâåííî,

ïîëó÷àåì âòîðîå óñëîâèå â çàäàíèè π#(AΦ0,
−→s ˆr).
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Îòìåòèì, ÷òî åñëè w ∈ WΦ0,
−→s ˆr èìååò âèä 〈〈nw,Gw〉〉, òî áóäåò âûïîë-

íÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå 〈〈nw, π ◦Gw ◦π
−1〉〉 ∈ WΦ1,

−→s ′ˆr′ (ðàçóìååòñÿ, ãðóïïû Gw

è π ◦ Gw ◦ π−1
èçîìîð�íû, õîòÿ îíè, â îáùåì ñëó÷àå, ðàçëè÷íû), ãäå

Φ0(x,
−→s r̂) è Φ1(x,

−→s ′ r̂′) óäîâëåòâîðÿþò ïîñûëêå ëåììû 18.

Â ðàáîòå [1℄ ïðèâåä¼ííàÿ âî ââåäåíèè òåîðåìà áûëà äîêàçàíà ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ëåìì 2�18, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, äîêàçàíû â íàñòîÿùåé ñòà-

òüå. Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû [1℄ äîêàçàí ïîëíîñòüþ.
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