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Ãëàâà 1

Ýëåìåíòàðíîå ââåäåíèå

1.1 Ââåäåíèå

Âîçíèêíîâåíèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñâÿçàíî ñ êîìáèíàòîðíûìè çàäà÷à-
ìè àçàðòíûõ èãð. Îòäåëüíûå çàäà÷è øàíñîâ âûèãðàòü â àçàðòíîé èãðå
ðàññìàòðèâàëèñü åù¼ â XV-XVI âåêàõ â ýïîõó èòàëüÿíñêîãî ðåíåññàíñà
(Äæ. Êàðäàíî, Í. Òàðòàëüÿ, Ë. Ïà÷îëè). Ïåðâûå îáùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ
òàêèõ çàäà÷ áûëè äàíû, ïî-âèäèìîìó, â ïåðåïèñêå ìåæäó Á. Ïàñêàëåì
è Ï. Ôåðìà, íà÷àâøåéñÿ â 1654 ãîäó, à òàêæå â ïåðâîé êíèãå ïî òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé ¾Î ðàñ÷¼òàõ â àçàðòíîé èãðå¿, îïóáëèêîâàííîé Õ. Ãþéãåí-
ñîì â 1659 ãîäó.

Èñòèííàÿ èñòîðèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé íà÷èíàåòñÿ ñ ðàáîòû ß. Áåð-
íóëëè ¾Èñêóññòâî ïðåäïîëîæåíèÿ¿, îïóáëèêîâàííîé â 1713 ãîäó. Äàëü-
íåéøåå ðàçâèòèå èäåé è ìåòîäîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñâÿçàíî ñ èìåíàìè
À. Ìóàâðà, Ï.-Ñ. Ëàïëàñà, Ñ.Ä. Ïóàññîíà, Ê.Ô. Ãàóññà (XVIII-XIX â.â.).

Ñëåäóþùèé âàæíûé ýòàï ðàçâèòèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñâÿçàí ñ
èìåíàìè ðóññêèõ ìàòåìàòèêîâ XIX âåêà Ï.Ë. ×åáûø¼âà, À.À. Ìàðêî-
âà, À.Ì. Ëÿïóíîâà.

Îñíîâîïîëàãàþùàÿ ðàáîòà ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ¾Îñíîâíûå ïîíÿ-
òèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé¿ áûëà îïóáëèêîâàíà â 1933 ãîäó À.Í. Êîëìîãî-
ðîâûì. XX âåê ìîæíî ñ÷èòàòü âåêîì âçë¼òà íàó÷íîé ìûñëè, â òîì ÷èñëå
è ïðîãðåññà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

5



6 ÃËÀÂÀ 1. ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÎÅ ÂÂÅÄÅÍÈÅ

1.2 Ñëó÷àéíûå ÿâëåíèÿ, ÷àñòîòà ñîáûòèÿ

Âñå ÿâëåíèÿ îêðóæàþùåãî ìèðà (ïðèðîäà èëè ñîöèóì)ìû áóäåì ïðåä-
ñòàâëÿòü êàê ðåçóëüòàò íåêîòîðîãî (ìíèìîãî) ýêñïåðèìåíòà. Êîíå÷íî,
ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòà ìû âñåãäà îáåñïå÷èâàåì íåêîòîðûé êîì-
ïëåêñ óñëîâèé è íå ìåíÿåì åãî îò ýêñïåðèìåíòà ê ýêñïåðèìåíòó. Áóäåì
ðàçëè÷àòü äâà âèäà òàêèõ ÿâëåíèé ïî òàêîìó ïðèçíàêó: íåêîòîðûå èç
íèõ ïðè âïîëíå îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ ýêñïåðèìåíòà âñåãäà ïðîèñõî-
äÿò, äðóãèå æå ïðîèñõîäÿò íå âñåãäà. Ïåðâûå èç íèõ ìû íàçîâ¼ì äåòåð-
ìèíèðîâàííûìè, âòîðûå � ñòîõàñòè÷åñêèìè (îò ãðå÷åñêîãî ñëîâà ñòîõîñ,
îçíà÷àþùåãî õàîñ) èëè íåäåòåðìèíèðîâàííûìè. Ïðåäìåòîì òåîðèè âå-
ðîÿòíîñòåé, îäíàêî, ÿâëÿþòñÿ íå âñå ñòîõàñòè÷åñêèå ñîáûòèÿ, à òîëüêî,
òàê íàçûâàåìûå, ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäó-
þùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Îòñóòñòâèå äåòåðìèíèñòè÷åñêîé ðåãóëÿðíîñòè (íàáëþäåíèÿ çà íè-
ìè â íåèçìåííûõ óñëîâèÿõ íå âñåãäà ïðèâîäÿò ê îäíèì è òåì æå ðåçóëü-
òàòàì);

2. Íàëè÷èå ñòàòèñòè÷åñêîé ðåãóëÿðíîñòè (îíà ïðîÿâëÿåòñÿ â ñòàòè-
ñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ÷àñòîò).

Ïðèìåðàìè äåòåðìèíèðîâàííûõ ñîáûòèé ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ñëå-
äóþùèå: åñëè ïîäáðîñèòü êàêîå-òî ìàòåðèàëüíîå òåëî, òî îíî íåèçáåæíî
óïàä¼ò íà çåìëþ, è ìû äàæå çíàåì, ÷òî ýòî ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâè-
åì ñèëû òÿæåñòè; åñëè íàãðåòü âîäó äî ñòà ãðàäóñîâ Öåëüñèÿ, òî îíà
ïðåâðàòèòñÿ â ïàð.

Êëàññè÷åñêèìè ïðèìåðàìè ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé ÿâëÿþòñÿ ïîÿâëåíèÿ
¾ãåðáà¿ è ¾ðåøêè¿ ïðè ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû è ïîÿâëåíèå öèôð îò
åäèíèöû äî øåñòè ïðè ïîäáðàñûâàíèè èãðàëüíîé êîñòè. Ñ ïîñëåäíèìè
ñîáûòèÿìè ìû ÷àñòî áóäåì âñòðå÷àòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Åù¼ âî âðåìåíà àíòè÷íîé ôèëîñîôèè íàìåòèëèñü äâà ïîäõîäà ê ïî-
íÿòèþ ñëó÷àéíîñòè. Îäèí èç íèõ ñâÿçàí ñ èìåíåì Äåìîêðèòà, êîòîðûé
ñ÷èòàë, ÷òî ìèð ñòðîãî äåòåðìèíèðîâàí, à ¾ñëó÷àéíîå¿ îòîæäåñòâëÿë
ñ íåïîçíàííûì. ¾Ëþäè ñîòâîðèëè ñåáå êóìèðà èç ñëó÷àÿ êàê ïðèêðû-
òèå ïðèñóùåãî èì íåäîìûñëèÿ¿, � ãîâîðèë îí. Ýïèêóð æå è åãî ïîñëå-
äîâàòåëè ñ÷èòàëè ñëó÷àéíîñòü îáúåêòèâíîé. Òî÷êà çðåíèÿ Äåìîêðèòà
ãîñïîäñòâîâàëà â ôèëîñîôèè âïëîòü äî XIX âåêà.

Âåðí¼ìñÿ ê óïîìÿíóòîé óñòîé÷èâîñòè ÷àñòîò è ïîÿñíèì ýòî ïîíÿ-
òèå íà ïðîñòîì ïðèìåðå. Ïóñòü ¾÷åñòíî¿ ïîäáðàñûâàåòñÿ ¾ïðàâèëüíàÿ¿
ìîíåòà. Ìû, êîíå÷íî æå, îòíåñ¼ì ðåçóëüòàò ýòîãî ýêñïåðèìåíòà ê ñòî-
õàñòè÷åñêèì ÿâëåíèÿì, òî åñòü çàðàíåå íå ñìîæåì îäíîçíà÷íî óêàçàòü
ðåçóëüòàò îïûòà. Îäíàêî, êàê áûëî çàìå÷åíî, åñëè ïðîâåñòè áîëüøîå
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÷èñëî ¾íåçàâèñèìûõ¿ ïîäáðàñûâàíèé, òî ÷àñòîòà âûïàäåíèÿ, ê ïðèìå-
ðó, ¾ãåðáà¿ áëèçêà ê 1/2:

µn(Γ) =
nΓ

n
∼ 1

2
,

ãäå nΓ � ÷èñëî îïûòîâ, ïðè êîòîðûõ âûïàë ¾ãåðá¿, n � îáùåå ÷èñëî
îïûòîâ. Â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ÷àñòîò, êî-
òîðàÿ è äåëàåò ïðàâäîïîäîáíîé ãèïîòåçó î âîçìîæíîñòè êîëè÷åñòâåííîé
îöåíêè ¾ñëó÷àéíîñòè¿. Â èñòîðèè èçâåñòíî íåñêîëüêî ïðîâåä¼ííûõ ñå-
ðèé òàêèõ îïûòîâ. Íàïðèìåð,Æîðæ-Ëóè äå Áþôôîí (XVIII âåê) áðîñàë
ìîíåòó 4040 ðàç, ïðè ýòîì ïîëó÷èë 2024 ¾ãåðáà¿, Ê. Ïèðñîí â 24000 îïû-
òàõ ïîëó÷èë 12012 ¾ãåðáîâ¿. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ÷àñòîòû âûïàäåíèÿ
¾ãåðáà¿ â ýòèõ ñåðèÿõ äîñòàòî÷íî áëèçêî ïîäõîäÿò ê îäíîé âòîðîé.

Îêàçûâàåòñÿ, ýòî ÿâëåíèå íîñèò áîëåå îáùèé õàðàêòåð: ÷àñòîòà µn(A)
ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ A â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîâòîðÿåìûõ â îäèíàêîâûõ
óñëîâèÿõ îïûòîâ ¾ïðèáëèæàåòñÿ¿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó p ∈ [0, 1]. Ñ÷èòàòü
ýòî ÷èñëî âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ áûëî ïðåäëîæåíî Ð. ôîí Ìèçåñîì â
íà÷àëå XX âåêà.
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1.3 Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè

Âïîëíå åñòåñòâåííîé êàæåòñÿ èäåÿ âûäåëåíèÿ â ýêñïåðèìåíòå ñî ñëó÷àé-
íûìè èñõîäàìè (ñîáûòèÿìè) òàêèõ èñõîäîâ, ïîñðåäñòâîì êîòîðûõ ìîæíî
áûëî ïîëó÷èòü ëþáîé èñõîä ýêñïåðèìåíòà. Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, íóæíî,
÷òîáû ýòè èñõîäû áûëè áû ïðîñòåéøèìè.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ìíîæåñòâîì ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ (ñîáûòèé) îïû-
òà Ω = {ω} íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî èñõîäîâ, îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:
1) âñå ýòè ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ðàçëè÷íû;
2) íàñòóïëåíèå îäíîãî èç èñõîäîâ èñêëþ÷àåò íàñòóïëåíèå âñåõ îñòàëü-
íûõ;
3) â õîäå ýêñïåðèìåíòà îäíî èç ýòèõ ñîáûòèé íåèçáåæíî íàñòóïàåò.

Çàìå÷àíèå 1.1. Ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, êàê ëþáîå äðóãîå
ìíîæåñòâî, ìîæåò áûòü êîíå÷íûì, ñ÷¼òíûì èëè íåñ÷¼òíûì.

Çàìå÷àíèå 1.2. Ïîäìíîæåñòâî A ìíîæåñòâà Ω (ñòðîãî ãîâîðÿ, íå
âñÿêîå â îáùåì ñëó÷àå) íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì ñîáûòèåì. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ïðîèñõîäèò ñîáûòèå A, åñëè ïðîèñõîäèò êàêîå-òî ýëåìåí-
òàðíîå ñîáûòèå ω ∈ A. Åñëè ω ∈ A, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíòàðíîå
ñîáûòèå ω áëàãîïðèÿòñòâóåò ñîáûòèþ A.

Ïðèâåä¼ì ïðîñòûå ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

Ïðèìåð 1.1. Ñèììåòðè÷íàÿ ìîíåòà áðîñàåòñÿ îäèí ðàç. Â ýòîì ñëó-
÷àå Ω = {ωΓ, ωP }.

Ïðèìåð 1.2. Ïðàâèëüíàÿ èãðàëüíàÿ êîñòü áðîñàåòñÿ îäèí ðàç. Òîãäà
Ω = {ω1, . . . ω6}, ãäå ωi, (i = 1, 6), îçíà÷àåò âûïàäåíèå i î÷êîâ.

Ïðèìåð 1.3. Ïðàâèëüíàÿ ìîíåòà áðîñàåòñÿ òî òåõ ïîð, ïîêà íå âû-
ïàäåò ¾ãåðá¿. Òîãäà Ω = {ωΓ, ωPΓ, ωPPΓ, . . . }, ãäå, ê ïðèìåðó, ωPΓ îçíà-
÷àåò âûïàäåíèå âíà÷àëå ¾ðåøêè¿, à çàòåì ¾ãåðáà¿.

Ïðèìåð 1.4. Íà îòðåçêå [0, 1] ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ òî÷êà.
Òîãäà Ω = [0, 1].

Âî ìíîãèõ ýêñïåðèìåíòàõ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé
èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âñå ýëåìåíòàðíûå
ñîáûòèÿ ðàâíîâåðîÿòíû (ìîæíî ïðè ýòîì ïðèâëå÷ü ÷àñòîòíûé ïîäõîä).
Èòàê,
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Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü

1. |Ω| = N <∞ (çäåñü |A| îçíà÷àåò ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A);

2. Âñå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû ðàâíîâåðîÿòíû.

Òîãäà êàæäîìó ñîáûòèþ A ∈ Ω ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî

P(A) =
|A|
|Ω|

,

íàçûâàåìîå âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A.

Ïðèìåð 1.5. Áðîñàþòñÿ äâå èãðàëüíûå êîñòè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî íà îáåèõ êîñòÿõ âûïàäåò îäèíàêîâîå ÷èñëî î÷êîâ?

Ðåøåíèå.Êàæäûé ýëåìåíòàðíûé èñõîä ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ïà-
ðîé ÷èñåë Ω = {(i, j) : i, j = 1, 6}. Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ÿñíî, ÷òî
âñå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû ðàâíîâåðîÿòíû è |Ω| = 36.

Ïðè ýòîì ñîáûòèå A = {(i, j) : i = j; i = 1, 6}. Î÷åâèäíî, ÷òî |A| = 6.
Òîãäà

P(A) =
6

36
=

1

6
.

Ñ íåâûïîëíåíèåì òðåáîâàíèÿ ðàâíîâåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ñîáû-
òèé ñâÿçàí èçâåñòíûé ïàðàäîêñ äå Ìåðå.

Ïðèìåð 1.6 (Ïàðàäîêñ äå Ìåðå). Â ðåçóëüòàòå ìíîãîêðàòíûõ íàáëþ-
äåíèé èãðû â êîñòè øåâàëüå äå Ìåðå ïîäìåòèë, ÷òî ïðè îäíîâðåìåííîì
ïîäáðàñûâàíèè òð¼õ èãðàëüíûõ êîñòåé áîëåå ÷àñòî âûïàäàåò êîìáèíà-
öèÿ, äàþùàÿ â ñóììå 11 î÷êîâ, ÷åì êîìáèíàöèÿ, äàþùàÿ â ñóììå 12
î÷êîâ, õîòÿ, ñ åãî òî÷êè çðåíèÿ, ýòèõ êîìáèíàöèé îäèíàêîâîå êîëè÷å-
ñòâî.

Ðåøåíèå.Äå Ìåðå ðàññóæäàë òàê: 11 î÷êîâ ìîæíî ïîëó÷èòü øåñòüþ
ðàçíûìè ñïîñîáàìè (6-4-1, 6-3-2, 5-5-1, 5-4-2, 5-3-3, 4-4-3), è ñòîëüêèìè
æå ñïîñîáàìè ìîæíî ïîëó÷èòü 12 î÷êîâ (6-5-1, 6-4-2, 6-3-3, 5-5-2, 5-4-3, 4-
4-4). Îøèáêó äå Ìåðå çàìåòèë Á.Ïàñêàëü, êîòîðûé óêàçàë, ÷òî ðàññìàò-
ðèâàåìûå èì èñõîäû íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîâåðîÿòíûìè. Íàïðèìåð, êîìáè-
íàöèÿ (6-4-1) ñ ó÷¼òîì òîãî, íà êàêèõ èìåííî êîñòÿõ âûïàäàåò îïðåäå-
ë¼ííîå êîëè÷åñòâî î÷êîâ, âûïàäàåò, êîãäà íàñòóïàåò îäèí èç øåñòè èñ-
õîäîâ (6,4,1), (6,1,4), (4,6,1), (4,1,6), (1,6,4), (1,4,6), à êîìáèíàöèÿ (4-4-4)
âûïàäàåò òîëüêî â îäíîì ñëó÷àå (4,4,4).
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1.3.1 Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè

Ïðàâèëî ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ. Åñëè îáúåêò A ìîæíî âûáðàòü n
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, îáúåêò B ìîæíî âûáðàòü m ðàçëè÷íûìè ñïîñî-
áàìè, òî îáúåêò A èëè B ìîæíî âûáðàòü n+m ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè,
îáúåêò A è B ìîæíî âûáðàòü n ·m ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.

Ïóñòü A = {a1, a2, . . . , an} � ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå n ýëåìåíòîâ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω = (i1, i2, . . . , ir) íàáîð èç r ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A .
Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî âñå òàêèå íàáîðû ðàâíîâåðîÿòíû. Ïîëîæèì

Ω̃ = {ω = (i1, i2, . . . , ir) : ik ∈ A , k = 1, r},

Ω = {ω = (i1, i2, . . . , ir) : ik ∈ A , k = 1, r, i1, i2, . . . , ir }.

Ìíîæåñòâî Ω̃ ïðè ýòîì áóäåì íàçûâàòü ñõåìîé ñëó÷àéíîãî âûáîðà
ñ âîçâðàùåíèåì, à ìíîæåñòâî Ω � ñõåìîé ñëó÷àéíîãî âûáîðà áåç âîç-
âðàùåíèÿ. Äëÿ èíòåðïðåòàöèè ýòèõ ñõåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ¾óðíîâóþ
ñõåìó¿, ñ êîòîðîé ïðèä¼òñÿ èìåòü äåëî è â áóäóùåì. Èòàê, â íåêîòîðîé
óðíå ñîäåðæàòñÿ îäèíàêîâûå øàðû, ïðîíóìåðîâàííûõ îò åäèíèöû äî n.
Ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ìû ïîñëåäîâàòåëüíî âûíèìàåì èç
óðíû r øàðîâ è ôèêñèðóåì åãî íîìåð. Åñëè ïðè ýòîì êàæäûé âûíó-
òûé øàð áóäåò âîçâðàù¼í â óðíó, òî ìû ïîëó÷èì ñõåìó Ω̃, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå � ñõåìó Ω.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ðàçìåùåíèÿìè ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ r
ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé íàáîð äëèíû r, â êîòîðîì ýëå-
ìåíòû ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ.

Ïîíÿòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà ñëó÷àéíîãî âûáîðà ñ
âîçâðàùåíèåì. Çàìåòèì, ÷òî çäåñü ìîæåò áûòü, ÷òî r > n. ×èñëî òàêèõ
ðàçìåùåíèé ðàâíî

Ãrn = nr.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ðàçìåùåíèÿìè áåç ïîâòîðåíèé èç n ýëåìåíòîâ r
ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé íàáîð äëèíû r, â êîòîðîì âñå
ýëåìåíòû ðàçëè÷íû.

Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà ñëó÷àéíîãî âûáîðà áåç âîçâðàùå-
íèÿ. ×èñëî òàêèõ ðàçìåùåíèé ðàâíî

Arn =
n!

(n− r)!
.
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Îïðåäåëåíèå 1.5. Ðàçìåùåíèÿ áåç ïîâòîðåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî r
ýëåìåíòîâ, ãäå r = n, íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè èç n.

×èñëî òàêèõ ïåðåñòàíîâîê ðàâíî n!.

Åñëè â îïðåäåëåíèÿõ 1.3 è 1.4 áðàòü íåóïîðÿäî÷åííûå íàáîðû, òî
ãîâîðÿò î ñî÷åòàíèÿõ ñ ïîâòîðåíèÿìè è áåç ïîâòîðåíèé.

×èñëî ñî÷åòàíèé áåç ïîâòîðåíèé èç n ýëåìåíòîâ r ýëåìåíòîâ ðàâíî

Crn =
n!

r!(n− r)!
.

×èñëî ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ r ýëåìåíòîâ ðàâíî

C̃rn = Crn+r−1.

Ïðèìåð 1.7. Ó ÷åëîâåêà â êàðìàíå íàõîäèòñÿ n êëþ÷åé, èç êîòîðûõ
òîëüêî îäèí ïîäõîäèò ê çàìê�ó. Îí ïûòàåòñÿ ïîäîáðàòü êëþ÷, ïðè÷¼ì
ïðîâåðåííûå êëþ÷è îí óáèðàåò â äðóãîé êàðìàí. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî íóæíûé êëþ÷ ïîÿâèòñÿ ïðè k-îì (k = 1, n) èçâëå÷åíèè?

Ðåøåíèå.

Ýëåìåíòàðíûìè ñîáûòèÿìè çäåñü ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëè-
íû n, ñîñòîÿùèå èç ðàçëè÷íûõ è íåïîâòîðÿþùèõñÿ êëþ÷åé, òî åñòü, ïå-
ðåñòàíîâêè èç n. Çíà÷èò, |Ω| = n!. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â êîòîðûõ íà
k-îì ìåñòå ñòîèò íóæíûé êëþ÷ ÿâëÿþòñÿ áëàãîïðèÿòñòâóþùèìè íàøå-
ìó èñêîìîìó ñîáûòèþ A. ßñíî ÷òî |A| = (n− 1)!. Òîãäà

P(A) =
(n− 1)!

n!
=

1

n
.

Èíòåðåñíî, ÷òî ýòà âåðîÿòíîñòü íå çàâèñèò îò k.

Ïðèìåð 1.8 (ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå). Â óðíå òùàòåëüíî
ïåðåìåøàíî N îäèíàêîâûõ øàðîâ, ñðåäè êîòîðûõ M áåëûõ è (N −M)
÷¼ðíûõ. Íàóäà÷ó èçâëåêàåòñÿ êîìïëåêò èç n øàðîâ (áåç ó÷¼òà ïîðÿä-
êà èçâëå÷åíèÿ). Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè èçâëå÷¼ííûõ
øàðîâ îêàæåòñÿ ðîâíî m áåëûõ.

Ðåøåíèå.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýëåìåíòàðíûìè ñîáûòèÿìè çäåñü ÿâëÿþòñÿ ñî÷åòàíèÿ
áåç ïîâòîðåíèé èç N ïî n. Òàêèì îáðàçîì, |Ω| = CnN . Áëàãîïðèÿòñòâóþ-
ùèå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ñîñòîÿò â òîì, ìû âûíèìàåì ðîâíî m áåëûõ
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èçM è ðîâíî n−m ÷¼ðíûõ øàðîâ èç N−M . ×èñëî òàêèõ èñõîäîâ ðàâíî
CmM · C

n−m
N−M . Òîãäà âåðîÿòíîñòü èñêîìîãî ñîáûòèÿ ðàâíà

pm =
CmM · C

n−m
N−M

CnN
, 0 6 m 6 min(n,M).

Íàáîð âåðîÿòíîñòåé (pm) áóäåì íàçûâàòü ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì.
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1.4 Ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè

Ñëåäóÿ êëàññè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ, ìû íàõîäèì âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ
êàê äîëþ òåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê íàñòóïëåíèþ
ñîáûòèÿ, ñðåäè âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä ìîæ-
íî ïðèìåíÿòü â áîëåå ñëîæíîé ñèòóàöèè, êîãäà ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàð-
íûõ èñõîäîâ íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì èëè ñ÷¼òíûì ìíîæåñòâîì. Óòî÷íèì
ïîñòàíîâêó. Ïóñòü Ω ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïîäìíîæåñòâîì n-ìåðíîãî
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì çàäàíà êîíå÷íàÿ ìåðà µ. Ðàññìîò-
ðèì â Ω ñèñòåìó ïîäìíîæåñòâ F , èçìåðèìûõ îòíîñèòåëüíî ýòîé ìåðû
ñ ñìûñëå Æîðäàíà. Òîãäà äëÿ ∀A ∈ F ðàññìîòðèì ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå
â òîì, ÷òî íàóäà÷ó âçÿòàÿ òî÷êà èç Ω ïîïàä¼ò â A. Ýòî ñîáûòèå áóäåì
îáîçíà÷àòü òîé æå áóêâîé A. Ïîëîæèì

P(A) =
µ(A)

µ(Ω)
.

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå Ω çàäàíî ðàâíîìåðíîå ðàñïðå-
äåëåíèå (íåêîòîðûé àíàëîã ðàâíîâåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé â
êîíå÷íîì ìíîæåñòâå). Ñìûñë æå òàêîãî îïðåäåëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ñîáûòèÿ èìåþò îäèíàêîâóþ âåðîÿòíîñòü, åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâóþ
ãåîìåòðè÷åñêóþ ìåðó. Åñòåñòâåííî, ÷òî òàêîé ñõåìå âûáîð ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ìîäåëè óæå íå ñòîëü î÷åâèäåí, êàê ýòî áûëî â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè.
Äàëåå ìû ïðèâåä¼ì ïðèìåð, èç êîòîðîãî áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî âåðîÿò-
íîñòü ñîáûòèÿ áóäåò çàâèñåòü îò âûáðàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.

Ïðèìåð 1.9 (Ïàðàäîêñ Áåðòðàíà). Â êðóãå ðàäèóñà R ñëó÷àéíî ïðîâå-
äåíà õîðäà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ å¼ äëèíó. Íàéòè âåðîÿòíîñòü P{ξ < R}.

Ðåøåíèå.
Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ òîãî, êàê ìû áóäåì ïîíèìàòü âûðàæåíèå

¾ñëó÷àéíî ïðîâåäåíà õîðäà¿. Ýòî äàñò íàì òðè ðàçëè÷íûå ìàòåìàòè-
÷åñêèå ìîäåëè.
Ñëó÷àé 1. Ñåðåäèíó õîðäû ñîâìåñòèì ñî ñëó÷àéíî âûáðàííîé òî÷êîé â
êðóãå (÷àñòî ãîâîðÿò ïðè ýòîì, ÷òî ñåðåäèíà õîðäû èìååò ðàâíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå â êðóãå). Â ýòîì ñëó÷àå Ω = {(x, y) : x2 + y2 6 R2},
{ξ < R} = {(x, y) : 3

4R
2 6 x2 + y2 6 R2}. Çíà÷èò,

P{ξ < R} = 1/4.

Ñëó÷àé 2. Íàïðàâëåíèå õîðäû ôèêñèðîâàíî, à å¼ ñåðåäèíà ðàâíîìåð-
íî ðàñïðåäåëåíà íà äèàìåòðå, ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèþ õîðäû.
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Â ýòîì ñëó÷àå Ω = [0, 2R]. Ðåøàÿ íåñëîæíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó,
ïîëó÷èì

P{ξ < R} = 1−
√

3/2.

Ñëó÷àé 3. Îäèí êîíåö õîðäû ôèêñèðîâàí, à âòîðîé êîíåö ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåë¼í íà îêðóæíîñòè. Çäåñü Ω = {(x, y) : x2 + y2 = R2}. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

P{ξ < R} = 1/3.

Ïðèìåð 1.10 (Èãëà Áþôôîíà). Ïëîñêîñòü ðàñ÷åð÷åíà ïàðàëëåëüíû-
ìè ïðÿìûìè, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî 2a. Íà íå¼ íàóäà÷ó
áðîøåíà èãëà äëèíû 2l, (l < a). Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èãëà
ïåðåñå÷¼ò êàêóþ-òî ïðÿìóþ.

Ðåøåíèå.
Ïóñòü u � ðàññòîÿíèå îò ñåðåäèíû èãëû äî áëèæàéøåé ïðÿìîé, ϕ �

óãîë íàêëîíà èãëû ê ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ ïðÿìîé. Ïàðà ÷è-
ñåë (u, ϕ) çàäà¼ò ïîëîæåíèå ïðÿìîé ñ òî÷íîñòüþ äî êîíêðåòíîé ïðÿìîé.
Òîãäà â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé âîçüì¼ì

Ω = {(u, ϕ) : 0 6 u 6 a, 0 6 ϕ 6 π}.

Ïåðåñå÷åíèå èãëû ñ ïðÿìîé ïðîèçîéä¼ò òîãäà, êîãäà u 6 l sinϕ. Èíòåðå-
ñóþùåå íàñ ñîáûòèå

A = {(u, ϕ) : 0 6 u 6 l sinϕ, 0 6 ϕ 6 π}.

Íåòðóäíî âû÷èñëèòü, ÷òî

P(A) =
2l

πa
.

Ýòîò ïðèìåð èíòåðåñåí òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò, îáúåäèíÿÿ ÷àñòîòíóþ èí-
òåðïðåòàöèþ âåðîÿòíîñòè è ãåîìåòðè÷åñêóþ âåðîÿòíîñòü, ïðèáëèçèòåëü-
íî ïîñ÷èòàòü çíà÷åíèå ÷èñëà π. Ñ ýòîé öåëüþ èãëà áðîñàåòñÿ n ðàç. Ïóñòü
â m ñëó÷àÿõ ïðîèçîøëî ñîáûòèå A. Òîãäà èç ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà

P(A) ≈ m

n
ïîëó÷èì

π ≈ 2 · l
a
· n
m
.
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1.5 Ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà

Òåïåðü ìû îáîáùèì âñå òå èíòóèòèâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ î ñëó÷àéíûõ ñî-
áûòèÿõ è èõ âåðîÿòíîñòÿõ.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω íàçîâ¼ì
ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà áó-
äåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûìè ñîáûòèÿìè.

Çàìå÷àíèå 1.3. Íàïîìíèì, ÷òî â ðåàëüíîì îïûòå ýëåìåíòàðíûì ñî-
áûòèÿì ñîîòâåòñòâóþò âçàèìîèñêëþ÷àþùèå äðóã äðóãà èñõîäû ýòîãî
îïûòà.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàçëè÷àòü äâà òèïà âåðîÿòíîñòíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ � äèñêðåòíûå è íåïðåðûâíûå.

I. Äèñêðåòíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïóñòü Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn, . . . } � êîíå÷íîå èëè ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî,
F � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω. Ïóñòü äàëåå (pn)∞n=1 �
íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî

∞∑
n=1

pn = 1.

Ïðè ýòîì êàæäîìó ωn ìû ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî pn, n = 1, 2, . . . ,
ïîëàãàÿ pn = P({ωn}). Òåïåðü äëÿ êàæäîãî A ∈ F ïîëîæèì

P(A) =
∑

{n:ωn∈A}

pn.

Â ýòîì ñëó÷àå òðîéêà (Ω,F ,P) íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì âåðîÿòíîñòíûì
ïðîñòðàíñòâîì.

II. Íåïðåðûâíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïóñòü â îáùåì ñëó÷àå Ω = Rn � n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî,
p = p(x1, x2, . . . , xn) � íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ïî Ðèìàíó ôóíêöèÿ
íà Ω. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñóùåñòâîâàíèå n-ìåðíîãî èíòåãðàëà îò ôóíê-
öèè p = p(x1, x2, . . . , xn) è∫

· · ·
∫

Rn

p(x1, x2, . . . , xn) dx1 . . . dxn = 1.
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×åðåç F îáîçíà÷èì íåêîòîðûé êëàññ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω, ÿâ-
ëÿþùèõñÿ èçìåðèìûìè ïî Æîðäàíó. Ïîëîæèì äëÿ ëþáîãî A ∈ F

P(A) =

∫
· · ·
∫

A

p(x1, x2, . . . , xn) dx1 . . . dxn.

Òðîéêà (Ω,F ,P) â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì âåðîÿò-
íîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Çàìå÷àíèå 1.4. Êàê â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, òàê è â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî, ýëåìåíòû êëàññà F ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà Ω íàçûâàþòñÿ ñîáûòèÿìè.
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1.6 Îïåðàöèè íàä ñîáûòèÿìè

Äëÿ àáñòðàêòíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà, ââåä¼ííîãî â ïðåäûäó-
ùåì ïàðàãðàôå, àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ñîáûòèÿìè ñîîòíåñ¼ì ñ
àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè íàä ìíîæåñòâàìè. Ïðèâåä¼ì çäåñü ñîîò-
âåòñòâóþùóþ òàáëèöó.

Òåîðèÿ
ìíîæåñòâ

Òåîðèÿ âå-
ðîÿòíîñòåé

Íàçâàíèå Èíòåðïðåòàöèÿ

Ω Ω
Äîñòîâåðíîå
ñîáûòèå

Íåèçáåæíî
íàñòóïàåò

∅ ∅ Íåâîçìîæíîå
ñîáûòèå

Íèêîãäà
íå íàñòóïàåò

A ∩B A ·B Ïðîèçâåäåíèå
ñîáûòèé

Íàñòóïàþò
âìåñòå

A ∪B A+B,
A ∪B

Ñóììà
ñîáûòèé

Íàñòóïàåò ëèáî A,
ëèáî B, ëèáî îáà âìåñòå

A ⊂ B A ⊂ B A âëå÷¼ò B
B íàñòóïàåò âñÿêèé ðàç,

êîãäà íàñòóïàåò A

A \B A \B Ðàçíîñòü
ñîáûòèé

Íàñòóïàåò A è íå
íàñòóïàåò ñîáûòèå B

A = B A = B
Ñîáûòèÿ

ýêâèâàëåíòíû
A íàñòóïàåò òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà íàñòóïàåò B

A A
Ïðîòèâîïîëîæ-
íîå ñîáûòèå

A íàñòóïàåò òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà íå íàñòóïàåò A

Ââåä¼ì çäåñü åù¼ íåñêîëüêî ïîíÿòèé. Åñëè A · B = ∅, òî ñîáûòèÿ A
è B íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòíûìè. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñóììû
âñåãäà áóäåì ïèñàòü A+B.
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1.7 Àêñèîìû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Ïóñòü Ω � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, F � íåêîòîðàÿ ñèñòåìà
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ñèñòåìà F ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω íàçûâà-
åòñÿ àëãåáðîé, åñëè

A1. Ω ∈ F ;
A2. Åñëè A ∈ F , òî A ∈ F
A3. Åñëè A ∈ F , B ∈ F , òî A ·B ∈ F ;

Èç ýòèõ àêñèîì íåìåäëåííî ñëåäóþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà àëãåáðû:
1. ∅ ∈ F ;
2. Åñëè A ∈ F , B ∈ F , òî A ∪B ∈ F , A \B ∈ F .

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ñèñòåìà F ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω íàçûâà-
åòñÿ σ-àëãåáðîé, åñëè

SA1. Ω ∈ F ;
SA2. Åñëè A ∈ F , òî A ∈ F
SA3. Åñëè A1, A2, · · · ∈ F ,, òî

⋂∞
i=1Ai ∈ F ,

⋃∞
i=1Ai ∈ F ;

Çàìå÷àíèå 1.5. Âñþäó äàëåå àëãåáðó (σ-àëãåáðó) F áóäåì íàçûâàòü
àëãåáðîé (σ-àëãåáðîé) ñîáûòèé.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ïàðà (Ω,F ) íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ðàññìîòðèì èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî (R,B(R)), ãäå R � ÷èñëîâàÿ
ïðÿìàÿ, B(R) � áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Îñòàíîâèì-
ñÿ íà ñâîéñòâàõ áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðû, êàê îäíîì èç íàèáîëåå âàæíûõ
ìîìåíòîâ äëÿ íàøåãî êóðñà.

Íàïîìíèì, ÷òî áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ïîðîæäàåòñÿ
ñëåäóþùåé ñèñòåìîé ïîäìíîæåñòâ B0 = {∅, (−∞, x) : x ∈ R}. ßñíî, ÷òî
ýòî äàæå íå àëãåáðà, íî ñ å¼ ïîìîùüþ âîçìîæíî ïîñòðîåíèå σ-àëãåáðû:

B(R) := σ(B0) =
⋂
α

Fα,

ãäå Fα � σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ ñèñòåìó B0, à ïåðåñå÷åíèå áåð¼òñÿ ïî
âñåì òàêèì σ-àëãåáðàì. Ïðè ýòîì σ-àëãåáðà σ(B0) îêàçûâàåòñÿ íàèìåíü-
øåé òàêîé σ-àëãåáðîé è íàçûâàåòñÿ, σ-àëãåáðîé, ïîðîæä¼ííîé ñèñòåìîé
B0, � áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé. Îòìåòèì çäåñü, ÷òî ýòó æå σ-àëãåáðó ìû
ïîëó÷èì, åñëè â êà÷åñòâå ñèñòåìû B0 âîçüì¼ì ñèñòåìó âñåõ èíòåðâàëîâ
èëè îòðåçêîâ ÷èñëîâîé ïðÿìîé.
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Åñëè ãîâîðèòü îá îïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòè íà ñèñòåìå F , òî ïðîùå
ñäåëàòü ýòî íà áîëåå ïðîñòîì îáúåêòå, êàêîâûì ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà ñîáû-
òèé. Òàê ìû è ïîñòóïèì. Íî ÷àñòî â âîçíèêàþùèõ çàäà÷àõ (îñîáåííî, â
çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñî ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè) òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âåðî-
ÿòíîñòü áûëà çàäàíà íà σ-àëãåáðå. Ýòîò âîïðîñ ìû îáñóäèì ÷óòü ïîçæå.

Îïðåäåëåíèå 1.10 (À.Í. Êîëìîãîðîâ). ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼í-
íàÿ íà àëãåáðå ñîáûòèé F , íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ èëè âåðîÿò-
íîñòíîé ìåðîé, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû:
P1. (àêñèîìà íåîòðèöàòåëüíîñòè) P(A) > 0 äëÿ ∀A ∈ F ;
P2. (àêñèîìà íîðìèðîâêè) P(Ω) = 1;
P3. (àêñèîìà êîíå÷íîé àääèòèâíîñòè) Åñëè AB = ∅, òî

P(A+B) = P(A) + P(B);

P4. (àêñèîìà ñ÷¼òíîé àääèòèâíîñòè) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáû-
òèé {An}∞n=1 òàêîâà, ÷òî AiAj = ∅ (i 6= j) è

∑∞
i=1Ai ∈ F , òî

P

( ∞∑
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

P(Ai)

Ïðè ýòîì òðîéêó (Ω,F ,P) áóäåì íàçûâàòü àáñòðàêòíûì âåðîÿòíîñò-
íûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ñôîðìóëèðóåì åù¼ îäíó àêñèîìó � àêñèîìó íåïðåðûâíîñòè. Îíà
ðàñøèðèò íàøè ïðåäñòàâëåíèÿ î âåðîÿòíîñòè.

P5. (àêñèîìà íåïðåðûâíîñòè) Äëÿ ëþáîé íåâîçðàñòàþùåé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ñîáûòèé A1 ⊇ A2 ⊇ · · · ⊇ An ⊇ . . . , òàêîé, ÷òî

⋂∞
n=1An =

A (ïðè ýòîì èíîãäà áóäåì ïèñàòü An ↘ A, n → ∞) èìååò ìåñòî ðà-
âåíñòâî

lim
n→∞

P(An) = P(A).

Òåîðåìà 1.1. Ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ P = P(A), A ∈ F , ñ÷¼òíî-àääèòèâíà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè îíà êîíå÷íî-àääèòèâíà è íåïðåðûâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äðóãèìè ñëîâàìè, íàäî äîêàçàòü, ÷òî àêñèîìû P4 è
(P3+P5) ýêâèâàëåíòíû. Ïóñòü âûïîëíåíà àêñèîìà P4 ñ÷¼òíîé àääèòèâ-
íîñòè. À, çíà÷èò, âûïîëíåíà è àêñèîìà P3. Âîçüì¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñîáûòèé (An), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì àêñèîìû P5: A1 ⊇ A2 ⊇ · · · ⊇
An ⊇ . . . è

⋂∞
n=1An = A. Îáðàçóåì íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé,

ïîëàãàÿ

Ck = AkAk+1, (k = 1, 2, . . . ).
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Çàìåòèì, ÷òî âñå Ck è A íåñîâìåñòíû. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n

An = A+

∞⋃
k=n

Ck.

Â ÷àñòíîñòè, A1 = A+
⋃∞
k=1Ck. Â ñèëó àêñèîìû P4 èìååì:

P(A1) = P(A) +

∞∑
k=1

P(Ck).

Òàê êàê â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñòîèò ÷èñëî, òî ðÿä â ïðàâîé
÷àñòè ðàâåíñòâà ñõîäèòñÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, õâîñò ýòîãî ðÿäà ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ. Òîãäà

lim
n→∞

P(An) = P(A) + lim
n→∞

( ∞∑
k=n

P(Ck)

)
= P(A).

Îáðàòíî, ïóñòü âûïîëíåíû àêñèîìû P3 è P5. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ñîáûòèé (An), óäîâëåòâîðÿþùèõ àêñèîìå P4: AiAj = ∅ (i 6= j)
è
∑∞

i=1Ai ∈ F . Òîãäà â ñèëó àêñèîìû P3

P

( ∞∑
i=1

Ai

)
= P

(
n∑
i=1

Ai

)
+ P

( ∞∑
i=n+1

Ai

)
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, èìååì

∞∑
i=1

P(Ai) = lim
n→∞

n∑
i=1

P(Ai) = lim
n→∞

P

(
n∑
i=1

Ai

)
=

lim
n→∞

{
P

( ∞∑
i=1

Ai

)
−P

( ∞∑
i=n+1

Ai

)}
.

(1.1)

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé Bn =
∑∞

i=n+1Ai íå âîçðàñòàåò
è
⋂∞
n=1Bn = ∅, òî èç àêñèîìû P5 ñëåäóåò, ÷òî

lim
n→∞

P

( ∞∑
i=n+1

Ai

)
= lim

n→∞
P(Bn) = P(∅) = 0.

(Òî, ÷òî P(∅) = 0, ìû îáñóäèì ÷óòü ïîçæå). Çíà÷èò, èç ôîðìóëû (1.1)
ñëåäóåò, ÷òî

P

( ∞∑
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

P(Ai).
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Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè

1. P(∅) = 0.
2. P(A) = 1−P(A).
3. Åñëè A ⊆ B, òî P(A) 6 P(B).
4. P(A) 6 1 äëÿ âñåõ A ∈ F .
5. P(A ∪B) = P(A) + P(B)−P(AB).
6. P(

⋃n
k=1Ak) =

∑
kP(Ak)−

∑
k<lP(AkAl) +

∑
k<l<mP(AkAlAm)− . . .

+ (−1)n−1P(A1A2 . . . An).
7. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé (An) íå óáûâàåò, òî åñòü
A1 ⊆ A2 ⊆ · · · ⊆ An ⊆ . . . è

⋃∞
n=1An = A, òî

lim
n→∞

P(An) = P(A).

Äîêàæåì íåêîòîðûå èç ýòèõ ñâîéñòâ.
1. Èç ðàâåíñòâà Ω = Ω + ∅ è àêñèîìû êîíå÷íîé àääèòèâíîñòè ïîëó-

÷àåì: P(Ω) = P(Ω) + P(∅). Îòñþäà P(∅) = 0.
2. Òî÷íî òàêæå èç ðàâåíñòâà Ω = A + A è àêñèîìû êîíå÷íîé àääè-

òèâíîñòè ïîëó÷èì: 1 = P(A) + P(A). Îòñþäà P(A) = 1−P(A).
3. Ïóñòü A ⊆ B. Òîãäà B = A + BA. Çíà÷èò, P(B) = P(A) + P(BA)

è, òàê êàê P(BA) > 0, òî P(B) > P(A).
4. Î÷åâèäíî èç 3) è àêñèîìû íîðìèðîâêè.
5. Çàïèøåì A ∪ B = A + (B \ AB). Íî P(B \ AB) = P(B) −P(AB).

Ñëåäîâàòåëüíî, P(A ∪B) = P(A) + P(B)−P(AB).

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, êëàññ àëãåáð çíà÷èòåëüíî øèðå êëàññà σ-
àëãåáð, âî ìíîãèõ æå çàäà÷àõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïðèõîäèòñÿ íàêëà-
äûâàòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ � òðåáîâàòü, ÷òîáû êëàññ ñîáûòèé áûë
σ-àëãåáðîé. Åñëè F ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, íà êîòîðîé çàäàíà âåðîÿòíîñò-
íàÿ ìåðà, òî íåëüçÿ ëè ïåðåíåñòè ýòó ìåðó íà σ-àëãåáðó, ïîðîæä¼ííóþ
ýòîé àëãåáðîé? Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äà¼ò ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà èç àíàëèçà, ïðèâîäèìàÿ çäåñü áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 1.2 (Òåîðåìà Êàðàòåîäîðè). Ïóñòü P � âåðîÿòíîñòü íà àë-
ãåáðå ñîáûòèé F , σ(F ) � σ-àëãåáðà, ïîðîæä¼ííàÿ ýòîé àëãåáðîé. Òî-
ãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P∗, îïðåäåë¼ííàÿ
íà σ(F ), ïðè÷¼ì

P∗(A) = P(A)

äëÿ âñåõ A ∈ F . Âåðîÿòíîñòü P∗ íàçûâàåòñÿ ïðè ýòîì ïðîäîëæåíèåì
âåðîÿòíîñòè P ñ àëãåáðû íà σ-àëãåáðó.
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1.8 Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü. Íåçàâèñèìîñòü

Íà÷í¼ì ñ ïðîñòîãî ïðèìåðà.

Ïðèìåð 1.11. Ïóñòü îïûò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî òðè ðàçà áðîñà-
åòñÿ ìîíåòà. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ýòîì ¾ãåðá¿ âûïàäåò ðîâíî
îäèí ðàç â êëàññè÷åñêîé ñõåìå ðàâíà 3/8. Îáîçíà÷èì ýòî ñîáûòèå ÷å-
ðåç A. Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî îá èñõîäå ýêñïåðèìåíòà äîïîëíèòåëü-
íî èçâåñòíî, ÷òî ïðîèçîøëî ñîáûòèå B = {÷èñëî âûïàâøèõ ¾ãåðáîâ¿
íå÷¼òíî}. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ñ ó÷¼òîì ýòîé èíôîðìà-
öèè? Ïîñòðîèì íîâîå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ñ ó÷¼òîì
òîãî, ÷òî ñîáûòèå B ïðîèçîøëî: Ω|B = {ΓPP, PΓP, PPΓ,ΓΓΓ}. Òîãäà
ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé ñõåìå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè, ÷òî
ïðîèçîøëî ñîáûòèå B, ðàâíà P(A|B) = 3/4. Íàçîâ¼ì ýòó âåðîÿòíîñòü
óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ.

Èç ýòîãî ïðèìåðà ìû ìîæåì ñäåëàòü íåêîòîðûå âûâîäû. Âî-ïåðâûõ,
â íåòðèâèàëüíîì ñëó÷àå ñîáûòèÿ A è B äîëæíû áûòü ñîâìåñòíûìè.
Âî-âòîðûõ, èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî íà çíà÷åíèå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè
âëèÿåò âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ B (ïðè âû÷èñëåíèè ïî êëàññè÷åñêîé ñõåìå
ìû èñïîëüçîâàëè Ω|B). Ââåä¼ì ñòðîãîå îïðåäåëåíèå.

Ïóñòü (Ω,F ,P) � ïðîèçâîëüíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 1.11. Ðàññìîòðèì A,B ∈ F , P(B) > 0. Óñëîâíàÿ âåðî-
ÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîèçîøëî ñîáûòèå B, îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

P(A|B) =
P(AB)

P(B)
.

Òåïåðü ìû äàäèì èíòóèòèâíî ïîíÿòíîå îïðåäåëåíèå íåçàâèñèìîñòè
ñîáûòèé � îäíîãî èç âàæíåéøèõ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 1.12. Ïóñòü A,B ∈ F , P(B) > 0. Ñîáûòèÿ A è B íà-
çûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè

P(A|B) = P(A).

Çàìå÷àíèå 1.6. Êàæåòñÿ, ÷òî çäåñü åñòü êàêîé-òî ïîäâîõ � â îïðå-
äåëåíèè 1.12 ãîâîðèòñÿ òîëüêî î íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèÿ A îò B. Íî
íà ñàìîì äåëå, åñëè ñîáûòèå A íå çàâèñèò îò B, òî è ñîáûòèå B íå
çàâèñèò îò A, åñëè P(A) > 0.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü P(A|B) = P(A). Ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâíîé âå-

ðîÿòíîñòè P(AB)
P(B) = P(A). Îòñþäà P(AB) = P(A)P(B). Òîãäà P(B|A) =

P(AB)
P(A) = P(A)P(B)

P(A) = P(B).

Ñìûñë ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè: íàñòóïëåíèå îäíîãî
ñîáûòèÿ íå âëèÿåò íà âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ äðóãîãî, íî îíî íå ñèì-
ìåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñîáûòèé. Ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ ïðèâåëè íàñ
ê ñëåäóþùåìó, óäîáíîìó äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ, îïðåäåëåíèþ íåçàâèñèìî-
ñòè ñîáûòèé.

Îïðåäåëåíèå 1.13. Ïóñòü A,B ∈ F , P(A) > 0, P(B) > 0. Ñîáûòèÿ
A è B íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè

P(AB) = P(A)P(B).

Ìû óæå ïîêàçàëè, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ 1.12 ñëåäóåò îïðåäåëåíèå 1.13.
Îáðàòíîå áîëåå, ÷åì î÷åâèäíî.

Çàìå÷àíèå 1.7. Îïðåäåëåíèå 1.13 íå òîëüêî ñèììåòðè÷íî, íî è èìååò
ñìûñë òàêæå è äëÿ íåâîçìîæíîãî ñîáûòèÿ ∅, òî åñòü â ýòîì îïðå-
äåëåíèè äîïóñêàåòñÿ, ÷òî ñîáûòèÿ A è B ìîãóò èìåòü âåðîÿòíîñòü,
ðàâíóþ íóëþ. Ïðè ýòîì, íåâîçìîæíîå è äîñòîâåðíîå ñîáûòèÿ íå çàâè-
ñÿò îò ëþáûõ äðóãèõ ñîáûòèé, â òîì ÷èñëå, îò ñåáÿ ñàìèõ.

1.8.1 Ñâîéñòâà íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé

Ïðåäëîæåíèå 1.1. 1. Åñëè ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû, òî íåçàâèñè-
ìû òàêæå ñîáûòèÿ A è B, A è B, A è B;

2. Ïóñòü ñîáûòèÿ A è B1 íåçàâèñèìû, ñîáûòèÿ A è B2 íåçàâèñèìû,
ïðè ýòîì ñîáûòèÿ B1 è B2 íåñîâìåñòíû. Òîãäà íåçàâèñèìû ñîáûòèÿ
A è (B1 +B2).

3. Ïóñòü ñîáûòèÿ A è B íåñîâìåñòíû è P(A) > 0,P(B) > 0. Òîãäà
ñîáûòèÿ A è B çàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïðîâåðèì íåçàâèñèìîñòü, ê ïðèìåðó, ñîáûòèé A è
B.

P(AB) = P(B \ AB) = P(B)−P(AB) = P(B)−P(A)P(B) = P(B)(1−
P(A)) = P(B) ·P(A).

2. P(A(B1 +B2)) = P(AB1 +AB2)) = P(AB1)+P(AB2)) = P(A)P(B1)+
P(A)P(B2)) = P(A)(P(B1) + P(B2)) = P(A)P((B1 +B2))

3. 0 = P(AB) 6= P(A)P(B) > 0.
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Íàðÿäó ñ ïîíÿòèåì íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé ñóùåñòâóåò åù¼ è ïîíÿòèå
óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.14. Ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ óñëîâíî íåçàâèñèìû-
ìè îòíîñèòåëüíî ñîáûòèÿ C, åñëè

P(AB|C) = P(A|C)P(B|C).

B òåîðèè ìàðêîâñêèõ öåïåé èìåííî ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
¾ïðîøëîãî¿ è ¾áóäóùåãî¿ ïðè ôèêñèðîâàííîì ¾íàñòîÿùåì¿. Îá ýòîì
ìû ïîãîâîðèì â êóðñå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

1.8.2 Âåðîÿòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ñîáûòèé

Ðàññìîòðèì A,B ∈ F , P(B) > 0. Çàïèñûâàÿ ôîðìóëó óñëîâíîé âåðîÿò-
íîñòè â íåñêîëüêî äðóãîé ôîðìå, ïîëó÷èì ôîðìóëó

P(AB) = P(B)P(A|B).

Ïî èíäóêöèè ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ, áîëåå îáùóþ ôîðìóëó, íàçû-
âàåìóþ åù¼ ôîðìóëîé óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé:

P(A1A2 · · ·An) = P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1A2) · · ·P(An|A1 . . . An−1).

1.8.3 Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè. Ôîðìóëà Áàéåñà

Îïðåäåëåíèå 1.15. Ïóñòü (Ω,F ,P) � ïðîèçâîëüíîå âåðîÿòíîñòíîå
ïðîñòðàíñòâî, òîãäà ëþáàÿ êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà èç N
(2 6 N 6 ∞) ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé H1, H2, . . . ,HN ∈ F íàçûâàåòñÿ ïîë-
íîé ñèñòåìîé (èëè ãðóïïîé) ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé (ïîëíîé ãðóïïîé ãèïî-
òåç), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè ñâîéñòâà:

1. P(Hi) > 0, i = 1, 2, . . . , N ;
2. HiHj = ∅ (i 6= j);

3.
∑N

i=1Hi = Ω.

Òåîðåìà 1.3 (Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè). Ïóñòü íà ïðîèçâîëüíîì
âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P) îïðåäåëåíà ïîëíàÿ ãðóïïà ñî-
áûòèé (Hi)

N
i=1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ A ∈ F åãî áåç-

óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

P(A) =

N∑
i=1

P(Hi)P(A|Hi).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó Ω =
∑N

i=1Hi, òî A =
∑N

i=1(AHi). Ïîýòîìó

P(A) =
N∑
i=1

P(AHi) =
N∑
i=1

P(Hi)P(A|Hi).

Òåîðåìà 1.4 (Ôîðìóëà Áàéåñà). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû
1.3. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A ∈ F ,P(A) > 0 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
ôîðìóëà:

P(Hj |A) =
P(Hj)P(A|Hj)∑N
i=1 P(Hi)P(A|Hi)

, (j = 1, 2, . . . .N).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî ñëåäóåò èç ôîðìóëû óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè
è ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.

Çàìå÷àíèå 1.8. Âåðîÿòíîñòè â ôîðìóëàõ ïîëíîé âåðîÿòíîñòè è Áàé-
åñà íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî àïðèîðíîé è àïîñòåîðèîðíîé âåðîÿò-
íîñòÿìè.

Ïðèìåð 1.12. Ïóñòü â øêàòóëêå íàõîäÿòñÿ äâå ìîíåòû, èç êîòî-
ðûõ îäíà ñèììåòðè÷íàÿ (âåðîÿòíîñòü ¾ãåðáà¿ ðàâíà 1/2), à äðóãàÿ �
íåñèììåòðè÷íàÿ (âåðîÿòíîñòü ¾ãåðáà¿ ðàâíà 1/3). Íàóäà÷ó âûáèðàåò-
ñÿ è ïîäáðàñûâàåòñÿ îäíà ìîíåòà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïàë ¾ãåðá¿.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûáðàííàÿ ìîíåòà ñèììåòðè÷íà?

Ðåøåíèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

H1 = {âûáðàííàÿ ìîíåòà ñèììåòðè÷íà},

H2 = {âûáðàííàÿ ìîíåòà íåñèììåòðè÷íà},

A = {ïðè ïîäáðàñûâàíèè âûáðàííîé ìîíåòû âûïàë ¾ãåðá¿}.

Ñîáûòèÿ H1 è H2 îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé, ïðè÷¼ì, P(H1) =
P(H2) = 1/2. Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ïî ôîðìóëå ïîëíîé
âåðîÿòíîñòè. Èç óñëîâèé çàäà÷è èìååì: P(A|H1) = 1/2, P(A|H2) = 1/3.
Òîãäà

P(A) =
1

2
· 1

2
+

1

2
· 1

3
=

5

12
.
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Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Áàéåñà, èìååì:

P(H1|A) =
1
2 ·

1
2

5
12

=
3

5
.

Ïðèìåð 1.13 (Çàäà÷à êîíòðîëÿ êà÷åñòâà). Èçâåñòíî, ÷òî 90% âûïóñ-
êàåìûõ çàâîäîì èçäåëèé îòâå÷àåò ñòàíäàðòó. Ñóùåñòâóþùàÿ ñèñòå-
ìà êîíòðîëÿ (âûáîðî÷íàÿ) ïðèçíà¼ò ñòàíäàðòíóþ ïðîäóêöèþ ãîäíîé ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0, 95, à íåñòàíäàðòíóþ � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0, 03. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåëèå ïðèçíàííîå ãîäíûì, îòâå÷àåò ñòàí-
äàðòó.

Ðåøåíèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

H1 = {èçäåëèå îòâå÷àåò ñòàíäàðòó},

H2 = {èçäåëèå íå îòâå÷àåò ñòàíäàðòó},

A = {èçäåëèå ïðèçíàíî ãîäíûì}.

Ïî óñëîâèÿì çàäà÷è èìååì: P(H1) = 0, 9, P(H2) = 0, 1, P(A|H1) = 0, 95,
P(A|H2) = 0, 03. Çíà÷èò, ïî ôîðìóëå Áàéåñà

P(H1|A) =
0, 95 · 0, 9

0, 95 · 0, 9 + 0, 1 · 0, 03
≈ 0, 997.

1.8.4 Íåçàâèñèìîñòü â ñîâîêóïíîñòè è ïîïàðíàÿ

Îïðåäåëåíèå 1.16. Ñîáûòèÿ A1, A2, . . . , An íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìû-
ìè â ñîâîêóïíîñòè, åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà èíäåêñîâ (i1, i2, . . . , ik), k =
2, 3, . . . , n:

P(Ai1Ai2 · · ·Aik) = P(Ai1)P(Ai2) · · ·P(Aik).

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà k = 2, òàêàÿ íåçàâèñèìîñòü íàçûâàåòñÿ ïîïàðíîé.

Çàìå÷àíèå 1.9. Çàìåòèì, ÷òî èç ïîïàðíîé íåçàâèñèìîñòè, âîîáùå
ãîâîðÿ, åù¼ íå ñëåäóåò íåçàâèñèìîñòè â ñîâîêóïíîñòè. Ïðèâåä¼ì èç-
âåñòíûé ïðèìåð, ïîäòâåðæäàþùèé ýòî óòâåðæäåíèå.
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Ïðèìåð 1.14 (Ïèðàìèäêà Áåðíøòåéíà). Áðîñàåòñÿ ïðàâèëüíûé òåò-
ðàýäð, òðè ãðàíè êîòîðîãî îêðàøåíû â êðàñíûé, ñèíèé è çåë¼íûé öâå-
òà, à îñíîâàíèå âî âñå òðè öâåòà. Ñîáûòèÿ K,S,Z èìåþò ìåñòî, åñëè
íà ãðàíè òåòðàýäðà, íà êîòîðóþ îí óïàë, èìååòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé
öâåò. Ïðîâåðèòü íåçàâèñèìîñòü (â ñîâîêóïíîñòè è ïîïàðíóþ) ñîáûòèé
K,S,Z.

Ðåøåíèå.
Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñîáûòèÿ K,S,Z ïîïàðíî íåçàâè-

ñèìû, è â òî æå âðåìÿ

P(KSZ) =
1

4
6= 1

8
= P(K)P(S)P(Z),

òî åñòü, íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè.

1.8.5 Íåçàâèñèìîñòü σ-àëãåáð. Ñõåìà Áåðíóëëè

Ïóñòü (Ω,F ,P) � ïðîèçâîëüíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü äà-
ëåå F1,F2, . . . ,Fn � σ-ïîäàëãåáðû σ-àëãåáðû F .

Îïðåäåëåíèå 1.17. σ-àëãåáðû F1,F2, . . . ,Fn íàçûâàþòñÿ íåçàâèñè-
ìûìè, åñëè äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé A1 ∈ F1, A2 ∈ F2, . . . , An ∈ Fn

P(A1A2 · · ·An) = P(A1)P(A2) · · ·P(An).

Çàìå÷àíèå 1.10. Ëþáîïûòíî, ÷òî äîáàâêà ¾â ñîâîêóïíîñòè¿ îêàçûâà-
åòñÿ â ýòîì ñëó÷àå èçëèøíåé, òàê êàê èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò
íåçàâèñèìîñòü â ñîâîêóïíîñòè ñîáûòèé Ai(i = 1, 2, . . . , n). Ìû òðåáóåì
âûïîëíåíèÿ ëèøü îäíîãî ðàâåíñòâà, íî äëÿ âñåõ íàáîðîâ, ñîñòîÿùèõ èç
îäíîãî ñîáûòèÿ â êàæäîé èç σ-àëãåáð.

Â ñâåòå ïîñëåäíåãî îïðåäåëåíèÿ ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êëàññè÷å-
ñêóþ ìîäåëü.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðûé ýêñïåðèìåíò (îïûò) ïðîâîäèòñÿ n ðàç,
ïðè÷¼ì ìû ôèêñèðóåì ïðè ýòîì íàñòóïëåíèå íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ A. Åñ-
ëè â ðåçóëüòàòå îïûòà ïðîèñõîäèò ñîáûòèå A, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ïðîèçîø¼ë ¾óñïåõ¿, åñëè íå ïðîèçîøëî, � ¾íåóäà÷à¿. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
p = P(A) (âåðîÿòíîñòü ¾óñïåõà¿), ÷åðåç q = 1 − p (âåðîÿòíîñòü ¾íåóäà-
÷è¿). Ðåçóëüòàò n-êðàòíîãî ïîâòîðåíèÿ îïûòà çàïèøåì â âèäå óïîðÿ-
äî÷åííîãî íàáîðà (ω1, ω2, . . . , ωn), ãäå ωi = 1, åñëè ïðîèçîø¼ë ¾óñïåõ¿,
ωi = 0, åñëè ïðîèçîøëà ¾íåóäà÷à¿. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ
òîãäà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

Ω = {ω : ω = (ω1, ω2, . . . , ωn), ωi = 0; 1, i = 1, 2, . . . , n}.
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Ïðèïèøåì êàæäîìó ýëåìåíòàðíîìó ñîáûòèþ ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) âåðî-
ÿòíîñòü

p(ω) = p
∑n
i=1 ωi · qn−

∑n
i=1 ωi .

Ïîêàæåì, ÷òî òàêîé ñïîñîá çàäàíèÿ ¾âåñîâ¿ p(ω) ÿâëÿåòñÿ êîððåêò-
íûì. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

∑
ω∈Ω

p(ω) = 1. Ðàññìîòðèì

âñå òå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ω = (ω1, ω2, . . . , ωn), äëÿ êîòîðûõ
n∑
i=1

ωi =

k, k = 0, 1, 2, . . . , n, òî åñòü, â ñåðèè n èñïûòàíèé ïðîèçîøëî ðîâíî k
¾óñïåõîâ¿. Ïîíÿòíî, ÷òî k ¾óñïåõîâ¿ ïî n ìåñòàì ìîæíî ðàñïîëîæèòü
Ckn ñïîñîáàìè. Ïîýòîìó

∑
ω∈Ω

p(ω) =
n∑
k=0

Cknp
kqn−k = (p+ q)n = 1.

Äàëåå â Ω ðàññìîòðèì àëãåáðó âñåõ ïîäìíîæåñòâ F , è äëÿ êàæäîãî
A ∈ F ïîëîæèì

P(A) =
∑
ω∈A

p(ω).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè íåêîòîðîå äèñêðåòíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðî-
ñòðàíñòâî (Ω,F ,P).

Ðàññìîòðèì â àëãåáðå F ñëåäóþùèå ñîáûòèÿ:

Ak = {ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) : ωk = 1}, Ak = {ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) : ωk = 0}.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ñîáûòèÿ çàâèñÿò òîëüêî îò k-ãî èñïûòàíèÿ. Ðàññìîò-
ðèì äàëåå ïîäàëãåáðû F1,F2, . . .Fn, ãäå

Fk = {∅, Ak, Ak,Ω}.

Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ýòè àëãåáðû íåçàâèñèìû.

ßñíî, ÷òî

P(Ak) =
∑

{ω:ωk=1}

p(ω) =
∑

{ω:ωk=1}

p
∑n
i=1 ωi · qn−

∑n
i=1 ωi =

p ·
∑

(ω1,...,ωk−1,ωk+1,...,ωn)

p
∑
i 6=k ωi · qn−

∑
i 6=k ωi =

p ·
n−1∑
m=0

Cmn−1p
mqn−m−1 = p(p+ q)n−1 = p.

(1.2)
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Àíàëîãè÷íî (1.2) ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî P(Ak) = q, P(AkAl) = p2, (k 6=
l), è òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðû F1,F2, . . .Fn íåçàâèñèìû.

Âñ¼ ýòî äà¼ò íàì îñíîâàíèå íàçûâàòü ïîëó÷åííóþ ìîäåëü (Ω,F ,P)
ìîäåëüþ, îòâå÷àþùåé ¾n íåçàâèñèìûì èñïûòàíèÿì ñ äâóìÿ èñõîäàìè è
âåðîÿòíîñòüþ ¾óñïåõà¿ p¿. Ýòó ìîäåëü ñèñòåìàòè÷åñêè èçó÷àë ß. Áåð-
íóëëè, â ñâÿçè ñ ÷åì å¼ íàçûâàþò ñõåìîé Áåðíóëëè.

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ýòîé ìîäåëè ñëóæèò òàê íàçûâàåìàÿ ¾ïî-
ëèíîìèàëüíàÿ ñõåìà¿ � ìîäåëü, îòâå÷àþùàÿ n íåçàâèñèìûì èñïûòàíè-
ÿì ñ m èñõîäàìè è âåðîÿòíîñòÿìè ýòèõ èñõîäîâ p1, p2, . . . , pm, òàêèìè,
÷òî

∑m
i=1 pi = 1. Ïîäðîáíåå îá ýòîé ñõåìå ìû ïîãîâîðèì ïîçæå.
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1.9 Ïðåäåëüíûå òåîðåìû â ñõåìå Áåðíóëëè

Ðàññìîòðèì ââåä¼ííóþ ðàíåå ñõåìó Áåðíóëëè (Ω,F ,P) è îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç µn � ÷èñëî ¾óñïåõîâ¿ â n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ ñ âåðîÿòíîñòüþ
¾óñïåõà¿ p. Ðàíåå ìû ïîêàçàëè, ÷òî

P{µn = k} = Cknp
kqn−k.

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ñ òåì, ÷òî ÷èñëî èñïûòàíèé
n äîñòàòî÷íî âåëèêî, ïîýòîìó íåîáõîäèìû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû
äëÿ ïîäñ÷¼òà ýòîé âåðîÿòíîñòè. Ðàññìîòðèì çäåñü íåñêîëüêî òåîðåì.

Òåîðåìà 1.5 (Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà). Ïóñòü 0 < p < 1,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {k−np√

npq} ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà ïî n è k ïðè n→∞.

Òîãäà

P{µn = k} =
1√

2πnpq
e
− (k−np)2

2npq ·
(

1 +O

(
1√
n

))
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà èç-
âåñòíóþ ôîðìóëó Ñòèðëèíãà: ïðè n→∞

n! ≈
√

2πn
(n
e

)n
eθ(n), ãäå |θ(n)| 6 1

2n
.

Îáîçíà÷èì xk = k−n√
npq . Òîãäà k = np+ xk

√
npq, n− k = nq − xk

√
npq.

Ðàññìîòðèì

lnP{µn = k} = ln
(
Cknp

kqn−k
)

= lnCkn + k ln p+ (n− k) ln q. (1.3)

Èìååì: Ckn = n!
k!(n−k)! . Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ñòèðëèíãà, çàïèøåì

lnn! ≈ ln
√

2πn+ n lnn− n,

ln k! ≈ ln
√

2πk + (np+ xk
√
npq) ln(np+ xk

√
npq)− np− xk

√
npq,

ln(n−k)! ≈ ln
√

2π(n− k)+(nq−xk
√
npq) ln(nq−xk

√
npq)−nq+xk

√
npq.

Ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíèå ëîãàðèôìû

ln(np+ xk
√
npq) = ln

[
np ·

(
1 + xk

√
q

np

)]
= ln(np) + ln

(
1 + xk

√
q

np

)
.

Òî÷íî òàêæå

ln(nq − xk
√
npq) = ln(nq) + ln

(
1− xk

√
p

nq

)
.
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Ïðè n → ∞ xk
√

q
np → 0, xk

√
p
nq → 0. Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó

Òåéëîðà ê ôóíêöèè ln(1 + x) = x − x2/2 + O(x3) â îêðåñòíîñòè íóëÿ ê
ïîñëåäíèì ëîãàðèôìàì, è ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó 1.3, ïîëó÷èì

lnP{µn = k} ≈ −
x2
k

2
− ln

√
2π − ln

√
npq.

Îòñþäà

P{µn = k} ≈ 1√
2πnpq

e
− (k−np)2

2npq . (1.4)

Çàìå÷àíèå 1.11. Ïðè n→∞ ñóììà îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ p è q, 0 < p < 1. Îäíàêî, ïðè
êîíå÷íûõ (íî áîëüøèõ) çíà÷åíèÿõ n ñóììà îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ ìîæåò
áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøîé, åñëè p èëè q ìàëû.

Õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ôîðìóëà 1.4 äà¼ò ïðè p = q = 1/2. Çäåñü
ìîæíî ïîêàçàòü, îöåíèâàÿ ñóììó îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ, ÷òî ïîðÿäîê
îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà áóäåò O(1/n).

Òåîðåìà 1.6 (Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà). Ïóñòü 0 < p <
1. Òîãäà â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû

P{k1 6 µn 6 k2} →
1√
2π

∫ x2

x1

e−
x2

2 dx, (n→∞)

ðàâíîìåðíî ïî x1 è x2, ãäå xi = (ki − np)/
√
npq, (i = 1, 2).

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî

P{k1 6 µn 6 k2} =

k2∑
k=k1

P{µn = k}.

Èñïîëüçóÿ ëîêàëüíóþ òåîðåìó Ìóàâðà-Ëàïëàñà, èìååì

Sn =

k2∑
k=k1

P{µn = k} ≈
∑

xi∈[x1,x2]

1√
2π
e−

x2i
2 · 1
√
npq

=
∑

xi∈[x1,x2]

1√
2π
e−

x2i
2 ·∆xi,

ãäå ∆xi = 1/
√
npq. Ïîýòîìó Sn ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê èíòåãðàëüíàÿ ñóììà

äëÿ ôóíêöèè 1√
2π
e−

x2

2 íà îòðåçêå [x1, x2]. Çíà÷èò,

lim
n→∞

Sn =
1√
2π

∫ x2

x1

e−
x2

2 dx,
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òî åñòü,

P{k1 6 µn 6 k2} ≈
1√
2π

∫ x2

x1

e−
x2

2 dx.

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü Sn ê ñâîåìó ïðåäåëó ìîæåò áûòü äîêàçàíà ñõî-
äèìîñòüþ ê íóëþ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà

Rn =
1√
2π

∫ x2

x1

e−
x2

2 αn(x)dx+ ρn,

ãäå

lim
n→∞

max
x16x6x2

αn(x) = 0,

ρn � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ (ïîäðîáíåå ìîæíî ïîñìîòðåòü â [3]).

Ââåä¼ì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

x2

2 dx.

Òîãäà èíòåãðàëüíóþ òåîðåìó Ìóàâðà-Ëàïëàñà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

P{k1 6 µn 6 k2} ≈ Φ

(
k2 − np√
npq

)
− Φ

(
k1 − np√
npq

)
.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Φ(x) ìîæíî âçÿòü èç òàáëèö òàê íàçûâàåìîé íîð-
ìàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Îòìåòèì çäåñü, ÷òî èíòåãðàëüíàÿ òåî-
ðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà èìååò áîëåå îáùèé õàðàêòåð, íî îá ýòîì ìû ïîãî-
âîðèì ïîçäíåå.

Î ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæ¼ííûõ ôîðìóë Ìóàâðà-Ëàïëàñà ìû óæå ãî-
âîðèëè âûøå. Ýòè äâå òåîðåìû, ñêîðåå, èìåþò êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð, è
èìè íàäî ïîëüçîâàòüñÿ ñ îñòîðîæíîñòüþ. Çíà÷èòåëüíûé êðóã çàäà÷ ñâÿ-
çàí ñ âû÷èñëåíèåì âåðîÿòíîñòè P{µn = k} ïðè çíà÷åíèÿõ âåðîÿòíîñòè p
áëèçêèìè ê íóëþ èëè åäèíèöå (òîãäà áëèçêî ê íóëþ áóäåò q). Åñëè ïðè
ýòîì ÷èñëî èñïûòàíèé äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî ïðèáëèæ¼ííóþ ôîðìóëó
íàø¼ë Ïóàññîí.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåðèé èñïûòàíèé, â êîòîðîé ¾óñïå-
õè¿ îäíîé ñåðèè âçàèìíî íå çàâèñÿò ìåæäó ñîáîé èìåþò êàæäîå âåðîÿò-
íîñòü pn. ×åðåç µn îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñëî ôàêòè÷åñêè ïîÿâèâøèõñÿ ¾óñïå-
õîâ¿ n-é ñåðèèè.
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Òåîðåìà 1.7 (Òåîðåìà Ïóàññîíà). Åñëè pn → 0 ïðè n → ∞, ïðè÷¼ì
np→ λ, λ > 0, òî äëÿ êàæäîãî k = 0, 1, 2, . . .

P{µn = k} → λk

k!
e−λ (n→∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäïîëîæåíèÿì òåîðåìû

p = pn =
λ

n
+ o

(
1

n

)
.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî k è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

P{µn = k} = Cknprqn−k =

=
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!

(
λ

n
+ o

(
1

n

))k (
1− λ

n
+ o

(
1

n

))n−k
=

=
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!

1

nk
(λ+ o(1))k

(
1− λ

n
+ o

(
1

n

))n−k
=

=
(λ+ o(1))k

k!
(1− 1

n
) . . . (1− k + 1

n
)

(
1− λ

n
+ o

(
1

n

))n
×

×
(

1− λ

n
+ o

(
1

n

))−k
→ λk

k!
e−λ, (n→∞).

Ïðèìåð 1.15. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â öåëü ïðè êàæäîì âûñòðåëå
ðàâíà 0, 001. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â öåëü äâóìÿ è áîëåå âû-
ñòðåëàìè ïðè çàëïå 5000 âûñòðåëîâ.

Ðåøåíèå.

Èìååì p = 0, 001, n = 5000, λ = 5. Òàê êàê âåðîÿòíîñòü p áëèçêà ê
íóëþ, òî âîñïîëüçóåìñÿ ïðèáëèæ¼ííîé ôîðìóëîé Ïóàññîíà.

P{µn > 2} = 1−P{µn = 0} −P{µn = 1} ≈ 1− 6

e5
.

Ïðèìåð 1.16. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî âûïàäåíèé ¾6¿ ïðè
12000 áðîñàíèÿõ ïðàâèëüíîé èãðàëüíîé êîñòè çàêëþ÷åíî ìåæäó 1900 è
2150.
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Ðåøåíèå.
Ïî óñëîâèþ p = 1/6, n = 12000, np = 2000, npq ≈ 1667. Âîñïîëüçóåìñÿ

èíòåãðàëüíîé ôîðìóëîé Ìóàâðà-Ëàïëàñà.

P{1900 6 µn 6 2150} ≈ Φ(15/4)−Φ(−5/2) = Φ(15/4)−(1−Φ(5/2)) = 0, 937.



Ãëàâà 2

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è èõ

ðàñïðåäåëåíèÿ

2.1 Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ôóíêöèè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ

2.1.1 Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

Ïóñòü (Ω,F ,P) � íåêîòîðîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, (R,B(R)) �
áîðåëåâñêàÿ ïðÿìàÿ (÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ ñ áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé).

Îïðåäåëåíèå 2.1. ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ ξ : Ω→ R íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî B ∈ B(R)

ξ−1(B) = {ω : ξ(ω) ∈ B} ∈ F .

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ èçìåðèìàÿ ôóíê-
öèÿ ξ : Ω→ R.

Çàìå÷àíèå 2.1. Äëÿ êîìïàêòíîñòè ôîðìóë áóäåì ÷àñòî ïèñàòü {ξ ∈
B} âìåñòî {ω : ξ(ω) ∈ B}, {ξ < x} âìåñòî {ω : ξ(ω) < x}, è ò.ä.

Ïðèìåð 2.1. Ìîíåòà áðîñàåòñÿ îäèí ðàç. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàð-
íûõ èñõîäîâ ñîäåðæèò äâà ýëåìåíòà: Ω = {ωΓ, ωP }. Çàäàäèì íà Ω îòîá-
ðàæåíèå ξ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ξ(ωΓ) = 1, ξ(ωP ) = 0. Ïîêàæåì, ÷òî
çàäàííîå òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Ðåøåíèå.
Ïîíÿòíî, ÷òî àëãåáðà ñîáûòèé â íàøåì ñëó÷àå ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ

ýëåìåíòîâ: F = {∅, {ωΓ}, {ωP },Ω}. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî

35
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B ∈ B(R). Åñëè ìíîæåñòâî B íå ñîäåðæèò íè íóëÿ, íè åäèíèöû, òî
ξ−1(B) = ∅ ∈ F ; åñëè ñîäåðæèò òîëüêî åäèíèöó, òî ξ−1(B) = {ωΓ} ∈ F ;
åñëè ñîäåðæèò òîëüêî íóëü, òî ξ−1(B) = {ωP } ∈ F ; åñëè ñîäåðæèò è
íóëü, è åäèíèöó, òî ξ−1(B) = Ω ∈ F .

Ïðèìåð 2.2. Òî÷êà ñëó÷àéíî áðîñàåòñÿ íà êâàäðàò {(x, y) : 0 6 x 6
1, 0 6 y 6 1}. Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé çäåñü
âûñòóïàåò ñàì êâàäðàò Ω = {ω = (x, y) : 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1}, F
� ñóæåíèå áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðû R2 íà êâàäðàò. Ïîëîæèì äëÿ ëþáî-
ãî ω = (x, y) ∈ Ω : ξ(ω) =

√
x2 + y2. Òîãäà çàäàííîå òàêèì îáðàçîì

îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óòâåðæäåíèå ïðèìåðà 2.2 ñòàëî î÷åâèäíûì, äîêàæåì
ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îòîáðàæåíèå ξ : Ω→ R áûëî ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî x ∈ R

ξ−1((−∞, x)) = {ξ < x} ∈ F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà, ïîñêîëüêó (−∞, x) ∈ B(R).

Äîñòàòî÷íîñòü. Îáîçíà÷èì D1 = {(−∞, x) : x ∈ R},D2 = {B ∈
B(R) : ξ−1(B) ∈ F}. Òàê êàê îïåðàöèÿ ¾âçÿòèÿ ïðîîáðàçà¿ ñîõðàíÿ-
åò âñå àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè, â òîì ÷èñëå è ñ÷¼òíûå, òî ñèñòåìà D2

ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé è

D1 ⊆ D2 ⊆ B(R).

Òîãäà

σ(D1) ⊆ σ(D2) = D2 ⊆ B(R).

Ïîñêîëüêó σ(D1) = B(R), òî D2 = B(R).

Âîçâðàùàÿñü ê ïðèìåðó 2.2: èç òåîðåìû 2.1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò,
÷òî ìíîæåñòâî {(x, y) :

√
x2 + y2 < t} ∈ F äëÿ âñåõ t ∈ R.

2.1.2 Ôóíêöèè îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ : R → R ÿâëÿåòñÿ áîðåâñêîé (èçìåðèìîé ïî Áîðåëþ)
ôóíêöèåé, ξ = ξ(ω) � íåêîòîðàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Òåîðåìà 2.2. Áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû åñòü ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B ∈ B(R). Îáîçíà÷èì ÷åðåç η(ω) = ϕ(ξ(ω)).
Ðàññìîòðèì

{η ∈ B} = {ϕ(ξ) ∈ B} = {ξ ∈ ϕ−1(B)} ∈ F ,

òàê êàê ϕ−1(B) ∈ B(R).

2.1.3 Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ôóíêöèÿ

Fξ(x) = P{ξ < x}, x ∈ R,

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû íåïîñðåäñòâåííîãî ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ.

Ïðèìåð 2.3. Âîçüì¼ì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó èç ïðèìåðà 2.1. ßñíî, ÷òî
P{ξ = 0} = P{ξ = 1} = 1/2.

Ðåøåíèå.
Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ î÷åâèäíî ñëåäóåò èç ðàçáîðà ïðè-

ìåðà 2.1:

Fξ(x) =


0, x 6 0;
1
2 , 0 < x 6 1;

1, x > 1.

Ïðèìåð 2.4. Ïóñòü íà îòðåçîê [a, b] ÷èñëîâîé ïðÿìîé ñëó÷àéíî áðî-
ñàåòñÿ òî÷êà. Çäåñü Ω = [a, b], F = B([a, b]) � áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà
îòðåçêà [a, b], â êà÷åñòâå P ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêóþ âåðîÿòíîñòü
(ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå). Îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

ξ(ω) = ω, ω ∈ [a, b].

Ðåøåíèå.
Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ ξ èçìåðèìà, òî åñòü, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíîé. Ïîñòðîèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
ßñíî èç óñëîâèé çàäà÷è, ÷òî åñëè x 6 a, òî Fξ(x) = 0. Åñëè x > b, òî
Fξ(x) = 1. Ïóñòü òåïåðü x ∈ (a, b]. Òîãäà ñîáûòèå {ξ < x} îçíà÷àåò, ÷òî
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òî÷êà ïîïàëà â èíòåðâàë (a, x). Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé âåðîÿò-
íîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ ðàâíà

P{ξ < x} =
x− a
b− a

.

Èòàê,

Fξ(x) =


0, x 6 a;
x−a
b−a , a < x 6 b;

1, x > b.

Çàìå÷àíèå 2.2. Ìíîãèå àâòîðû (íàïðèìåð, À.Í. Øèðÿåâ, [6, 7]) ïðåä-
ïî÷èòàþò íàçûâàòü ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ôóíê-
öèþ P{ξ 6 x}. Îòëè÷èå ýòîé ôóíêöèè îò ââåä¼ííîé íàìè ðàíåå ôóíê-
öèè ëèøü â òîì, ÷òî ìåíÿåòñÿ îäíî èç å¼ ñâîéñòâ. Îáðàòèòå íà ýòî
âíèìàíèå.

2.1.4 Ñâîéñòâà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü Fξ(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

1. Ôóíêöèÿ Fξ(x) íå óáûâàåò;
2. Ôóíêöèÿ Fξ(x) íåïðåðûâíà ñëåâà äëÿ âñåõ x ∈ R;
3. lim

x→−∞
Fξ(x) = 0, lim

x→+∞
Fξ(x) = 1;

4. Ôóíêöèÿ Fξ(x) èìååò íå áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü x1 6 x2. Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî (−∞, x1) ⊆
(−∞, x2) è ξ−1((−∞, x1)) ⊆ ξ−1((−∞, x2)). Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî âåðîÿò-
íîñòè 3, èìååì P{ξ < x1} 6 P{ξ < x2}. Ñëåäîâàòåëüíî, Fξ(x1) 6 Fξ(x2).

2. Âîçüì¼ì x0 ∈ R è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ìîíîòîííî ñõîäÿùóþñÿ
ê x0 ñëåâà: xn ↑ x0. Îáîçíà÷èì

A0 = {ξ < x0}, An = {ξ < xn}, n = 1, 2, . . .

ßñíî, ÷òî ïðè ýòîì A1 ⊆ A2 ⊆ · · · ⊆ An ⊆ . . . è
∞⋃
n=1

An = A0. Òîãäà èç àê-

ñèîìû íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî lim
n→∞

Fξ(xn) = lim
n→∞

P(An) = P(A0) =

Fξ(x0).
Èç ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè Fξ(x) è ïîëó÷åííîé âûøå ñõîäèìîñòè ñëå-

äóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñõîäèìîñòü åñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè xn → x0−: lim

xn→x0−
Fξ(xn) = Fξ(x0).
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3. Ïîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî lim
x→−∞

Fξ(x) = 0. Âîçüì¼ì íåâîçðàñòàþ-

ùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ↓ −∞. Òîãäà, â òåõ æå îáîçíà÷åíèÿõ, ÷òî è â

ïóíêòå 2, A1 ⊇ A2 ⊇ · · · ⊇ An ⊇ . . . , è
∞⋂
n=1

An = ∅. Èç íåïðåðûâíîñòè âå-

ðîÿòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî Fξ(−∞) = lim
n→∞

Fξ(xn) = lim
n→∞

P(An) = P(∅) = 0.

Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè Fξ(x) çàêëþ÷àåì, ÷òî lim
x→−∞

Fξ(x) = 0.

4. Èìååì 0 6 Fξ(x) 6 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mn ìíîæåñòâî òî÷åê ðàç-
ðûâà ôóíêöèè Fξ(x) ñ âåëè÷èíîé ñêà÷êà â òî÷êàõ ðàçðûâà > 1

n . ßñíî,
÷òî òîãäà ìíîæåñòâî Mn êîíå÷íî è ñîäåðæèò íå áîëåå, ÷åì n òî÷åê. À,
çíà÷èò, ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè Fξ(x) íå ìîæåò áûòü áîëåå,
÷åì ñ÷¼òíûì.

Çàìå÷àíèå 2.3. Èç îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x)
ëåãêî âûâåñòè ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

P{a < ξ < b} = Fξ(b)− Fξ(a+); P{a 6 ξ 6 b} = Fξ(b+)− Fξ(a);

P{a 6 ξ < b} = Fξ(b)− Fξ(a); P{a < ξ 6 b} = Fξ(b+)− Fξ(a+).

2.1.5 Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Îïðåäåëåíèå 2.3. ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ G = G(x), x ∈ R, G : R → R
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, åñëè îíà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

1. G(x) íå óáûâàåò;
2. G(x) íåïðåðûâíà ñëåâà;
3. G(−∞) = 0, G(+∞) = 1.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü G = G(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F ,P), ñóùåñòâóåò ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà ξ = ξ(ω), ω ∈ Ω, òàêèå, ÷òî Fξ(x) = G(x), x ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå Ω âîçüì¼ì ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ R, â êà÷åñòâå
σ-àëãåáðû ñîáûòèé F ðàññìîòðèì áîðåëåâñêóþ σ-àëãåáðó ÷èñëîâîé ïðÿ-
ìîé B(R).

Îñòà¼òñÿ çàäàòü âåðîÿòíîñòü. Çàäàäèì âíà÷àëå âåðîÿòíîñòü P0 íà
èíòåðâàëàõ âèäà (−∞, x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P0((−∞, x)) = G(x).

Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ ìíîæåñòâ P0 íà àëãåáðó A , ïîðîæä¼ííóþ èíòåð-
âàëàìè âèäà [a, b), ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

P0(A) =

n∑
k=1

[G(bk)−G(ak)],
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ãäå A =
n∑
i=1

[ak, bk), [ak, bk) ∩ [al, bl) = ∅, (k 6= l).

Òîãäà P0 îïðåäåëÿåò êîíå÷íî-àääèòèâíóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâ, çà-
äàííóþ íà àëãåáðå A . Åñëè æå ïîêàçàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ê òîìó æå
ñ÷¼òíî-àääèòèâíà, òî ñóùåñòâîâàíèå èñêîìîé âåðîÿòíîñòè áóäåò ñëåäî-
âàòü èç òåîðåìû Êàðàòåîäîðè.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿP0 íåïðåðûâíà â ∅. Âîçüì¼ì íåâîçðàñòàþùóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A1 ⊇ A2 ⊇ · · · ⊇ An ⊇ . . . ,

∞⋂
n=1

An = ∅ è ïîêàæåì,

÷òî lim
n→∞

P0(An) = 0.

Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî âñå ýòè ìíîæåñòâà ñîäåðæàòñÿ â íåêîòî-
ðîì çàìêíóòîì èíòåðâàëå: An ⊆ [−N,N ], N <∞, (n = 1, 2, . . . )

Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè G(x) ñëåâà èìååì

P0([a, b′)) = G(b′)−G(a)→ G(b)−G(a) = P0([a, b))

ïðè b′ ↑ b.
Òàê êàê ìíîæåñòâà An ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ êîíå÷íûå ñóììû èí-

òåðâàëîâ âèäà [a, b), òî äëÿ êàæäîãî An ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Bn ∈ A
òàêîå, ÷òî çàìûêàíèå [Bn] ⊆ An è

P0(An)−P0(Bn) 6
ε

2n
,

ãäå ε � íåêîòîðîå íàïåð¼ä çàäàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Ïîñêîëüêó
∞⋂
n=1

An = ∅, òî è
∞⋂
n=1

[Bn] = ∅. Ìíîæåñòâà [Bn] çàìêíóòû,

ñëåäîâàòåëüíî, íàéä¼òñÿ òàêîå êîíå÷íîå ÷èñëî n0 = n0(ε), ÷òî

n0⋂
n=1

[Bn] = ∅.

Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî [−N,N ] ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì, à ñèñòåìà
ìíîæåñòâ {[−N,N ] \ [Bn]}n>1 îáðàçóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå ýòîãî êîì-
ïàêòà. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî òîãäà íàéä¼òñÿ êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå:

n0⋃
n=1

([−N,N ] \ [Bn]) = [−N,N ].

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
n0⋂
n=1

[Bn] = ∅.
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Òàê êàê An0 ⊆ An0−1 ⊆ · · · ⊆ A1, òî

P0(An0) = P0

(
An0\

n0⋂
k=1

Bk

)
+ P0

(
n0⋂
k=1

Bk

)
= P0

(
An0\

n0⋂
k=1

Bk

)

6 P0

(
n0⋃
k=1

(Ak\Bk)

)
6

n0∑
k=1

P0(Ak\Bk) 6
n0∑
k=1

ε

2k
6 ε.

Ñëåäîâàòåëüíî lim
n→∞

P0(An) = 0, à, çíà÷èò, ôóíêöèÿ P0 ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíî-

àääèòèâíîé.
Îòêàæåìñÿ òåïåðü îò óñëîâèÿ, ÷òî âñå An ⊆ [−N,N ] äëÿ íåêîòîðîãî

N . Çàäàäèì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è âûáåðåì òàêîå N , ÷òî P0([−N,N ]) >
1− ε/2. Òàê êàê

An = An ∩ [−N,N ] +An ∩ [−N,N ],

òî

P0(An) = P0(An∩ [−N,N ])+P0(An∩ [−N,N ]) 6 P0(An∩ [−N,N ])+ε/2.

Ðàññóæäàÿ êàê è âûøå, çàìåíÿÿ ïðè ýòîì An íà An ∩ [−N,N ], ïîëó-
÷èì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n P0(An ∩ [−N,N ]) 6 ε/2. Òåì ñàìûì
lim
n→∞

P0(An) = 0.

Òåïåðü íåïðåðûâíóþ (ñëåäîâàòåëüíî, ñ÷¼òíî-àääèòèâíóþ) ôóíêöèþ
ìíîæåñòâ P0 ïî òåîðåìå Êàðàòåîäîðè ïðîäîëæèì äî âåðîÿòíîñòè P,
çàäàííîé íà âñåé σ-àëãåáðå áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ.

Äàëåå, â êà÷åñòâå èñêîìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ âîçüì¼ì òîæäå-
ñòâåííîå îòîáðàæåíèå ÷èñëîâîé ïðÿìîé íà ñåáÿ: ξ(ω) = ω. Òîãäà

Fξ(x) = P{ω : ξ(ω) < x} = P{ω : ω < x} = P(−∞, x) = G(x).

Çàìå÷àíèå 2.4. Ïîñòðîåííàÿ â òåîðåìå 2.3 âåðîÿòíîñòü íà áîðåëåâ-
ñêîé σ-àëãåáðå ÷èñëîâîé ïðÿìîé

P(B) =: Pξ(B) = P{ξ−1(B)}, B ∈ B(R),

íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì èëè çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ êàêîé-òî ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé, à ìîæåò áûòü è íå ñâÿçàíî. Íî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, ñëåäóÿ
òåîðåìå 2.3, ìû âñåãäà ìîæåì òàêóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó óêàçàòü.
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2.2 Òèïû ðàñïðåäåëåíèé

Ïóñòü ξ = ξ(ω) � ïðîèçâîëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íà âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P), Pξ � å¼ ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà ÷èñëî-
âîé ïðÿìîé. Ìíîãîîáðàçèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
åñòü ìíîãîîáðàçèå èõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîýòîìó ïðîâåä¼ì êëàñ-
ñèôèêàöèþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé, êëàññè-
ôèöèðóÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ñóùåñòâóåò ñëåäóþùàÿ êëàññèôèêàöèÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ.

1. Äèñêðåòíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû äèñêðåòíîãî òèïà).

2. Àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íåïðåðûâíî-
ãî òèïà).

3. Ñèíãóëÿðíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (ñèíãóëÿðíûå ðàñïðåäåëå-
íèÿ âåðîÿòíîñòåé, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñèíãóëÿðíîãî òèïà).

Ìû óæå ãîâîðèëè, ÷òî ëþáîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ìîæåò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ êàê ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû. Ïîýòîìó äàäèì îïðåäåëåíèÿ òèïîâ ðàñïðåäåëåíèé íà ÿçûêå ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí.

2.2.1 Äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ñêàæåì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = ξ(ω), îïðåäå-
ë¼ííàÿ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P), èìååò äèñêðåòíîå
ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå èëè ñ÷¼òíîå
ìíîæåñòâî x1, x2, . . . , xn, . . . (áåç ïðåäåëüíûõ òî÷åê) òàêèõ, ÷òî

P{ξ = xn} = pn > 0, n = 1, 2, . . . ;

∞∑
n=1

pn = 1.

ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òàêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû áóäåò
òåðïåòü ðàçðûâû â òî÷êàõ xk è pk = Fξ(xk+) − Fξ(xk) � ýòî ñêà÷îê
ôóíêöèè Fξ(x) â òî÷êå xk, k = 1, 2, . . . . Ïîíÿòíî òàêæå, ÷òî åñëè x �
òî÷êà íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè Fξ(x), òî P{ξ = x} = 0.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

1. Âûðîæäåííîå ðàñïðåäåëåíèå. Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà òàêîâà,
÷òî

P{ξ = C} = 1, C − const,
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òî ðàñïðåäåëåíèå ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì,
è ñàìà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé.

2. Ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì p ∈ (0, 1): ξ ∼ B(p).

Çäåñü

P{ξ = 1} = p, P{ξ = 0} = 1− p.

Ýòó ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ìû ìîãëè íàáëþäàòü â åäèíè÷íîì îïûòå Áåð-
íóëëè (ñõåìà Áåðíóëëè) ñ âåðîÿòíîñòüþ ¾óñïåõà¿ p > 0.

3. Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè n è p: ξ ∼ B(n, p).

Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ ýòèì ðàñïðåäåëåíèåì ìû óæå âèäåëè â ñõåìå
Áåðíóëëè. Ýòî � ÷èñëî ¾óñïåõîâ¿ â n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ Áåðíóë-
ëè:

P{ξ = k} = Cknp
kqn−k, k = 0, 1, . . . , n, p+ q = 1.

4. Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì p > 0: ξ ∼ G(p).

P{ξ = k} = qk−1p, k = 1, 2, . . . .

Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � ýòî íîìåð îïûòà â ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé Áåðíóëëè, â êîòîðîì âïåðâûå
âûïàë ¾óñïåõ¿.

5. Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå: ξ ∼ Gg(N,M,n).

P{ξ = m} =
CmM · C

n−m
N−M

CnN
, m = 0, 1, . . . ,min (M,n).

Ýòó ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ìû ïîëó÷èëè â ïðèìåðå 1.8.

6. Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ > 0: ξ ∼ P(λ).

P{ξ = k} =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, . . . .

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ïîÿâèëîñü ó íàñ â ïðåäåëüíîé òåîðåìå Ïóàññîíà.

2.2.2 Àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-

ñòåé

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ
àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì (èëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò àáñîëþòíî
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íåïðåðûâíûé òèï ðàñïðåäåëåíèÿ), åñëè ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ pξ(x) òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ R

Fξ(x) =

x∫
−∞

pξ(t)dt.

Ôóíêöèÿ pξ(x) ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè ðàñïðå-

äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

Áóäåì äàëåå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ pξ(x) ìîæåò èìåòü òîëüêî
êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà.

Ñâîéñòâà ôóíêöèè ïëîòíîñòè

1. pξ(x) > 0, x ∈ R;

2.
+∞∫
−∞

pξ(x)dx = 1;

3. F ′ξ(x) = pξ(x) äëÿ âñåõ òî÷åê íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè pξ(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå è âòîðîå ñâîéñòâà î÷åâèäíû èç îïðåäåëåíèÿ.
Äîêàæåì òðåòüå ñâîéñòâî. Ïóñòü x � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè
pξ(x). Òîãäà, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è òåîðåìó î
ñðåäíåì, ïîëó÷èì

P{x 6 ξ < x+∆x} = Fξ(x+∆x)−Fξ(x) =

x+∆x∫
x

pξ(t)dt = pξ(c)∆x+o(∆x),

ãäå x 6 c < x+ ∆x. Çíà÷èò,

F ′ξ(x) = lim
∆x→0

Fξ(x+ ∆x)− Fξ(x)

∆x
= pξ(x).

Ïðèìåðû àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé

ßñíî, ÷òî àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-
åòñÿ ëèáî ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, ëèáî ôóíêöèåé ïëîòíîñòè. Ìû áó-
äåì çàäàâàòü òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèÿìè ïëîòíîñòè.
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1. Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [a, b]. Áóäåì ïèñàòü â ýòîì
ñëó÷àå ξ ∼ U([a, b]).

p(x) =

{
1
b−a , x ∈ [a, b];

0, x 6∈ [a, b].

2. Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè µ è σ2: ξ ∼ N (µ, σ2).

p(x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 , x ∈ R.

Åñëè µ = 0, σ2 = 1, òî òàêîå ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàþò ñòàíäàðòíûì
íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì N (0, 1). Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
òàêæå íàçûâàþò ðàñïðåäåëåíèåì Ãàóññà èëè ãàóññîâñêèì ðàñïðå-
äåëåíèåì.

3. Ïîêàçàòåëüíîå (ýêñïîíåíöèàëüíîå) ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì α >
0: ξ ∼ E(α).

p(x) =

{
0, x 6 0;

αe−αx, x > 0.

4. Ðàñïðåäåëåíèå Êîøè (ñòàíäàðòíîå):

p(x) =
1

π
· 1

1 + x2
, x ∈ R.

5. Ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî ñ ïàðàìåòðîì (a, α):

p(x) =

{
0, x 6 a;
α
a · (

a
x)α+1, x > a.

2.2.3 Ñèíãóëÿðíûé òèï ðàñïðåäåëåíèÿ

Ýòîò òèï ðàñïðåäåëåíèé õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-
íèÿ F (x) íåïðåðûâíà, íî òî÷êè ðîñòà F (x) îáðàçóþò ìíîæåñòâî íóëåâîé
ìåðû Ëåáåãà.

Íàïîìíèì ÷òî òî÷êà x íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðîñòà ôóíêöèè F (x), åñëè
äëÿ ∀ε > 0 F (x+ ε)− F (x− ε) > 0.

Ìû ðàññìîòðèì çäåñü ëèøü ïðèìåð ñèíãóëÿðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà
÷èñëîâîé ïðÿìîé è ïîñòðîèì êðèâóþ Êàíòîðà, êîòîðàÿ ñëóæèò ïðèìå-
ðîì òàêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.



46 ÃËÀÂÀ 2. ÑËÓ×ÀÉÍÛÅ ÂÅËÈ×ÈÍÛ È ÈÕ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Ïðèìåð 2.5. Ëåñòíèöà Êàíòîðà.
Ïîëîæèì F (x) = 0, åñëè x 6 0;F (x) = 1, åñëè x > 1. Íà îòðåç-

êå [0, 1] êðèâàÿ ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: îòðåçîê [0, 1] ðàçáèâà-
åì òî÷êàìè 1

3 ,
2
3 íà òðè ðàâíûå ÷àñòè. Íà èíòåðâàëå (1

3 ,
2
3) ïîëàãàåì

F (x) = 1
2 :

F (x) =


1/2, x ∈ (1/3, 2/3),

0, x = 0,

1, x = 1.

Â òî÷êàõ, íå ïðèíàäëåæàùèõ âíóòðåííåìó ñåãìåíòó, F (x) îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè.

Îñòàâøèåñÿ äâà îòðåçêà ñíîâà ðàçîáü¼ì íà òðè ðàâíûå ÷àñòè è íà
âíóòðåííèõ èíòåðâàëàõ ôóíêöèÿ F (x) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîñòîÿííàÿ,
ðàâíàÿ ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó ìåæäó ñîñåäíèìè, óæå îïðåäåë¼í-
íûìè çíà÷åíèÿìè F (x):

F (x) =



1/2, x ∈ (1/3, 2/3),

1/4, x ∈ (1/9, 2/9),

3/4, x ∈ (7/9, 8/9),

0, x = 0,

1, x = 1.

Â òî÷êàõ, íå ïðèíàäëåæàùèõ òàêèì âíóòðåííèì ñåãìåíòàì, F (x)
îïðåäåëÿåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè.

Ýòîò ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè.
ßñíî, ÷òî ñóììàðíàÿ äëèíà ¾âíóòðåííèõ¿ ñåãìåíòîâ, íà êîòîðûõ

F (x) ïîñòîÿííà, ðàâíà 1
3 + 2

9 + 4
27 + · · · = 1.

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìåðà Ëåáåãà íà [0, 1] è âåðîÿòíîñòü,
çàäàííàÿ ïîñðåäñòâîì êàíòîðîâîé êðèâîé F (x), ñèíãóëÿðíû èëè îðòî-
ãîíàëüíû.

Íå îñòàíàâëèâàÿñü áîëåå íà âîïðîñå î âîçìîæíûõ òèïàõ ôóíêöèé
ðàñïðåäåëåíèÿ, îãðàíè÷èìñÿ ëèøü çàìå÷àíèåì î òîì, ÷òî íà ñàìîì äåëå
óêàçàííûìè òðåìÿ òèïàìè èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå òàêèå ôóíêöèè. Òî÷íåå,
ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
α1F1 +α2F2 +α3F3, ãäå F1 � äèñêðåòíàÿ, F2 � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ,
F3 � ñèíãóëÿðíàÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, αi � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà,
α1 + α2 + α3 = 1.
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2.3 ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí

2.3.1 Çàìå÷àíèÿ îá èíòåãðàëå Ëåáåãà

Ïóñòü (Ω,F ,P) � íåêîòîðîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Çäåñü P ÿâ-
ëÿåòñÿ ñ÷¼òíî-àääèòèâíîé êîíå÷íîé ìåðîé íà F , çíà÷èò, ìû ìîæåì ðàñ-
ñìîòðåòü èíòåãðàë Ëåáåãà ∫

Ω

g(ξ(ω))P(dω)

äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé ïî Áîðåëþ ôóíêöèè g = g(x) è ëþáîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ = ξ(ω). Âûøå ìû âèäåëè, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = ξ(ω)
èíäóöèðóåò âåðîÿòíîñòü Pξ íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ðàâåíñòâîì:

Pξ([a, b)) = P{ξ ∈ [a, b)} = Fξ(b)− Fξ(a).

Ïîñðåäñòâîì ýòîé âåðîÿòíîñòè èñõîäíûé èíòåãðàë ìîæíî çàïèñàòü â âè-
äå (ïðîèçâåäÿ çàìåíó x = ξ(ω) â èíòåãðàëå Ëåáåãà):∫

Ω

g(ξ(ω))P(dω) =

∫
R

g(x)Pξ(dx).

Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ëåáåãà-Ñòèëüòüåññà îò
ôóíêöèè g(x) ïî ôóíêöèè Fξ(x) è çàïèñûâàåòñÿ∫

R

g(x)dFξ(x).

Ýòî âûðàæåíèå èìååò ñìûñë, åñëè∫
R

|g(x)|dFξ(x) <∞.

Èç îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà-Ñòèëüòüåññà ëåãêî âûâåñòè ñëåäó-
þùèå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà â äâóõ îñîáî âàæíûõ
ñëó÷àÿõ:

a). Ñëó÷àé äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä.
Òîãäà
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∫
R

g(x)dFξ(x) =
∑
k

g(xk)(F (xk + 0)− F (xk)) =
∑
k

g(xk)P{ξ = xk},

ãäå x1, x2, . . . , xn, . . . � òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè Fξ(x).

b). Ñëó÷àé íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Â ýòîì ñëó÷àå Fξ(x) =
x∫
−∞

pξ(t)dt.

Åñëè çäåñü pξ(x) è g(x) èíòåãðèðóåìû ïî Ðèìàíó, òî∫
R

g(x)dFξ(x) =

∫
R

g(x)pξ(x)dx.

2.3.2 Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

Ïóñòü (Ω,F ,P) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, ξ = ξ(ω) � íåêîòîðàÿ
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ξ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

Eξ =

∫
Ω

ξ(ω)P(dω),

åñëè èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ñóùåñòâóåò.

Ó÷èòûâàÿ ïðåäûäóùèå çàìå÷àíèÿ,

Eξ =

∫
R

xdFξ(x),

è ìû ìîæåì êîíêðåòèçèðîâàòü ýòî îïðåäåëåíèå íà ñëó÷àé äèñêðåòíîãî
è íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèé.

Äèñêðåòíûé òèï

Çäåñü çàäàíû âåùåñòâåííûå ÷èñëà x1, x2, . . . , xn, . . . è pk = P{ξ = xk},
ïðè÷¼ì

∑
k

pk = 1.

Â ýòîì ñëó÷àå

Eξ =
∑
k

xkP{ξ = xk} =
∑
k

xkpk.
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Íåïðåðûâíûé òèï

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íåïðåðûâíîãî òèïà çàäà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè
ïëîòíîñòè pξ(x) > 0. Òîãäà

Eξ =

+∞∫
−∞

xpξ(x)dx.

Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ñîâïàäàþò ñî ñâîéñòâàìè
ñóìì è èíòåãðàëîâ.

E1) Åñëè c � const, òî Ec = c;

E2) E(cξ1 + ξ2) = cEξ1 + Eξ2, åñëè âñå èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò (c �
const);

E3) Åñëè a 6 ξ 6 b, òî a 6 Eξ 6 b, â ÷àñòíîñòè, Eξ 6 E|ξ|;
E4) Åñëè ξ > 0 è Eξ = 0, òî ξ = 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, òî åñòü P{ξ =

0} = 1;

E5) Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ìîæåò áûòü çàïèñàíà â òåðìèíàõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé:

P(A) = EIA(ω),

ãäå IA(ω) � èíäèêàòîð ñîáûòèÿ A.

Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ñâîéñòâ î÷åâèäíû.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû íåïîñðåäñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ
îæèäàíèé ðàçëè÷íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì Áåðíóëëè:

P{ξ = 1} = p, P{ξ = 0} = 1− p.

Òîãäà

Eξ = 1 · p+ 0 · (1− p) = p.

2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå:

P{ξ = k} = qk−1p, k = 1, 2, . . . , q = 1− p.
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Òîãäà, èñïîëüçóÿ ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïîä çíàêîì ñóììû, ïîëó-
÷èì

Eξ =

∞∑
k=1

k · qk−1p = p

∞∑
k=1

kqk−1 = p

[
d

dx

∞∑
k=1

∫
kxk−1dx

]
x=q

=

p

[
d

dx

∞∑
k=1

xk

]
x=q

= p

[
d

dx
(

x

1− x
)

]
x=q

=
p

(1− q)2
=

1

p
.

Èòàê, Eξ = 1/p.

3. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïà-
ðàìåòðàìè n è p:

P{ξ = k} = Cknp
kqn−k, k = 0, 1, . . . , n.

Òîãäà

Eξ =

n∑
k=0

k · Cknpkqn−k =
[
k · Ckn = n · Ck−1

n−1

]
=

=
n∑
k=1

n · Ck−1
n−1p

kqn−k = np
n∑
k=1

Ck−1
n−1p

k−1qn−k = np(p+ q)n−1 = np.

4. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåò-
ðîì λ > 0:

P{ξ = k} =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, . . .

Òîãäà

Eξ =

∞∑
k=0

k · λ
k

k!
e−λ = e−λλ

∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!
= λ · e−λeλ = λ.

5. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà [a, b]:

Çäåñü

pξ(x) =
1

b− a
I[a,b](x).

Òîãäà

Eξ =

b∫
a

x · 1

b− a
dx =

a+ b

2
.
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6. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðà-
ìåòðàìè µ è σ2:

Çäåñü

pξ(x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 , x ∈ R.

Òîãäà

Eξ =
1√
2πσ

+∞∫
−∞

xe−
(x−µ)2

2σ2 dx =

[
x− µ
σ

= t

]
=

1√
2π
σ

+∞∫
−∞

te−
t2

2 dt+ µ
1√
2π

+∞∫
−∞

e−
t2

2 dt = µ.

7. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïà-
ðàìåòîðì α > 0:

pξ(x) = αe−αxI{x>0}.

Òîãäà

Eξ =

+∞∫
0

αxe−αxdx =
1

α
.

8. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ñòàíäàðòíîå ðàñïðåäåëåíèå Êîøè:

pξ(x) =
1

π
· 1

1 + x2
, x ∈ R.

Êàê èçâåñòíî, â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë

+∞∫
−∞

x

1 + x2
dx

ðàñõîäèòñÿ, à, çíà÷èò, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íå èìååò ñðåäíåãî. Â
ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ãîâîðèòü ëèøü î ñóùåñòâîâàíèè ïîñëåäíåãî èí-
òåãðàëà â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ Êîøè:

v.p.
1

π

+∞∫
−∞

xdx

1 + x2
= 0.
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2.3.3 Äèñïåðñèÿ

Îïðåäåëåíèå 2.7. Äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ ÷èñ-
ëî

Dξ = E(ξ − Eξ)2,

åñëè èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ñóùåñòâóåò.

Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî ìîæíî íàéòè äðóãóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ
Dξ :

Dξ = E(ξ−Eξ)2 = E[ξ2−2ξEξ+(Eξ)2] = Eξ2−2EξEξ+(Eξ)2 = Eξ2−(Eξ)2.

Ñâîéñòâà äèñïåðñèè

D1. Dξ > 0; Dξ = 0⇔ P{ξ = c} = 1, c− const.
D2. D[cξ] = c2Dξ, D(ξ + c) = Dξ.
D3. Dξ = min

b
E(ξ − b)2.

Äîêàçàòåëüñòâî. D1. ßñíî, ÷òî Dξ = E(ξ−Eξ)2 > 0. Äàëåå ïóñòü P{ξ =
c} = 1. Òîãäà Eξ = c, Eξ2 = c2. Çíà÷èò, Dξ = 0.

Îáðàòíî, ïóñòü Dξ = 0. Òàê êàê (ξ − Eξ)2 > 0, òî ïî ñâîéñòâàì
ñðåäíåãî:

P{ξ − Eξ = 0} = 1⇔ P{ξ = Eξ} = 1.

D2. Î÷åâèäíî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ.
D3. Ðàññìîòðèì

E(ξ − b)2 = E(ξ2 − 2ξb+ b2) = Eξ2 + b2 − 2bEξ.

Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êîé ìèíèìóìà ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ òî÷êà b = Eξ.
Òîãäà

min
b

E(ξ − b)2 = E(ξ − Eξ)2 = Dξ.

Îïðåäåëåíèå 2.8. Âåëè÷èíà σ =
√
Dξ íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì îò-

êëîíåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Îòìåòèì çäåñü, ÷òî äèñïåðñèÿ Dξ èëè
√
Dξ õàðàêòåðèçóþò âåëè÷è-

íó ðàññåÿíèÿ (ðàçáðîñà) çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíî å¼
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
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2.3.4 Ìîìåíòíûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Îïðåäåëåíèå 2.9. Ìîìåíòîì ïîðÿäêà k, (k > 0) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ξ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

αk = Eξk.

Âåëè÷èíà
µk = E(ξ − Eξ)k

íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì ïîðÿäêà k.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìîìåíò ïåðâîãî ïîðÿäêà � ýòî ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå, à öåíòðàëüíûé ìîìåíò âòîðîãî ïîðÿäêà � äèñïåðñèÿ.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Îïðåäåëåíèå 2.10. ×èñëî

γ1 =
µ3

σ3

íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì àñèììåòðèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.
×èñëî

γ2 =
µ4

σ4
− 3

íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ýêñöåññà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Èç îïðåäåëåíèÿ γ1 (èëè µ3) âèäíî, ÷òî åñëè γ1 = 0, òî ïîëîæèòåëüíûå
è îòðèöàòåëüíûå ÷àñòè (ξ − Eξ)3 ¾óðàâíîâåøåíû¿ îòíîñèòåëüíî íóëÿ.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ¾îäèíàêîâî ðàçáðî-
ñàíû¿ îòíîñèòåëüíî å¼ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

×òîáû âûÿñíèòü ñìûñë âåëè÷èíû γ2 ïîäñ÷èòàåì ìîìåíòû äëÿ íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N(µ, σ2).

ßñíî, ÷òî
E(ξ − Eξ)2k−1 = 0, (k = 1, 2, ...).

Âû÷èñëèì

µk = E(ξ − Eξ)2k =
1√
2πσ

∫ +∞

−∞
(x− µ)2ke−

(x−µ)2

2σ2 dx =

∣∣∣∣x− µσ = t

∣∣∣∣ =

=
σ2k

√
2π

∫ +∞

−∞
t2ke−

t2

2 dt = − σ2k

√
2π

∫ +∞

−∞
t2k−1d(e−

t2

2 ) =

= − σ2k

√
2π

(
t2k−1e−

t2

2

∣∣∣+∞
−∞
− (2k − 1)

∫ +∞

−∞
t2k−2e−

t2

2 dt

)
=

=
σ2k(2k − 1)√

2π

∫ +∞

−∞
t2k−2e−

t2

2 dt = · · · = σ2k(2k − 1)!!
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Â ÷àñòíîñòè, µ4 = 3σ4, è, çíà÷èò, γ2 = µ4/σ
4−3 = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

êðèâàÿ ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñâîåîáðàçíûì
¾ýòàëîíîì¿, ïî êîòîðîìó ñâåðÿþò ¾ïèêîîáðàçíîñòü¿ êðèâîé ôóíêöèè
ïëîòíîñòè äðóãèõ ðàñïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.11. Ïóñòü Fξ(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ, 0 < p < 1. p-êâàíòèëüþ xp ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, îïðåäåëÿåìîå ïî ôîðìóëå

xp = inf{x : Fξ(x) > p}.

Çàìåòèì çäåñü, ÷òî åñëè Fξ(x) � ñòðîãî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, òî

xp = F−1
ξ (p),

òî åñòü, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Fξ(x) = p.
Åñëè â îïðåäåëåíèè 2.11 p = 1/2, òî p-êâàíòèëü íàçûâàåòñÿ ìåäèàíîé.
Íàêîíåö, ââåäåì åù¼ îäíî ïîëåçíîå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå 2.12. Ïóñòü pξ(x) � ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ξ íåïðåðûâíîãî òèïà. Ìîäîé xm ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ òî÷êà äîñòèæåíèÿ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöè-
åé ïëîòíîñòè pξ(x):

xm = arg max
x

pξ(x).

Åñëè òàêîé ìàêñèìóì åäèíñòâåíåí, òî ãîâîðÿò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ óíèìîäàëüíî.

Åñëè ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà äèñêðåòíîãî òèïà, ìîäîé íàçûâàåòñÿ
òàêîå (ìîæåò, è íå ñóùåñòâóåò) çíà÷åíèå xm ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, ÷òî

P{ξ = xm} = max
k

P{ξ = xk}.

Ìîäà èãðàåò íåêîòîðóþ ðîëü äëÿ ñèììåòðè÷íûõ óíèìîäàëüíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé, êîòîðûå ìîãóò íå èìåòü ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Âûøå
ìû âèäåëè, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå Êîøè ñ
ôóíêöèåé ïëîòíîñòè

pξ(x) =
1

π

1

1 + x2
, x ∈ R,

íå èìååò ñðåäíåãî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òî÷êà x = 0 ÿâëÿåòñÿ ìîäîé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ è õàðàêòåðèçóåò, êàê ëåãêî ïîíÿòü, öåíòð ¾ìàññ¿ ýòîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ.



2.3. ×ÈÑËÎÂÛÅ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕÂÅËÈ×ÈÍ 55

2.3.5 Íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà. Ïðàâèëî ¾òð¼õ ñèãì¿

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü ξ = ξ(ω) � íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0

P{ξ > ε} 6 Eξ
ε
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå

ξ = ξI{ξ>ε} + ξI{ξ<ε} > ξI{ξ>ε} > εI{ξ>ε}.

Ïîýòîìó èç ñâîéñòâ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

Eξ > εE(I{ξ>ε}) = εP{ξ > ε}.

Ñëåäîâàòåëüíî,

P{ξ > ε} 6 Eξ
ε
.

Ñëåäñòâèå 2.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = ξ(ω)

P{|ξ − Eξ| > ε} 6 Dξ
ε2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì η = (ξ − Eξ). Ïî òåîðåìå 2.4

P{η2 > ε2} 6 Eη2

ε2
.

Íî

P{|ξ − Eξ| > ε} = P{|ξ − Eξ|2 > ε2} 6 E(ξ − Eξ)2

ε2
=

Dξ
ε2
.

Èç íåðàâåíñòâà ×åáûø¼âà ëåãêî âûâåñòè òàê íàçûâàåìîå ¾ïðàâèëî
òð¼õ ñèãì¿:

Òåîðåìà 2.5. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = ξ(ω) âåðîÿò-
íîñòü ïîïàäàíèÿ å¼ çíà÷åíèé â èíòåðâàë (µ − 3σ, µ + 3σ) áîëüøå èëè
ðàâíà 8/9, ãäå µ = Eξ, σ2 = Dξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñëåäñòâèÿ 2.1

P{µ− 3σ < ξ < µ+ 3σ} = P{|ξ − µ| < 3σ} =

= 1−P{|ξ − µ| > 3σ} > 1− Dξ
9σ2

= 1− σ2

9σ2
=

8

9
.
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2.4 Ñëó÷àéíûå âåêòîðû. Íåçàâèñèìîñòü

Ïóñòü (Ω,F ,P) � íåêîòîðîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, (Rn,B(Rn))
� n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé.

Îïðåäåëåíèå 2.13. Óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω))
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íàçîâ¼ì n-ìåðíûì ñëó÷àéíûì âåêòîðîì.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíûé âåêòîð ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ëþ-
áîé òî÷êå ω ∈ Ω íåêîòîðóþ òî÷êó n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
Rn.

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ìîæíî äî-
êàçàòü, ÷òî ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì âåêòîðîì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, åñëè äëÿ ëþáîãî B ∈ B(Rn)

ξ−1(B) ∈ F .

Òî÷íî òàêæå, êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà çàäà¼ò ðàñïðåäåëåíèå íà ÷èñ-
ëîâîé ïðÿìîé, ñëó÷àéíûé âåêòîð çàäà¼ò ðàñïðåäåëåíèå â Rn : äëÿ ëþáîãî
B ∈ B(Rn)

Pξ(B) = P{ξ−1(B)}

Îïðåäåëåíèå 2.14. Ôóíêöèÿ

Fξ1,ξ2,...,ξn(x1, x2, . . . , xn) = P{ξ1 < x1, ξ2 < x2, . . . , ξn < xn}

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ1, ξ2, . . . , ξn).

Çàìå÷àíèå 2.5. Ôóíêöèþ Fξ1,ξ2,...,ξn(x1, x2, . . . , xn) ÷àñòî íàçûâàþò ñîâ-
ìåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn.

Îïðåäåëåíèå 2.15. Ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ1, ξ2 . . . ξn) íàçûâàåòñÿ ñëó-
÷àéíûì âåêòîðîì äèñêðåòíîãî òèïà, åñëè ñóùåñòâóåò íå áîëåå, ÷åì
ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî (xij), (i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . ) âåùåñòâåííûõ
÷èñåë, òàêîå ÷òî

P{ξi = xij} = pij > 0,
∑
i,j

pij = 1.

Îïðåäåëåíèå 2.16. Ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ1, ξ2 . . . ξn) íàçûâàåòñÿ ñëó-
÷àéíûì âåêòîðîì íåïðåðûâíîãî òèïà, åñëè ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëü-
íàÿ ôóíêöèÿ pξ1,...,ξn(x1, . . . , xn), òàêàÿ ÷òî

Fξ1,...,ξn(x1, . . . , xn) =

x1∫
−∞

· · ·
xn∫
−∞

pξ1,...,ξn(t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn.
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Ôóíêöèÿ pξ1...ξn(x1, . . . , xn) ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ n-ìåðíîé ôóíêöè-
åé ïëîòíîñòè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ1, . . . , ξn) èëè ñîâìåñòíîé ôóíêöèåé
ïëîòíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, . . . , ξn.

Ñâîéñòâà n-ìåðíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

1) lim
x1→+∞

Fξ1,...ξn(x1, . . . xn) = Fξ2,...ξn(x2, . . . , xn);

2) lim
x1→−∞

Fξ1,...ξn(x1, . . . xn) = 0;

Òî, ÷òî ê áåñêîíå÷íîñòè ñòðåìèòñÿ x1, íåñóùåñòâåííî, çäåñü ìîæåò
áûòü ëþáàÿ êîîðäèíàòà.
3) C âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

∂nFξ1...ξn(x1, . . . , xn)

∂x1 . . . ∂xn
= pξ1...ξn(x1, . . . , xn).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ñâîéñòâ òî÷íî òàêîå æå, êàê è â îäíîìåðíîì
ñëó÷àå.

Ïî ìíîãîìåðíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè ìîæíî âîññòàíîâèòü îäíîìåð-
íûå ôóíêöèè ïëîòíîñòè êîìïîíåíò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, . . . , ξn.

Äåéñòâèòåëüíî,

Fξ1(x1) =

x1∫
−∞

 +∞∫
−∞

· · ·
+∞∫
−∞

pξ1,...,ξn(t1, . . . , tn)dt2 . . . dtn

 dt1 =

x1∫
−∞

pξ1(t1)dt1.

Çíà÷èò,

pξ1(x1) =

+∞∫
−∞

· · ·
+∞∫
−∞

pξ1...ξn(t1, . . . , tn)dt2 . . . dtn.

Îïðåäåëåíèå 2.17. Ïóñòü ξ = ξ(ω) � ïðîèçâîëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà. σ−àëãåáðà

F ξ = ξ−1(B(R)) =: {ξ−1(B) : B ∈ B(R)}

íàçûâàåòñÿ σ−àëãåáðîé, ïîðîæä¼ííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ξ = ξ(ω).

Îïðåäåëåíèå 2.18. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn íàçûâàþòñÿ íåçà-
âèñèìûìè, åñëè σ−àëãåáðû F ξ1 ,F ξ2 , . . . ,F ξn íåçàâèñèìû.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn íåçàâèñèìû, åñ-
ëè äëÿ ëþáûõ B1, B2, . . . , Bn ∈ B(R)

P{ξ1 ∈ B1, ξ2 ∈ B2, . . . , ξn ∈ Bn} = P{ξ1 ∈ B1}P{ξ2 ∈ B2} . . .P{ξn ∈ Bn}
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Òåîðåìà 2.6. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn áûëè
íåçàâèñèìû, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ âñåõ (x1, x2, . . . , xn) ∈
Rn

Fξ1...ξn(x1, . . . , xn) = Fξ1(x1) . . . Fξn(xn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà, òàê êàê äîñòàòî÷íî âçÿòü
Bi = (−∞, xi), i = 1, n.

Äîñòàòî÷íîñòü. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ n = 2, òî
åñòü, òî, ÷òî èç óñëîâèÿ Fξ1,ξ2(x1, x2) = Fξ1(x1) · Fξ2(x2) ñëåäóåò, ÷òî
P(ξ1 ∈ B1, ξ2 ∈ B2) = P{ξ1 ∈ B1} · P{ξ2 ∈ B2}. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n
äîêàçàòåëüñòâî ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ïî èíäóêöèè.

Äîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî

P{a1 6 ξ1 < b1, a2 6 ξ2 < b2} = Fξ1,ξ2(b1+, b2+)− Fξ1,ξ2(a1, b2+)−
−Fξ1,ξ2(b1+, a2) + Fξ1,ξ2(a1, a2).

Äåéñòâèòåëüíî,

{a1 6 ξ1 < b1, a2 6 ξ2 < b2} = {ξ1 < b1, ξ2 < b2} \ [{ξ1 6 a1, ξ2 < b2}∪
∪{ξ1 < b1, ξ2 6 a2}] ∪ {ξ1 6 a1, ξ2 6 a2}.

Òîãäà

P{a1 6 ξ1 < b1, a2 6 ξ2 < b2} = Fξ1,ξ2(b1+, b2+)− Fξ1,ξ2(a1, b2+)−
−Fξ1,ξ2(b1+, a2) + Fξ1,ξ2(a1, a2).

Èòàê, äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ B = B1 × B2, ãäå Bi = [ai, bi), (i = 1, 2)
èìååì

P{(ξ1, ξ2) ∈ B} = P{a1 6 ξ1 < b1, a2 6 ξ2 < b2} = Fξ1(b1+) · Fξ2(b2+)−
−Fξ1(a1) · Fξ2(b2+)− Fξ1(b1+) · Fξ2(a2) + Fξ1(a1) · Fξ2(a2) =

= [Fξ1(b1+)− Fξ1(a1)][Fξ2(b2+)− Fξ2(a2)] = P{ξ1 ∈ B1} ·P{ξ2 ∈ B2}.

Òîãäà ïî òåîðåìå î ïðîäîëæåíèè âåðîÿòíîñòè ñ àëãåáðû, ïîðîæäåí-
íîé ïðÿìîóãîëüíèêàìè, íà áîðåëåâñêóþ σ-àëãåáðó ìû ìîæåì ðàñïðî-
ñòðàíèòü ðåçóëüòàò íà âñþ áîðåëåâñêóþ σ-àëãåáðó íà R2.

Ñëåäñòâèå 2.2. Ïóñòü (ξ1, ξ2) � äèñêðåòíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ ðàñ-
ïðåäåëåíèåì P{ξ1 = x1i, ξ2 = x2j} = pij ,

∑
i,j
pij = 1. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè

P{ξ1 = x1i, ξ2 = x2j} = P{ξ1 = x1i} ·P{ξ2 = x2j}.
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Ñëåäñòâèå 2.3. Ïóñòü pξ1,...,ξn(x1, . . . , xn) � n-ìåðíàÿ ôóíêöèÿ ïëîò-
íîñòè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ1, . . . , ξn). Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . ξn
íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè

pξ1,...,ξn(x1, . . . , xn) = pξ1(x1) · · · pξn(xn).

Ïðèìåð 2.6. Â êðóã Or ðàäèóñà r áðîñàåòñÿ òî÷êà. Êîîðäèíàòû (x, y)
ýòîé òî÷êè â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåà-
ëèçàöèþ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ1, ξ2). Ïðîâåðèì íåçàâèñèìîñòü êîîðäè-
íàò ýòîãî âåêòîðà.

Ðåøåíèå.

Âû÷èñëèì âíà÷àëå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ1, ξ2):

Fξ1,ξ2(x1, x2) = P{ξ1 < x1, ξ2 < x2}.

Öåíòð êðóãà ñîâìåñòèì äëÿ óäîáñòâà ñ öåíòðîì êîîðäèíàò. Çàìåòèì
ñðàçó, ÷òî åñëè òî÷êà (x1, x2) íå ñîäåðæèòñÿ â êðóãå, òî ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò îäíîé êîîðäèíàòû, èëè âîîáùå îò
íèõ íå çàâèñåòü. Çíà÷èò, âíå êðóãà ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè (êàê âòîðàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ ïî x1 è x2) áóäåò ðàâíà 0.

Ïóñòü òî÷êà (x1, x2) ñîäåðæèòñÿ â êðóãå. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ãåîìåòðè-
÷åñêèå âåðîÿòíîñòè, èìååì:

Fξ1,ξ2(x1, x2) = P{ξ1 < x1, ξ2 < x2} =
S(x1, x2)

πr2
.

Íàéäåì òåïåðü S(x1, x2).

S(x1, x2) =

−
√
r2−x22∫
−r

du

√
r2−u2∫

−
√
r2−u2

dv+

+

x1∫
−
√
r2−x22

du

x2∫
−
√
r2−u2

dv = x1x2 + f1(x1) + f2(x2).

Òîãäà ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè áóäåò ðàâíà:

pξ1,ξn(x1, x2) =
∂2Fξ1,ξ2(x1, x2)

∂x1∂x2
=

1

πr2
, (x1, x2) ∈ Or.
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Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè òàê íàçûâàåìîãî
ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â êðóãå.

Îòñþäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî

pξ1(x1) =

+∞∫
−∞

pξ1,ξ2(x1, x2)dx2 =
1

πr2

√
r2−x21∫

−
√
r2−x21

dx2 =

=
2

πr2

√
r2 − x2

1, x1 ∈ [−r, r].

Òî÷íî òàê æå

pξ2(x2) =
2

πr2

√
r2 − x2

2, x2 ∈ [−r, r].

ßñíî, ÷òî êîìïîíåíòû ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ1, ξ2) â ýòîì ñëó÷àå íå ÿâ-
ëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

Îáðàòèìñÿ ê ñâîéñòâàì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2 íåçàâèñèìû. Òîãäà
1) Äëÿ ëþáûõ áîðåëåâñêèõ ôóíêöèé g1 = g1(x), g2 = g2(x) ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû η1 = g1(ξ1) è η2 = g2(ξ2) íåçàâèñèìû.
2) E(ξ1ξ2) = Eξ1Eξ2.
3) D(ξ1 + ξ2) = D(ξ1) + D(ξ2).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ξ1, ξ2 íåçàâèñèìû, B1, B2 ∈ B(R). Òîãäà

P{η1 ∈ B1, η2 ∈ B2} = P{g1(ξ1) ∈ B1, g2(ξ2) ∈ B2} =

P{ξ1 ∈ g−1
1 (B1), ξ2 ∈ g−1

2 (B2)} = P{ξ1 ∈ g−1
1 (B1)} ·P{ξ2 ∈ g−1

2 (B2)} =

= P{η1 ∈ B1} · P{η2 ∈ B2}.

2) Òàê êàê ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2 íåçàâèñèìû, òî pξ1,ξ2(x1, x2) =
pξ1(x1) · pξ2(x2).

Òîãäà

E(ξ1, ξ2) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

x1x2pξ1,ξ2(x1, x2)dx1dx2 =

=

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

x1x2pξ1(x1) · pξ2(x2)dx1dx2 =

=

+∞∫
−∞

x1pξ1(x1)dx1 ·
+∞∫
−∞

x2pξ2(x2)dx2 = Eξ1 · Eξ2.
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3)D(ξ1 + ξ2) = E(ξ1 + ξ2 − E(ξ1 + ξ2))2 = E[(ξ1 − Eξ1) + (ξ2 − Eξ2)]2 =

= E[(ξ1 − Eξ1)2 + 2(ξ1 − Eξ1)(ξ2 − Eξ2) + (ξ2 − Eξ2)2] =

= Dξ1 + Dξ2 + 2E(ξ1 − Eξ1) · E(ξ2 − Eξ2) = Dξ1 + Dξ2.

ßñíî, ÷òî ýòà òåîðåìà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ïðèìåð 2.7. Ñ òî÷êè çðåíèÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàñ-
ñìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, èìåþùóþ áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
ñ ïàðàìåòðàìè (n, p) : ξ ∼ B(n, p).

Ìû âèäåëè, ÷òî ξ � ýòî ÷èñëî ¾óñïåõîâ¿ â n íåçàâèñèìûõ èñïûòà-
íèÿõ Áåðíóëëè. Ïóñòü ξi, (i = 1, n) � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû, èìåþùèå ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì p > 0:

P{ξi = 1} = p,P{ξi = 0} = 1− p (= q), (i = 1, n).

Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

ξ = ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξn.

Âûøå ìû âèäåëè, ÷òî Eξ = np. Åãî ìîæíî áûëî âû÷èñëèòü è òàê:

Eξ = E
n∑
i=1

ξi =

n∑
i=1

Eξi = np.

Âû÷èñëèì äèñïåðñèþ Dξ. Ïî òåîðåìå 2.7

Dξ = D
n∑
i=1

ξi =

n∑
i=1

Dξi = npq.

2.4.1 Ïîíÿòèå ñâ¼ðòêè ðàñïðåäåëåíèé

Ïðåäñòàâëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí êàê ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí èìååò ðàñïðîñòðàíåíèå âî ìíîãèõ çàäà÷àõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Ïîýòîìó îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà èññëå-
äîâàíèè ðàñïðåäåëåíèé ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ïóñòü ξ1, ξ2 � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ôóíêöèÿìè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ Fξ1 , Fξ2 ñîîòâåòñòâåííî. Èç íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ξ1, ξ2 ñëåäóåò, ÷òî Fξ1,ξ2(x1, x2) = Fξ1(x1) · Fξ2(x2).
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Ðàññìîòðèì

Fξ1+ξ2(t) = P{ξ1 + ξ2 < t} =

∫∫
{x1+x2<t}

dFξ1,ξ2(x1, x2).

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ôóáèíè, ïîëó÷èì

Fξ1+ξ2(t) =

∫∫
{x1+x2<t}

dFξ1(x1)dFξ2(x2) =

+∞∫
−∞

dFξ1(x1)

t−x1∫
−∞

dFξ2(x2) =

=

+∞∫
−∞

Fξ2(t− x1)dFξ1(x1).

Èòàê,

Fξ1+ξ2(t) =

+∞∫
−∞

Fξ2(t− x)dFξ1(x),

è íàçûâàåòñÿ ñâ¼ðòêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ1(x) è Fξ2(x) è îáîçíà-
÷àåòñÿ Fξ1 ∗ Fξ2(t).

Îòìåòèì çäåñü, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäíà èç ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ
èìååò ïëîòíîñòü, òî è ñâ¼ðòêà òàêæå å¼ èìååò.

Ïóñòü, íàïðèìåð,

Fξ2(x) =

x∫
−∞

pξ2(u)d(u).

Òîãäà

Fξ1+ξ2(x) =

+∞∫
−∞

dFξ1(t)

x∫
−∞

pξ2(u− t)du =

x∫
−∞

du

+∞∫
−∞

pξ2(u− t)dFξ1(t).

Çíà÷èò,

pξ1+ξ2(u) =

+∞∫
−∞

pξ2(u− t)dFξ1(t).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè îáà ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò ïëîòíîñòü, òî

pξ1+ξ2(u) =

+∞∫
−∞

pξ2(u− t)pξ1(t)dt.
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Ôóíêöèÿ pξ1+ξ2(u) íàçûâàåòñÿ ñâ¼ðòêîé ôóíêöèé ïëîòíîñòè pξ1(x) è pξ2(x)
è îáîçíà÷àåòñÿ pξ1 ∗ pξ2(u).

Ïðèìåð 2.8. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2 íåçàâèñèìû è ðàâíîìåð-
íî ðàñïðåäåëåíû íà îòðåçêå [0, 1], òî åñòü, îíè èìåþò îäíó è òó æå
ôóíêöèþ ïëîòíîñòè:

p(x) =

{
1, x ∈ [0, 1]

0, x /∈ [0, 1]

Òîãäà ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1 + ξ2 ðàâíà

pξ1+ξ2(x) =


0, x /∈ [0, 2]

x, x ∈ [0, 1]

2− x, x ∈ [1, 2]

Ðåøåíèå.
Âîñïîëüçóåìñÿ âûâåäåííîé ðàíåå ôîðìóëîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñâ¼ðòêè.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîé ôîðìóëû íàäî ó÷åñòü, ÷òî ïîäèíòåãðàëüíàÿ
ôóíêöèÿ áóäåò îòëè÷íà îò íóëÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè

0 6 x 6 1, 0 6 x− t 6 1.

Òîãäà

pξ1+ξ2(x) =

{∫ x
0 dt, x ∈ [0, 1]∫ 1
x−1 dt, x /∈ [1, 2]

=

{
x, x ∈ [0, 1]

2− x, x ∈ [1, 2].

Óñòîé÷èâîñòü íåêîòîðûõ ðàñïðåäåëåíèé îòíîñèòåëüíî ñâ¼ðòêè

Îïðåäåëåíèå 2.19. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) íàçûâàåòñÿ óñòîé-
÷èâîé, åñëè äëÿ ëþáûõ a1, a2, b1 > 0, b2 > 0 íàéäóòñÿ òàêèå a è b > 0,
òàêèå ÷òî

F

(
x− a1

b1

)
∗ F

(
x− a2

b2

)
= F

(
x− a
b

)
.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ
óñòîé÷èâûì, åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è ξ1 + ξ2 èìåþò îäèí è òîò æå
òèï (çàêîí) ðàñïðåäåëåíèÿ, ãäå ξ1, ξ2 � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðå-
äåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
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Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü ξ1 ∼ N (a1, σ
2
1), ξ2 ∼ N (a2, σ

2
2). Òîãäà

ξ1 + ξ2 ∼ N (a1 + a2, σ
2
1 + σ2

2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

pξ1(x) =
1√

2πσ1

e
− (x−a1)

2

2σ21 , pξ2(x) =
1√

2πσ2

e
− (x−a2)

2

2σ22
.

Òîãäà

pξ1+ξ2(x) =

+∞∫
−∞

1√
2πσ1

· 1√
2πσ2

e
− (t−a1)

2

2σ21 · e
− (x−t−a2)

2

2σ22 dt =

1

2πσ1σ2

+∞∫
−∞

e
−σ

2
2(t−a1)

2+σ21(x−t−a2)
2

2σ21σ
2
2 dt = · · · = 1√

2π(σ2
1 + σ2

2)
e
− (x−a1−a2)

2

2(σ21+σ
2
2) .

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ïóñòü ξ1 ∼ B(n1, p), ξ2 ∼ B(n2, p). Òîãäà

ξ1 + ξ2 ∼ B(n1 + n2, p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ áè-
íîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñóììû íåçàâèñè-
ìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ðàñïðåäåëåíèåì
Áåðíóëëè.

2.4.2 Êîâàðèàöèÿ è å¼ ñâîéñòâà

Ïóñòü (Ω,F ,P) � íåêîòîðîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, ξ1 = ξ1(ω), ξ2 =
ξ2(ω) � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Îïðåäåëåíèå 2.20. Êîâàðèàöèåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1 è ξ2 íàçûâà-
åòñÿ ÷èñëî

Cov(ξ1, ξ2) = E[(ξ1 − Eξ1)(ξ2 − Eξ2)]

Òî÷íî òàêæå, êàê ýòî áûëî äëÿ äèñïåðñèè ξ, ïîëó÷èì

Cov(ξ1, ξ2) = Eξ1ξ2 − Eξ1Eξ2.

Î÷åâèäíî, ÷òî
Cov(ξ, ξ) = Dξ.
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Ñâîéñòâà êîâàðèàöèè

1. Cov(ξ1, ξ2) = Cov(ξ2, ξ1).

2. Cov(c · ξ1, ξ2) = c · Cov(ξ1, ξ2), c � const.

3. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2 íåçàâèñèìû, òî Cov(ξ1, ξ2) = 0.

4. Åñëè ξ1, ξ2 � ïðîèçâîëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî

D(ξ1 + ξ2) = Dξ1 + Dξ2 + 2Cov(ξ1, ξ2).

Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ñâîéñòâ î÷åâèäíî èç îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü äàëåå (ξ1, ξ2, ..., ξn) � ñëó÷àéíûé âåêòîð.

Ðàññìîòðèì

λij = Cov(ξi, ξj), (i, j = 1, ..., n).

Ìàòðèöà Λ = (λij) íàçûâàåòñÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà (ξ1, ξ2, ..., ξn).

Òåîðåìà 2.8. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìàòðèöà Λ = (λij) ïîðÿäêà n× n áûëà
êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ1, ξ2, ..., ξn),
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà ñèììåòðè÷íîé è íåîòðèöà-
òåëüíî îïðåäåëåííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (ξ1, ξ2, ..., ξn) � ñëó÷àéíûé âåêòîð, (λij) � åãî
êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà. Ïîêàæåì, ÷òî îíà íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëå-
íà, òî åñòü, äëÿ ëþáûõ c1, c2, ..., cn∑

i,j

cicjλij > 0.

Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì

ηn = c1ξ1 + ...+ cnξn.

Òîãäà

Dηn = E(ηn − Eηn)2 =

= E

[
n∑
i=1

ci(ξi − Eξi)

]2

= E

∑
i,j

cicj(ξi − Eξi)(ξj − Eξj)

 =

=
∑
i,j

cicjE(ξi − Eξi)(ξj − Eξj) =
∑
i,j

cicjCov(ξi, ξj) =
∑
i,j

cicjλij .
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Òàê êàê â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñòîèò äèñïåðñèÿ, òî äëÿ ëþáûõ
c1, ..., cn èìååì ∑

i,j

λijcicj > 0.

Çíà÷èò, ìàòðèöà Λ = (λij) ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé.
Ñèììåòðè÷íîñòü ìàòðèöû Λ ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 1 êîâàðèàöèè.

Îáðàòíî, ïóñòü Λ = (λij) � ñèììåòðè÷íàÿ, íåîòðèöàòåëüíî îïðåäå-
ëåííàÿ ìàòðèöà. Èç òåîðèè ìàòðèö èçâåñòíî, ÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ
îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Q (òî åñòü, QQ∗ = E, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàò-
ðèöà), ÷òî

Q∗ΛQ = D,

ãäå

D =

d1 ... 0
... ... ...
0 ... dn


� äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè d1, d2, ..., dn.
Çíà÷èò,

Λ = QDQ∗ = (QB)(B∗Q∗) = (QB)(QB)∗,

ãäå B � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè bi =
√
di (i = 1, ..., n).

Ïîëîæèì A = QB,. Òîãäà Λ = AA∗.
Ïóñòü äàëåå η1, η2, ..., ηn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêî-

âî ðàñïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ðàñïðåäåëåíèåì N (0, 1). Òîãäà
ñëó÷àéíûé âåêòîð

ξ = (ξi) = A(ηi) = Aη

è åñòü èñêîìûé âåêòîð. Äåéñòâèòåëüíî,

Eξξ∗ = E(Aη)(Aη)∗ = AE(ηη∗)A∗ = AEA∗ = AA∗ = Λ.

Òàê êàê ìàòðèöà Λ = (λij) íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííà, òî ïî êðè-
òåðèþ Ñèëüâåñòðà âñå å¼ ãëàâíûå ìèíîðû íåîòðèöàòåëüíû. Çíà÷èò, ïðè
n = 2

∆2 =

∣∣∣∣ Dξ1 Cov(ξ1, ξ2)
Cov(ξ2, ξ1) Dξ2

∣∣∣∣ = Dξ1Dξ2 − Cov2(ξ1, ξ2) > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|Cov(ξ1, ξ2)| 6
√
Dξ1Dξ2.
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ßñíî, ÷òî åñëè ξ1, ξ2 íåçàâèñèìû, òî Cov(ξ1, ξ2) = 0. Â ñëó÷àå, åñ-
ëè Cov(ξ1, ξ2) 6= 0, òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2 çàâèñèìû. Â êà÷åñòâå
êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêè òàêîé çàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξ1, ξ2 èñïîëüçóåòñÿ êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ρ(ξ1, ξ2) :

ρ(ξ1, ξ2) =
Cov(ξ1, ξ2)√
Dξ1Dξ2

.

Ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè

1. |ρ(ξ1, ξ2)| 6 1.
2. Åñëè ξ1, ξ2 íåçàâèñèìû, òî ρ(ξ1, ξ2) = 0.
3. |ρ(ξ1, ξ2)| = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå a 6= 0 è b,
÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà

ξ2 = aξ1 + b.

Ñâîéñòâà 1, 2 î÷åâèäíû èç îïðåäåëåíèÿ.
Äîêàæåì ñâîéñòâî 3. Ïóñòü ξ2 = aξ1 + b ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Ïîëîæèì Eξ1 = m, Dξ1 = σ2. Òîãäà

Eξ2 = E(aξ1 + b) = am+ b, Dξ2 = D(aξ1 + b) = a2Dξ1 = a2σ2,

Cov(ξ1, ξ2) = E[(ξ1 −m)(ξ2 − (am+ b))] =

= E[(ξ1 −m)(aξ1 + b− am− b)] = aE(ξ1 −m)2 = aDξ1 = aσ2.

Çíà÷èò,

ρ(ξ1, ξ2) =
Cov(ξ1, ξ2)√
σ2a2σ2

=
aσ2

|a|σ2
=

a

|a|
= sign(a),

òî åñòü, |ρ(ξ1, ξ2)| = 1.
Îáðàòíî, ïóñòü |ρ(ξ1, ξ2)| = 1, íàïðèìåð, ρ(ξ1, ξ2) = 1. Òîãäà

D
(
ξ1 − Eξ1√

Dξ1
− ξ2 − Dξ2√

Dξ2

)
= D

(
ξ1 − Eξ1√

Dξ1

)
+ D

(
ξ2 − Eξ2√

Dξ2

)
−

−2
1√

Dξ1Dξ2
Cov(ξ1, ξ2) =

1

Dξ1
Dξ1 +

1

Dξ2
Dξ2 − 2 = 0.

Ýòî îçíà÷àåò (ïî ñâîéñòâó äèñïåðñèè), ÷òî

ξ1 − Eξ1√
Dξ1

− ξ2 − Eξ2√
Dξ2

= c
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ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, ãäå c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ξ1, ξ2 ëèíåéíî çàâèñèìû, a è b íåñëîæíî âû÷èñ-

ëèòü èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà.
Èòàê, êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè âûðàæàåò ¾òåñíîòó¿ ëèíåéíîé çàâè-

ñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Îòìåòèì çäåñü, ÷òî åñëè ρ(ξ1, ξ2) = 0 (íåêîððåëèðîâàííîñòü), òî ýòî

åù¼ íå îçíà÷àåò, ÷òî ξ1, ξ2 ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.
Ýòî ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 2.9. Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ1, ξ2) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼í
â êðóãå Or ðàäèóñà r. Èìååì:

pξ1ξ2(x1, x2) =

{
1
πr2

, (x1, x2) ∈ Qr,
0, (x1, x2) /∈ Qr.

Ìû âèäåëè, ÷òî

pξ1(x1) =
2

πr2

√
r2 − x2

1, pξ2(x2) =
2

πr2

√
r2 − x2

2.

Òîãäà äëÿ (x1, x2) ∈ Or

pξ1,ξ2(x1, x2) 6= pξ1(x1)pξ2(x2),

òî åñòü, ξ1, ξ2 ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìè.
Âû÷èñëèì Cov(ξ1, ξ2).

Cov(ξ1, ξ2) = E[(ξ1 − Eξ1)(ξ2 − Eξ2)] = E(ξ1ξ2) =

=

∫ ∫
Or

1

πr2
x1x2 dx1dx2 =

1

πr2

∫ r

−r
x1dx1

∫ √r2−x21
−
√
r2−x21

x2dx2 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ρ(ξ1, ξ2) = 0, òî åñòü, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2 íåêîð-
ðåëèðîâàíû.

Ïóñòü äàëåå (ξ1, ξ2, ..., ξn) � ñëó÷àéíûé âåêòîð. Îáîçíà÷èì

ρij = ρ(ξi, ξj) =
Cov(ξi, ξj)√

DξiDξj
, (i, j = 1, ..., n).

Ìàòðèöà R = (ρij) íàçûâàåòñÿ êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöåé ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà (ξ1, ξ2, ..., ξn). ßñíî, ÷òî ìàòðèöà R òàêæå ñèììåòðè÷íà è íåîò-
ðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.
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Ðàññìîòðèì äàëåå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ ñèììåòðè÷íóþ ìàò-
ðèöó A. Òîãäà å¼ îïðåäåëèòåëü

|A| = detA > 0,

ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíà îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1 = (a∗ij).

Îïðåäåëåíèå 2.21. Ôóíêöèÿ

pn(x1, ...xn) =
|A|−

1
2

(2π)
n
2

e−
1
2

∑
a∗ij(xi−mi)(xj−mj),

ãäå mi ∈ R, (i = 1, ..., n), íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè n-ìåðíîãî
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ âåêòîðîì ñðåäíèõ çíà÷åíèém = (m1, ...,mn)
è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé A.

Â âåêòîðíîé ôîðìå å¼ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåé âèäå: äëÿ x =
(x1, ..., xn)

pn(x) =
|A|−

1
2

(2π)
n
2

e−
1
2

(x−m)∗A−1(x−m).

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, ïðè n = 2 ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïðèâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:

pξ1,ξ2(x1, x2) =
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

exp{− 1

2(1− ρ2)
[
(x1 −m1)2

σ2
1

−

−2ρ
(x1 −m1)(x2 −m2)

σ1σ2
+

(x2 −m2)2

σ2
2

]}.

Ïðîñòîé ïîäñ÷¼ò ðàñêðûâàåò ñìûñë âñåõ âõîäÿùèõ â ïîñëåäíåå ðà-
âåíñòâî ïàðàìåòðîâ:

m1 = Eξ1, m2 = Eξ2,

σ2
1 = Dξ1, σ

2
2 = Dξ2, ρ = ρ(ξ1, ξ2).

Ïóñòü ρ = ρ(ξ1, ξ2) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè pξ1,ξ2(x1, x2)
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ1, ξ2) áóäåò ðàâíà

pξ1,ξ2(x1, x2) =
1

2πσ1σ2
e
− (x1−m1)

2

2σ21 e
− (x2−m2)

2

2σ22 .

Òîãäà

pξ1(x1) =

∫ +∞

−∞
pξ1,ξ2(x1, x2)dx2 =

1√
2πσ1

e
− (x1−m1)

2

2σ21 ,
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pξ2(x2) =

∫ +∞

−∞
pξ1,ξ2(x1, x2)dx1 =

1√
2πσ2

e
− (x2−m2)

2

2σ22 ,

òî åñòü,
pξ1ξ2(x1, x2) = pξ1(x1)pξ2(x2).

Çíà÷èò, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2 íåçàâèñèìû.
Èòàê, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.9. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ñîâìåñòíîå íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå, íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè íåêîððåëè-
ðîâàíû.

2.4.3 Ïîëèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñõîäèìîñòü

ê ìíîãîìåðíîìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ

Îáîáùàÿ áèíîìèàëüíóþ ñõåìó, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ýëåìåí-
òàðíûõ èñõîäîâ Ω èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

Ω = {ω : ω = {a1, . . . , an}, ai = bj , i = 1, . . . n, j = 1, . . . , r}

ãäå b1, . . . , br � çàäàííûå ÷èñëà. Ïóñòü νj(ω) � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ω = (a1, . . . , an) ðàâíûõ bj .

Ïîëîæèì
p(ω) = p

ν1(ω)
1 p

ν2(ω)
2 · · · pνr(ω)

r ,

ãäå pj > 0, (j = 1, . . . , r), è
∑r

j=1 pj = 1.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì∑

ω∈Ω

p(ω) =
∑

{n1+···+nr=1}

Cn(n1, . . . , nr)p
n1
1 · · · p

nr
r ,

ãäå Cn(n1, . . . , nr) � ÷èñëî òàêèõ óïîðÿäî÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
(a1, . . . , ar), ãäå ýëåìåíò b1 âñòðå÷àåòñÿ n1 ðàç, . . . , ýëåìåíò br âñòðå÷à-
åòñÿ nr ðàç. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

Cn(n1, . . . , nr) = Cn1
n Cn2

n−n1
· · ·Cnrn−(n1+n2+···+nr−1) =

=
n!

n1!(n− n1)!
· (n− n1)!

n2!(n− n1 − n2)!
· · · 1 =

n!

n1! · · ·nr!
.

Çíà÷èò, ∑
ω∈Ω

p(ω) =
∑

{nj>0, n1+···+nr=1}

n!

n1! · · ·nr!
pn1

1 · · · p
nr
r =

= (p1 + · · ·+ pr)
n = 1.
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Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî � ýòî ïîëèíîìèàëüíàÿ ôîðìóëà Íüþòîíà.

Ïóñòü An1,...,nr = {ω : ν1(ω) = n1, . . . , νr(ω) = nr}. Òîãäà

P(An1,...,nr) =
n!

n1! · · ·nr!
pn1

1 · · · p
nr
r .

Íàáîð âåðîÿòíîñòåé (P(An1,...,nr)) íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì.

Èíòåðïðåòèðîâàòü ýòî ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü ïðîèçâîäèòñÿ n íåçàâèñèìûõ îäíîòèïíûõ îïûòîâ, â ëþáîì èç êî-
òîðûõ ìîæåò ïðîèçîéòè ñîáûòèå A1 ñ âåðîÿòíîñòüþ p1, . . . , Ar � ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ pr, òàêèå, ÷òî p1 + · · ·+ pr = 1. Òîãäà An1,...,nr � ýòî ñîáûòèå,
ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ñîáûòèå A1 ïðîèçîøëî n1 ðàç, . . . , Ar ïðîèçîøëî
nr ðàç.

Ðåçóëüòàò îïûòà åñòü r−ìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξr),
ãäå ξj ∼ B(n, pj), (j = 1, . . . , r). Ýòî ëåãêî âèäåòü, åñëè ðåçóëüòàò îòäåëü-
íîãî èñïûòàíèÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå: (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), ãäå íà j-òîì
ìåñòå ñòîèò åäèíèöà (ïðîèçîøëî ñîáûòèå Aj , j = 1, . . . , r).

Òîãäà

Eξj = npj , (j = 1, . . . , r), Dξj = npjqj ,

ãäå qj = 1− pj , (j = 1, . . . , r).

Ïîñ÷èòàåì êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ. Äëÿ i 6= j

Cov(ξi, ξj) = Eξiξj − EξiEξj .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ξj =
∑n

k=1 ξjk (j = 1, . . . , r), (çäåñü k � ýòî íîìåð èñïûòà-
íèÿ), ξjk � áåðíóëåâñêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ïàðàìåòðîì pj , èìååì

Cov(ξi, ξj) = E

(
n∑
k=1

ξik

)(
n∑
l=1

ξjl

)
− n2pipj =

∑
k,l

Eξikξjl − n2pipj =

=
∑
k=l

Eξikξjl +
∑
k 6=l

Eξikξjl − n2pipj .

Ïîñêîëüêó ïðè k-îì èñïûòàíèè òîëüêî îäíà èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξ1k, . . . , ξrk ðàâíà åäèíèöå, òî ξjkξjk = 0, è, çíà÷èò, Eξikξjk = 0. Òîãäà è
ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ðàâíî íóëþ.

Èòàê,

Cov(ξi, ξj) = n(n− 1)pipj − n2pipj = −npipj , i 6= j.
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Çíàê ¾ìèíóñ¿ çäåñü åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñëåäóåò èç óñëîâèÿ ñâÿçè:
ξ1 + ...+ξr = n. Òîãäà êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξi, ξj ðàâåí

ρij = ρ(ξi, ξj) =
−npipj√
npiqinpjqj

= −
√
pipj
qiqj

.

Ìàòðèöà
R = (ρij)

íàçûâàåòñÿ êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöåé ïîëèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó òèïà òåîðåìû Ìóàâðà-Ëàïëàñà äëÿ ïîëèíî-

ìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 2.10. Ïóñòü ξ = (ξ1, . . . , ξr+1) � (r+1)-ìåðíûé ñëó÷àéíûé âåê-
òîð, èìåþùèé ïîëèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì (r+1, n, p̄),
ãäå p̄ = (p1, . . . , pr). Òîãäà ïðè n→∞ äëÿ ëþáûõ a1, b1, a2, b2, . . . . . . , ar, br

lim
n→∞

P

{
a1 6

ξ1 − np1√
np1q1

6 b1, . . . , ar 6
ξr − npr√
nprqr

6 br

}
=

=
|R|−

1
2

(2π)
r
2

∫ b1

a1

· · ·
∫ br

ar

e−
1
2
x∗R−1xdx1, . . . , dxr,

ãäå x = (x1, . . . , xr), x
∗ � âåêòîð-ñòîëáåö, R = (ρij) � êîððåëÿöèîííàÿ

ìàòðèöà îïðåäåëåííàÿ âûøå.

Âåðíåìñÿ ê äâóìåðíîìó ñëó÷àþ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ýëëèïñû

1

2(1− ρ2)

[
(x1 −m1)2

σ2
1

− 2ρ
(x1 −m1)(x2 −m2)

σ1σ2
+

(x2 −m2)2

σ2
2

]
= C2.

Èçâåñòíî, ÷òî îíè ñóòü ïðîåêöèè ñå÷åíèé ïîâåðõíîñòè z = ρξ1ξ2(x1, x2)
ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòèX1OX2. Îíè õàðàêòåðèçóþò ïî-
âåðõíîñòü z = ρξ1ξ2(x1, x2) äîñòàòî÷íî õîðîøî: åñëè ρ = 0 è σ1 = σ2, òî
ýòî îêðóæíîñòè; ïðè ρ→ ±1 îíè ¾âûòÿãèâàþòñÿ¿ âäîëü êîîðäèíàò.

Â ñëó÷àå = 2 ðàññìàòðèâàåìûé ýëëèïñ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ òàê
íàçûâàåìûé ýëëèïñ ðàññåÿíèÿ: âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ çíà÷åíèé (ξ1, ξ2)
âíóòðü ýòîãî ýëëèïñà î÷åíü áîëüøàÿ ≈ 0, 98. Ïî åãî âèäó ìîæíî ñóäèòü
î õàðàêòåðå çàâèñèìîñòè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ξ1, ξ2.

Äâóìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òåî-
ðèè ñòðåëüá: ðàñïðåäåëåíèå êîîðäèíàòû (x1, x2) ïîïàäàíèÿ â öåëü ïðè
ñòðåëüáå èç çàêðåïëåííîãî ñòâîëà õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ äâóìåðíûì íîð-
ìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.
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2.5 Çàêîíû áîëüøèõ ÷èñåë ×åáûø¼âà è Áåðíóë-

ëè

Ïóñòü (Ω,F ,P) � íåêîòîðîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, ξ1, ξ2 . . . ξn, . . .
� ïðîèçâîëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Òåîðåìà 2.11. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . ïîïàðíî íåçà-

âèñèìû è lim
n→∞

1
n2

n∑
k=1

Dξk = 0, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0

lim
n→∞

P

{∣∣∣∣ξ1 + · · ·+ ξn
n

− Eξ1 + · · ·+ Eξn
n

∣∣∣∣ < ε

}
= 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ηn = ξ1+···+ξn
n . Òîãäà óòâåðæäåíèå òåîðåìû

ìîæíî çàïèñàòü òàê:

lim
n→∞

P {|ηn − Eηn| > ε} = 0.

Òàê êàê ξ1, ξ2 . . . ξn ïîïàðíî íåçàâèñèìû, òî Dηn = 1
n2

n∑
k=1

Dξk.

Ïî íåðàâåíñòâó ×åáûø¼âà èìååì:

P {|ηn − Eηn| > ε} 6
Dηn
ε2

=
1

n2ε2

n∑
k=1

Dξk → 0, (n→∞).

Òåîðåìà 2.12. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2 . . . ξn, . . . ïîïàðíî íåçà-
âèñèìû è Dξk 6 C, (k = 1, 2 . . . ), ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, òî äëÿ
ëþáîãî ε > 0

lim
n→∞

P

{∣∣∣∣ξ1 + · · ·+ ξn
n

− Eξ1 + · · ·+ Eξn
n

∣∣∣∣ < ε

}
= 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. O÷åâèäíî ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.11.

Òåîðåìà 2.13 (ÇÁ× Áåðíóëëè). Ïóñòü µn � ÷èñëî ¾óñïåõîâ¿ â n íåçà-
âèñèìûõ èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè, p � âåðîÿòíîñòü ¾óñïåõà¿ â êàæäîì
îòäåëüíîì èñïûòàíèè. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0

lim
n→∞

P
{∣∣∣µn

n
− p
∣∣∣ < ε

}
= 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó µn = ξ1 + · · · + ξn,
ãäå ξi � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ
ðàñïðåäåëåíèåì Áåðíóëëè: P{ξi = 1} = p, P{ξi = 0} = q, (i = 1, . . . , n).

Î÷åâèäíî, Eξi = p è Dξi = pq < 1. Òîãäà óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëå-
äóåò èç òåîðåìû 2.12.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ, ñâÿçàí-
íûõ ñ ïëàíèðîâàíèåì ýêñïåðèìåíòà, äîêàçàííûå âûøå òåîðåìû èãðàþò
íåêîòîðóþ ðîëü.

Ïðèìåð 2.10 (Îöåíêà îøèáêè ïðèáëèæ¼ííîãî çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé âå-
ëè÷èíû ïðè íåîäíîêðàòíûõ èçìåðåíèÿõ). Ïóñòü ïðîèçâîäÿòñÿ n íåçà-
âèñèìûõ èçìåðåíèé íåêîòîðîé íåèçâåñòíîé âåëè÷èíû a. Îøèáêè èçìå-
ðåíèÿ δ1, δ2, . . . , δn áóäåì ñ÷èòàòü íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷è-
íàìè è ïîëîæèì äëÿ âñåõ i: Eδi = 0 (îòñóòñòâèå ñèñòåìàòè÷åñêîé
îøèáêè) è Dδi = b2 (òî÷íîñòü ïðèáîðà), i = 1, . . . , n.

Çà çíà÷åíèå îøèáêè èçìåðèìîé âåëè÷èíû a åñòåñòâåííî âçÿòü ñëó-

÷àéíóþ âåëè÷èíó ηn = δ1+···+δn
n . Ïðè ýòîì Eηn = 0, Dηn = 1

n2

n∑
i=1

Dδi =

b2

n .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì íåîáõîäèìî, ÷òîáû îøèáêà èçìåðåíèÿ íå

ïðåâîñõîäèëà âåëè÷èíû ∆ ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ, íàïðè-
ìåð,

P {|ηn| < ∆} > 0, 99,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

P {|ηn| > ∆} 6 0, 01.

Êàêîâî ÷èñëî íåçàâèñèìûõ èçìåðåíèé n, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü ýòîìó
óñëîâèþ?

Èç íåðàâåíñòâà ×åáûø¼âà

P {|ηn| > ∆} 6 b2

n∆2
.

Çíà÷èò, íàøå óñëîâèå áóäåò âîçìîæíî, åñëè b2

n∆2 6 0, 01. Òîãäà

n > 100
b2

∆2
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû îöåíèëè ÷èñëî èçìåðåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ íóæíîé òî÷íîñòè.
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðó-
áîé, îíà îñíîâàíà òîëüêî íà íåðàâåíñòâå ×åáûø¼âà. Íåñîìíåííî, åñòü
áîëåå òî÷íûå îöåíêè.
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2.6 Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Ïóñòü (Ω,F ,P) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, ξ, ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . � ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû.

Îïðåäåëåíèå 2.22. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . .
ñõîäèòñÿ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ ïî âåðîÿòíîñòè, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0

lim
n→∞

P {|ξn − ξ| < ε} = 1.

Ýòîò âèä ñõîäèìîñòè íàì óæå âñòðå÷àëñÿ â çàêîíàõ áîëüøèõ ÷èñåë.
Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó ñõîäèìîñòü òàê:

ξn
P−→ ξ.

Îïðåäåëåíèå 2.23. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . .
ñõîäèòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ (èëè ñ âåðîÿòíîñòüþ
åäèíèöà), åñëè

P{ω : ξn(ω) 6→ ξ(ω), n→∞} = 0.

Ýòó ñõîäèìîñòü áóäåì îáîçíà÷àòü

ξn
ï.í.−→ ξ.

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå âëå÷¼ò ñõîäèìîñòü
ïî âåðîÿòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξn) ñõîäèòñÿ ê ξ ïî÷òè íà-
âåðíîå. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî ε > 0, íàéä¼òñÿ òàêîå N = N(ω), ÷òî èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî

sup
n>N
|ξn − ξ| < ε.

Òîãäà: ⋃
N

⋂
n>N

{|ξn − ξ| < ε} = Ω−N ,

ãäå P(N ) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

P(N ) = P

⋂
N

⋃
n>N

{|ξn − ξ| > ε}

 = 0.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

lim
N→∞

P

 ⋃
n>N

{|ξn − ξ| > ε}

 = 0.

Îòñþäà è
lim
n→∞

P {|ξn − ξ| > ε} = 0,

òî åñòü, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξn) ñõîäèòñÿ ê ξ ïî âåðîÿòíîñòè.

Èòàê, ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå âëå÷¼ò ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè.
Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Ýòî ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 2.11. Ïóñòü Ω = [0, 1),F = B([0, 1)), P � ìåðà Ëåáåãà íà

B([0, 1)). Îïðåäåëèì äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ
(k)
n ,

k = 1, . . . , n, íà ïîëóèíòåðâàëå [0, 1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ξ(k)
n (ω) =

{
1, k−1

n 6 ω <
k
n ,

0, äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ω ∈ [0, 1).

Ïåðåíóìåðóåì ýòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ξ
(1)
1 , ξ

(1)
2 , ξ

(2)
2 , ξ

(1)
3 , ξ

(2)
3 , ξ

(3)
3 , . . . ,

è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ
′
1, ξ

′
2, . . . , ξ

′
n, . . . .

Äëÿ ëþáîãî ε > 0

lim
n→∞

P
{∣∣∣ξ′n − 0

∣∣∣ > ε} = lim
n→∞

1

n(k)
= 0.

Íî â òî æå âðåìÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξ
′
n) íå ñõîäèòñÿ ê íóëþ íè â

îäíîé òî÷êå.
Äåéñòâèòåëüíî, âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå ω ∈ (0, 1]. Çàäàäèì ε = 1

2 .

Òîãäà äëÿ ëþáîãî N ′ ñóùåñòâóåò òàêîå n′ > N ′, ÷òî ω ∈
[
k−1
n′ ,

k
n′

)
, òî

åñòü, ξ
′
n′(ω) = 1. Çíà÷èò, |ξ′n′(ω)| = 1 > 1

2 .

Òàêèì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξ
′
n) íå ñõîäèòñÿ ê íóëþ â òî÷êå

ω ∈ [0, 1). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ω îíà íå ñõîäèòñÿ ê íóëþ íè â îäíîé
òî÷êå ω ∈ [0, 1).

Îïðåäåëåíèå 2.24. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí, Fξ1 , Fξ2 , . . . , Fξn , . . . � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . ñõîäèòñÿ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ ïî ðàñïðåäåëå-
íèþ, åñëè Fξn(x) → Fξ(x), (n → ∞) â êàæäîé òî÷êå íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè Fξ(x).
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Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ {Fξn(x)} ïðè
ýòîì íàçûâàåòñÿ ñëàáîé. Îáîçíà÷àåòñÿ ýòà ñõîäèìîñòü òàê: äëÿ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí � ξn
d−→ ξ, äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ

� Fξn
w−→ Fξ.

Òåîðåìà 2.14 (Êðèòåðèé ñëàáîé ñõîäèìîñòè, Õåëëè). Ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . ñõîäèòñÿ ê ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíå ξ ïî ðàñïðåäåëåíèþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè äëÿ ëþáîé íåïðå-
ðûâíîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè g = g(x), x ∈ R,

lim
n→∞

+∞∫
−∞

g(x)dFξn(x) =

+∞∫
−∞

g(x)dFξ(x).

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

lim
n→∞

Eg(ξn) = Eg(ξ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå òåîðåìû, è x� òî÷êà íåïðå-
ðûâíîñòè Fξ(x). Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå
δ = δ(ε, x), ÷òî äëÿ âñåõ y ∈ Uδ(x) (òî åñòü, |y − x| < δ)

|Fξ(y)− Fξ(x)| < ε.

Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîé òî÷êå Fξn(x)→ Fξ(x) (n→∞). Âîçüì¼ì äâå íåïðå-
ðûâíûå îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè, ïîëàãàÿ,

f1(t) =


1, t 6 x,

− t−x
δ + 1, x < t 6 x+ δ,

0, t > x+ δ.

è

f2(t) =


1, t 6 x− δ,
− t−x

δ , x− δ < t 6 x,

0, t > x,

Ïðè ýòîì f1(t) 6 I(−∞;x+δ)(t), f2(t) > I(−∞;x−δ)(t).
Ðàññìîòðèì

Fξn(x) =

x∫
−∞

dFξn(t) =

+∞∫
−∞

I(−∞;x)(t)dFξn(t) 6

+∞∫
−∞

f1(t)dFξn(t).
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Èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ îò íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé ñëå-
äóåò, ÷òî

+∞∫
−∞

f1(t)dFξn(t)→
+∞∫
−∞

f1(t)dFξ(t) 6

+∞∫
−∞

I(−∞;x+δ)(t)dFξ(t) =

=

x+δ∫
−∞

dFξ(t) = Fξ(x+ δ) < Fξ(x) + ε.

Çíà÷èò, Fξn(x) < Fξ(x) + ε. Ñ äðóãîé ñòîðîíû

Fξn(x) =

x∫
−∞

dFξn(t) =

+∞∫
−∞

I(−∞;x)(t)dFξn(t) >

>

+∞∫
−∞

f2(t)dFξn(t)→
+∞∫
−∞

f2(t)dFξ(t) >

+∞∫
−∞

I(−∞,x−δ)(t)dFξ(t) =

=

x−δ∫
−∞

dFξ(t) = Fξ(x− δ) > Fξ(x)− ε,

òî åñòü, Fξn(x) > Fξ(x) − ε. Îáúåäèíÿÿ äâà ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâà,
ïîëó÷èì |Fξn(x)− Fξ(x)| < ε. Ýòî çíà÷èò, ÷òî Fξn(x)→ Fξ(x) â òî÷êå x.

Îáðàòíî, ïóñòü Fn(x)→ F (x) â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F (x).
Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ íåïðåðûâíóþ îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ f = f(x).
Âíà÷àëå äîêàæåì ðàâåíñòâî

lim
n→∞

b∫
a

f(x)dFn(x) =

b∫
a

f(x)dF (x),

ãäå a è b � òî÷êè íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F (x).
Òàê êàê ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî îíà ðàâíî-

ìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì îòðåçêå. Çíà÷èò, îòðåçîê [a, b] ìîæíî ðàçáèòü
òî÷êàìè

a = x0, x1, . . . , xN−1, xN = b,

òàê, ÷òî |f(x) − f(xk)| < ε äëÿ âñåõ x ∈ [xk, xk+1] äëÿ âñåõ k è ëþáîãî
íàïåð¼ä çàäàííîãî ε > 0. Êðîìå òîãî, ýòè òî÷êè ìîæíî âûáðàòü òàê,
÷òîáû îíè áûëè òî÷êàìè íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F (x).
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Îáîçíà÷èì M = max
a6x6b

|f(x)|. Ðàññìîòðèì

∣∣∣∣∣∣
b∫
a

f(x)dF (x)−
b∫
a

f(x)dFn(x)

∣∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣∣
b∫
a

f(x)dF (x)−
b∫
a

f(xk)dF (x)

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣
b∫
a

f(xk)dF (x)−
b∫
a

f(xk)dFn(x)

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
b∫
a

f(xk)dFn(x)−
b∫
a

f(x)dFn(x)

∣∣∣∣∣∣ .
Îöåíèì êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå. Î÷åâèäíî, ÷òî
ïåðâîå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ∣∣∣∣∣∣

b∫
a

f(x)dF (x)−
b∫
a

f(xk)dF (x)

∣∣∣∣∣∣ 6
b∫
a

|f(x)− f(xk)|dF (x) <

<
ε

8

b∫
a

dF (x) =
ε

8
(F (b)− F (a)) <

ε

8
.

Òðåòüå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ òî÷íî òàêæå:∣∣∣∣∣∣
b∫
a

f(xk)dFn(x)−
b∫
a

f(x)dFn(x)

∣∣∣∣∣∣ < ε

8
(Fn(b)− Fn(a)) <

ε

8
.

Îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå. ∣∣∣∣∣∣
b∫
a

f(xk)dF (x)−
b∫
a

f(xk)dFn(x)

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
N−1∑
k=0

f(xk)[F (xk+1)− F (xk)]−
N−1∑
k=0

f(xk)[Fn(xk+1)− Fn(xk)]

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
N−1∑
k=0

f(xk)[F (xk+1)− Fn(xk+1)]−
N−1∑
k=0

f(xk)[F (xk)− Fn(xk)]

∣∣∣∣∣ .
Òàê êàê Fn(x)

w−→ F (x) â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F (x), òî ìîæ-
íî âûáðàòü äîñòàòî÷íî áîëüøîå n òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ âñåõ k

|F (xk)− Fn(xk)| <
ε

4MN
.
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Òîãäà ∣∣∣∣∣∣
b∫
a

f(xk)dF (x)−
b∫
a

f(xk)dFn(x)

∣∣∣∣∣∣ < ε

4
.

Çíà÷èò, ∣∣∣∣∣∣
b∫
a

f(x)dF (x)−
b∫
a

f(x)dFn(x)

∣∣∣∣∣∣ < ε

2
.

Îöåíèì òåïåðü ðàçíîñòü èíòåãðàëîâ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

f(x)dF (x)−
+∞∫
−∞

f(x)dFn(x)

∣∣∣∣∣∣ 6 I1 + I2 + I3,

ãäå

I1 =

∣∣∣∣∣∣
a∫

−∞

f(x)dF (x)−
a∫

−∞

f(x)dFn(x)

∣∣∣∣∣∣ ,
I2 =

∣∣∣∣∣∣
b∫
a

f(x)dF (x)−
a∫
a

f(x)dFn(x)

∣∣∣∣∣∣ ,
I3 =

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
b

f(x)dF (x)−
+∞∫
b

f(x)dFn(x)

∣∣∣∣∣∣ .
Î÷åâèäíî, ÷òî I1 6M |F (a)−Fn(a)|. Òàê êàê lim

a→−∞
F (a) = 0 è lim

n→∞
Fn(a) =

F (a), òî ìîæíî ïîäîáðàòü a è n òàêèìè, ÷òîáû I1 <
ε
4 .

Òî÷íî òàêæå I3 |M [1− F (b)]−M [1− Fn(b)| è, ïîäáèðàÿ, n è b, ìîæíî
ñäåëàòü I3 <

ε
4 .

Ìû óæå ïîêàçàëè, ÷òî I2 <
ε
2 .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

f(x)dF (x)−
+∞∫
−∞

f(x)dFn(x)

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Ïóñòü ξn
P−→ ξ. Òîãäà ξn

d−→ ξ.
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Ïóñòü f(x) � íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, |f(x)| 6 .
Çàäàäèì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è âûáåðåì N òàê, ÷òîáû

P{|ξ| > N} 6 ε

8C
.

Âûáåðåì òàêæå δ > 0 òàêèì, ÷òî äëÿ âñåõ x, |x| 6 N , è |x− y|

|f(x)− f(y)| < ε

4
.

Ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f(x) ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíà íà îòðåçêå [−N,N ]. Òîãäà

+∞∫
−∞

f(x)dFn(x)−
+∞∫
−∞

f(x)dF (x) =

∫
{|ξn−ξ|6δ;|ξ|6N}

f(x)d[Fn(x)− F (x)] +

+

∫
{|ξn−ξ|6δ;|ξ|>N}

f(x)d[Fn(x)− F (x)] +

∫
{|ξn−ξ|>δ}

f(x)d[Fn(x)− F (x)].

Èëè â òåðìèíàõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé îæèäàíèé:

E(|f(ξn)− f(ξ)| 6 E(|f(ξn)− f(ξ)|; |ξn − ξ| 6 δ, |ξ| 6 N)+

+E(|f(ξn)− f(ξ)|; |ξn − ξ| 6 δ, |ξ| > N) + E(|f(ξn)− f(ξ)|; |ξn − ξ| > δ) <

<
ε

4
+
ε

4
+ 2CP{|ξn − ξ| > δ} = ε+ 2CP{|ξn − ξ| > δ}.

Íî, èç ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìîæíî ïîäîáðàòü
òàêîå n0, ÷òî äëÿ âñåõ n > n0 P{|ξn−ξ| > δ} < ε

2 . Çíà÷èò, äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ n

E|f(ξn)− f(ξ)| < ε,

òî åñòü, ξn
d−→, (n→∞).

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Ýòî ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 2.12. Ïóñòü Ω = [0, 1], F = B([0, 1]), P � ìåðà Ëåáåãà íà
B([0, 1]).

Ïîëîæèì

ξn(ω) =

{
(−1)n, ω ∈ [0, 1

2 ],

(−1)n−1, ω ∈ (1
2 , 1].

Òîãäà âñå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èìåþò îäíî è òî æå ðàñïðåäåëåíèå:

P{ξn = 1} = P{ξn = −1} =
1

2
.



2.6. ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ 83

Çíà÷èò, ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè n→∞ ñõîäÿò-
ñÿ ê òîé æå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Íî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξn íå ñõîäÿòñÿ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ ïî
âåðîÿòíîñòè, êàêàÿ áû íè áûëà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ, ïîñêîëüêó ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {(−1)n} íå èìååò ïðåäåëà.

Òåîðåìà 2.15. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ξn) ñõî-
äèòñÿ ê âûðîæäåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ïî ðàñïðåäåëåíèþ, òî îíà
ñõîäèòñÿ ê íåé ïî âåðîÿòíîñòè, òî åñòü

ξn
d−→ C ⇒ ξn

P−→ C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âûðîæäåííîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = ξ(ω):

F (x) =

{
0, x 6 C,

1, x > C.

Îíà èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ðàçðûâà x = C. Â êàæäîé òî÷êå x 6= C
ïî îïðåäåëåíèþ èìååì: Fn(x) → F (x), (n → ∞), ãäå Fn(x) � ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξn, (n = 1, 2, . . . ). Çàäàäèì ïðîèç-
âîëüíîå ε > 0 è ðàññìîòðèì

P{|ξn − C| < ε} = P{−ε < ξn − C < ε} = P{C − ε < ξn < C + ε}.

Ïîñêîëüêó òî÷êè C − ε è C + ε � òî÷êè íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F (x),
òî

P{|ξn − C| < ε} = Fn(C + ε)− Fn(C − ε) −→ F (C + ε)− F (C − ε) = 1.

Òåîðåìà 2.16. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ Fn(x)
ñõîäèòñÿ ñëàáî ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), è ôóíêöèÿ F (x) íåïðå-
ðûâíà âñþäó, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Fn(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ôóíê-
öèè F (x):

Fn(x)
w−→ F (x)⇒ Fn(x)⇒ F (x), (n→∞), x ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ F (x) ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà, òî
äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìû ìîæåì ïîäîáðàòü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê x1, x2, . . . , xN
òàê, ÷òî íà êàæäîì èíòåðâàëå

(−∞, x1), [x1, x2), [x2, x3), . . . , [xN ,+∞)
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ïðèðàùåíèå ôóíêöèè F (x) áóäåò ìåíüøå ε/5. Ïóñòü x ∈ [xk, xk+1). Ðàñ-
ñìîòðèì

|Fn(x)− F (x)| = |(Fn(x)− Fn(xk)) + (Fn(xk)− F (xk)) + (F (xk)− F (x))| 6
6 |Fn(x)− Fn(xk)|+ |Fn(xk)− F (xk)|+ |F (xk)− F (x)|.

Îöåíèì êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå.

|Fn(x)− Fn(xk)| 6 |Fn(xk+1)− Fn(xk)| 6
6 |Fn(xk+1)− F (xk+1)|+ |F (xk)− Fn(xk)|+ |F (xk+1)− F (xk)|

ßñíî, ÷òî
|F (xk)− F (x)| 6 |F (xk+1)− F (xk)|.

Îòñþäà ïðè n > n0(k)

|Fn(x)− F (x)| 6
|Fn(xk+1)− F (xk+1)|+ 2|Fn(xk)− F (xk)|+ 2|F (xk+1)− F (xk)| < ε.

Ïîëîæèì
n0 = max

06k6N
n0(k).

Òîãäà ïðè n > n0

|Fn(x)− F (x)| < ε.
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2.7 Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè

Ââåäåì ïðåäâàðèòåëüíî ïîíÿòèå êîìïëåêñíîçíà÷íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû. Ïóñòü ξ1, ξ2 � íåêîòîðûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Òîãäà

ξ(ω) = ξ1(ω) + iξ2(ω)

íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Ïðè ýòîì ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà ξ1 íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ ξ, à ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà ξ2 � ìíèìîé ÷àñòüþ ξ. Åñòåñòâåííî ïîëîæèòü

Eξ = Eξ1 + iEξ2.

Îïðåäåëåíèå 2.25. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé âåùåñòâåííîçíà÷-
íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ (âîîáùå ãî-
âîðÿ) ôóíêöèÿ

ϕξ(t) = Eeitξ =

+∞∫
−∞

eitxdFξ(x), t ∈ R.

Åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò ïëîòíîñòü pξ(x), òî õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà

ϕξ(t) =
+∞∫
−∞

eitxpξ(x)dx

è íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè pξ(x).

2.7.1 Ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé

1. Äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

|ϕξ(t)| 6 1, ϕξ(0) = 1.

2. Åñëè η = aξ + b, òî

ϕη(t) = eitbϕξ(ta).

3. Åñëè ξ1, ξ2 � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî

ϕξ1+ξ2(t) = ϕξ1(t)ϕξ2(t).
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4. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ϕξ(t) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà R.
5. Åñëè ñóùåñòâóåò k-ûé àáñîëþòíûé ìîìåíò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
(E|ξk| <∞), k > 1, òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ k-àÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíê-
öèè ϕξ(t) è

ϕ(k)(0) = ikEξk.

6. ϕξ(t) = ϕξ(−t) = ϕ−ξ(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïðèâåä¼ííûå ñâîéñòâà.

1. Çàìåòèì ñïåðâà, ÷òî

|ϕξ(t)| =

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

eitxdFξ(x)

∣∣∣∣∣∣ 6
+∞∫
−∞

|eitx|dFξ(x) 6

+∞∫
−∞

dFξ(x) = 1,

òàê êàê |eitx| 6 1. ßñíî, ÷òî ϕξ(0) = 1.

2. Äåéñòâèòåëüíî,

ϕaξ+b(t) = Eeit(aξ+b) = Eeitaξeitb = eitbEei(ta)ξ = eitbϕξ(at).

3. Ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ:

ϕξ1+ξ2(t) = Eeit(ξ1+ξ2) = Eeitξ1eitξ2 = Eeitξ1Eeitξ2 = ϕξ1(t)ϕξ2(t).

Ñâîéñòâî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ.

4. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó t ∈ R è çàäàäèì ïðîèçâîëüíîå ε > 0.
Ðàññìîòðèì

|ϕξ(t+ h)− ϕξ(t)| =

∣∣∣∣∣ ∞∫−∞(ei(t+h)x − eitx)dFξ(x)

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
∞∫
−∞

eitx(eihx − 1)dFξ(x)

∣∣∣∣∣∣ 6
∫
|eihx − 1|dFξ(x) =

=

∫
|x|<N

|eihx − 1|dFξ(x) +

∫
|x|>N

|eihx − 1|dFξ(x) = I1 + I2.

Âûáåðåì N òàê, ÷òîáû I2 < ε/2, çàòåì âûáåðåì h òàê, ÷òîáû I1 < ε/2.
Òîãäà äëÿ äëÿ âñåõ t ∈ R

|ϕξ(t+ h)− ϕξ(t)| < ε.
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5. Òàê êàê

|
∫
ixeitxdFξ(x)| 6

∫
|x|dFξ(x) = E|ξ| <∞,

òî èíòåãðàë
∫
ixeitxdFξ(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t. Ïîýòîìó ìîæíî

äèôôåðåíöèðîâàòü ïîä çíàêîì èíòåãðàëà:

ϕ′ξ(t) = i
∫
xeitxdFξ(x), ϕ′(0) = iEξ.

Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî èä¼ò ïî èíäóêöèè

ϕ
(k)
ξ (t) = ik

∫
xkeitxdFξ(x), è ϕ

(k)
ξ (0) = ikEξk.

6. Äîêàæåì ïîñëåäíåå ñâîéñòâî.

ϕξ(t) = E(eitξ) = E(eitξ) = E(cos(tξ) + i sin(tξ)) = E(cos(tξ)− i sin(tξ)) =

= E(cos(−tξ) + i sin(−tξ)) = Ee−itξ = ϕξ(−t) = ϕ−ξ(t).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ñèììåòðè÷íîå
ðàñïðåäåëåíèå, òî å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âåùåñòâåííà.

2.7.2 Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé

1. Âûðîæäåííîå ðàñïðåäåëåíèå:

P{ξ = a} = 1, a � const.

Òîãäà
ϕξ(t) = Eeitξ = eita.

2. Ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì p > 0:

P{ξ = 1} = p, P{ξ = 0} = 1− p.

Â ýòîì ñëó÷àå

ϕξ(t) = E(eitξ) = peit + (1− p)eit = peit + (1− p) = p(eit − 1) + 1.

3. Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè n è p:
Çäåñü äëÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè èñïîëüçóåì ñâîé-

ñòâî 3 õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé è ïðåäñòàâëåíèå

ξ = ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξn,
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ãäå ξi, (i = 1, . . . , n), íåçàâèñèìû è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè ñ
ïàðàìåòðîì p.
Òîãäà

ϕξ(t) =

n∏
i=1

ϕξi(t) = (1 + p(eit − 1))n.

4. Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ > 0:

P{ξ = k} =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, . . .

Òîãäà

ϕξ(t) = Eeitξ =
∞∑
k=0

eitk
e−λλk

k!
= e−λ

∞∑
k=0

(λeit)k

k!
= e−λeλe

it
= exp[λ(eit−1)].

5. Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0, 1]:

pξ(x) =

{
1, x ∈ [0, 1];

0, x /∈ [0, 1].

Çäåñü

ϕξ(t) =

∫ 1

0
eitxdx =

eitx

it

∣∣∣1
0

=
eit − 1

it
.

6. Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N(0, 1):

pξ(x) =
1√
2π
e−x

2/2, x ∈ R.

Òîãäà

ϕξ(t) =
1√
2π

+∞∫
−∞

eitxe−x
2/2dx =

1√
2π

+∞∫
−∞

cos(tx)e−x
2/2dx+

+
1√
2π
i

+∞∫
−∞

sin(tx)e−x
2/2dx =

1√
2π

+∞∫
−∞

cos(tx)e−x
2/2dx.

Èòàê,

ϕξ(t) =
1√
2π

+∞∫
−∞

cos(tx)e−x
2/2dx.
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Òàê êàê ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t, òî åãî ìîæíî
äèôôåðåíöèðîâàòü ïîä çíàêîì èíòåãðàëà:

ϕ′ξ(t) = − 1√
2π

+∞∫
−∞

x sin(tx)e−x
2/2dx =

1√
2π

+∞∫
−∞

sin(tx)d(e−x
2/2) =

=
1√
2π

sin(tx)e−x
2/2
∣∣∣+∞
−∞
− 1√

2π
t

+∞∫
−∞

cos(tx)e−x
2/2dx = −tϕξ(t).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìû ïîëó÷èëè äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå:

ϕ′ξ(t) = −tϕξ(t).

Ðåøàÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì ϕξ(t) = Ce−t
2/2. Èç óñëîâèÿ ϕξ(0) =

1 ïîëó÷èì, ÷òî C = 1. Òîãäà

ϕξ(t) = e−t
2/2.

2.7.3 Òåîðåìû î õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ

Òåîðåìà 2.17 (Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ Ï. Ëåâè). Ïóñòü F (x) � ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, ϕ(t) � å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáûõ òî÷åê íåïðåðûâíîñòè x, y ôóíêöèè F (x) âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

F (y)− F (x) =
1

2π
lim
A→∞

A∫
−A

e−itx − e−ity

it
ϕ(t)dt.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ y > x ðàññìîòðèì

IA =
1

2π

A∫
−A

e−itx − e−ity

it
ϕ(t)dt =

=
1

2π

A∫
−A

[ +∞∫
−∞

e−itx − e−ity

it
eitudF (u)

]
dt =

=
1

2π

A∫
−A

[ +∞∫
−∞

eit(u−x) − eit(u−y)

it
dF (u)

]
dt =

=
1

2π

+∞∫
−∞

[ A∫
−A

eit(u−x) − eit(u−y)

it
dt
]
dF (u).

Âíóòðåííèé èíòåãðàë ðàçîáü¼ì íà äâå ÷àñòè è ïðîèçâåä¼ì âî âòîðîì
èíòåãðàëå çàìåíó t→ −t. Ïåðåãðóïïèðîâûâàÿ ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì:

IA =
1

2π

+∞∫
−∞

[ A∫
0

eit(u−x) − e−it(u−x) − eit(u−y) + e−it(u−y)

it
dt
]
dF (u) =

=
1

π

+∞∫
−∞

[ A∫
0

sin(t(u− x))− sin(t(u− y))

t
dt
]
dF (u) =

=
1

π

+∞∫
−∞

[ A(u−x)∫
A(u−y)

sin t

t
dt
]
dF (u).

Ïîñêîëüêó

lim
A,B→∞

1

π

A∫
−B

sin t

t
dt = 1,

è èíòåãðàë ïîä çíàêîì ïðåäåëà ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí ïî A è B, ñëåäî-
âàòåëüíî, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí è èíòåãðàë

SA(u) =
1

π

A(u−x)∫
A(u−y)

sin t

t
dt.
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Çíà÷èò,

lim
A→∞

IA = lim
A→∞

+∞∫
−∞

SA(u)dF (u) =

+∞∫
−∞

lim
A→∞

SA(u)dF (u).

Ïðåäñòàâèì

IA =

x∫
−∞

SA(u)dF (u) +

y∫
x

SA(u)dF (u) +

+∞∫
y

SA(u)dF (u).

Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî äëÿ u < x è u > y:

lim
A→∞

SA(u) = 0,

òî åñòü ïåðâûé è òðåòèé èíòåãðàëû ñõîäÿòñÿ ê íóëþ ïðè A→∞.
Äàëåå

lim
A→∞

SA(u) =


0, u < x, u > y;

1, u ∈ (x, y);
1
2 , u = x, u = y.

Òàê êàê x è y � òî÷êè íåïðåðûâíîñòè F (x), òî

y∫
x

lim
A→∞

SA(u)dF (u) =

y∫
x

dF (u) = F (y)− F (x).

Ñëåäñòâèå 2.4. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëÿåò å¼ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 2.18 (Òåîðåìà íåïðåðûâíîñòè). Ïóñòü (Fn(x))∞n=1 � ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, (ϕn(t))∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Òîãäà
1) Åñëè Fn(x)

w−−−→
n→∞

F (x) è F (x) åñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, òî ϕn(t)→
ϕ(t) (n→∞), ïðè÷¼ì ϕ(t) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-
íèÿ F (x).
2) Åñëè ϕn(t)→ ϕ(t) (n→∞) äëÿ âñåõ t è ϕ(t) íåïðåðûâíà â òî÷êå t = 0,
òî ϕ(t) åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íåêîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
F (x), ïðè÷¼ì Fn(x)

w−−−→
n→∞

F (x).



92 ÃËÀÂÀ 2. ÑËÓ×ÀÉÍÛÅ ÂÅËÈ×ÈÍÛ È ÈÕ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü ýòó òåîðåìó, äîêàæåì äâà âñïîìîãàòåëüíûõ
óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 2.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ Fn(x) ñëàáî ñõîäèëàñü ê íåóáûâàþùåé ôóíêöèè F (x), äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû Fn(x) → F (x) ïðè n → ∞ íà êàêîì-íèáóäü âñþäó ïëîòíîì
ìíîæåñòâå D âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F (x). Äëÿ
ëþáûõ x′, x′′ ∈ D : x′ 6 x 6 x′′ âûïîëíåíî Fn(x′) 6 Fn(x) 6 Fn(x′′).
Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
n→∞

Fn(x′) 6 lim
n→∞

Fn(x) 6 lim
n→∞

Fn(x) 6 lim
n→∞

Fn(x′′).

Çíà÷èò,
F (x′) 6 lim

n→∞
Fn(x) 6 lim

n→∞
Fn(x) 6 F (x′′).

Ïîëàãàÿ òåïåðü x′ ↑ x è x′′ ↓ x ïî ìíîæåñòâó D, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî x �
òî÷êà íåïðåðûâíîñòè F (x), ïîëó÷èì:

lim
n→∞

Fn(x) = F (x).

Ëåììà 2.2. Ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ
(Fn(x))∞n=1 ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fnn(x)}, ñëàáî ñõîäÿùó-
þñÿ ê íåêîòîðîé íåóáûâàþùåé ôóíêöèè F (x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D = {x′n} � ïðîèçâîëüíîå ñ÷¼òíîå, âñþäó ïëîò-
íîå ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Âîçüì¼ì òî÷êó x′1 è ðàññìîòðèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn(x′1)}. Îíà îãðàíè÷åíà, à, çíà÷èò, ñîäåðæèò ñõî-
äÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {F1n(x′1)} è

F1n(x′1) −−−→
n→∞

F (x′1).

Ðàññìîòðèì äàëåå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {F1n(x′2)}. Òî÷íî òàêæå, êàê
è ðàíåå,

F2n(x′2)→ F (x′2).

Ïðè ýòîì lim
n→∞

F2n(x′1) = F (x′1).

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì k ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

{F1n(x′1)}, {F2n(x′2)}, . . . , {Fkn(x′k)},
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òàêèõ, ÷òî lim
n→∞

Fkn(x′i) = F (x′i), (i = 1, k).

Ðàññìîòðèì äèàãîíàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fnn(x′k)}. Òîãäà äëÿ
ëþáûõ x′k ∈ D òîëüêî k−1 ïåðâûõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Fnk(x′k)}
ìîãóò íå ïðèíàäëåæàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Fnn(x′k)}. Ïîýòîìó

lim
n→∞

Fnn(x′k) = F (x′k).

Ïðè÷¼ì î÷åâèäíî, ÷òî F (x) çàäàíà íà ìíîæåñòâå D è íå óáûâàåò. Ïðî-
äîëæèì å¼ äî íåóáûâàþùåé ôóíêöèè íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Òåïåðü
ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ äîêàçàííîé ïðåäûäóùåé ëåììû.

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû íåïðåðûâíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×àñòü 1) ñëåäóåò èç êðèòåðèÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè ôóíê-
öèé ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Re(eitx) è Im(eitx), êîòîðûå îãðàíè÷å-
íû è íåïðåðûâíû.
Äîêàæåì ÷àñòü 2). Èç ëåììû 2.2 ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{Fn(x)}∞n=1 ñîäåðæèò òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fnk(x)}∞k=1, ÷òî

Fnk(x)
w−−−→

k→∞
F (x).

Ïîêàæåì, ÷òî F (x) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.
Îíà íå óáûâàåò è îãðàíè÷åíà. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü, ÷òî

F (x) íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîëîæèì

δ = V arF (x) = sup
x
F (x)− inf

x
F (x) < 1.

Âîçüì¼ì ε < 1 − δ. Çàìåòèì, ÷òî ϕ(t) èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì êîíå÷-
íîì îòðåçêå [−τ, τ ] êàê ïðåäåë èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé. Òàê êàê ϕ(0) =
lim
n→∞

ϕn(0) = 1, òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ϕ äëÿ çàäàííîãî ε > 0

ñóùåñòâóåò τ > 0:

1

2τ

∣∣∣∣∣∣
τ∫
−τ

ϕ(t)dt

∣∣∣∣∣∣ > 1− ε

2
> δ +

ε

2
. (∗)

Îöåíèì ýòîò æå èíòåãðàë ñâåðõó. Èìååì

τ∫
−τ

ϕnk(t)dt =

+∞∫
−∞

τ∫
−τ

eitxdtdFnk(x) =

=

∫
{|x|<A}

τ∫
−τ

eitxdtdFnk(x) +

∫
{|x|>A}

τ∫
−τ

eitxdtdFnk(x).
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Òîãäà

∣∣∣∣∣∣
τ∫
−τ

ϕnk(t)dt

∣∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣∣∣
∫

{|x|<A}

τ∫
−τ

eitxdtdFnk(x)

∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣
∫

{|x|>A}

τ∫
−τ

eitxdtdFnk(x)

∣∣∣∣∣∣∣ .
Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k èìååì:

δk = Fnk(A)− Fnk(−A) < δ +
ε

4
.

Òàê êàê |
τ∫
−τ
eitxdt| 6 2τ , òî ïåðâîå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ ÷èñëîì 2τδk.

Äàëåå ∣∣∣∣∣∣
τ∫
−τ

eitxdt

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣eitxix
∣∣∣∣ ∣∣∣τ−τ =

∣∣∣∣eiτx − e−iτxix

∣∣∣∣ 6 2

x
.

Çíà÷èò, âòîðîå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ÷èñëîì 2
A . Ïîýòîìó âûáè-

ðàÿ A > 4
τε , ïîëó÷àåì

1

2τ

∣∣∣∣∣∣
τ∫
−τ

ϕnk(t)dt

∣∣∣∣∣∣ < δ +
ε

4
+
ε

4
= δ +

ε

2
.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó÷èì

1

2τ

∣∣∣∣∣∣
τ∫
−τ

ϕ(t)dt

∣∣∣∣∣∣ 6 δ +
ε

2
.

Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò (∗). Çíà÷èò, F (x) åñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Âñ¼
îñòàëüíîå ñëåäóåò èç ÷àñòè 1).
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2.8 Ñõîäèìîñòü ðÿäîâ

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ξ1, ξ2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, Sn = ξ1 + . . . + ξn è A � ìíîæåñòâî òåõ ýëåìåí-
òàðíûõ èñõîäîâ ω, ãäå ðÿä

∑
ξn(ω) ñõîäèòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó. Öåëü

íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà � äàòü êðèòåðèè, ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëÿòü, ñõî-
äèòñÿ èëè ðàñõîäèòñÿ ðÿä èç íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Òåîðåìà 2.19 (Êîëìîãîðîâ, Õèí÷èí). à) Ïóñòü Eξn = 0, n > 1. Òîãäà,
åñëè ∑

Eξ2
n <∞, (2.1)

òî ðÿä
∑
ξn ñõîäèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

b) Åñëè ê òîìó æå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξn, n > 1, ðàâíîìåðíî îãðà-
íè÷åíû (P |ξn| 6 c = 1 äëÿ íåêîòîðîãî 6 c < ∞), òî âåðíî è îáðàòíîå:
èç ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑
ξn ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ñëåäóåò óñëîâèå 2.1.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå
íåðàâåíñòâà.

Íåðàâåíñòâà Êîëìîãîðîâà

a) Ïycòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ Eξi = 0, Eξ2
i <

∞, 1 6 i 6 n. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0

P

{
max

16k6n
|Sk| > ε

}
6

ES2
n

ε2

b) Åñëè ê òîìó æå P {|ξi| 6 c} = 1, 1 6 i 6 n, òî

P

{
max

16k6n
|Sk| > ε

}
> 1− (c+ ε)2

ES2
n

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Îáîçíà÷èì

A =

{
max

16k6n
|Sk| > ε

}
, Ak = {|Si| < ε, i = 1, . . . , k − 1, |Sk| > ε} , 1 6 k 6 n.

Òîãäà A =
∑∞

k=1Ak è

ES2
n > ES2

nIA =
∞∑
k=1

ES2
nIAk
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Ho

ES2
nIAk = E (Sk + (ξk+1 + . . .+ ξn))2 IAk =

= ES2
kIAk + 2ESk (ξk+1 + . . .+ ξn) IAk + E (ξk+1 + . . .+ ξn)2 IAk > ES2

kIAk

ïîñêîëüêó

ESk (ξk+1 + . . .+ ξn) IAk = ESkIAk · E (ξk+1 + . . .+ ξn) = 0

â ñèëó ïðåäïîëîæåííîé íåçàâèñèìîñòè è óñëîâèé Eξi = 0, 1 6 i 6 n.
Ïîýòîìó

ES2
n >

∑
ES2

kIAk > ε
2
∑

P (Ak) = ε2P(A)

÷òî è äîêàçûâàåò ïåðâîå íåðàâåíñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî íåðà-
âåíñòâà çàìåòèì, ÷òî

ES2
nIA = ES2

n − ES2
nIĀ > ES2

n − ε2P(Ā) = ES2
n − ε2 + ε2P(A)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà ìíîæåñòâå Ak

|Sk−1| 6 ε, |Sk| 6 |Sk−1|+ |ξk| 6 ε+ c

è, çíà÷èò,

ES2
nIA =

∑
k

ES2
kIAk +

∑
k

E
(
IAk (Sn − Sk)2

)
6

6 (ε+ c)2
∑
k

P (Ak) +
n∑
k=1

P (Ak)
n∑

j=k+1

Eξ2
j 6

6 P(A)

(ε+ c)2 +

n∑
j=1

Eξ2
j

 = P(A)
[
(ε+ c)2 + ES2

n

]
Èç ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ íàõîäèì, ÷òî

P(A) >
ES2

n − ε2

(ε+ c)2 + ES2
n − ε2

= 1− (ε+ c)2

(ε+ c)2 + ES2
n − ε2

> 1− (ε+ c)2

ES2
n

Íåðàâåíñòâî b) äîêàçàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó.
à) Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïî÷òè íàâåð-

íîå ýêâèâàëåíòíà ôóíäàìåíòàëüíîñòè ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî÷òè
íàâåðíîå (îñòàâèì ýòî óòâåðæäåíèå áåç äîêàçàòåëüñòâà, îíî äîñòàòî÷íî
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ïðîñòî). Íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Sn)n>1 ôóíäàìåíòàëüíà (P-ï. í.) â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

P

{
sup
k>1
|Sn+k − Sn| > ε

}
→ 0, n→∞.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîëìîãîðîâà a)

P

{
sup
k>1
|Sn+k − Sn| > ε

}
= lim

N→∞
P{ max

16k6N
| Sn+k − Sn |> ε} 6

6 lim
N→∞

∑n+N
k=n Eξ2

k

ε2
=

∑∞
k=n Eξ2

k

ε2
→ 0, n→∞.

Ïîýòîìó ðÿä
∑
ξk ñõîäèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

b) Ïóñòü ðÿä
∑
ξk ñõîäèòñÿ. Òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ ôóíäàìåíòàëüíî-

ñòè äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

P

{
sup
k>1
|Sn+k − Sn| > ε

}
<

1

2
. (2.2)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîëìîãîðîâà b)

P

{
sup
k>1
|Sn+k − Sn| > ε

}
> 1− (c+ ε)2∑∞

k=n Eξ2
k

.

Ïîýòîìó, åñëè äîïóñòèòü, ÷òî
∑∞

k=1 Eξ2
k =∞, òî ïîëó÷èì

P

{
sup
k>1
|Sn+k − Sn| > ε

}
= 1

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó 2.2 äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Sn).

Ïðèìåð 2.13. Åñëè ξ1, ξ2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ áåð-
íóëëèåâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ P {ξn = +1} = P {ξn = −1} = 1/2, òî
ðÿä

∑
ξnan, ãäå |an| 6 c, ñõîäèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà òîãäà è

òîëüêî òîãäà. êîãäà
∑
a2
n <∞
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2.9 Ïðåäåëüíûå òåîðåìû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ðÿä ïðåäåëüíûõ òåîðåì â ¾êëàññè÷åñêîé¿ ïîñòà-
íîâêå, à òàêæå è íåêîòîðûå èõ îáîáùåíèÿ. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòèõ òåî-
ðåì ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò àïïàðàò õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 2.20 (Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë Õèí÷èíà). Ïóñòü {ξn}∞n=1 � ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí, èìåþùèõ ïåðâûé ìîìåíò: Eξn = µ, n = 1, 2, 3, . . . . Îáîçíà÷èì
Sn = ξ1 + · · ·+ ξn. Òîãäà

Sn
n

P−→ µ

ïðè n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê âñå ξk îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, òî õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèå ôóíêöèè ξk îäèíàêîâû. Îáîçíà÷èì ϕξk(t) = ϕ(t). Ïîñêîëüêó
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èìåþò ïåðâûé ìîìåíò, òî

ϕ(t) = 1 + itµ+ o(t).

Òîãäà
ϕSn(t) = [1 + itµ+ o(t)]n.

Çíà÷èò,

ϕSn
n

(t) =

[
ϕ

(
t

n

)]n
=

[
1 + i

tµ

n
+ o

(
t

n

)]n
.

Ïðè n→∞ âåëè÷èíû t
n → 0. Òîãäà

lim
n→∞

ϕSn
n

(t) = lim
n→∞

[
1 + i

t

n
µ

]n
= eitµ.

Êàê ìû âèäåëè âûøå, eitµ åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âûðîæäåí-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (µ− const). Çíà÷èò, ïî òåîðåìå íåïðåðûâíîñòè

Sn
n

d−→ µ,

ïðè (n→∞), è èç òåîðåìû î ñëàáîé ñõîäèìîñòè ê êîíñòàíòå, èìååì

Sn
n

P−→ µ, (n→∞).
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Òåîðåìà 2.21 (Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà). Ïóñòü {ξn}∞n=1 �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, èìåþùèõ âòîðîé êîíå÷íûé ìîìåíò. Îáîçíà÷èì µ = Eξk, σ2 =
Dξk (k = 1, 2, . . . ). Òîãäà

P

{
Sn − nµ
σ
√
n

< x

}
→ Φ(x)

ðàâíîìåðíî ïî x ∈ R ïðè n→∞, ãäå

Φ(x) =
1√
2π

x∫
−∞

e−t
2/2dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

ηn =
Sn − nµ
σ
√
n

=
n∑
k=1

ξk − µ
σ
√
n
.

Ðàññìîòðèì ϕξk−µ(t). Òàê êàê ñóùåñòâóåò âòîðîé ìîìåíò, òî

ϕξk−µ(t) = 1 + itE(ξk − µ)− t2

2
E(ξk − µ)2 + o(t2).

Ïîñêîëüêó E(ξk − µ) = 0, E(ξk − µ)2 = σ2, òî

ϕξk−µ(t) = 1− t2

2
σ2 + o(t2).

Çíà÷èò,

ϕηn(t) =

[
1− t2

2n
+ o

(
t2

σ2n

)]n
.

Òîãäà

lim
n→∞

ϕηn(t) = lim
n→∞

[
1− t2

2n

]n
= e−t

2/2

äëÿ âñåõ t.
Êàê ìû âèäåëè âûøå, e−t

2/2 åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿN (0, 1). Îòñþäà ïî òåîðåìå íåïðåðûâíîñòè èìå-
åì

Fηn(x)
w−→ 1√

2π

x∫
−∞

e−u
2/2du.

Äàëåå, òàê êàê ôóíêöèÿ Φ(x) = 1√
2π

x∫
−∞

e−u
2/2du íåïðåðûâíà â êàæäîé

òî÷êå x ∈ R, òî ñõîäèìîñòü ýòà ðàâíîìåðíàÿ.
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2.9.1 Óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë

Óñèëåííûì çàêîíîì áîëüøèõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå, â êîòîðîì
â òåîðåìå 2.20 ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè çàìåíÿåòñÿ íà ñõîäèìîñòü ïî-
÷òè íàâåðíîå. Ïðèâåä¼ì ëèøü íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 2.22 (ÓÇÁ× Êîëìîãîðîâà). Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè âòîðûìè ìîìåí-
òàìè, ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà bn òàêîâû, ÷òî bn ↑ ∞ è

∞∑
n=1

Dξn
b2n

<∞. (2.3)

Òîãäà
Sn − ESn

bn
→ 0 (P− ..).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè
∞∑
n=1

Dξn
n2

<∞,

òî
Sn − ESn

n
→ 0 (P− ..).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû, à òàêæå íåêîòîðûõ
äðóãèõ óòâåðæäåíèé íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâà âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäå-
íèÿ.

Ëåììà 2.3 (Ò¼ïëèö). Ïóñòü (an)n>1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðè-
öaòåëüíûõ ÷èñåë, bn =

∑n
i=1 ai, b1 = a1 > 0 u bn ↑ ∞, n → ∞. Ïócòü

òàêæe (xn)n>1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîìó
÷èñëó x. Òîãäà

1

bn

n∑
j=1

ajxj → x

B ÷àñòíîñòè, åñëè an = 1, mo

x1 + . . .+ xn
n

→ x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε > 0 è n0 = n0(ε) òàêîâî, ÷òî äëÿ âñåõ n > n0

|xn − x| 6 ε/2. Âûáåðåì n1 > n0 òàê, ÷òî

1

bn1

n0∑
j=1

aj |xj − x| <
ε

2
.
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Òîãäà äëÿ n > n1∣∣∣∣∣∣ 1

bn

n∑
j=1

ajxj − x

∣∣∣∣∣∣ 6 1

bn

n∑
j=1

aj |xj − x| =
1

bn

n0∑
j=1

aj |xj − x|+

+
1

bn

n∑
j=n0+1

aj |xj − x| 6
1

bn1

n0∑
j=1

aj |xj − x|+
1

bn

n∑
j=n0+1

aj |xj − x| 6

6
ε

2
+
bn − bn0

bn

ε

2
6 ε.

Ëåììà 2.4 (Êðîíåêåð). Ïóñòü (bn)n>1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæè-
òåëüíûõ âîçðàñòàþùèõ ÷èñåë, bn ↑ ∞, n → ∞ è (xn)n>1 � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ÷èñåë òàêèõ, ÷òî ðÿä

∑
xn ñõîäèòñÿ. Òîãäà

1

bn

n∑
j=1

bjxj → 0, n→∞.

B ÷àñòíîñòè, åñëè bn = n, xn = yn/n è ðÿä
∑ yn

n ñõîäèòñÿ, òî

y1 + . . .+ yn
n

→ 0, n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b0 = 0, S0 = 0, Sn =
∑n

j=1 xj . Òîãäà (¾ñóììèðî-
âàíèå ïî ÷àñòÿì¿)

n∑
j=1

bjxj =
n∑
j=1

bj (Sj − Sj−1) = bnSn − b0S0 −
n∑
j=1

Sj−1 (bj − bj−1)

è, çíà÷èò, ïîëàãàÿ aj = bj − bj−1, ïîëó÷èì

1

bn

n∑
j=1

bjxj = Sn −
1

bn

n∑
j=1

Sj−1aj → 0

òàê êàê åñëè Sn → x, òî ïî ëåììå Ò¼ïëèöà

1

bn

n∑
j=1

Sj−1aj → x.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.22. Ïîñêîëüêó

Sn − ESn
bn

=
1

bn

n∑
k=1

bk

(
ξk − Eξk

bk

)
òî â ñèëó ëåììû Êðîíåêåðà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî,
÷òîáû (P-ï. í.) ñõîäèëñÿ ðÿä

∑ ξk−Eξk
bk

. Íî ýòîò ðÿä äåéñòâèòåëüíî ñõî-
äèòñÿ â ñèëó óñëîâèÿ 2.3 è òåîðåìû 2.20.

2.9.2 Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà Ëèíäåáåðãà

Ïóñòü íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P) îïðåäåëåíà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ â ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξk = ξk(ω), k =
1, 2, . . ., èìåþùèõ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fξk(x), êîíå÷íûå ìàòåìàòè÷å-
ñêèå îæèäàíèÿ Eξk = µk è êîíå÷íûå äèñïåðñèè σ

2
k = Dξk.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí:

Sn =

n∑
k=1

ξk, n = 1, 2, . . . .

Îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþùåå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå An = ESn =∑n
k=1 µk è äèñïåðñèþ B2

n = DSn =
∑n

k=1 σ
2
k.

Ðàññìîòðèì óñëîâèå Ëèíäåáåðãà:

1

B2
n

n∑
k=1

∫
{|t−µk|>τBn}

(t− µk)2 dFξk(t)→ 0, n→∞, (2.4)

äëÿ ëþáîãî τ > 0.

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

ξkn =
ξk − µk
Bn

.

Òîãäà

Eξkn = 0, Dξkn =
σ2
k

B2
n

, k = 1, . . . , n.

Ðàññìîòðèì äàëåå íîðìèðîâàííûå ÷àñòè÷íûå ñóììû:

S0
n =

n∑
k=1

ξkn =
Sn −An
Bn

.
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Èìååì

ES0
n = 0, DS0

n = 1.

B ôîðìóëå 2.4 ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ: (t−µk)/Bn = x è ïîëó÷èì

n∑
k=1

∫
{|x|>τ}

x2dFξkn(x) =
n∑
k=1

Eξ2
knI{|ξkn|>τ} → 0, n→∞

äëÿ âñåõ τ > 0.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè n ðàñïðåäåëåíèå L
{
S0
n

}
ïðèáëè-

æàåòñÿ ê ãàóññîâñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ, õîòÿ ñëàãàåìûå èìåþò ïðîèç-
âîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé. Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàþò ¾÷óäîì Ëà-
ïëàñà¿ Îñíîâíûì óñëîâèåì âûïîëíåíèÿ ýòîãî ÷óäà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå
Ëèíäåáåðãà 2.4. Âûÿñíèì åãî âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë.

Ëåììà 2.5. Ïóñòü íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P) îïðåäå-
ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ â ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ξk = ξk(ω), k = 1, 2, . . ., èìåþùèõ êîíå÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæè-
äàíèÿ Eξk = µk è êîíå÷íûå äèñïåðñèè σ2

k = Dξk. Òîãäà åñëè âûïîëíåíî
óñëîâèå Ëèíäåáåðãà 2.4, òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Äèñïåðñèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξkn = ξkn(ω) ðàâíîìåðíî ìàëû, òî
åñòü

max
16k6n

σ2
k

B2
n

= max
16k6n

Dξkn → 0, (n→∞).

2. äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξkn = ξkn(ω) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

∀τ > 0, P

{
max

16k6n
|ξkn| > τ

}
→ 0, (n→∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî ïîñòðîåíèþ {ξkn} èìååì

max
16k6n

Dξkn = max
16k6n

Eξ2
kn = max

16k6n

(
Eξ2

knI{|ξkn|6τ} + Eξ2
knI{|ξkn|>τ}) 6

6 τ2 + max
16k6n

Eξ2
knI{|ξkn|>τ} → τ2, (n→∞).

Îòñþäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè τ (ìîæåò áûòü âûáðàíî ñêîëü óãîäíî
ìàëûì) ïîëó÷àåì ïåðâîå óñëîâèå.
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2) Ïî ñâîéñòâàì âåðîÿòíîñòè èìååì

P

{
max

16k6n
|ξkn| > τ

}
= P

(
n⋃
k=1

{|ξkn| > τ}

)
6

6
n∑
k=1

P {|ξkn| > τ} =
n∑
k=1

∫
|x|>τ

dFξkn(x) 6

6
1

τ2

n∑
k=1

Eξ2
knI{|ξkn|>τ} → 0, (n→∞) ∀τ > 0.

Â äàëüíåéøåì íàì ïðèãîäÿòñÿ íåðàâåíñòâà, ïðèâîäèìûå â âèäå ñëå-
äóþùåé ëåììû.

Ëåììà 2.6. Äëÿ ëþáûõ α ∈ R, β ∈ C, |β| 6 1/2 ñïðàâåäëèâû íåðàâåí-
ñòâà:

|eiα − 1| 6 |α|; |eiα − 1− iα| 6 α2

2 ;

|eiα − 1− iα+ α2

2 | 6
|α|3

6 ; | ln(1 + β)− β| 6 |β|2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîð-
ìóëû Òåéëîðà è ïðåäñòàâëåíèåì îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â ôîðìå Ëàãðàí-
æà.

Òåîðåìà 2.23 (ÖÏÒ Ëèíäåáåðãà). Ïóñòü íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàí-
ñòâå (Ω,F ,P) îïðåäåëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ â ñîâîêóï-
íîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξk = ξk(ω), k = 1, 2, . . ., èìåþùèõ êîíå÷íûå
ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ Eξk = µk è êîíå÷íûå äèñïåðñèè σ2

k = Dξk.
Òîãäà åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå Ëèíäåáåðãà 2.4, òî

∀x ∈ R FS0
n
(x) = P

{
S0
n < x

}
→ Φ(x) =

1√
2π

∫ x

−∞
e−

u2

2 du, n→∞.

Çàìå÷àíèå 2.6. Ïîñëåäíÿÿ ñõîäèìîñòü ýêâèâàëåíòíà ñëàáîé ñõîäèìî-
ñòè FS0

n
(·) w→ Φ(·), ýêâèâàëåíòíîé, â ñâîþ î÷åðåäü, ñõîäèìîñòè ïî ðàñ-

ïðåäåëåíèþ S0
n

d→ ζ, ãäå ζ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ñòàíäàðòíîå
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ýêâèâàëåíòíîå óòâåðæäåíèå î ñõîäèìîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé:

ϕS0
n
(t) →

n→∞
ϕ(t) = e−

t2

2 , t ∈ R.
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Â ñâîþ î÷åðåäü, ìû ìîæåì ïîêàçàòü ýêâèâàëåíòíóþ ñõîäèìîñòè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé

lnϕS0
n
(t) →

n→∞
− t

2

2
, t ∈ R.

Ïîñòðîèì àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ ôóíêöèè lnϕS0
n
(t) â ïðîèç-

âîëüíîé òî÷êå t ∈ R, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè
è óñëîâèå Ëèíäåáåðãà:

lnϕ
S
(0
n

(t) = ln
n∏
k=1

ϕξkn(t) =
n∑
k=1

ln (1 + ∆kn(t)) (2.5)

ãäå

∆kn(t) := ϕξkn(t)− 1 = Eeitξkn − 1

Ðàññìîòðèì àñèìïòîòèêó ∆kn(t) ïðè n → ∞. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà
ëåììû 2.6, èìååì

|∆kn(t)| = |E(eitξh − 1− itξkn)| 6 E
{
t2

2
ξ2
kn

}
=
t2

2
·
σ2
k

B2
n

.

Îòñþäà è óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ìàëîñòè äèñïåðñèé èìååì

max
16k6n

|∆kn(t)| 6 t2

2
max

16k6n

σ2
k

B2
n

→
n→∞

0.

Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêîå n0 < ∞, ÷òî äëÿ âñåõ n > n0, äëÿ âñåõ k ∈
{1, . . . , n} âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |∆kn(t)| < 1/2.

Â ôîðìóëå 2.5 âîñïîëüçóåìñÿ ëèíåéíîé ôîðìóëîé Òåéëîðà

lnϕS0
n
(t) =

n∑
k=1

∆kn(t) + rn, t ∈ R

ãäå äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

|rn| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

{ln (1 + ∆kn(t))−∆kn(t)}

∣∣∣∣∣ 6
n∑
k=1

|∆kn(t)| · |∆kn(t)| 6

6 max
16k6n

|∆kn(t)| · t
2

2
·
n∑
k=1

σ2
k

B2
n

=
t2

2
max

16k6n
|∆kn(t)| → 0

Òàêèì îáðàçîì, rn → 0, (n→∞) äëÿ âñåõ t ∈ R.
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Îöåíèì òåïåðü

∆n =

∣∣∣∣lnϕS0
n
(t)−

(
− t

2

2

)∣∣∣∣ = |rn +
n∑
k=1

E(eitξkn − 1− itξkn)+

+
t2

2

n∑
k=1

Eξ2
kn| 6 |rn|+

n∑
k=1

E

{∣∣∣∣∣eitξkn − 1− itξkn +
(tξkn)2

2

∣∣∣∣∣
}

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå τ > 0 è âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 2.6:

∆n 6 |rn|+
n∑
k=1

E

{∣∣∣∣∣eitξkn − 1− itξkn +
(tξkn)2

2

∣∣∣∣∣ ; |ξkn| 6 τ
}

+

+
n∑
k=1

E
{∣∣∣∣eitξkn − 1− itξkn +

(tξkn)2

2

∣∣∣∣ ; |ξkn| > τ

}
6

6 |rn|+
n∑
k=1

E
{
|t|3τξ2

kn

6
; |ξkn| 6 τ

}
+

+

n∑
k=1

E
{∣∣∣∣eitξkn − 1− itξkn +

(tξkn)2

2

∣∣∣∣ ; |ξkn| > τ

}
6
|t3|τ

3
,

äëÿ ëþáîãî n > n0 è äëÿ ëþáûõ t ∈ R τ > 0. Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü
óñëîâèåì Ëèíäåáåðãà è ïðåäûäóùåé îöåíêîé |rn|. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

lim
n→∞

∆n 6
|t|3τ

3

äëÿ ëþáûõ t ∈ R, τ > 0. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè τ ïðèõîäèì ê âûâîäó,
÷òî ∆n → 0, (n→∞).

2.9.3 Ìîäåëè ðîñòà

Ðàññìîòðèì íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåî-
ðåìû â òàê íàçûâàåìûõ ¾ìîäåëÿõ ðîñòà¿ íà ïðèìåðå ðîñòà äåðåâà. Íà
ñàìîì äåëå, ýòè ìîäåëè ìîãóò óñïåøíî îïèñûâàòü ðîñò ïîïóëÿöèé áàê-
òåðèé, ïîïóëÿöèé ïòèö, ðàñïðîñòðàíåíèå ïîæàðà è òàê äàëåå.

Ïóñòü x0 � ðîñò äåðåâà â ìîìåíò ïîñàäêè è ìû ïðîèçâîäèì åæå-
ãîäíûé çàìåð âûñîòû äåðåâà x1, x2, . . . , xn. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ðîñò
äåðåâà X â íåêîòîðûé ¾äàë¼êèé¿ ìîìåíò âðåìåíè. ßñíî, ÷òî ðîñò äåðåâà
çàâèñèò îò ìíîæåñòâà ôàêòîðîâ, ïîýòîìó ïðîãíîç áóäåò âåðîÿòíîñòíûì:
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ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ âûñîòà äåðåâà áóäåò íå ìåíüøå ÷åì ñòîëüêî-òî
ìåòðîâ. Òàêîå çàêëþ÷åíèå íåëüçÿ, êîíå÷íî, èñïîëüçîâàòü, ÷òîáû ïðåä-
ñêàçàòü ðîñò îäíîãî äåðåâà, íî îíî ìîæåò áûòü óñïåøíî èñïîëüçîâàíî
äëÿ íåêîòîðîãî ëåñíîãî ìàññèâà, ïîñàæåííîãî â îäíî âðåìÿ.

Èòàê, ïóñòü x1, x2, . . . , xn � ðåàëèçàöèè èçó÷àåìîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû X â ïðåäïîëîæåíèè íåçàâèñèìîñòè èçìåðåíèé. Îáîçíà÷èì

∆xk = xk − xk−1

� ïðèðîñò äåðåâà çà ãîä. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ¾ñóììàðíûé ôàêòîð ðîñòà¿
ξk âëèÿåò íà âåëè÷èíó ðîñòà ëèíåéíî, òî åñòü

∆xk = αkξk,

ãäå ξk � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
Ïîëîæèì Eξk = a, Dξk = b2. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

αk = g(xk−1),

ãäå g(x) � íåïðåðûâíà è g(x) > 0.
Òîãäà

ξk =
∆xk

g(xk−1)
, k = 1, . . . , n.

Ïðîñóììèðóåì îáå ÷àñòè ïî k:

n∑
k=1

ξk =

n∑
k=1

∆xk
g(xk−1)

.

Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñòîèò èíòåãðàëüíàÿ ñóììà, çíà÷èò

n∑
k=1

ξk ≈
xn∫
x0

dt

g(t)
.

Òàê êàê â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò ñóììà íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼í-
íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òî ïî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå ñëó÷àé-

íàÿ âåëè÷èíà
n∑
k=1

ξk ñòðåìèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ N(µ, σ2),

ãäå µ = na, σ2 = nb2. Îáîçíà÷èì

xn∫
x0

dt

g(t)
= h(x).
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ßñíî, ÷òî h(x) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà

P{X < x} = P{h(X) < h(x)} ≈ Φ

(
h(x)− µ

σ

)
, x > 0.

Åñòåñòâåííî çäåñü ïðåäïîëîæèòü, ÷òî g(t) = t. Â ýòîì ñëó÷àå

F (x) = Φ

(
ln(x)− µ

σ

)
, x > 0.

Ðàñïðåäåëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, íàçûâà-
åòñÿ ëîãíîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Íàçâàíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

ln(X) ∼ N(µ, σ2).

Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè áóäåò ðàâíà

p(x) =
1

σ
√

2πx
e−

(ln x−µ)2

2σ2 , x > 0.
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2.10 Çàäà÷à ðåãðåññèè. Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå

Ïóñòü èìåþòñÿ äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η, ïðè÷¼ì çíà÷åíèÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξ íàáëþäàåìû. Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ g = g(x) òàê,
÷òîáû

E(η − g(ξ))2 7−→ min .

Ýòà çàäà÷à íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé ðåãðåññèè.

Êàê íàéòè ôóíêöèþ g = g(x)? Íà÷í¼ì ñ ñàìîãî ïðîñòîãî ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü ξ = ξ(ω) � âûðîæäåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî åñòü, ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c, ÷òî P{ξ = c} = 1. Òîãäà íàì íóæíî íàéòè
b = g(c), òàêóþ, ÷òî

E(η − b)2 7−→ min .

Ýòó çàäà÷ó ìû ðåøàëè êîãäà ðàññìàòðèâàëè ñâîéñòâà äèñïåðñèè:

b = g(c) = Eη.

2. Ïóñòü òåïåðü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà äèñêðåòíîãî òèïà ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì çíà÷åíèé, òî åñòü,

ξ(ω) =
∑
n

cnIAn(ω),

ãäå An = {ω : ξ(ω) = cn}.
Ñâåä¼ì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ê ïðåäûäóùåé. Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèÿ

n è íàéä¼ì g(ξ) ïðè óñëîâèè, ÷òî ñîáûòèå {ξ = n} ïðîèçîøëî. Ïîëîæèì
g(n) = bn. Òîãäà íàì íóæíî ìèíèìèçèðîâàòü

E(η − g(ξ))2 =
∑
n

∫
An

(η − bn)2P(dω).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Pn(·) = P(·|An) =
P(·An)

P(An)

� óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü. Òîãäà èç ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ ñëåäóåò, ÷òî

bn = Enη =

∫
An

ηPn(dω) =
1

P(An)

∞∫
−∞

ηIAnP(dω) =
1

P(An)
E(ηIAn).
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Çíà÷èò,

g(ξ) =
∑
n

g(cn)IAn =
∑
n

bnIAn =
∑
n

1

P(An)
E(ηIAn)IAn .

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíè-
åì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η îòíîñèòåëüíî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Îáîçíà-
÷àåòñÿ ýòî òàê:

E(η|ξ) =:
∑
n

1

P(An)
E(ηIAn)IAn .

3. Ïóñòü, íàêîíåö, ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íåïðåðûâíîãî òèïà. Íàì áû
õîòåëîñü ïðèìåíèòü òîò æå ïîäõîä, ÷òî è â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ, è âû÷èñëèòü óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îòíîñèòåëüíî
ñîáûòèÿ {ξ = x} äëÿ âñåõ x. Íî ìû çíàåì, ÷òî â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ P{ξ = x} = 0. Òåì íå ìåíåå, íàéä¼ì óñëîâíóþ ôóíêöèþ
ïëîòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η îòíîñèòåëüíî ñîáûòèÿ {ξ = x}.

Ïóñòü pξ,η(x, y) � ñîâìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ξ è η. Âíà÷àëå çàïèøåì óñëîâíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ:

Fη|ξ(y|x) = P{η < y|ξ = x} = lim
∆x→0

P{η < y|x 6 ξ < x+ ∆x} =

= lim
∆x→0

P{η < y, x 6 ξ < x+ ∆x}
P{x 6 ξ < x+ ∆x}

= lim
∆x→0

y∫
−∞

dt
x+∆x∫
x

pξ,η(t, s)ds

x+∆x∫
x

pξ(t)dt

.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ñðåäíåì äëÿ ïîñëåäíèõ èíòåãðàëîâ, ïîëó÷èì

P{η < y|ξ = x} = lim
∆x→0

y∫
−∞

pξ,η(t, c
′)∆xdt

pξ(c′′)∆x
=

y∫
−∞

pξ,η(t, x)dt

pξ(x)
,

(x 6 c′ < x+∆x, x 6 c′′ < x+∆x). Çíà÷èò, óñëîâíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè
áóäåò ðàâíà:

pη|ξ(y|x) =
pξ,η(x, y)

pξ(x)
.

Òîãäà, ñëåäóÿ àíàëîãè÷íûì ðàññóæäåíèÿì, ÷òî è âûøå, ïîëó÷èì

g(x) = Exη =

+∞∫
−∞

ypη|ξ(y|x)dy

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè âèä ôóíêöèè g = g(x). Ýòî � óñëîâíîå ìà-
òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η îòíîñèòåëüíî ñîáûòèÿ
{ξ = x}.
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Ñëó÷àé íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Îñîáî âûäåëèì ñëó÷àé, êîãäà (ξ, η) � íîðìàëüíûé âåêòîð.

Òåîðåìà 2.24 (î íîðìàëüíîé êîððåëÿöèè). Ïóñòü (ξ, η) � íîðìàëüíûé
ñëó÷àéíûé âåêòîð, ñ âåêòîðîì ñðåäíèõ çíà÷åíèé (m1,m2) è êîâàðèàöè-
îííîé ìàòðèöåé

Λ =

(
Dξ Cov(ξ, η)

Cov(ξ, η) Dη

)
ïðè÷¼ì Dξ > 0. Òîãäà îïòèìàëüíàÿ îöåíêà g(ξ) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η
ïî ξ åñòü

g(ξ) = E(η|ξ) = Eη +
Cov(ξ, η)

Dξ
(ξ − Eξ),

è å¼ îøèáêà ðàâíà

∆ ≡ E(η − E(η|ξ))2 = Dη − Cov(ξ, η)

D(ξ)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ g(ξ) � ëèíåé-
íàÿ, òî åñòü, ðå÷ü èäåò î ëèíåéíîé ðåãðåññèè.

Äåéñòâèòåëüíî,

pξ,η(x, y) =
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

×

× exp

{
− 1

2(1− ρ2)

[
(x−m1)2

σ2
1

− 2ρ
(x−m1)(y −m2)

σ1σ2
+

(y −m2)2

σ2
2

]}
,

ãäå σ2
1 = Dξ, σ2

2 = Dη, ρ = Cov(ξ, η)/(σ1σ2).

Òîãäà, âû÷èñëèâ óñëîâíóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè, ìû ìîæåì ïðåîáðà-
çîâàòü å¼ ê âèäó

pη|ξ(y|x) =
1√

2π(1− ρ2)σ2

exp

{
−(y −m(x))2

2σ2
2(1− ρ2)

}
,

ãäå

m(x) = m2 +
σ2

σ1
ρ(x−m1).

Òîãäà

E(η|ξ) =

+∞∫
−∞

ypη|ξ(y|x)dy = m(x),
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è

D(η|ξ) =

+∞∫
−∞

(y −m(x))2pη|ξ(y|x)dy = σ2
2(1− ρ2).

Ê âîïðîñó ëèíåéíîé ðåãðåññèè ìû åù¼ âåðíåìñÿ â êóðñå ìàòåìàòè-
÷åñêîé ñòàòèñòèêè.
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