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Пусть ℋ – гильбертово пространство над полем C, ℬ(ℋ) – *-алгебра всех
линейных ограниченных операторов в ℋ. Найдены достаточные условия поло-
жительности и обратимости операторов из ℬ(ℋ). Произвольная симметрия из
алгебры фон Неймана 𝒜 записана в виде произведения 𝐴−1𝑈𝐴 c положитель-
ным обратимым 𝐴 и самосопряженным унитарным 𝑈 из 𝒜. Пусть 𝜙 – вес на
алгебре фон Неймана 𝒜, 𝐴 ∈ 𝒜 и ‖𝐴‖ 6 1. Если 𝐴*𝐴−𝐼 ∈ N𝜙, то |𝐴|−𝐼 ∈ N𝜙 и
для любой изометрии 𝑈 ∈ 𝒜 выполняется неравенство ‖𝐴−𝑈‖𝜙,2 > ‖|𝐴|−𝐼‖𝜙,2.
Если оператор 𝑈 является унитарным оператором из полярного разложения
обратимого оператора 𝐴, то в этом неравенстве достигается равенство.
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1. Введение. Пусть ℋ – гильбертово пространство над полем C, ℬ(ℋ) – *-ал-
гебра всех линейных ограниченных операторов в ℋ. Поиск достаточных условий
положительности и обратимости операторов из ℬ(ℋ) является одной из задач теории
операторов, см. например, [1]–[7] и библиографию в них. Перечислим полученные
результаты.

Пусть 𝐴, 𝐵 ∈ ℬ(ℋ)+ и 𝐵 обратим, 𝑓 : R+ → R+ – операторно монотонная функция
с 𝑓(0) = 0 и lim𝑡→+∞ 𝑓(𝑡) = +∞. Тогда оператор 𝑓(𝑓−1(𝐴) + 𝐵) − 𝐴 ∈ ℬ(ℋ)+

и обратим (теорема 1; положительность оператора 𝐵 здесь существенна). Пусть
𝐴, 𝐵 ∈ ℬ(ℋ) и 𝐴 обратим слева, пусть (𝜆 − 𝜆2)|𝐴|2 > 2|𝐵|2 для некоторого числа
0 < 𝜆 < 1. Тогда оператор |𝐴 + 𝐵|2 − |𝐵|2 ∈ ℬ(ℋ)+ и обратим (теорема 2). В [8;
следствие 1] для унитальной 𝐶*-алгебры 𝒜 и 𝑆 ∈ 𝒜 установлена равносильность
условий:

(i) 𝑆2 = 𝐼;
(ii) 𝑆 = 𝑇−1𝑈𝑇 для некоторых обратимого 𝑇 и эрмитова унитарного 𝑈 из 𝒜. Для

алгебры фон Неймана 𝒜 оператор 𝑇 можно выбрать положительным (теорема 4).

Работа выполнена в рамках реализации Программы развития Научно-образовательного мате-
матического центра Приволжского федерального округа (соглашение № 075-02-2022-882).
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Изучение следов и весов на операторных алгебрах является важной частью работ
по теории некоммутативного интегрирования (см. [9]–[11]) и постоянно привлекают
внимание исследователей, см., например, [12]–[15] и библиографию в них.

Пусть 𝜙 – вес на алгебре фон Неймана 𝒜, 𝐴 ∈ 𝒜 и ‖𝐴‖ 6 1. Если 𝐴*𝐴− 𝐼 ∈ N𝜙,
то |𝐴| − 𝐼 ∈ N𝜙 и для любой изометрии 𝑈 ∈ 𝒜 выполняется неравенство

‖𝐴− 𝑈‖𝜙,2 > ‖|𝐴| − 𝐼‖𝜙,2.

Если оператор 𝑈 является унитарным оператором из полярного разложения обрати-
мого оператора 𝐴, то в этом неравенстве достигается равенство (теорема 5). Пусть
𝜙 – конечный вес на унитальной 𝐶*-алгебре 𝒜, 𝐴 ∈ 𝒜 и 𝑈 ∈ 𝒜 – изометрия. Тогда

‖𝐴− 𝑧𝑈‖2𝜙,2 > ‖𝐴‖2𝜙,2 − 𝜙(𝐼)−1|𝜙(𝑈*𝐴)|2 для всех 𝑧 ∈ C

(теорема 6).

2. Определения и обозначения. Левый (соответственно, правый) идеал в ал-
гебре 𝒜 – это векторное подпространство 𝒥 в 𝒜 такое, что

𝐴 ∈ 𝒜 и 𝐵 ∈ 𝒥 =⇒ 𝐴𝐵 ∈ 𝒥 (соответственно, 𝐵𝐴 ∈ 𝒥 ).

𝐶*-алгеброй называется комплексная банахова *-алгебра 𝒜 такая, что

‖𝐴*𝐴‖ = ‖𝐴‖2 для всех 𝐴 ∈ 𝒜.

Для 𝐶*-алгебры 𝒜 через 𝒜id, 𝒜sa и 𝒜+ будем обозначать ее подмножества идем-
потентов (𝐴 = 𝐴2), эрмитовых (𝐴* = 𝐴) элементов и положительных элементов
соответственно. Если 𝐴 ∈ 𝒜, то |𝐴| =

√
𝐴*𝐴 ∈ 𝒜+ и Re{𝐴} = (𝐴 + 𝐴*)/2 ∈ 𝒜sa.

Если 𝐼 – единица алгебры 𝒜, то формула 𝑆𝑃 = 2𝑃 − 𝐼 задает биекцию между 𝒜id

и множеством 𝒜sym всех симметрий (𝑆2 = 𝐼) в 𝒜. Через 𝒜inv и 𝒜u обозначим
подмножества обратимых элементов и унитарных (𝐴*𝐴 = 𝐴𝐴* = 𝐼) элементов соот-
ветственно. Элемент 𝐴 ∈ 𝒜 называется изометрией, если 𝐴*𝐴 = 𝐼.

Весом на 𝐶*-алгебре 𝒜 называется такое отображение 𝜙 : 𝒜+ → [0, +∞], что

𝜙(𝑋 + 𝑌 ) = 𝜙(𝑋) + 𝜙(𝑌 ), 𝜙(𝜆𝑋) = 𝜆𝜙(𝑋) для всех 𝑋, 𝑌 ∈ 𝒜+, 𝜆 > 0

(при этом 0 · (+∞) ≡ 0). Вес 𝜙 называется точным, если 𝜙(𝑋) = 0 ⇒ 𝑋 = 0,
𝑋 ∈ 𝒜+. Для веса 𝜙 определим (см. [16; гл. II, II.6.7.3], [11; гл. 2, § 11])

∙ M+
𝜙 = {𝑋 ∈ 𝒜+ : 𝜙(𝑋) < +∞}, Msa

𝜙 = linR M+
𝜙 ;

∙ N𝜙 = {𝐴 ∈ 𝒜 : 𝐴*𝐴 ∈ M+
𝜙} – левый идеал в 𝒜;

∙ ‖𝐴‖𝜙,2 =
√︀

𝜙(𝐴*𝐴) (𝐴 ∈ N𝜙) – полунорма (норма для точного 𝜙) на N𝜙.
Ограничение 𝜙|M+

𝜙
корректно продолжается по линейности до функционала на

M𝜙 = linC M+
𝜙 , который будем обозначать той же буквой 𝜙. Такое продолжение

позволяет отождествлять конечные веса (т.е. 𝜙(𝑋) < +∞ для всех 𝑋 ∈ 𝒜+) с поло-
жительными функционалами на 𝒜.

Пусть ℋ – гильбертово пространство над полем C, ℬ(ℋ) – *-алгебра всех линей-
ных ограниченных операторов в ℋ, 𝜎(𝐴) – спектр оператора 𝐴 ∈ ℬ(ℋ). Любую
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𝐶*-алгебру можно реализовать как 𝐶*-подалгебру в ℬ(ℋ) для некоторого гильбер-
това пространства ℋ (Гельфанд–Наймарк; см. [17; теорема 3.4.1]). Локально выпук-
лая топология в ℬ(ℋ), определяемая полунормами 𝑋 ↦→ ‖𝑋𝜉‖ (𝜉 ∈ ℋ), называет-
ся сильной операторной топологией (so-топологией). Коммутантом множества
𝒳 ⊂ ℬ(ℋ) называется множество

𝒳 ′ = {𝑌 ∈ ℬ(ℋ) : 𝑋𝑌 = 𝑌 𝑋 для всех 𝑋 ∈ 𝒳}.

Алгеброй фон Неймана, действующей в гильбертовом пространстве ℋ, называется
*-подалгебра 𝒜 алгебры ℬ(ℋ), для которой 𝒜 = 𝒜′′. Для алгебры фон Неймана 𝒜
через 𝒜pr будем обозначать ее решетку проекторов (𝐴 = 𝐴* = 𝐴2). Для оператора
𝑋 ∈ 𝒜 через rp(𝑋) обозначается его ранговый проектор, т.е. проектор на замы-
кание области значений оператора 𝑋; имеем rp(𝑋) ∈ 𝒜pr. При dimℋ = 𝑛 < ∞
алгебра ℬ(ℋ) отождествляется с полной матричной алгеброй M𝑛(C).

Пусть ℐ ⊆ R – интервал. Функция 𝑓 : ℐ → R называется
∙ матрично монотонной порядка 𝑛 или 𝑛-монотонной, если для всех 𝐴, 𝐵 ∈

M𝑛(C)sa с 𝜎(𝐴), 𝜎(𝐵) ⊆ ℐ из 𝐴 6 𝐵 следует 𝑓(𝐴) 6 𝑓(𝐵);
∙ операторно монотонной, если она 𝑛-монотонна для всех 𝑛 ∈ N.

Если 𝑓 2-монотонна, то 𝑓 ∈ 𝐶1(ℐ) и 𝑓 ′ > 0 для 𝑓 ̸= const. Функция 𝑓 : R+ → R+

операторно монотонна тогда и только тогда, когда она операторно вогнута, т.е.

𝑓(𝜆𝐴 + (1− 𝜆)𝐵) > 𝜆𝑓(𝐴) + (1− 𝜆)𝑓(𝐵) для всех 𝐴, 𝐵 ∈ ℬ(ℋ)+

и 0 6 𝜆 6 1. Примеры
1) 𝑓(𝑡) = 𝑡𝑝, 0 6 𝑝 6 1;
2) 𝑓(𝑡) = (𝑡− 1)/ log(𝑡), 𝑓(0) := 0, 𝑓(1) := 1, см. [18; § 2].

3. Об обратимости некоторых операторов.

Лемма 1. Пусть 𝑓 : R+ → R+ – операторно монотонная функция с 𝑓(0) = 0,
lim𝑡→+∞ 𝑓(𝑡) = +∞ и число 𝑡0 > 0. Тогда

∀ 𝜀 > 0 ∃ 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0 ∀ 𝑡 ∈ [0, 𝑡0] (𝑓(𝑡 + 𝜀) > 𝑓(𝑡) + 𝛿).

Доказательство. В силу [19; гл. VII, теорема 4] 2-монотонная функция 𝑓 , 𝑓 ̸=
const, представляется в виде 𝑓(𝑡) =

∫︀ 𝑡

0
𝑑𝑥/𝑐(𝑥)2 , где функция 𝑐(𝑥) > 0 и вогнута

для всех 𝑥 > 0. Перепишем неравенство 𝑓(𝑡 + 𝜀) > 𝑓(𝑡) + 𝛿 в виде
∫︀ 𝑡+𝜀

0
𝑑𝑥/𝑐(𝑥)2 >∫︀ 𝑡

0
𝑑𝑥/𝑐(𝑥)2 + 𝛿, т.е. ∫︁ 𝑡+𝜀

𝑡

𝑑𝑥

𝑐(𝑥)2
> 𝛿. (1) {eq1}

Покажем, что функция 1/𝑐(𝑥)2 убывает. Допустим, что 1/𝑐(𝑥)2 строго возрастает
на некотором интервале (𝑎, 𝑏) ⊂ R+. Тогда функция

𝑓(𝑡) =
∫︁ 𝑡

0

𝑑𝑥

𝑐(𝑥)2

будет строго выпуклой на (𝑎, 𝑏), что невозможно, так как всякая операторно моно-
тонная на R+ функция является вогнутой. Теперь ясно, что число 𝛿 = 𝜀/𝑐(𝑡0 + 𝜀)2

удовлетворяет неравенству (1).
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Теорема 1. Пусть 𝐴, 𝐵 ∈ ℬ(ℋ)+ и 𝐵 обратим, 𝑓 : R+ → R+ – операторно
монотонная функция с 𝑓(0) = 0 и lim𝑡→+∞ 𝑓(𝑡) = +∞. Тогда

оператор 𝑓(𝑓−1(𝐴) + 𝐵)−𝐴 ∈ ℬ(ℋ)+ и обратим.

Доказательство. Поскольку 𝑓−1(𝐴) + 𝐵 > 𝑓−1(𝐴), в силу операторно моно-
тонности функции 𝑓 имеем 𝑓(𝑓−1(𝐴) + 𝐵) − 𝐴 > 0. Так как 𝐵 > 0 и обратим,
существует число 𝜀 > 0 такое, что 𝐵 > 𝜀𝐼. Тогда

𝑓(𝑓−1(𝐴) + 𝐵) > 𝑓(𝑓−1(𝐴) + 𝜀𝐼) (2) {eq2}

в силу операторно монотонности функции 𝑓 . Покажем, что существует число 𝛿 =
𝛿(𝜀) > 0 такое, что

𝑓(𝑓−1(𝐴) + 𝜀𝐼) > 𝐴 + 𝛿𝐼. (3) {eq3}

Для этого воспользуемся спектральной теоремой в форме мультипликаторов (для
оператора 𝐴) и леммой 1 с достаточно большим параметром 𝑡0, поскольку нера-
венство (3) находится в “коммутативной” ситуации. При этом оператор 𝐴 рассмат-
ривается как неотрицательная существенно ограниченная измеримая функция на
пространстве с мерой (Ω, Σ, 𝜇), являющимся прямой суммой пространств с конеч-
ными мерами. Теперь из (2), (3) имеем 𝑓(𝑓−1(𝐴) + 𝐵)−𝐴 > 𝛿𝐼, что и требовалось.

Для функции 𝑓(𝑡) =
√

𝑡 , 𝑡 > 0, выбор числа 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0 можно сделать и без
обращения к лемме 1. Возьмем число 𝛿 > 0 таким, что 𝜀 > 2𝛿‖𝐴‖+ 𝛿2. Тогда

𝜀𝐼 > 2𝛿‖𝐴‖𝐼 + 𝛿2𝐼 > 2𝛿𝐴 + 𝛿2𝐼, 𝐴2 + 𝜀𝐼 > 𝐴2 + 2𝛿𝐴 + 𝛿2𝐼 = (𝐴 + 𝛿𝐼)2,

тем самым (3) установлено в силу операторно монотонности функции 𝑓 .

Пример 1. Положительность оператора 𝐵 существенна в теореме 1. В M2(C)

для 𝐴 =
1
2

(︂
3 1
1 1

)︂
имеем 𝐴2 =

1
2

(︂
5 2
2 1

)︂
.

Для обратимой матрицы

𝐵 =
1
2

(︂
−4 −1
−1 0

)︂
матрица

𝐴2 + 𝐵 =
√︀

𝐴2 + 𝐵 =
1
2

(︂
1 1
1 1

)︂
является проектором. Поэтому матрица√︀

𝐴2 + 𝐵 −𝐴 =
(︂
−1 0
0 0

)︂
6 0

и необратима.

Теорема 2. Пусть 𝐴, 𝐵 ∈ ℬ(ℋ) и 𝐴 обратим слева, пусть

(𝜆− 𝜆2)|𝐴|2 > 2|𝐵|2 для некоторого числа 0 < 𝜆 < 1. (4) {eq4}

Тогда оператор |𝐴 + 𝐵|2 − |𝐵|2 ∈ ℬ(ℋ)+ и обратим.
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Доказательство. Оператор 𝐴 ∈ ℬ(ℋ) обратим слева, если он ограничен снизу,
т.е.

∃ 𝜀 > 0 ∀ 𝜉 ∈ ℋ (‖𝐴𝜉‖ > 𝜀‖𝜉‖).

Тогда

⟨𝐴*𝐴𝜉, 𝜉⟩ = ⟨𝐴𝜉, 𝐴𝜉⟩ = ‖𝐴𝜉‖2 > 𝜀2‖𝜉‖2 = 𝜀2⟨𝐼𝜉, 𝜉⟩ для всех 𝜉 ∈ ℋ,

т.е. 𝐴*𝐴 > 𝜀2𝐼. Имеем

|𝐴 + 𝐵|2 − |𝐵|2 = (1− 𝜆)|𝐴|2 + 𝜆|𝐴|2 + 𝐴*𝐵 + 𝐵*𝐴 +
1
𝜆
|𝐵|2 − 1

𝜆
|𝐵|2

= (1− 𝜆)|𝐴|2 +
⃒⃒⃒⃒√

𝜆 𝐴 +
1√
𝜆

𝐵

⃒⃒⃒⃒2
− 1

𝜆
|𝐵|2

> (1− 𝜆)|𝐴|2 − 1
𝜆
|𝐵|2 >

1− 𝜆

2
|𝐴|2 >

(1− 𝜆)𝜀2

2
𝐼.

Пример 2. Условие (4) существенно в теореме 2. Для произвольного числа 0 <
𝜀 < 1/10 в M2(C) положим

𝐴 =
1
2

(︂
1 + 𝜀 1− 𝜀

1− 𝜀 1 + 𝜀

)︂
,

и пусть 𝐵 =
(︂

1 0
0 0

)︂
. Имеем

|𝐴|2 =
1
2

(︂
1 + 𝜀2 1− 𝜀2

1− 𝜀2 1 + 𝜀2

)︂
>∖

(︂
2 0
0 0

)︂
= 2|𝐵|2,

т.е. условие (4) не выполнено для всех 0 < 𝜆 < 1. Оператор

|𝐴 + 𝐵|2 − |𝐵|2 = (𝐴 + 𝐵)2 −𝐵2 =
1
4

(︂
6 + 4𝜀 + 2𝜀2 4− 2𝜀− 2𝜀2

4− 2𝜀− 2𝜀2 2 + 2𝜀2

)︂
обратим и имеет отрицательное собственное значение.

Лемма 2. Пусть {𝐴𝑛}∞𝑛=1 ⊂ ℬ(ℋ)+ и ряд
∑︀∞

𝑛=1 𝐴𝑛 so-сходится. Пусть выпол-
нено {𝜆𝑛}∞𝑛=1 ⊂ R+ и

0 < 𝑎 = inf
𝑛>1

𝜆𝑛 6 sup
𝑛>1

𝜆𝑛 = 𝑏 < ∞.

Тогда ряд
∑︀∞

𝑛=1 𝜆𝑛𝐴𝑛 so-сходится и

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛 обратим ⇐⇒
∞∑︁

𝑛=1

𝜆𝑛𝐴𝑛 обратим.

Доказательство. Ряд
∑︀∞

𝑛=1 𝜆𝑛𝐴𝑛 so-сходится в силу [20; теорема 2]. Заметим,
что

1) 𝑎
∑︀∞

𝑛=1 𝐴𝑛 6
∑︀∞

𝑛=1 𝜆𝑛𝐴𝑛 6 𝑏
∑︀∞

𝑛=1 𝐴𝑛;
2) 𝐴 ∈ ℬ(ℋ)+ обратим ⇔ ∃ 𝜀 > 0 такое, что 𝐴 > 𝜀𝐼.
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Теорема 3. Пусть 𝐴, 𝐵 ∈ ℬ(ℋ) и числа 𝜆, 𝜇 > 0. Тогда
(i) если 𝐴*𝐵 + 𝐵*𝐴 обратим, то 𝜆𝐴*𝐴 + 𝜇𝐴𝐴* обратим;
(ii) если 𝐴 > 0 и 𝐴𝐵* + 𝐵𝐴 обратим, то 𝜆𝐴 + 𝜇𝐵𝐴𝐵* обратим.

Доказательство. В силу леммы 2 можно положить 𝜆 = 𝜇 = 1. Пусть 𝑋 ∈
ℬ(ℋ)+, 𝑌 ∈ ℬ(ℋ)sa и −𝑋 6 𝑌 6 𝑋. Если 𝑌 обратим, то 𝑋 обратим [21; следствие 2].

(i) Поскольку (𝐴±𝐵)*(𝐴±𝐵) > 0, имеем

−𝐴*𝐴−𝐵*𝐵 6 𝐴*𝐵 + 𝐵*𝐴 6 𝐴*𝐴 + 𝐵*𝐵.

(ii) Поскольку (
√

𝐴±𝐵
√

𝐴 )(
√

𝐴±𝐵
√

𝐴 )* > 0, имеем

−𝐴−𝐵𝐴𝐵* 6 𝐴𝐵* + 𝐵𝐴 6 𝐴 + 𝐵𝐴𝐵*.

4. Симметрии и идеалы в алгебрах фон Неймана. В [8; следствие 1] для
унитальной 𝐶*-алгебры 𝒜 и 𝑆 ∈ 𝒜 установлена равносильность условий: (i) 𝑆2 = 𝐼,
т.е. 𝑆 ∈ 𝒜sym; (ii) 𝑆 = 𝑇−1𝑈𝑇 для некоторых 𝑇 ∈ 𝒜inv и 𝑈 ∈ 𝒜u ∩ 𝒜sa. Покажем,
что для алгебры фон Неймана 𝒜 оператор 𝑇 можно выбрать положительным.

Теорема 4. Пусть 𝒜 – алгебра фон Неймана и 𝑆 ∈ 𝒜. Тогда следующие условия
эквивалентны:

(i) 𝑆2 = 𝐼 ;
(ii) 𝑆 = 𝐴−1𝑈𝐴 для некоторых 𝐴 ∈ 𝒜+ ∩ 𝒜inv и 𝑈 ∈ 𝒜u ∩ 𝒜sa .

Доказательство. (i) ⇒ (ii) Формула 𝑆𝑃 = 2𝑃 − 𝐼 задает биекцию между мно-
жествами 𝒜id и 𝒜sym. Если 𝑃 ∈ 𝒜id, то существует 𝑇 ∈ 𝒜inv такой, что

𝑄 ≡ 𝑇−1𝑃𝑇 ∈ 𝒜pr

[22; лемма 16]. Если 𝑇−1 = 𝑉 |𝑇−1| – полярное разложение оператора 𝑇−1, то 𝑉 =
𝑇−1|𝑇−1|−1 ∈ 𝒜u и 𝑇 = |𝑇−1|−1𝑉 * в силу теоремы об обратном к произведению
операторов. Теперь

𝑃 = 𝑇𝑄𝑇−1 = |𝑇−1|−1𝑉 *𝑄𝑉 |𝑇−1| = 𝐴−1𝑅𝐴 с 𝐴 = |𝑇−1| ∈ 𝒜+ ∩ 𝒜inv

и 𝑅 = 𝑉 *𝑄𝑉 ∈ 𝒜pr. Следовательно,

𝑆 = 2𝑃 − 𝐼 = 2𝐴−1𝑅𝐴− 𝐼 = 𝐴−1(2𝑅− 𝐼)𝐴

и можно положить 𝑈 = 2𝑅− 𝐼.

Лемма 3. Пусть 𝒥 – левый (или правый) идеал в унитальной 𝐶*-алгебре 𝒜 и
𝐴 ∈ 𝒜+ , 𝐼 −𝐴 ∈ 𝒥 . Тогда

(i) 𝐼 −𝐴1/2𝑛 ∈ 𝒥 для всех 𝑛 ∈ N;
(ii) если 𝒜 – алгебра фон Неймана и 𝐴 6 𝐼 , то 𝐼−rp(𝐴) ∈ 𝒥 ; для so-замкнутого 𝒥

условие 𝐴 6 𝐼 можно опустить.

Доказательство. (i) Пусть 𝒥 – левый идеал в унитальной 𝐶*-алгебре 𝒜. По-
скольку

(𝐼 +
√

𝐴 )(𝐼 −
√

𝐴 ) = 𝐼 −𝐴 ∈ 𝒥
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и элемент 𝐼 +
√

𝐴 обратим, имеем 𝐼 −
√

𝐴 ∈ 𝒥 . Поскольку

(𝐼 + 𝐴1/4)(𝐼 −𝐴1/4) = 𝐼 −
√

𝐴 ∈ 𝒥

и элемент 𝐼+𝐴1/4 обратим, имеем 𝐼−𝐴1/4 ∈ 𝒥 . Продолжая такой процесс, получаем
требуемое.

(ii) Пусть 𝒜 – алгебра фон Неймана и 𝐴 6 𝐼. Так как rp(𝐴) > 𝐴, имеем 𝐼 − 𝐴 >
𝐼 − rp(𝐴) > 0 и rp(𝐴)𝐴 = 𝐴 rp(𝐴) = 𝐴. Если 𝑋, 𝑌 ∈ 𝒜+ и 𝑋 6 𝑌 , то найдется 𝑍 ∈ 𝒜
с ‖𝑍‖ 6 1 такой, что

√
𝑋 = 𝑍

√
𝑌 [23; гл. 1, § 1, лемма 2]. Поэтому√︀

𝐼 − rp(𝐴) = 𝐼 − rp(𝐴) = 𝑍
√

𝐼 −𝐴

для некоторого 𝑍 ∈ 𝒜 с ‖𝑍‖ 6 1. В силу спектральной теоремы в форме мульти-
пликаторов имеем

𝐼 − rp(𝐴) =
√︀

𝐼 − rp(𝐴) =
√︀

(𝐼 − rp(𝐴))(𝐼 −𝐴) = (𝐼 − rp(𝐴))
√

𝐼 −𝐴

= 𝑍
√

𝐼 −𝐴 ·
√

𝐼 −𝐴 = 𝑍(𝐼 −𝐴) ∈ 𝒥 .

Пусть теперь левый идеал 𝒥 so-замкнут. Так как 𝒥 – выпуклое подмножество
в 𝒜, в силу [9; гл. II, § 2, п. (iv) теоремы 2.6] 𝒥 𝜎-слабо замкнут. Поэтому в силу [9;
гл. II, § 3, предложение 3.12] в 𝒥 содержится единственный проектор 𝐸 такой, что
𝒥 = 𝒜𝐸. Пусть 𝑋 ∈ 𝒜 такой, что 𝐼 −𝐴 = 𝑋𝐸. Тогда

𝐼 − rp(𝐴) = 𝐼 −𝐴− rp(𝐴)(𝐼 −𝐴) = (𝐼 − rp(𝐴))(𝐼 −𝐴) = (𝐼 − rp(𝐴))𝑋𝐸 ∈ 𝒥

и лемма доказана.

Теорема 5. Пусть 𝜙 – вес на алгебре фон Неймана 𝒜, 𝐴 ∈ 𝒜 и ‖𝐴‖ 6 1. Если
𝐴*𝐴 − 𝐼 ∈ N𝜙 , то |𝐴| − 𝐼 ∈ N𝜙 и для любой изометрии 𝑈 ∈ 𝒜 выполняется
неравенство

‖𝐴− 𝑈‖𝜙,2 > ‖|𝐴| − 𝐼‖𝜙,2. (5) {eq5}

Если оператор 𝑈 является унитарным оператором из полярного разложения обра-
тимого оператора 𝐴, то в (5) достигается равенство.

Доказательство. Поскольку |𝐴| =
√

𝐴*𝐴 и N𝜙 является левым идеалом в 𝒜,
имеем |𝐴| − 𝐼 ∈ N𝜙 в силу п. (i) леммы 3. Для доказательства неравенства (5)
без ограничения общности достаточно рассмотреть случай произвольной изометрии
𝑈 ∈ 𝒜, для которой 𝐴− 𝑈 ∈ N𝜙. Пусть 𝐵 = |𝐴| − 𝐼, тогда полярное представление
оператора 𝐴 будет иметь вид 𝐴 = 𝑊 (𝐼 + 𝐵), где 𝑊 – унитарный оператор. Пусть
𝑉 = 𝑊 *𝑈 , тогда 𝑉 является изометрией и

‖𝐴− 𝑈‖2𝜙,2 = ‖𝐼 + 𝐵 − 𝑉 ‖2𝜙,2 = 𝜙((𝐵 + 𝐼 − 𝑉 )*(𝐵 + 𝐼 − 𝑉 )).

Поэтому
‖𝐴− 𝑈‖2𝜙,2 = 𝜙(𝐵2) + 𝜙(𝐷), (6) {eq6}

где
𝐷 = 2𝐼 + 2𝐵 − 𝑉 − 𝑉 * −𝐵𝑉 − 𝑉 *𝐵 ∈ Msa

𝜙 .
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Покажем, что 𝐷 > 0. Так как ‖𝐴‖ 6 1, имеем |𝐴|2 6 |𝐴|. Тогда

𝐷 = 2𝐼 + |𝐴| − 𝐼 − 𝑉 − 𝑉 * − |𝐴|𝑉 * + 𝑉 * − 𝑉 |𝐴|+ 𝑉

= 𝐼 + |𝐴| − |𝐴|𝑉 − 𝑉 *|𝐴| = (|𝐴| − 𝑉 )*(|𝐴| − 𝑉 ) + (|𝐴| − |𝐴|2) > 0,

как сумма двух неотрицательных операторов и (5) выполнено в силу (6) и монотон-
ности функции 𝑓(𝑡) =

√
𝑡 , 𝑡 > 0.

Пусть 𝑈 является унитарным оператором из полярного разложения оператора 𝐴,
т.е. 𝑈 = 𝐴|𝐴|−1. Тогда

‖𝐴− 𝑈‖2𝜙,2 = 𝜙((𝐴−𝐴|𝐴|−1)*(𝐴−𝐴|𝐴|−1))

= 𝜙(|𝐴|2 − |𝐴|−1|𝐴|2 − |𝐴|2|𝐴|−1 + |𝐴|−1|𝐴|2|𝐴|−1)

= 𝜙(|𝐴|2 − 2|𝐴|+ 𝐼) = 𝜙((|𝐴| − 𝐼)2) = ‖|𝐴| − 𝐼‖2𝜙,2,

т.е. в (5) достигается равенство.

Для𝒜 = ℬ(ℋ), 𝜙 = tr и унитарного оператора 𝐴 утверждение теоремы 5 получено
в [24; гл. VI, лемма 3.1] и показано, что в этом частном случае знак равенства
в (5) достигается тогда и только тогда, когда 𝑈 является унитарным оператором из
полярного разложения обратимого оператора 𝐴.

Лемма 4. Для чисел 𝑎, 𝑐 > 0 и 𝑏 ∈ C определим функцию 𝑓 : C → R, полагая
𝑓(𝑧) = 𝑐|𝑧|2 − 2ℜ{𝑧𝑏}+ 𝑎 для всех 𝑧 ∈ C. Тогда

min
𝑧∈C

𝑓(𝑧) = 𝑓

(︂
𝑏

𝑐

)︂
= 𝑎− |𝑏|2

𝑐
.

Доказательство. Для всех 𝑧 ∈ C имеем

𝑓(𝑧) =
(︂√

𝑐 𝑧 − 𝑏√
𝑐

)︂(︂√
𝑐 𝑧 − 𝑏√

𝑐

)︂
− |𝑏|2

𝑐
+ 𝑎 =

⃒⃒⃒⃒√
𝑐 𝑧 − 𝑏√

𝑐

⃒⃒⃒⃒2
− |𝑏|2

𝑐
+ 𝑎.

Теорема 6. Пусть 𝜙 – вес на унитальной 𝐶*-алгебре 𝒜, 𝐴 ∈ 𝒜 и 𝑈 ∈ 𝒜 –
изометрия. Тогда

(i) 𝐴 ∈ N𝜙 ⇔ 𝑈𝐴 ∈ N𝜙 и при этом ‖𝑈𝐴‖𝜙,2 = ‖𝐴‖𝜙,2 ;
(ii) если 𝜙 конечен, то ‖𝐴− 𝑧𝑈‖2𝜙,2 > ‖𝐴‖2𝜙,2 − 𝜙(𝐼)−1|𝜙(𝑈*𝐴)|2 для всех 𝑧 ∈ C.

Доказательство. (i) Имеем

‖𝑈𝐴‖2𝜙,2 = 𝜙(𝐴*𝑈*𝑈𝐴) = 𝜙(𝐴*𝐴) = ‖𝐴‖2𝜙,2.

(ii) Продолжение конечного веса 𝜙 на всю алгебру 𝒜 обозначаем той же буквой 𝜙.
Поскольку 𝜙(𝑋*) = 𝜙(𝑋) и 𝜙(Re{𝑋}) = ℜ{𝜙(𝑋)} для всех 𝑋 ∈ 𝒜, для всех 𝑧 ∈ C
имеем

‖𝐴− 𝑧𝑈‖2𝜙,2 = 𝜙((𝐴* − 𝑧𝑈*)(𝐴− 𝑧𝑈)) = 𝜙(𝐴*𝐴)− 𝜙(2 Re{𝑧𝑈*𝐴}) + |𝑧|2𝜙(𝐼)

= ‖𝐴‖2𝜙,2 − 2ℜ{𝑧𝜙(𝑈*𝐴)}+ |𝑧|2𝜙(𝐼).

Минимум этого выражения (при фиксированных 𝐴 и 𝑈) достигается в точке 𝑧 =
𝜙(𝐼)−1𝜙(𝑈*𝐴) и равен ‖𝐴‖2𝜙,2 − 𝜙(𝐼)−1|𝜙(𝑈*𝐴)|2, см. лемму 4.
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Из теоремы 5 и теоремы 6 с 𝑧 = 1 имеем

Следательно 1. Пусть 𝜙 – конечный вес на алгебре фон Неймана 𝒜, 𝐴 ∈ 𝒜
с ‖𝐴‖ 6 1 и 𝑈 ∈ 𝒜 – изометрия. Тогда

‖𝐴− 𝑈‖2𝜙,2 > max{‖|𝐴| − 𝐼‖2𝜙,2, ‖𝐴‖2𝜙,2 − 𝜙(𝐼)−1|𝜙(𝑈*𝐴)|2}.

Пример 3. Пусть положительный функционал 𝜙 : M2(C) → C задается матрицей
плотности 𝑆𝜙 = diag(𝑡 + 𝑠, 𝑡− 𝑠) с фиксированными 𝑡 > 0 и 0 6 𝑠 6 𝑡. Тогда

𝜙(𝑋) = tr(𝑆𝜙𝑋) = (𝑡 + 𝑠)𝑥11 + (𝑡− 𝑠)𝑥22 для всех 𝑋 = [𝑥𝑖𝑗 ]2𝑖,𝑗=1 ∈ M2(C).

Положим 𝐴 := diag(1, 0), 𝑈 := diag(1,−1). Тогда

‖𝐴− 𝑈‖2𝜙,2 = ‖|𝐴| − 𝐼‖2𝜙,2 = 𝑡− 𝑠

и в неравенстве теоремы 5 достигается равенство для всех 0 6 𝑠 6 𝑡. Имеем 𝜙(𝐼) = 2𝑡

и
‖𝐴‖2𝜙,2 = 𝜙(𝑈*𝐴) = 𝜙(𝐴) = 𝑡 + 𝑠,

поскольку 𝐴 – проектор. Неравенство в п. (ii) теоремы 6 перепишется в виде

𝑡− 𝑠 > 𝑡 + 𝑠− (𝑡 + 𝑠)2

2𝑡
=

𝑡

2
− 𝑠2

2𝑡
,

и для 𝑠 = 𝑡 здесь достигается равенство. Таким образом, и в неравенстве следствия 1
для 𝑠 = 𝑡 достигается равенство.
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