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Ëåêöèÿ 6

Ãàóññîâñêèå ìîäåëè îøèáîê íàáëþäåíèé

Ñëåäóþùèå äâà çàíÿòèÿ áóäóò ïîñâÿùåíû îäíîé èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ â ïðè-
ðîäå âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè, ïðèâîäÿùåé ê òàê íàçûâàåìîìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäå-
ëåíèþ íàáëþäàåìîãî ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà (ñëó÷àéíîÉ âåëè÷èíû, ñëó÷àéíîãî âåêòîðà,
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà). Ñåãîäíÿøíåå çàíÿòèå ìû ïîñâÿòèì èçó÷åíèþ ñàìîé ìîäåëè, à
ïîòîì îáðàòèìñÿ ê ñòàòèñòè÷åñêèì ïðîáëåìàì, ñâÿçàííûì ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëå-
íèåì.

Êàê âñåãäà, íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèåì íåêîòîðûõ ðåàëüíûõ îáúåêòîâ ñ ïîñòðîåíèåì
âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè â íàáëþäåíèÿõ èõ õàðàêòåðèñòèê.

Ïðèìåð 1. Îïðåäåëåíèå âèäèìîé çâåçäíîé âåëè÷èíû. Íàáëþäåíèÿ çà èçìåíåíè-
åì áëåñêà íåáåñíûõ ñâåòèë, â ÷àñòíîñòè çâåçä, ÿâëÿþòñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷
ïðàêòè÷åñêîé àñòðîíîìèè. Òîëüêî ñ ïîìîùüþ àíàëèçà òàêèõ íàáëþäåíèé ìîæíî îáíà-
ðóæèòü ïåðåìåííûå çâåçäû, ïîñòàâëÿþùèå èíôîðìàöèþ î ðàññòîÿíèÿõ äî îòäàëåííûõ
ñâåòèë (öåôåèäû), à òàêæå îá èõ ìàññàõ, ðàçìåðàõ è ïð. (çàòìåííûå ïåðåìåííûå è
ñïåêòðàëüíî-äâîéíûå çâåçäû).

Âåëè÷èíà áëåñêà çâåçäû îïðåäåëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîé âèäèìîé çâåçäíîé âåëè÷è-

íîé � õàðàêòåðèñòèêîé ñâåòèìîñòè, ïðîïîðöèîíàëüíîé êîëè÷åñòâó êâàíòîâ ñâåòà, èñõî-
äÿùèõ îò çâåçäû è äîñòèãøèõ ïðèáîðà (ýëåêòðè÷åñêîãî ôîòîìåòðà, ôîòîãðàôè÷åñêîé
ïëàñòèíêè è ò.ï.), êîòîðûé ðåãèñòðèðóåò ïîòîê ëó÷åâîé ýíåðãèè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîáëå-
ìû ïîñòðîåíèÿ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè èçìåí÷èâîñòè â ïîâòîðíûõ íàáëþäåíèÿõ áëåñêà,
ìû èìååì òó æå êàðòèíó, ÷òî è ïðè èçìåðåíèÿõ èíòåíñèâíîñòè ðàäèîàêòèâíîãî èñòî÷-
íèêà: êàæäûé êâàíò ñâåòà ñ îïðåäåëåííîé âåðîÿòíîñòüþ p äîñòèãàåò ðåãèñòðèðóþùåãî
ïðèáîðà, è îáùåå êîëè÷åñòâî ðåãèñòðèðóåìûõ êâàíòîâ îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò íàáëþäå-
íèÿ áëåñêà çâåçäû. Ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå ñ èçìåðåíèÿìè ðàäèîàêòèâíîñòè ñîñòîèò
â äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè âåðîÿòíîñòè �óñïåøíîãî èñõîäà� p, â òî âðåìÿ êàê îá-
ùåå êîëè÷åñòâî �èñïûòàíèé� n (â äàííîì ñëó÷àå � êîëè÷åñòâî êâàíòîâ, íàïðàâëåííûõ
íà ïðèáîð) ÷ðåçâû÷àéíî âåëèêî. Òàêèì îáðàçîì âîçíèêàåò ïðîáëåìà àñèìïòîòè÷åñêîãî
àíàëèçà áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì p è n→∞.

Ïðèìåð 2. Îïðåäåëåíèå îáùåãî ñîäåðæàíèÿ ñåðû â äèçåëüíîì òîïëèâå. Îáùåå
ñîäåðæàíèå ñåðû ñëóæèò îäíîé èç âàæíûõ õàðàêòåðèñòèê ýêîëîãè÷åñêîé ÷èñòîòû äè-
çåëüíîãî òîïëèâà. Ðå÷ü èäåò íå îá �ýëåìåíòàðíîé ñåðå� (ïðîöåíòíîì ñîäåðæàíèè õèìè-
÷åñêîãî ýëåìåíòà S, ÷òî ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåê-
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òðàëüíîãî àíàëèçà âåùåñòâà), à ñïîñîáíîñòè ýëåìåíòà S ïðè ñãîðàíèè òîïëèâà ñîåäè-
íÿòüñÿ ñ êèñëîðîäîì, îáðàçóÿ ñåðíûé ãàç SO2. Èìåííî ýòîò ãàç ÷åðåç âûõëîïíûå òðóáû
ìàøèí ïîïàäàåò â ñðåäó íàøåãî îáèòàíèÿ è ñîåäèíÿåòñÿ ñ âîäîé, îáðàçóÿ ñåðíóþ êèñ-
ëîòó H2SO4. ×òî òàêîå ñåðíàÿ êèñëîòà, è ÷òî îíà ìîæåò íàòâîðèòü ñ íàøèìè ëåãêèìè,
âû çíàåòå èç øêîëüíîãî êóðñà õèìèè.

Èòàê, ðå÷ü èäåò î õèìè÷åñêîé àêòèâíîñòè ñåðû, ñîäåðæàùåéñÿ â äèçåëüíîì òîïëèâå
â ñâÿçàííîì âèäå. Àíàëèç ýòîé àêòèâíîñòè ïðîèçâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áåðåòñÿ
îïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî äèçåëüíîãî òîïëèâà, ñêàæåì 100 ãðàìì, è ñæèãàåòñÿ â çà-
ìêíóòîé êîëáå. Ïðîäóêòû ñãîðàíèÿ â âèäå äûìà ïåðåõîäÿò ïî òðóá÷àòîìó îòâîäó â
äðóãóþ çàìêíóòóþ êîëáó, íàïîëíåííóþ âîäîé. Ñåðíûé ãàç ñîåäèíÿåòñÿ ñ âîäîé, îáðà-
çóÿ ðàñòâîð ñåðíîé êèñëîòû. Òèòðóÿ ýòîò ðàñòâîð îïðåäåëåííûì êîëè÷åñòâîì ùåëî÷è,
ìû ìîæåì îïðåäåëèòü îáùåå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòà ñåðû, êîòîðîå èç äèçåëüíîãî òîïëèâà
÷åðåç ñæèãàíèå è ïîñëåäóþùåå ñîåäèíåíèå ñ êèñëîðîäîì è âîäîé ïåðåøëî â ñåðíóþ êèñ-
ëîòó. Ðàçäåëèâ ýòî êîëè÷åñòâî ñåðû íà âåñ àíàëèçèðóåìîé ïðîáû òîïëèâà (100 ãðàìì)
è óìíîæèâ ðåçóëüòàò íà 100%, ìû ïîëó÷èì ðåçóëüòàò x íàøåãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïå-
ðèìåíòà ïî íàáëþäåíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Ïîâòîðíûå àíàëèçû àíàëîãè÷íûõ ïðîá òîé æå ïàðòèè òîïëèâà, â òåõ æå óñëîâè-
ÿõ ýêñïåðèìåíòà è íà òåõ æå ïðèáîðàõ óêàçûâàþò íà èçìåí÷èâîñòü ðåçóëüòàòîâ â ïî-
âòîðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ. Ìåòðîëîãè÷åñêèé àíàëèç èñïûòàíèé óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ýòà
èçìåí÷èâîñòü â ïåðâóþ î÷åðåäü îáóñëîâëåíà ñëó÷àéíûì õàðàêòåðîì ïðîöåññîâ �ñïåêà-
íèÿ� îïðåäåëåííîãî êîëè÷åñòâà ñåðû ñ äðóãèìè ïðîäóêòàìè ñãîðàíèÿ (îáðàçîâàíèå òàê
íàçûâàåìîé êîïîòè íà ñòåíêàõ êîëáû), à òàêæå íåïîëíûì ñîåäèíåíèåì ñåðíîãî ãàçà ñ
âîäîé. Ãðóáî ãîâîðÿ, êàæäàÿ ìîëåêóëà ñåðû òîëüêî ñ íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî âûñîêîé
âåðîÿòíîñòüþ p ìîæåò äîñòè÷ü ñâîåãî êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ â ìîëåêóëå ñåðíîé êèñëîòû
è âíåñòè ñâîé âêëàä â ðåçóëüòàò x íàáëþäåíèÿ ξ. Ïîíÿòíî, ÷òî êîëè÷åñòâî n ìîëåêóë
ñåðû â ïðîáå òîïëèâà ÷ðåçâû÷àéíî âåëèêî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì äåëî ñ ïðîáëåìîé
àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ðàñòóùåì ÷èñëå èñïûòà-
íèé n è ïîñòîÿííîé âåðîÿòíîñòè óñïåõà p.

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ýòèõ äâóõ ïðèìåðîâ, èç êîòîðûõ ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò îáøèðíåéøèé êëàññ ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, ñâÿçàííûõ ñ íàáëþäåíè-
åì ëèíåéíîé ôóíêöèè îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ áèíîìèàëüíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ
B(n, p), â êîòîðîì p=const, à n ÷ðåçâû÷àéíî âåëèêî. Ïðîâåäåì àñèìïòîòè÷åñêèé àíà-
ëèç òàêîé ñèòóàöèè è íà÷íåì åãî ñ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ξ/n �
÷àñòîòíîé îöåíêè âåðîÿòíîñòè p óñïåøíîãî èñïûòàíèÿ â ñõåìå Áåðíóëëè. Òîò ôàêò,
÷òî ïðè n→∞ îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ξ/n ñòðåìèòñÿ ê p, â îïðåäåëåííîì âåðîÿòíîñò-
íîì ñìûñëå óñòàíàâëèâàåò îäèí èç îñíîâíûõ çàêîíîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, îòêðûòûé
È.Áåðíóëëè â XVII âåêå.

Òåîðåìà 1. (Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë Áåðíóëëè). Ïóñòü ξ ∼ B(n, p). Òîãäà, êàêîâî
áû íè áûëî ε > 0,

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣ ξn − p
∣∣∣∣ > ε

)
= 0.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì ×åáûøåâà â ôîðìå ñëåäñòâèÿ 6.1,
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ãäå â ñëó÷àå áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Eξ = np è Dξ = np(1− p). Èìååì

P

(∣∣∣∣ ξn − p
∣∣∣∣ > ε

)
6

D(ξ/n)

ε2
=
np(1− p)/n2

ε2
=
p(1− p)
nε2

→ 0,

êîãäà n→∞.

Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë ðàçúÿñíÿåò ïðèðîäó ñòàáèëèçàöèè îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû âû-
ïàäåíèÿ ãåðáà îêîëî çíà÷åíèÿ p = 1/2, îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû íàñëåäîâàíèÿ äîìèíàíò-
íîãî ïðèçíàêà p = 3/4 â îïûòàõ Ìåíäåëÿ, è ïð.. Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àéíûõ ýêñïåðè-
ìåíòàõ íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî | ξ/n − p | 6 ε, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n. Èñòèíà â òîì,
÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n, ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ñ ëþáîé, íàïåðåä çàäàííîé è
ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê åäèíèöå âåðîÿòíîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîëæíû ñêàçàòü, ÷òî
â äàííîì ñëó÷àå íàáëþäàåòñÿ ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè, êîòîðàÿ èìååò ñîâåðøåí-
íî äðóãóþ ïðèðîäó, ÷åì òà ñõîäèìîñòü, êîòîðóþ ìû èçó÷àåì â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà.

Åñòåñòâåííî, åñëè íå äåëèòü ξ íà n, òî ξ →∞ ïî âåðîÿòíîñòè, êîãäà n→∞. Íî åñëè
ξ öåíòðèðîâàòü åå ñðåäíèì çíà÷åíèåì np è çàòåì ìàñøòàáèðîâàòü ñòàíäàðòíûì îòêëî-
íåíèåì, òî ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ηn = (ξ − np)/

√
np(1− p)

èìååò ïðè n→∞ íåâûðîæäåííîå ðàñïðåäåëåíèå. Âèä ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óñòàíàâëè-
âàþò çíàìåíèòûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû Ìóàâðà�Ëàïëàñà (XVIII âåê!).

Òåîðåìà 3. (Ëîêàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà�
Ëàïëàñà). Ïóñòü ïðè n→∞ öåëîå k = np+O(

√
n). Òîãäà

f(k |n, p) =
1√

2πnp(1− p)
exp

{
− (k − np)2

2np(1− p)

}(
1 +O

(
n−1/2

))
.

Òåîðåìà 4 (Èíòåãðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà�
Ëàïëàñà). Äëÿ ëþáûõ ïîñòîÿííûõ a è b è ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

ξ ∼ B(n, p) ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

lim
n→∞

P

(
a 6

ξ − np√
np(1− p)

< b

)
=

1√
2π

b∫
a

e−x
2/2dx. (2)

Åñòåñòâåííî, â ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ïðèìåðàõ ñ îïðåäåëåíèÿìè çâåçäíîé âåëè÷è-
íû è ñîäåðæàíèÿ îáùåé ñåðû íè n, íè p îïðåäåëèòü íåâîçìîæíî, íî ìîæíî ââåñòè, êàê è
â áèíîìèàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè, äâå õàðàêòåðèñòèêè: µ � �ïîëîæåíèÿ� è σ � �ìàñøòàáà�.
Ïðè òàêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ ìû ìîæåì ââåñòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Êàê èçâåñòíî èç îáùåãî êóðñà àíàëèçà, èíòåãðàë Ýéëåðà�Ïóàññîíà

1√
2π

∞∫
−∞

e−x
2/2dx = 1,
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ïîýòîìó ïðè ëþáûõ µ ∈ R è σ ∈ R+

Φ

(
x− µ
σ

)
=

1√
2π

x−µ
σ∫

−∞

exp

{
−t

2

2

}
dt =

1√
2πσ

x∫
−∞

exp

{
−(t− µ)2

2σ2

}
dt

åñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, à

1

σ
ϕ

(
x− µ
σ

)
=

d

dx
Φ

(
x− µ
σ

)
=

1√
2πσ

exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
−

ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè. Ýòè ôóíêöèè îïðåäåëÿþò äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî íîð-

ìàëüíûõ èëè ãàóññîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé ñ íîñèòåëåì X = R̄ = [−∞, +∞ ] è ïàðàìåò-
ðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì Θ = R×R+.Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî ðàñïðåäåëåíèå N(µ, σ2).

Åñëè µ = 0, à σ = 1, òî N(0, 1) íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäå-
ëåíèåì; åìó ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Φ(x) è ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ϕ(x).
Ïîñêîëüêó ïàðàìåòðû íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè ñäâèãà (µ) è
ìàñøòàáà (σ), òî ñåìåéñòâî íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ëèíåé-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí: åñëè X ∼ N(0, 1), òî Y = σX + µ ∼ N(µ, σ2).

Òàê êàê exp{−x2/2} � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, òî íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñèììåòðè÷íî
îòíîñèòåëüíî òî÷êè x = µ, êîòîðàÿ, êàê ëåãêî âèäåòü, ÿâëÿåòñÿ ìîäîé ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ñèììåòðè÷íîñòü ôóíêöèè ïëîòíîñòè âëå÷åò òàêæå î÷åâèäíûå ðàâåíñòâà: Φ(−x) = 1−
Φ(x) è Φ(0) = 1/2.

Òàê êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Eξ =
1√
2π

∞∫
−∞

x exp

{
−x

2

2

}
dx = 0,

(êàê èíòåãðàë îò íå÷åòíîé ôóíêöèè ïî âñåìó R), òî σξ + µ ∼ N(µ, σ2) èìååò ñðåäíåå
çíà÷åíèå µ. Â ñèëó òîé æå íå÷åòíîñòè ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé âñå öåíòðàëüíûå
ìîìåíòû íå÷åòíîãî ïîðÿäêà

µ2k+1 = E(ξ − µ)2k+1 = 0.

×åòíûå ìîìåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ãàììà-ôóíêöèè Ýéëåðà:

µ2k =
1√
2πσ

∞∫
−∞

(x− µ)2k exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
dx =

2σ2k

√
2π

∞∫
0

t2k exp

{
−t

2

2

}
dt =

σ2k2k
√

2√
2π

∞∫
0

xk−1/2e−xdx =
σ2k2k

√
2√

2π
Γ

(
k +

1

2

)
= σ2k(2k − 1)!!.

Â ÷àñòíîñòè, Dξ = σ2, ÷òî îïðàâäûâàåò îáîçíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ µ è σ2 íîðìàëüíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Òàê êàê µ4 = 3σ4, òî êîýôôèöèåíò ýêñöåññà γ2 = 0. Â ñèëó ýòîãî
ïèêîîáðàçíîñòü èëè ñïëþùåííîñòü âåðøèíû ôóíêöèè ïëîòíîñòè ëþáîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñîîòíîñèòñÿ ñ êðèâîé íîðìàëüíîé ïëîòíîñòè, êîòîðàÿ ÷àñòî íàçûâàåòñÿ â ÷åñòü Ô.
Ãàóññà ãàóññèàäîé.
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Èòàê, âîçâðàùàÿñü ê íàøèì ïðèìåðàì ñ îïðåäåëåíèÿìè âèäèìîé çâåçäíîé âåëè÷è-
íû è îáùåãî ñîäåðæàíèÿ ñåðû â äèçåëüíîì òîïëèâå, ìû äîëæíû ïðèéòè ê çàêëþ÷å-
íèþ î íîðìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (çàìåòèì, ÷òî
ýòî ïðåäïîëîæåíèå áëåñòÿùå ïîäòâåðæäàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèì àíàëèçîì ðåàëüíûõ äàí-
íûõ). Â ýòîì ðàñïðåäåëåíèè µ èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðà, íåèçâåñòíîå çíà÷åíèå êîòîðîãî
ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò ïðîâîäèìîãî èññëåäîâàíèÿ (ýêñïåðèìåíòà), â òî âðåìÿ êàê çíà÷åíèå
σ õàðàêòåðèçóåò îøèáêó íàáëþäåíèé.

Òåì íå ìåíåå, ñïåöèàëèñòû â îáëàñòè ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ïî îïðåäåëåíèþ õà-
ðàêòåðèñòèê äèçåëüíîãî òîïëèâà, íå ñîâñåì ñîãëàñíû ñ äîâîäàìè â ïîëüçó íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå ìû ïðèâåëè â ïðèìåðå 2. Îíè óòâåðæäàþò, ÷òî íàëè÷èå êîïîòè
â êîëáå âîîáùå íå äîïóñòèìî, à ðàçáðîñ â ïîâòîðíûõ íàáëþäåíèÿõ îáúÿñíÿåòñÿ íåáîëü-
øèìè îøèáêàìè ïðè îòáîðå òðåáóåìîãî îáúåìà ïðîáû è äîïîëíèòåëüíûõ õèìèêàòîâ,
ðàçëè÷íûõ âçâåøèâàíèé â ïðîöåññå àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ îáðàáîòêè ïðîáû, îøèáêè â
òåòðèðîâàíèè ðàñòâîðà ñåðíîé êèñëîòû è ïð. Â òàêîì ïîäõîäå ê ïîñòðîåíèþ âåðîÿòíîñò-
íîé ìîäåëè ìû äîëæíû îáðàòèòüñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, òî åñòü èññëåäîâàòü àñèìïòîòè÷åñêîå (n→∞) ðàñïðåäåëåíèå

∑n
1 ξk.

Òåîðåìà 3 (öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà). Ïóñòü

{ξn, n > 1} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì E ξ1 = µ è äèñïåðñèåé D ξ1 = σ2.
Òîãäà ïðè ëþáîì x ∈ R

lim
n→∞

P

∑n

1
ξk − nµ
σ
√
n

< x

 = Φ(x) =
1√
2π

x∫
−∞

e−t
2/2dt.

Â òàêîì âèäå ìîäåëü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ áûëà ïîñòðîåíà â êîíöå IXX-ãî
âåêà è ïîëó÷èëà øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïðè ïðîâåäåíèè ðàçëè÷íûõ ýêñïåðèìåíòîâ ó
ôèçèêîâ, àñòðîíîìîâ, õèìèêîâ, áèîëîãîâ, ìåäèêîâ, â îáùåì ó âñåõ, êîìó äî ýòîãî áûëî
äåëî. Âîçíèêëî äàæå óòâåðæäåíèå, ÷òî â ïðèðîäå íåò äðóãèõ ðàñïðåäåëåíèé. êðîìå
íîðìàëüíîãî, êîòîðîå îñíîâûâàëîñü íà äîâîëüíî âîëüíîé òðàêòîâêå íåçàâèñèìîñòè è
îäèíàêîâîé ðàñïðåäåëåííîñòè îøèáîê íàáëþäåíèé.

Íà ýòîì ìû çàêîí÷èì ðàññìîòðåíèè îäíîìåðíîé ìîäåëè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
è ïåðåéäåì ê åãî ìíîãîìåðíîìó àíàëîãó.

Îïðåäåëÿÿ ñëåäóþùèé ìíîãîìåðíûé àíàëîã áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàññìîò-
ðèì òàêæå ìíîãîìåðíûé àíàëîã òåîðåìû Ìóàâðà�Ëàïëàñà è ââåäåì ìíîãîìåðíîå íîð-
ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ìóëüòèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå M (m, n, p). Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñõåìà íåçà-
âèñèìûõ èñïûòàíèé, â êàæäîì èç êîòîðûõ ìîæåò ïðîèçîéòè îäíî èç m > 2 ñîáûòèé
A1, . . . , Am ñ âåðîÿòíîñòÿìè

p1, . . . , pm,
∑m

1
pj = 1.

Òèïè÷íûé ïðèìåð òàêèõ èñïûòàíèé � íàáëþäåíèÿ ýíòîìîëîãà ïî îöåíêå ÷èñëåííî-
ñòè âèäîâ íàñåêîìûõ, íàñåëÿþùèõ íåêîòîðûé, äîñòàòî÷íî èçîëèðîâàííûé ðàéîí íà-
øåé ïëàíåòû. Âñåãî ïðîâîäèòñÿ n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, è ðåãèñòðèðóþòñÿ çíà÷åíèÿ
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x1, . . . , xm êîìïîíåíò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

ξ(m) = (ξ1, . . . , ξm),
∑m

1
ξj = n,

ãäå xj � êîëè÷åñòâî èñïûòàíèé, â êîòîðûõ ïðîèçîøëî ñîáûòèå Aj, j = 1, . . . ,m.
Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ìóëüòèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ M(m, n,p) ïî m-êðàòíîìó

ïðîèçâåäåíèþ ñ÷èòàþùèõ ìåð ðàâíà

f(x1, . . . , xm) =
n!

x1! · · ·xm!
px11 · · · pxmm ,

â îáëàñòè ∑m

1
xj = n.

Ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìèðîâêè ïî ñðåäíèì çíà÷åíèÿì è ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèÿì
êàæäîé êîìïîíåíòû íàáëþäàåìîãî âåêòîðà è ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïðè n → ∞ â ðàñïðå-
äåëåíèè íîðìèðîâàííîãî âåêòîðà ïðèâîäèò ê óòâåðæäåíèÿì, àíàëîãè÷íûì òåîðåìàì
2 è 3 Ìóàâðà�Ëàïëàñà è, ñëåäîâàòåëüíî, ê m-ìåðíîìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ
Nm(µ, Λ) ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . , ξm, ðàâíîé

ϕm(x′ |µ, Λ) =
1

(2π)m/2σ1 · · ·σm
√
|P |

exp

{
−1

2

∑
i,j

Pij

|P |
· (xi − µi)(xj − µj)

σiσj

}
, x′ ∈ Rm,

ãäå îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû êîâàðèàöèé ||λij

|Λ | = σ2
1 · · ·σ2

m · |P |,

à Pij/|P| � ýëåìåíòû ìàòðèöû P−1, îáðàòíîé ê ìàòðèöå êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè P.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè ρij = 0, êîãäà i 6= j, òî åñòü P
åñòü åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à â ìàòðèöå êîâàðèàöèé Λ îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî äèàãîíàëü-
íûå ýëåìåíòû σ2

1, . . . , σ
2
m, òî íîðìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïàäàåòñÿ â ïðîèçâåäå-

íèå ìàðãèíàëüíûõ íîðìàëüíûõ N1(µi, σ
2
i ), i = 1, . . . ,m ôóíêöèé ïëîòíîñòè. Ïîýòîìó

ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 1. Â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà íåêîð-

ðåëèðîâàííîñòü åãî êîìïîíåíò âëå÷åò èõ íåçàâèñèìîñòü.

Ñëåäóåò îáðàòèòü îñîáîå âíèìàíèå íà òðåáîâàíèå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè

êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû P èëè, ÷òî òî æå, êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû Λ. Åñëè ýòè
ìàòðèöû ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíû, òî åñòü èìåþò ðàíã r < m, òî ìû ïîëó÷èì
íåñîáñòâåííîå m-ìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, âñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìàññà êîòîðîãî
áóäåò ñîñðåäîòî÷åíà íà ãèïåðïëîñêîñòè Rr, à ìåæäó êîìïîíåíòàìè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà
ξ(m) áóäåò ñóùåñòâîâàòü ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü.

Óêàçàííûå ñâîéñòâà ìíîãîìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàèáîëåå íàãëÿäíî
ïðîñëåæèâàþòñÿ â ñëó÷àå m = 2 � íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïëîñêîñòè R2. Ôóíê-
öèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, η) ∼ N2(µ, Λ) ïðè ρ = ρξη 6= ±1
ðàâíà
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ϕ2(x, y |µ, Λ) =
1

2πσ1σ2
√

1− ρ2
·

exp

{
− 1

2(1− ρ2)

(
(x− µ1)

2

σ2
1

− 2ρ(x− µ1)(y − µ2)

σ1σ2
+

(y − µ2)
2

σ2
2

)}
.

Çäåñü µ1 = Eξ, µ2 = Eη åñòü âåêòîð ñðåäíèõ çíà÷åíèé; σ2
1 = Dξ, σ2

2 = Dη �
äèñïåðñèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí; ρ = cov(ξ, η)/σ1σ2, � êîýôôèöèåíò
êîððåëÿöèè ìåæäó ξ è η. Â òîì, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, ìîæíî óáåäèòüñÿ è íåïî-
ñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì èíòåãðàëîâ, îïðåäåëÿþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòíûå
õàðàêòåðèñòèêè. Ìàðãèíàëüíûå ôóíêöèè ïëîòíîñòè f ξ(x) è f η(y) íàõîäÿòñÿ òàêæå
íåïîñðåäñòâåííûì èíòåãðèðîâàíèåì ñîâìåñòíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè ϕ2(x, y |µ,Λ) ïî
ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì y è x :

f ξ(x) =
1√

2πσ1
exp

{
−(x− µ1)

2

2σ2
1

}
, f η(y) =

1√
2πσ2

exp

{
−(y − µ2)

2

2σ2
2

}
,

òî åñòü
ξ ∼ N(µ1, σ

2
1), η ∼ N(µ2, σ

2
2).

Îñîáî îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìíîãîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, îòëè÷íûå îò íîðìàëü-

íîãî, íî èìåþùèå íîðìàëüíûå ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïîäîáíûå ýëëèïñû

1

2(1− ρ2)

(
(x− µ1)

2

σ2
1

− 2ρ(x− µ1)(y − µ2)

σ1σ2
+

(y − µ2)
2

σ2
2

)
= c2

èãðàþò ðîëü êðèâûõ ðàâíûõ âåðîÿòíîñòåé: íåòðóäíî âû÷èñëèòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïî-
ïàäàíèÿ (X, Y ) â îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ ýòèì ýëëèïñîì, ðàâíà 1− exp{−c2}.

Ôîðìà ýëëèïñà ðàâíûõ âåðîÿòíîñòåé äàåò õîðîøåå ïðåäñòàâëåíèå î âèäå ïîâåðõíî-
ñòè z = ϕ2(x, y |µ, Λ) íîðìàëüíîé ïëîòíîñòè. Ïðè ρ = 0, σ1 = σ2 ýëëèïñû ïðåâðà-
ùàþòñÿ â îêðóæíîñòè. Êîãäà ρ ïðèáëèæàåòñÿ ê +1 èëè �1, ýëëèïñû ñòàíîâÿòñÿ áîëåå
òîíêèìè è âûòÿíóòûìè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòåëåì ñòðåìëåíèÿ âåðîÿòíîñòíîé ìàññû
ñîñðåäîòà÷èâàòüñÿ îêîëî îáùåé áîëüøîé îñè ýòèõ ýëëèïñîâ.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ýëëèïñ ñ c = 2, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ýëëèïñîì ðàññåÿ-

íèÿ. Îí îáëàäàåò äîñòàòî÷íî âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ 1 − e−4 ≈ 0.98 ïîïàäàíèÿ ñëó÷àé-
íîé òî÷êè (ξ, η) âíóòðü ýëëèïñà è åùå îäíèì çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì: ðàâíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå ïî îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýëëèïñîì ðàññåÿíèÿ, èìååò òå æå ìîìåíòû
ïåðâîãî (µ1, µ2) è âòîðîãî (σ2

1, σ
2
2, ρσ1σ2) ïîðÿäêîâ, ÷òî è íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî äâóìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èãðàåò âàæíóþ
ðîëü â òåîðèè ñòðåëüá: ðàñïðåäåëåíèå êîîðäèíàò òî÷åê ïîïàäàíèÿ ïðè ñòðåëüáå èç
çàêðåïëåííîãî ñòâîëà õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ íîðìàëüíûì çàêîíîì.

Íåëüçÿ îáîéòè ñòîðîíîé ïðîáëåìû íàèëó÷øåãî â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì ïðîãíîçå
îæèäàåìîãî çíà÷åíèÿ îäíîé êîìïîíåíòû η íàáëþäàåìîãî âåêòîðà (ξ, η) ïî ðåçóëüòàòó
íàáëþäåíèÿ äðóãîé êîìïîíåíòû ξ.
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Ýòà ïðîáëåìà ñîñòîèò â îòûñêàíèè ôóíêöèè g(ξ), êîòîðàÿ ìèíèìèçèðóåò íåêîòîðóþ
ìåðó óêëîíåíèÿ g(ξ) îò η. Ìû áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ñðåäíåãî êâàäðàòè-

÷åñêîãî óêëîíåíèÿ E(η − g(ξ))2, â êîòîðîì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ñîâìåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ξ è η. Ðåøåíèå çàäà÷è äàåò

Ïðåäëîæåíèå 2. Ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà E(η − g(ξ))2 äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèè

g∗(ξ) = E{η | ξ}.

Èòàê, íàèëó÷øèé â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì ïðîãíîç îæèäàåìîãî çíà÷åíèÿ η ïî ðå-
çóëüòàòó x íàáëþäåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ äîñòàâëÿåò ðåàëèçàöèÿ â òî÷êå ξ = x
óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ E{η | ξ}. Äîïóñêàÿ íåêîòîðóþ âîëüíîñòü, çàïè-
øåì ýòó ðåàëèçàöèþ â âèäå ôóíêöèè y = g∗(x) = E{η | ξ = x}. Ôóíêöèÿ y = g∗(x)
íàçûâàåòñÿ êðèâîé ñðåäíåé êâàäðàòè÷åñêîé ðåãðåññèè η íà ξ, à ìèíèìàëüíîå ñðåäíåå
êâàäðàòè÷åñêîå óêëîíåíèå σ2

η|ξ = E(η − g∗(ξ))2− îñòàòî÷íîé äèñïåðñèåé.

Â ñëó÷àå ñîâìåñòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ξ è η ôóíêöèÿ g∗(x) è îñòàòî÷íàÿ
äèñïåðñèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì ôîðìóëèðîâêè ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü (ξ, η) ∼ N2(µ, Λ). Òîãäà êðèâàÿ ñðåäíåé êâàäðàòè÷åñêîé

ðåãðåññèè η íà ξ åñòü ïðÿìàÿ

y = µ2 + ρ
σ2
σ1

(x− µ1). (1)

Îñòàòî÷íàÿ äèñïåðñèÿ σ2
η| = σ2

2(1− ρ2).

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Äîêàçàòü, ÷òî ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå G(λ, θ) àñèìïòîòè÷åñêè ïðè λ→∞ íîðìàëü-
íî è óêàçàòü ïàðàìåòðû àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè.

2. Èñïîëüçóÿ âûâîä ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà P (λ) êàê ïðåäåëà áèíîìèàëüíîãî, äîêà-
çàòü àñèìïòîòè÷åñêóþ íîðìàëüíîñòü ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è óêàçàòü ïàðàìåòðû àñèìï-
òîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè.
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