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П О В Т О Р Е Н И Е  ( Ф О Р М УЛ А  Н Ь Ю Т О Н А - Л Е Й Б Н И Ц А )  

Определенный интеграл можно связать с первообразной. Функция 

Φ(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
, 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏] дифференцируема в точках, где 𝑓(𝑥) непре-

рывна, причем Φ′(𝑥) = 𝑓(𝑥).  

Если 𝑓(𝑥) непрерывна на всем отрезке [𝑎; 𝑏], на нем существует хотя 

бы одна первообразная. Пусть 𝐹 – произвольная первообразная непре-

рывной функции f. Тогда  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) = 𝐹(𝑥)|𝑎
𝑏   

Эту формулу можно обобщить на случай, когда f кусочно-непре-

рывна, нужно только потребовать, чтобы F была непрерывной.  
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Н Е С О Б С Т В Е Н Н Ы Й  И Н Т Е Г РА Л  

Как мы знаем, интеграл берется по конечному отрезку от ограничен-

ной функции. Однако иногда нужно сделать либо область определения, 

либо функцию неограниченными. В этом случае говорят, что у инте-

грала есть особенность. Мы будем рассматривать случай, когда особен-

ность находится в верхнем конце промежутка, другие случаи легко сво-

дятся к этому. 

Обычное определение интеграла тут не подойдет, надо его модифи-

цировать. Результат называется несобственным интегралом. В зависи-

мости от типа особенности выделяют интеграл первого рода 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

𝑎
 (неограничен промежуток) и интеграл второго рода 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
, где функция f неограничена в окрестности точки b. 

Как всегда, чтобы «обработать» бесконечность, нужно понятие пре-

дела. Будем считать, что функция f непрерывна на промежутке [𝑎; 𝑏), 
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тогда для любого 𝐴 ∈ [𝑎; 𝑏) существует ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝐴

𝑎
. По определению счи-

тается, что 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

+∞

𝑎

= lim
𝐴→+∞

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝐴

𝑎

  и ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

 𝑏

𝑎

= lim
𝐴→𝑏−0

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝐴

𝑎

  

Заметим, что на несобственный интеграл распространяется формула 

Ньютона-Лейбница, только вместо подстановки числа b надо взять пре-

дел первообразной: 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

 𝑏

𝑎

= lim
𝐴→𝑏−0

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝐴

𝑎

= lim
𝐴→𝑏−0

𝐹(𝑥)|𝑎
𝐴 = 𝐹(𝑏 − 0) − 𝐹(𝑎) 

Пример 1. Интеграл от простейшей дроби 3 типа 

∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2

+∞

0

= (arctg 𝑥)|0
+∞ =

𝜋

2
− 0 =

𝜋

2
 

Пример 2. Интеграл от простейшей дроби 4 типа 
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𝐼 = ∫
𝑑𝑥

(1 + 𝑥2)2

+∞

0

= [
𝑥 =

1

𝑡
𝑡(0) = +∞

𝑑𝑥 = −
𝑑𝑡

𝑡2
𝑡(+∞) = 0

] = − ∫
𝑡2𝑑𝑡

(𝑡2 + 1)2

0

+∞

= ∫
𝑥2𝑑𝑥

(1 + 𝑥2)2

+∞

0

 

В последнем интеграле мы переобозначили переменную интегриро-

вания. Складывая первое и последнее выражение для I, получаем 

2𝐼 = ∫
(1 + 𝑥2)𝑑𝑥

(1 + 𝑥2)2

+∞

0

= ∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2

+∞

0

=
𝜋

2
;   𝐼 =

𝜋

4
 

Аналогично вычисляются несобственные интегралы 2 рода.  

Пример 3. Найдем интеграл с особенностью в нижнем пределе 

∫
ln 𝑥 𝑑𝑥

𝑥

1

0

= ∫ ln 𝑥 𝑑(ln 𝑥)

1

0

= [
𝑡 = ln 𝑥

𝑡(0) = −∞

𝑡(1) = 0
] = ∫ 𝑡𝑑𝑡

0

−∞

=
𝑡2

2
|

−∞

0

= ∞ 

Этот пример порождает два наблюдения. Во-первых, интеграл од-

ного рода может легко перейти в интеграл другого. А во-вторых, несоб-

ственный интеграл может расходиться (не иметь конечного предела). 
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П Р И З Н А К И  С ХОД И М О С Т И  Н Е С О Б С Т В Е Н Н Ы Х  И Н Т Е Г РА Л О В  

Образцы сходящихся и расходящихся интегралов 

Для начала исследуем сходимость некоторых простых интегралов, 

как первого, так и второго рода.  

Имеем ∫
𝑑𝑥

𝑥
= ln 𝑥, так что при 0 < 𝑎 < +∞ 

∫
𝑑𝑥

𝑥

𝑎

0

= ln 𝑎 − ln(+0) = ∞; ∫
𝑑𝑥

𝑥

+∞

𝑎

= ln(+∞) − ln 𝑎 = ∞ 

То есть, этот интеграл не сходится ни в нуле, ни в бесконечности. 

При 𝑝 ≠ 1 имеем  

∫
𝑑𝑥

𝑥𝑝
=

𝑥−𝑝+1

−𝑝 + 1
+ 𝐶 = −

1

(𝑝 − 1)𝑥𝑝−1
+ 𝐶 , 

так что  

∫
𝑑𝑥

𝑥𝑝

𝑎

0

= −
1

(𝑝 − 1)𝑎𝑝−1
+

1

𝑝 − 1
lim

𝑥→+0
𝑥1−𝑝 

Предел существует при 1 − 𝑝 > 0, то есть при 𝑝 < 1. 
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Аналогично можно исследовать особенность в бесконечности: 

∫
𝑑𝑥

𝑥𝑝

+∞

𝑎

= −
1

𝑝 − 1
lim

𝑥→+∞
(

1

𝑥
)

𝑝−1

+
1

(𝑝 − 1)𝑎𝑝−1
 

Предел существует при 𝑝 − 1 > 0, то есть при 𝑝 > 1 

Итак, ∫
𝑑𝑥

𝑥𝑝

𝑏

𝑎
 сходится в 0 при p < 1 и в бесконечности при p > 1. 

К этому случаю можно свести и интеграл (считаем, что x > 1) 

∫
𝑑𝑥

𝑥 lnp 𝑥
= [

𝑡 = ln 𝑥

𝑑𝑡 =
𝑑𝑥

𝑥

] = ∫
𝑑𝑡

𝑡𝑝
 

Заметим, что этот интеграл может иметь особенность в +∞ и 1. При 

𝑥 → +∞ имеем 𝑡 → +∞, интеграл сходится при p > 1. При 𝑥 → 1 + 0 

имеем 𝑡 → +0, интеграл сходится при p < 1. 

(если взять логарифм по модулю, можно рассматривать особенность 

и при 𝑥 → +0) 
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Кроме степенной и логарифмической функций исследуем ещё и экс-

поненту. Имеем ∫ 𝑒−𝑎𝑥𝑑𝑥 = −
1

𝑎
𝑒−𝑎𝑥 + 𝐶 (считаем, что 𝑎 ≠ 0). У этого 

интеграла нет особенностей первого рода. В бесконечности же имеем 

∫ 𝑒−𝑎𝑥𝑑𝑥
+∞

𝑏

= − lim
𝑥→+∞

(𝑒−𝑎)𝑥

𝑎
+

𝑒−𝑎𝑏

𝑎
 

Предел существует, если 𝑒−𝑎 ≤ 1, 𝑎 > 0.  

Сложнее исследовать несобственные интегралы с тригонометриче-

скими функциями. Ясно, что 

∫ sin 𝑥 𝑑𝑥
𝐴

𝑎

= − cos 𝐴 + cos 𝑎 

не имеет предела при 𝐴 → +∞. Однако уже такой интеграл, как  

∫
sin 𝑥

𝑥
𝑑𝑥

+∞

0

 

нельзя исследовать подобным образом, так как он неберущийся.  

Контрольный вопрос. Сколько особенностей у данного инте-

грала? 
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Общие признаки сходимости несобственных интегралов 

Несобственный интеграл – это предел функции (первообразной). Пе-

репишем для интегралов теоремы о существовании предела. 

1. Монотонность. Первообразная возрастает, когда ее производная 

не меньше 0. Но 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥), значит, первообразная возрастает, когда 

𝑓(𝑥) ≥ 0. В этом случае сходимость интеграла равносильна ограничен-

ности множества значений ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝐴

𝑎
. 

2. Критерий Коши. Суть критерия в том, что 𝐹(𝑥 + Δ𝑥) − 𝐹(𝑥) мало 

при малом Δ𝑥 и x, близких к b. Но |𝐹(𝑥 + Δ𝑥) − 𝐹(𝑥)| = |∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥+Δ𝑥

𝑥
|. 

Значит, критерий Коши приобретает такой вид: интеграл с особенно-

стью в верхнем пределе b сходится тогда и только тогда, когда 

∀휀 > 0 ∃𝛿 = 𝛿(휀) > 0, ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ �̌�𝛿
−(𝑏) ⇒ |∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑦

𝑥

| < 휀 

Здесь �̌�𝛿
−(𝑏) – левая проколотая окрестность точки b. Для конечного 

b это (𝑏 − 𝛿, 𝑏), для бесконечности – (𝛿, +∞). 
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Как мы видим, случай 𝑓(𝑥) ≥ 0 выделяется особым типом сходимо-

сти. Можно проиллюстрировать это графически, через геометрический 

смысл интеграла. 

 

Для положительной функции с ростом правой границы к площади 

добавляются некоторые куски. Значит, они должны быть достаточно ма-

лыми, чтобы сумма не ушла в бесконечность. 

На правом же рисунке части площади имеют разный знак и могут 

"сокращаться" друг с другом. Поэтому они могут быть не настолько ма-

лыми, как для положительной функции. 
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В частности, интеграл от модуля функции может расходиться, даже 

если сходится интеграл от самой функции. 

Теорема. Пусть интеграл ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 имеет особенность в верхнем 

пределе интегрирования. Если сходится интеграл ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎
, то схо-

дится и исходный интеграл. 

Доказательство. Воспользуемся критерием Коши. Имеем −|𝑓(𝑡)| ≤
𝑓(𝑡) ≤ |𝑓(𝑡)|, значит, и  

− ∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡
𝑦

𝑥

≤ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑦

𝑥

≤ ∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡
𝑦

𝑥

⇒  |∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑦

𝑥

| ≤ ∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡
𝑦

𝑥

  

В силу сходимости интеграла от модуля, последний интеграл может 

быть сделан сколь угодно малым при x, y достаточно близких к b. Но для 

той же окрестности b и |∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑦

𝑥
| будет мал.  

Если сходится ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎
, говорят, что интеграл ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 схо-

дится абсолютно. В этих терминах теорема будет звучать так: «абсо-

лютно сходящийся интеграл сходится». 
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Признаки сходимости для интегралов от положительных функций 

Основной признак для таких функций – признак сравнения. Идея 

состоит в том, чтобы сравнить интеграл с известным (эталонным). 

Теорема. Пусть 0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) на [a, b), тогда из сходимости ин-

теграла ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 следует сходимость интеграла ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
. 

Доказательство. Для всех 𝑎 ≤ 𝐴 < 𝑏 выполняется ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝐴

𝑎
≤

∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝐴

𝑎
≤ 𝑀. Последнее неравенство следует из ограниченности мно-

жества интегралов ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝐴

𝑎
 (можно считать, что 𝑀 = ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
). То-

гда из принципа монотонности следует, что и ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

𝑎
 существует. 

Следствие. Пусть 𝑓(𝑥) ≥ 0 и 𝑓(𝑥)~𝐶𝑔(𝑥), где С – константа, 0 <

C < +∞. Тогда интегралы ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 и ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 оба сходятся или оба 

расходятся. Докажите самостоятельно. 

Пример 1. ∫ 𝑥2𝑒−𝑥𝑑𝑥
+∞

0
. У интеграла одна особенность, +∞. Срав-
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ним функцию со степенной. Известно, что 𝑒𝑥 растет быстрее любой сте-

пени x. Например, при достаточно больших x имеем 𝑒𝑥 > 𝑥4. Тогда 

𝑥2𝑒−𝑥 <
1

𝑥2. В интеграле ∫
𝑑𝑥

𝑥2

+∞

𝑎
 параметр p = 2 > 1, интеграл сходится. 

Пример 2. ∫
(2𝑥+1)𝑑𝑥

1+𝑥4

+∞

0
. У интеграла одна особенность, +∞. Исполь-

зуем таблицу эквивалентностей. При 𝑥 → +∞ выполняется 
2𝑥+1

1+𝑥4 ~
2𝑥

𝑥4 =
2

𝑥3. Здесь p = 3 > 1, интеграл сходится. 

Пример 3. Исследуем интеграл ∫
sin 𝑥

𝑥
𝑑𝑥

+∞

0
. В данном случае функ-

ция не имеет постоянного знака. Заметим, что особенность у интеграла 

только в бесконечности, так как в 0 подынтегральная функция ограни-

чена. «Отрежем» эту точку, то есть вычтем интеграл на [0; 1]. Он соб-

ственный. Получим 

∫
sin 𝑥

𝑥
𝑑𝑥

+∞

1

= ∫
1

𝑥
𝑑(− cos 𝑥)

+∞

1

= −
cos 𝑥

𝑥
|
1

+∞

− ∫
cos 𝑥

𝑥2
𝑑𝑥

+∞

1

= 0 +
cos 1

1
− 𝐼 

Интеграл I можно исследовать на абсолютную сходимость. Имеем  
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|
cos 𝑥

𝑥2 | ≤ 1 𝑥2⁄   

В силу того, что интеграл от 
1

𝑥2 сходится на бесконечности, то же 

делает и исходный интеграл (интеграл Дирихле) 

Признаки сходимости для интегралов от знакопеременных функций 

Интеграл от знакопеременной функции можно исследовать на абсо-

лютную сходимость, с помощью признака сравнения.  

Пример. Исследуем на абсолютную сходимость интеграл Дирихле. 

Достаточно исследовать ∫ |
sin 𝑥

𝑥
| 𝑑𝑥

+∞

1
 

|
sin 𝑥

𝑥
| ≥

sin2 𝑥

𝑥
=

1 − cos 2𝑥

2𝑥
=

1

2𝑥
−

cos 2𝑥

2𝑥
 

Интеграл от второго слагаемого сходится (доказательство такое же, 

как для интеграла Дирихле), интеграл от первого слагаемого стремится 

к бесконечности. Значит, исходный интеграл расходится. 

Неабсолютная сходимость называется условной. Для ее исследова-
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ния можно использовать признак Дирихле. Сформулируем его для инте-

гралов 1 рода. 

Теорема. Пусть функция f непрерывна на промежутке [𝑎; +∞) и 

имеет на нем ограниченную первообразную F. Функция g непрерывно 

дифференцируема на [𝑎; +∞), 𝑔(𝑥) > 0, 𝑔′(𝑥) ≤ 0 и lim
𝑥→+∞ 

𝑔(𝑥) = 0. То 

есть g – монотонно стремится к 0.  

Тогда интеграл ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
+∞

𝑎
 сходится. 

Доказательство аналогично тому, как мы исследовали интеграл Ди-

рихле.  

∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

+∞

𝑎

= ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝐹(𝑥)

+∞

𝑎

= 𝑔(𝑥)𝐹(𝑥)|𝑎
+∞ − ∫ 𝐹(𝑥)𝑔′(𝑥)𝑑𝑥

+∞

𝑎

 

Первое слагаемое в бесконечности стремится к 0 (произведение 

ограниченной и бесконечно малой).  

Покажем, что последний интеграл сходится абсолютно. Действи-

тельно, по условию |𝐹(𝑥)| ≤ 𝑀, так что  
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∫|𝐹(𝑥)𝑔′(𝑥)|𝑑𝑥

𝐴

𝑎

≤ 𝑀 ∫|𝑔′(𝑥)|𝑑𝑥

𝐴

𝑎

= −𝑀 ∫ 𝑔′(𝑥)𝑑𝑥

𝐴

𝑎

≤ −𝑀(0 − 𝑔(𝑎)) 

Но для неотрицательной функции ограниченность первообразной рав-

носильна сходимости. Доказательство закончено. 

 

Этот признак можно применить к интегралу Дирихле. Действи-

тельно, положим 𝑓(𝑥) = sin 𝑥 , 𝑔(𝑥) = 1/𝑥 . 
Проверьте, что для этих функция выполняются условия теоремы. 
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Э Й Л Е Р О В Ы  И Н Т Е Г РА Л Ы  

Некоторые несобственные интегралы имеют важные приложения, 

их изучают отдельно и даже дают имена. Например, интеграл  

∫ 𝑒−𝑥2
𝑑𝑥 

является неберущимся. Однако в подходящих пределах его можно под-

считать. Этот интеграл называется интегралом Эйлера-Пуассона (или 

Гауссовым интегралом): 

∫ 𝑒−𝑥2
𝑑𝑥

+∞

0

=
√𝜋

2
 или ∫ 𝑒−𝑥2

𝑑𝑥

+∞

−∞

= √𝜋 

Вывод этой формулы требует больше знаний, чем у нас пока есть. 

Другой важный пример – так называемые гамма и бета-функции. Во-

обще определенный интеграл (в том числе несобственный) – это число. 

Но если подынтегральная функция зависит от какого-то параметра, то и 

интеграл будет функцией параметра.  
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Гамма функция  

Задается таким интегралом: 

Γ(𝑥) = ∫ 𝑡𝑥−1𝑒−𝑡𝑑𝑡

+∞

0

, 𝑥 > 0 

Контрольный вопрос. Сколько особенностей у этого интеграла? 

Проверьте его сходимость. 

Этот интеграл обладает рядом полезных свойств. 

Γ(1) = ∫ 𝑒−𝑡𝑑𝑡

+∞

0

= −𝑒−𝑡|0
+∞ = 0 − (−1) = 1 

Γ (
1

2
) = ∫

𝑒−𝑡

√𝑡
𝑑𝑡

+∞

0

= 2 ∫ 𝑒−𝑡𝑑√𝑡

+∞

0

= [ √𝑡 = 𝑢
0 < 𝑢 < +∞

] = 2 ∫ 𝑒−𝑢2
𝑑𝑢

+∞

0

= √𝜋 

Кроме того, для этого интеграла есть рекуррентная формула. Она 

выводится с помощью интегрирования по частям. 
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Γ(𝑥 + 1) = ∫ 𝑡𝑥𝑒−𝑡𝑑𝑡

+∞

0

= − ∫ 𝑡𝑥𝑑𝑒−𝑡

+∞

0

= 

= −𝑡𝑥𝑒−𝑡|0
+∞ + 𝑥 ∫ 𝑒−𝑡𝑡𝑥−1𝑑𝑡

+∞

0

= 𝑥Γ(𝑥) 

В частности, Γ(𝑛) = (𝑛 − 1)! Итак, гамма-функция есть продолже-

ние дискретного понятия «факториал». 

Рекуррентная формула позволяет также найти значение гамма-функ-

ции в полуцелых точках: 

Γ (
3

2
) =

1

2
Γ (

1

2
) =

√𝜋

2
; Γ (

5

2
) =

3

2
Γ (

3

2
) =

3

2
⋅  

√𝜋

2
…  

Γ (𝑛 +
1

2
) =

2𝑛 − 1

2
⋅

2𝑛 − 3

2
⋅ … ⋅

1

2
√𝜋 =

(2𝑛 − 1)‼

2𝑛 √𝜋 

Иногда нет возможности найти отдельное значение, но можно найти 

произведение: 



22 

Γ(𝑥)Γ(1 − 𝑥) =
𝜋

sin 𝜋𝑥
 

Например,  

Γ (
1

4
) Γ (

3

4
) =

𝜋

sin
𝜋
4

= 𝜋√2 

Бета функция  

Задается таким интегралом: 

Β(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑡𝑥−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡

1

0

, 𝑥 > 0, 𝑦 > 0 

Вопрос: сколько особенностей может быть у этого интеграла? 

Проверьте его сходимость. 

Бета-функцию можно выразить через гамма-функцию: 

Β(𝑥, 𝑦) =
Γ(𝑥)Γ(𝑦)

Γ(𝑥 + 𝑦)
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Пример применения Эйлеровых функций гамма и бета 

Задача. Найти интеграл  

𝐼(𝑛, 𝑚) = ∫ sin𝑛 𝑥 cosm 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

=
1

2
∫ sin𝑛−1 𝑥 cosm−1 𝑥 ⋅ 2 sin 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

= [ 𝑡 = sin2 𝑥 2 sin 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑑𝑡
1 − 𝑡 = cos2 𝑥 0 ≤ 𝑡 ≤ 1

] =
1

2
∫ 𝑡

𝑛−1
2 (1 − 𝑡)

𝑚−1
2 𝑑𝑡

1

0

= 

=
1

2
Β (

𝑛 + 1

2
,
𝑚 + 1

2
) =

1

2

Γ (
𝑛 + 1

2
) Γ (

𝑚 + 1
2

)

Γ (
𝑛 + 𝑚

2
+ 1)

  

Контрольный вопрос. При каких n, m этот интеграл существует? 

В частности, 

𝐼(𝑛, 0) = ∫ sin𝑛 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

=
1

2

Γ (
𝑛 + 1

2
) Γ (

1
2

)

Γ (
𝑛
2

+ 1)
=

√𝜋

2

Γ (
𝑛 + 1

2
)

Γ (
𝑛
2

+ 1)
 


