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Ëåêöèÿ 9

Âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè ðîñòà

Âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè ðîñòà. Óñëîâèìñÿ óïîòðåáëÿòü òåðìèíîëîãèþ, ñâÿçàííóþ
ñ áèîëîãè÷åñêèìè èññëåäîâàíèÿìè; î ïðèëîæåíèÿõ ê äðóãèì îáëàñòÿì åñòåñòâîçíàíèÿ
ïîãîâîðèì íèæå, ïîñëå âûâîäà îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ ìîäåëè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïîñàäèëè ñ âàìè ìàëåíüêîå äåðåâöå (ñàæåíåö) âûñîòû x0,
è âî âñå ïîñëåäóþùèå ãîäû ïðîèçâîäèì çàìåðû x1, x2, . . . âûñîòû ðàñòóùåãî äåðåâà.
Íàñ èíòåðåñóåò ïðîãíîç âûñîòû äåðåâà ïî èñòå÷åíèè n ëåò. Åñòåñòâåííî, íà åæåãîäíûé
ïðèðîñò âûñîòû äåéñòâóåò îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ïðèðîäíûõ ôàêòîðîâ: òåìïåðàòóðà,
îñàäêè, ñîëíå÷íîå îñâåùåíèå, ïëîäîðîäèå ïî÷âû è ò.ï., ïîýòîìó ìû, î÷åâèäíî, èìååì
äåëî ñî ñòîõàñòè÷åñêèì ïðîãíîçîì, êîòîðûé ôîðìóëèðóåòñÿ, ïðèìåðíî, êàê ñëåäóþ-
ùåå çàêëþ÷åíèå: �×åðåç 60 ëåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,9 âûñîòà äåðåâà áóäåò íå ìåíüøå 15
ìåòðîâ.� Êîíå÷íî, òàêîé ïðîãíîç, êàê è â ñëó÷àå îäíîêðàòíîãî ïîäáðàñûâàíèÿ ìîíåòû,
íåëüçÿ ïðèìåíèòü ê îäíîìó ïîñàæåííîìó äåðåâó, íî åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ïðî-
ãíîçå �çðåëîñòè� ëåñíîé ïîñàäêè, ñîñòîÿùåé èç áîëüøîãî ÷èñëà äåðåâüåâ, è òîãäà íàøå
çàêëþ÷åíèå áóäåò îòíîñèòüñÿ ïðèáëèçèòåëüíî ê 90% ñàæåíöåâ.

Èòàê, ìû äîëæíû òðàêòîâàòü çàìåðû x1, x2, . . . â òåðìèíàõ ðåàëèçàöèé êîìïîíåíò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . è ïîïûòàòüñÿ ôîðìàëèçîâàòü â ìà-
òåìàòè÷åñêèõ òåðìèíàõ ïðè÷èíó �ðàçáðîñà� â çíà÷åíèÿõ åæåãîäíûõ ïðèðàùåíèé ∆k =
ξk − ξk−1 âûñîòû äåðåâà. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðèðîñò ∆k âûçâàí ñóììàð-
íûì äåéñòâèåì âñåõ òåõ ïðè÷èí ðîñòà, î êîòîðûõ ìû ãîâîðèëè âûøå, òî åñòü äåéñòâèåì
íåêîòîðîãî íåîòðèöàòåëüíîãî �èìïóëüñà� ηk (> 0). Ìåæäó ∆k è ηk ñóùåñòâóåò ïðèáëè-
æåííàÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçü ∆k = αkηk, ãäå αk çàâèñèò îò âûñîòû ξk−1 äåðåâà, êîòîðîé îíî
äîñòèãëî ïî èñòå÷åíèè k ëåò. Ïîëîæèì αk = g(ξk−1) ñ åñòåñòâåííûì óñëîâèåì íåîòðèöà-
òåëüíîñòè è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè g(·). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ðåêóðåíòíûì
ñîîòíîøåíèÿì, êîòîðûå îïèñûâàþò åæåãîäíûé ïðèðîñò âûñîòû äåðåâà,

ξk − ξk−1 = ηkg(ξk−1), k = 1, 2, . . . (1)

Íàì îñòàëîñü òîëüêî ñäåëàòü íåêîòîðûå ïðåäïîëîæåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ηk, k = 1, 2, . . . . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íåîò-
ðèöàòåëüíû, íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è îáëàäàþò êîíå÷íûìè ìîìåíòàìè
âòîðîãî ïîðÿäêà: ñðåäíèì çíà÷åíèåì a = E ηk è äèñïåðñèåé b2 = D ηk.
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Íàïîìíèì, ÷òî ìû èíòåðåñóåìñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξn, ðåàëèçà-
öèÿ xn êîòîðîé óêàçûâàåò ðàçìåð êîíêðåòíîãî äåðåâà ïî èñòå÷åíèè n ëåò. Ïåðåïèøåì
ïåðâûå n ðåêóðåíòíûõ ñîîòíîøåíèé (1) â âèäå

ηk =
ξk − ξk−1

g(ξk−1)
, k = 1, . . . , n

è ïðîñóììèðóåì ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ðàâåíñòâ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

n∑
1

ηk =
n∑
1

ξk − ξk−1

g(ξk−1)
.

Åñëè êàæäûé èìïóëüñ âûçûâàåò íåçíà÷èòåëüíûé ïðèðîñò äåðåâà, òî åñòü âñå ∆k =
ξk−ξk−1 ìàëû, òî, òðàêòóÿ ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà êàê èíòåãðàëüíóþ ñóììó,
ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî

n∑
1

ηk =

ξ∫
x0

dt

g(t)
, (2)

ãäå ξ = ξn � îêîí÷àòåëüíûé ðàçìåð äåðåâà.
Òàê êàê ôóíêöèÿ g(x) ïîëîæèòåëüíà, òî èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (2) ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé íåêîòîðóþ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ h(ξ). Ïðèìåíåíèå öåíòðàëüíîé
ïðåäåëüíîé òåîðåìû 14.2 ê ëåâîé ÷àñòè (2) ïðèâîäèò ê óòâåðæäåíèþ: ïî èñòå÷åíèè
äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ñðîêà ïîñëå ïîñàäêè äåðåâà (n � 1) ðàñïðåäåëåíèå åãî âûñîòû ξ
îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì h(ξ) ∼ N(µ, σ2), ãäå µ = na, σ2 = nb2. Â ñèëó ìîíîòîííîñòè
ôóíêöèè h(·)

F (x) = P (ξ < x) = P (h(ξ) < h(x)) = Φ

(
h(x)− µ

σ

)
.

Îñòàëîñü ðåøèòü ïðîáëåìó ñ âûáîðîì ôóíêöèè g( · ). Åñëè ïîñòóëèðîâàòü, ÷òî ïðè-
ðîñò âûñîòû äåðåâà ïðîïîðöèîíàëåí äîñòèãíóòîé âûñîòå. òî åñòü ïîëîæèòü g(t) = t,
à èìåííî òàêîå ïðåäïîëîæåíèå íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â ìîäåëÿõ ðîñòà, òî ìû
ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Ëîãàðèôìè÷åñêè-íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå LN(µ, σ2).
Ïðè g(t) = t èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (2) ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî − lnx0
ðàâåí ln ξ, òàê ÷òî ln ξ ∼ N(µ, σ2), è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ξ

F (x) = Φ

(
lnx− µ

σ

)
, x > 0;

ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè

f(x |µ, σ) =
1

σ
√

2π x
exp

{
−(lnx− µ)2

2σ2

}
.

Ýòî óíèìîäàëüíîå, ðåçêî àñèììåòðè÷íîå (γ1 > 0) ðàñïðåäåëåíèå, èìåþùåå î÷åíü
òÿæåëûé õâîñò.
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Êîíå÷íî, â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ öåëåñîîáðàçíåå îïåðèðîâàòü íå ñ ξ, à ñ åãî
íàòóðàëüíûì ëîãàðèôìîì η = ln ξ, ïîñëå ÷åãî ïðîèçâîäèòü âñå ðàñ÷åòû, èñïîëüçóÿ
ìîäåëü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ëîãàðèôìè÷åñêè-íîðìàëüíûé çàêîí íîñèò äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð. Ýòî-
ìó ðàñïðåäåëåíèþ ïîä÷èíÿåòñÿ ðàçìåð òðåùèíû â èñïûòóåìîì îáðàçöå ìàòåðèàëà, êî-
òîðûé ïîäâåðãàåòñÿ öèêëè÷åñêèì íàãðóæåíèÿì �íà èçãèá� � âû ìîæåòå ñàìè áåç îñîáûõ
ôàíòàçèéíûõ óñèëèé ïåðåñêàçàòü íàøè ïîñòðîåíèÿ ñ âûñîòîé äåðåâà â òåðìèíàõ ðàçìå-
ðà òðåùèíû. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîãóò áûòü òàêæå ïðèìåíåíû â èçó÷åíèè ðîñòà
äîõîäîâ ó îòäåëüíûõ ëèö äîñòàòî÷íî îäíîðîäíîé ÷åëîâå÷åñêîé ïîïóëÿöèè. Ïðîâîäè-
ìûå â ýòîì íàïðàâëåíèè ñòàòèñòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ óêàçûâàþò íà õîðîøåå ñîãëàñèå
ñ ëîãàðèôìè÷åñêè-íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì äîñòàòî÷íî íèçêèõ äîõîäîâ, â òî âðå-
ìÿ êàê äëÿ óìåðåííûõ è âûñîêèõ äîõîäîâ áîëåå ïîäõîäÿùèì ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå
Ïàðåòî.

Ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî Par(a, α). Íàëîãîâûå îðãàíû îáû÷íî èíòåðåñóþòñÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèåì ãîäîâûõ äîõîäîâ òåõ ëèö, ãîäîâîé äîõîä êîòîðûõ ïðåâîñõîäèò íåêîòîðûé
ïðåäåë a, óñòàíîâëåííûé çàêîíàìè î íàëîãîîáëîæåíèè. Òàêîãî ðîäà ðàñïðåäåëåíèÿ èíî-
ãäà ñ÷èòàþò (ê ñîæàëåíèþ, áåç îñîáîãî �ýêîíîìè÷åñêîãî� îáîñíîâàíèÿ) ïðèáëèæåííî
ñîâïàäàþùèìè ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ïàðåòî, âñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìàññà êîòîðîãî ñîñðåäîòî-
÷åíà â îáëàñòè x > a (íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ X = [ a, ∞ ]), è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
íà ñåãìåíòå X ðàâíà

F (x) = 1−
(a
x

)α
, x > a, α > 0.

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå, çàâèñÿùåå îò äâóìåðíîãî ïàðàìåòðà θ = (a, α) ñ ïàðàìåòðè-
÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì Θ = R+ × R+, ïðèíàäëåæèò íåïðåðûâíîìó òèïó; åãî ôóíêöèÿ
ïëîòíîñòè â îáëàñòè x > a ðàâíà

f(x | θ) =
α

a

(a
x

)α+1

.

Ìîìåíò k-ãî ïîðÿäêà ó ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðè çíà÷åíèÿõ ïà-
ðàìåòðà α > k, íàïðèìåð, íåðàâåíñòâî α > 1 ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ñðåäíåãî
çíà÷åíèÿ, êîòîðîå, êàê íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü, ðàâíî αa/(α− 1).

Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Ïàðåòî, òî, êàê ëåãêî âèäåòü,
ln ξ èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, �ñäâèíóòîå âïðàâî� íà âåëè÷èíó ln a, òàê êàê

P (ln ξ < x) = P (ξ < ex) = F (ex) = 1− exp {−α(x− ln a) } .

Ýòî çàìå÷àíèå îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî àäåêâàòíî îïèñûâàåò ðàñïðå-
äåëåíèå íàáëþäàåìûõ äîõîäîâ ó ëèö ñ âûñîêèì óðîâíåì äîõîäà. Âñïîìíèì ïîñòóëàò
�îòñóòñòâèÿ ïîñëåäåéñòâèÿ� , ïðèâîäÿùèé ê ïîêàçàòåëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ äîëãîâå÷-
íîñòè: âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåëèå ïðîñëóæèò ïðîìåæóòîê âðåìåíè, íå ìåíüøèé s,
ïðè óñëîâèè, ÷òî îíî óæå îòðàáîòàëî ñðîê t, íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû t. Â îñíîâó ìîäå-
ëè Ïàðåòî ïîëîæåí òîò æå ïðèíöèï, òîëüêî â ìóëüòèïëèêàòèâíîé, à íå â àääèòèâíîé,
ôîðìóëèðîâêå: âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äîõîä îòäåëüíîãî ëèöà óâåëè÷èòñÿ íå ìåíüøå,

÷åì â s ðàç, ïðè óñëîâèè, ÷òî îí óæå äîñòèã óðîâíÿ t, íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû äî-

ñòèãíóòîãî óðîâíÿ. Ýòî ïðîèñõîäèò, ïî�âèäèìîìó, îò òîãî, ÷òî îáëàäàþùèé áîëüøèìè
äîõîäàìè ñòðåìèòñÿ ñîõðàíèòü äîñòèãíóòîå ïîëîæåíèå è ðåäêî ñòðåìèòñÿ âêëàäûâàòü
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áîëüøèå êàïèòàëû â íîâûå îòðàñëè ñ öåëüþ íàðàùèâàíèÿ äåíåæíîé ìàññû. Â òàêîì
ñëó÷àå èçìåí÷èâîñòü äîõîäà çà íàáëþäàåìûå ïåðèîäû âðåìåíè íîñèò ñëó÷àéíûé õà-
ðàêòåð è íå ñâÿçàíà ñ âåëè÷èíîé êàïèòàëà, êîòîðûì ðàñïîëàãàþò îòäåëüíûå ñóáúåêòû.
Â òî æå âðåìÿ ó �ïðåäïðèíèìàòåëåé� ðàñïðåäåëåíèå äîõîäîâ îòëè÷íî îò çàêîíà Ïàðåòî.
Ýòî òàê íàçûâàåìîå ëîãàðèôìè÷åñêè íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Â ðàìêàõ ïîñòðîåííîé íàìè ìîäåëè ðîñòà ÷àñòî âîçíèêàåò çàäà÷à, êîòîðóþ ìîæíî
òðàêòîâàòü êàê íåêîòîðóþ àëüòåðíàòèâó ê ïðîáëåìå âûâîäà ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçìåðà,
äîñòèãíóòîãî ê îïðåäåëåííîìó ñðîêó �ðàñòóùèì� îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ. Ïóñòü ôèê-
ñèðîâàí íåêîòîðûé óðîâåíü x ðàçìåðà (äåðåâà, òðåùèíû, äîõîäà) è íàñ èíòåðåñóåò ðàñ-
ïðåäåëåíèå ìîìåíòà âðåìåíè (íîìåðà öèêëà), íà êîòîðîì ýòîò ðàçìåð áóäåò äîñòèã-
íóò. Óäèâèòåëüíî, ÷òî â ðàìêàõ íàøåé ìîäåëè ýòî ðàñïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà
ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè g(·), è ïîëó÷èòü åãî ìîæíî ïóòåì ñëåäóþùèõ òðèâèàëüíûõ
ðàññóæäåíèé.

Ðàñïðåäåëåíèå Áèðíáàóìà�Ñàóíäåðñà BS(λ, θ). Ïóñòü τ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà, ðåàëèçóþùàÿ ìîìåíò äîñòèæåíèÿ çàäàííîãî ðàçìåðà x. Òîãäà ñîáûòèå τ > n ýêâè-
âàëåíòíî ñîáûòèþ ξn < x (íàïîìíèì, âñå ηk > 0) � ê ìîìåíòó âðåìåíè n âûñîòà äåðåâà
åùå íå äîñòèãëà óðîâíÿ x. Èòàê,

P (τ > n) = P (ξn < x) = P (h(ξn) < h(x)) = Φ

(
h(x)− na
b
√
n

)
. (3)

Çàìåíèì òåïåðü n íà �íåïðåðûâíóþ� ïåðåìåííóþ t è ââåäåì íîâûå ïàðàìåòðû λ è θ,
îïðåäåëèâ èõ óðàâíåíèÿìè λ

√
θ = h(x)/b, λ/

√
θ = a/b. Öåïî÷êà ðàâåíñòâ (3) ïîçâîëÿåò

íàì çàïèñàòü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî ìîìåíòà âðåìåíè τ, â êîòîðûé äåðåâî (òðåùèíà,
äîõîä,) äîñòèãíåò çàäàííîãî óðîâíÿ x :

F (t) = P (τ < t) = 1− Φ

(
λ

(√
θ

t
−
√
t

θ

))
, t > 0.

Ýòî óíèìîäàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Áèðíáàóìà�

Ñàóíäåðñà, è ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åãî BS(λ, θ). Ãðàôèê ïëîòíîñòè BS-ðàñïðåäåëåíèÿ
î÷åíü ïîõîæ íà ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ. BS-ðàñïðåäåëåíèå èãðàåò
áîëüøóþ ðîëü ïðè ðàñ÷åòàõ íàäåæíîñòè îáúåêòîâ, äîëãîâå÷íîñòü êîòîðûõ îïðåäåëÿåò-
ñÿ ðàçâèòèåì òðåùèí, ïðèâîäÿùèõ ê ãèáåëè îáúåêòà.
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Ðàçðóøåíèå àâèàöèîííûõ äèñêîâ

12 êðåïåæíûõ îòâåðñòèé � n=12 èñïûòàíèé Áåðíóëëè.

α � âåðîÿòíîñòü ïëîõîãî èçãîòîâëåíèÿ, 1− α � õîðîøåãî,
β � âåðîÿòíîñòü ïëîõîé ýêñïëóàòàöèè, 1− β � õîðîøåé.
Äëÿ êàæäîãî äèñêà 4 ñîñòîÿíèÿ: (ij), i = 0, 1 (ïëîõîå,õîðîøåå èçãîòîâëåíèå); j =

0, 1 (ïëîõàÿ,õîðîøàÿ ýêñïëóàòàöèÿ).
Âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ (ij) : Qij = αi(1−α)1−iβj(1−β)1−j, (ij) = (00), (01), (10), (11).

pij = pij(t) � âåðîÿòíîñòü íàáëþäåíèÿ òðåùèíû ó ëþáîãî êðåïåæíîãî îòâåðñòèÿ â
ìîìåíò âðåìåíè t äëÿ äèñêà ñ ñîñòîÿíèåì (ij). Ýòî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû τ � ìîìåíòà ïîÿâëåíèÿ òðåùèíû: pij(t) = P( τ < t).

Ïóñòü ν � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, çíà÷åíèå k (= 0, 1, . . . , 12) êîòîðîé â ìîìåíò íàáëþ-
äåíèÿ ðàâíî ÷èñëó êðåïåæíûõ îòâåðñòèé, èìåþùèõ òðåùèíó. Åå ðàñïðåäåëåíèå

P{ ν = k | τ < t) =
1∑
i=0

1∑
j=0

Qij Ck
12 p

k
ij(1− pij)12−k, k = 0, 1, . . . , 12.

Âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü íàáëþäåíèÿ òðåùèíû êðåïåæíîãî îòâåðñòèÿ â ìîìåíò t :

pij(t) = P( τ < t) = 1− Φ

[
λij

(√
θij/t−

√
t/θij

)]
.
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