        Гильбертово пространство (практика)

1. Доказать, что гильбертово пространство строго нормировано.

2. Доказать, что в гильбертовом пространстве  [image: image2.png]


 тогда и только тогда, когда [image: image4.png]


 слабо и  [image: image6.png][, 1] = 11x]]-




3. Доказать, что в пространстве со скалярным произведением
для  любых элементов [image: image8.png]X,V,Z



имеет место тождество Апполония 

          [image: image10.png]llz—x)I2+ |lz—v||?




 [image: image12.png]=yl +2 ||z =22



.

4. Доказать, что в пространстве со скалярным произведением
для любых элементов [image: image14.png]X,V,z,t



имеет место неравенство Птолемея 

          [image: image16.png]lx=yllly=tll = llx =yllllz=tll + [ly — z|lllx — ¢l



.

Когда в нем реализуется равенство?

5. Доказать, что в евклидовом пространстве элементы [image: image18.png]


и [image: image20.png]


 ортогональны тогда и только тогда, когда [image: image22.png]X112 + IvlI? = lIx + v]|2



.

6. В линейном пространстве [image: image24.png]


 непрерывных на [image: image26.png][a,b]



 функций положим 

                                        [image: image28.png]G y) = [ x(Oy(@adt



.

Является ли это пространство гильбертовым?

7. Доказать,  что для того, чтобы элемент [image: image30.png]


 гильбертова пространства [image: image32.png]


 был ортогонален подпространству [image: image34.png]LcH



, необходимо и достаточно, чтобы для любого элемента [image: image36.png]yEL



имело место неравенство [image: image38.png]x|l < llx—=yll



.

8. Доказать, что для произвольного множества [image: image40.png]


 в гильбертовом пространстве [image: image42.png]


 множество [image: image44.png]Mt



 является подпространством.

9. Доказать, что для произвольного множества [image: image46.png]


 в гильбертовом пространстве [image: image48.png]


 имеет место включение [image: image50.png]Mc (MYHt



. Возможно ли здесь строгое включение?

10. Доказать, что для множества [image: image52.png]


 в гильбертовом пространстве [image: image54.png]


 равенство [image: image56.png]M= (MYHY



 выполняется тогда и только тогда, когда [image: image58.png]


 подпространство [image: image60.png]


.

11. В линейном пространстве непрерывных на [image: image62.png](—o0, +o0)



 функций [image: image64.png]x(t)



 таких, что [image: image66.png][“Z (o) Pe dt



 сходится, положим [image: image68.png]xy) = [T x(@y)e dt.




Проверить выполнение аксиом скалярного произведения.

