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Ââåäåíèå

Ìåòîäû íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÷àñòî

èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ èññëå-

äîâàíèÿ îïåðàöèé. Ïîýòîìó ðàçäåë ¾Íåëèíåéíîå ïðî-

ãðàììèðîâàíèå¿ ïðèñóòñòâóåò âî ìíîãèõ ìàòåìàòè-

÷åñêèõ è ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ êóðñàõ ëåêöèé,

â ÷àñòíîñòè, ¾Ìåòîäû îïòèìèçàöèè¿, ¾Èññëåäîâàíèå

îïåðàöèé¿, ¾Äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû îïòèìèçàöèè¿

è äð.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èçâåñòíî çíà÷èòåëüíîå

÷èñëî ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ. Îïèñàíèå ýòèõ ìåòîäîâ ìîæíî íàéòè

â ó÷åáíîé è ñïåöèàëüíîé íàó÷íîé ëèòåðàòóðå (íàïð.,

[1; 2; 4; 6; 7; 12�15; 17; 18]). Ñëîæèëàñü îïðåäåëåííàÿ

êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ ìåòîäîâ. Â îòäåëüíûå êëàññû

âûäåëèëèñü ìåòîäû øòðàôíûõ è áàðüåðíûõ ôóíê-

öèé, ìåòîäû âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé, ìåòîäû òèïà

ëèíåàðèçàöèè, êâàçèíüþòîíîâñêèå ìåòîäû, ñóáãðà-

äèåíòíûå è ε-ñóáãðàäèåíòíûå, ìåòîäû ïðèâåäåííûõ

ãðàäèåíòîâ, ìåòîäû öåíòðîâ è äð.

Äîâîëüíî øèðîêèé êëàññ ìåòîäîâ íåëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ îáðàçóþò òàê íàçûâàåìûå ìåòî-

äû îòñå÷åíèé (íàïð., [3; 4; 9; 14]). Îäíàêî ïîäðîáíîå

èçëîæåíèå ýòèõ ìåòîäîâ â ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå ïðàê-

òè÷åñêè íå ïðåäñòàâëåíî. Íàñòîÿùåå ó÷åáíîå ïîñîáèå
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â êàêîé-òî ñòåïåíè ïîçâîëÿåò çàïîëíèòü ýòîò ïðîáåë.

Çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ìåòîäîâ îòñå÷åíèé äëÿ çà-

äà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ õàðàêòåðíî ñëå-

äóþùèì. Ïðè ïîñòðîåíèè èòåðàöèîííûõ òî÷åê â ýòèõ

ìåòîäàõ èñïîëüçóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå ïîãðóæåíèå

ëèáî ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé èñõîäíîé çàäà÷è, ëèáî

íàäãðàôèêà öåëåâîé ôóíêöèè â íåêîòîðûå ìíîæåñòâà

áîëåå ïðîñòîé ñòðóêòóðû. Ñðàçó ïîä÷åðêíåì, ÷òî äàí-

íîå ïîñîáèå ïîñâÿùåíî èçëîæåíèþ ìåòîäîâ îòñå÷å-

íèé ïåðâîãî òèïà, à èìåííî, ìåòîäîâ, ãäå äëÿ îòûñêà-

íèÿ ïðèáëèæåíèé èñïîëüçóåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ íåêî-

òîðûìè ìíîãîãðàííûìè ìíîæåñòâàìè îáëàñòè îãðà-

íè÷åíèé ðåøàåìîé çàäà÷è.

Â òàêèõ ìåòîäàõ êàæäîå èç àïïðîêñèìèðóþùèõ

ìíîæåñòâ ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ïðåäûäóùåãî ïóòåì îò-

ñå÷åíèÿ îò íåãî ïëîñêîñòÿìè íåêîòîðîãî ïîäìíîæå-

ñòâà, ñîäåðæàùåãî òåêóùóþ èòåðàöèîííóþ òî÷êó. Îä-

íà èç îñíîâíûõ ïðîáëåì ìåòîäîâ îòñå÷åíèé òàêîãî

òèïà ïðè èõ ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, ÷òî îò øàãà ê øàãó, êàê ïðàâèëî, íåîãðàíè÷åí-

íî ðàñòåò ÷èñëî îòñåêàþùèõ ïëîñêîñòåé, ôîðìèðóþ-

ùèõ àïïðîêñèìèðóþùèå ìíîæåñòâà. Ïîýòîìó ñ óâå-

ëè÷åíèåì ÷èñëà øàãîâ âîçðàñòàåò è òðóäîåìêîñòü ðå-

øåíèÿ çàäà÷ íàõîæäåíèÿ èòåðàöèîííûõ òî÷åê. Óêà-

çàííûé íåäîñòàòîê íàçâàííûõ ìåòîäîâ îêàçûâàåòñÿ
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ñóùåñòâåííûì ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ âûñîêîé òî÷íî-

ñòüþ äàæå íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè, ïîñêîëüêó âîçíè-

êàþò ñëîæíîñòè ñ ïåðåïîëíåíèåì òåêóùåé èíôîðìà-

öèåé ïàìÿòè êîìïüþòåðà.

Â ðàáîòå àâòîðîâ [10] îïèñûâàåòñÿ ïðèíöèï ïåðè-

îäè÷åñêîãî îáíîâëåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ îáëàñòü

îãðàíè÷åíèé ìíîæåñòâ, êîòîðûé ìîæíî ïðèìåíèòü

â ìåòîäàõ îòñå÷åíèé äëÿ çàäà÷ ñ ïðàêòè÷åñêè ëþáû-

ìè, à èìåííî, íåïðåðûâíûìè öåëåâûìè ôóíêöèÿìè.

Ýòîò ïðèíöèï îáíîâëåíèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà ââåäåí-

íîì â ðàáîòå êðèòåðèè êà÷åñòâà àïïðîêñèìèðóþùèõ

ìíîæåñòâ â îêðåñòíîñòè òåêóùèõ èòåðàöèîííûõ òî-

÷åê. Äàííûé ïðèíöèï ïîçâîëÿåò âêëþ÷àòü â ìåòîäû

òàêèå ïðîöåäóðû îáíîâëåíèÿ, ïðè êîòîðûõ ìîæíî ïå-

ðèîäè÷åñêè îòáðàñûâàòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ëþáûõ

ïîñòðîåííûõ ðàíåå îòñå÷åíèé. À èìåííî, äîïóñòèìî

êàê ïîëíîå, òàê è ÷àñòíè÷íîå îáíîâëåíèå ïîãðóæà-

þùèõ ìíîæåñòâ. Â ñëó÷àå ÷àñòè÷íîãî îáíîâëåíèÿ

ìîæíî îñòàâëÿòü, íàïðèìåð, òîëüêî ¾àêòèâíûå¿

íà äàííîì øàãå îòñåêàþùèå ïëîñêîñòè èëè n + 1

ïîñëåäíåå îòñå÷åíèå.

Â ïîñîáèè âñå îïèñûâàåìûå ìåòîäû îòñå÷åíèé

õàðàêòåðíû òåì, ÷òî â íèõ âêëþ÷åíû ïðîöåäóðû

ïåðèîäè÷åñêîãî îáíîâëåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíî-

æåñòâ, îñíîâàííûå íà óêàçàííîì âûøå ïðèíöèïå.
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Òàêèå ïðîöåäóðû îáíîâëåíèÿ ñ îòáðàñûâàíèåì íà-

êàïëèâàþùèõñÿ â ïðîöåññå ñ÷åòà îòñå÷åíèé äåëàþò

ìåòîäû áîëåå ïðèâëåêàòåëüíûìè ñ ïðàêòè÷åñêîé

òî÷êè çðåíèÿ.

Èçëîæåííûé â ïîñîáèè ìàòåðèàë ñîäåðæèò ïîë-

íîå îáîñíîâàíèå âñåõ îïèñûâàåìûõ ìåòîäîâ. Ïîäðîá-

íî îáñóæäàþòñÿ îñîáåííîñòè ìåòîäîâ, âîçìîæíîñòè

èõ ÷èñëåííûõ ðåàëèçàöèé, ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå

íåêîòîðûõ èç íèõ ìåæäó ñîáîé. Ïðè ýòîì ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ îñíîâàìè êóðñîâ

ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ëèíåéíîé àëãåáðû, ñ

ìåòîäàìè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, à òàêæå ñ

îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè è ñâîéñòâàìè çàäà÷ âûïóêëîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Íîìåðà óòâåðæäåíèé, çàìå÷àíèé, ôîðìóë â ïîñî-

áèè çàäàþòñÿ äâóìÿ ÷èñëàìè, è äëÿ ññûëîê íà íèõ â

òåêñòå èñïîëüçóåòñÿ òà æå äâîéíàÿ íóìåðàöèÿ. Ïåð-

âîå èç ÷èñåë îçíà÷àåò ïàðàãðàô, â êîòîðîì èçëîæåí

ìàòåðèàë, à âòîðîå � íîìåð, ñîîòâåòñòâåííî, óòâåð-

æäåíèÿ, çàìå÷àíèÿ èëè ôîðìóëû â ýòîì ïàðàãðàôå.

Îïèøåì êðàòêî ñîäåðæàíèå êàæäîãî ïàðàãðàôà.

Â § 1 ïðèâîäèòñÿ îáùèé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è

min{f (x) : x ∈ D}, (0.1)

ãäå f (x) � íåïðåðûâíàÿ â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå Rn ôóíêöèÿ, à ìíîæåñòâî D ⊂ Rn âûïóêëî
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è çàìêíóòî.

Âûøåóïîìÿíóòûé ìåòîä îòñå÷åíèé âûðàáàòûâà-

åò âñïîìîãàòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæå-

íèé {yi}, i ∈ K = {0, 1, . . .}, è ôèêñèðóåò îñíîâíóþ

èòåðàöèîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}, k ∈ K, â

âèäå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yik} ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè {yi}. Íà i-îì øàãå (i ≥ 0) äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷êè

yi ïðèáëèæåííî ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à

ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè f (x) íà àïïðîêñèìèðóþùåì

îáëàñòü îãðàíè÷åíèé ìíîæåñòâå Mi. Åñëè òî÷êà yi â

îïðåäåëåííîì ñìûñëå îêàçàëàñü áëèçêà ê ìíîæåñòâó

D, òî ôèêñèðóþòñÿ íîìåð i = ik è òî÷êà xk = yik,

è ïðîèñõîäèò îáíîâëåíèå àïïðîêñèìèðóþùåãî ìíî-

æåñòâà Mi = Mik. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñ÷èòàåòñÿ,

÷òî êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè îáëàñòè D ìíîæåñòâîì

Mi ÿâëÿåòñÿ íåóäîâëåòâîðèòåëüíûì, è íà îñíîâå Mi

ñòðîèòñÿ î÷åðåäíîå àïïðîêñèìèðóþùåå ìíîæåñòâî

Mi+1 ïóòåì îòñå÷åíèÿ îò Mi òî÷êè yi ñ èñïîëüçîâàíè-

åì îáîáùåííî-îïîðíûõ ýëåìåíòîâ. Äàëåå â ìíîæåñòâå

Mi+1 óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì íàõîäèòñÿ î÷åðåäíîå

ïðèáëèæåíèå yi+1 âñïîìîãàòåëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè.

Â òîì æå ïàðàãðàôå ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ýòîãî

ìåòîäà ñ èäåéíî áëèçêèì ìåòîäîì îïîðíûõ ìíîæåñòâ

[3], ïîñòðîåííûì äëÿ çàäà÷è (0.1) c âûïóêëîé öåëå-
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âîé ôóíêöèåé f (x). Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ìåòîäà

èç § 1 îò ìåòîäà [3] ñîñòîèò â òîì, ÷òî â íåì çàëîæåí

êðèòåðèé îöåíêè êà÷åñòâà àïïðîêñèìèðóþùåãî ìíî-

æåñòâà, ïîçâîëÿþùèé ââîäèòü ïðîöåäóðû îáíîâëåíèÿ

ïîãðóæàþùèõ ìíîæåñòâ çà ñ÷åò ïåðèîäè÷åñêîãî îò-

áðàñûâàíèÿ ëþáîãî ÷èñëà ëþáûõ îòñåêàþùèõ ïëîñ-

êîñòåé.

Äàëåå, â § 2 îïèñûâàåòñÿ ìåòîä îòñå÷åíèé äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷è (0.1), â êîòîðîé îáëàñòü îãðàíè÷åíèé

èìååò áîëåå îáùèé âèä:

D = D′
⋂

D′′, (0.2)

ãäå D′, D′′ � âûïóêëûå çàìêíóòûå â Rn ìíîæåñòâà,

ïðè÷åì âòîðîå èç íèõ ìîæåò çàâåäîìî èìåòü ïóñòóþ

âíóòðåííîñòü.

Ìåòîä îòëè÷àåòñÿ îò èçëîæåííîãî â § 1 ìåòîäà, â
÷àñòíîñòè, ñïîñîáàìè ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ

ìíîæåñòâ. À èìåííî, ïîãðóæàþùåå ìíîæåñòâî Mi+1

ñòðîèòñÿ ïóòåì îòñå÷åíèé îò Mi òî÷êè yi ïëîñêîñòÿ-

ìè, ïîñòðîåííûìè ñ ïîìîùüþ ñóáãðàäèåíòîâ ôóíê-

öèè, îïðåäåëÿþùåé ìíîæåñòâîD′. Êðîìå òîãî, â ýòîì

ìåòîäå ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì ïðåäóñìîòðåíû

áîëåå øèðîêèå âîçìîæíîñòè äëÿ âûáîðà èòåðàöèîí-

íûõ òî÷åê îñíîâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Çà ñ÷åò ýòèõ

âîçìîæíîñòåé äîïóñòèìî ïîñòðîåíèå íà îñíîâå ýòî-

ãî ìåòîäà îòñå÷åíèé íåêîòîðûõ ñìåøàííûõ àëãîðèò-
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ìîâ. Ñõîäèìîñòü òàêèõ ñìåøàííûõ àëãîðèòìîâ ãàðàí-

òèðóåòñÿ ñõîäèìîñòüþ îïèñûâàåìîãî ìåòîäà îòñå÷å-

íèé. Ìåòîä èç § 2 õàðàêòåðåí òåì, ÷òî òàêæå ïðåäó-

ñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòü ïåðèîäè÷åñêîãî îáíîâëåíèÿ

àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ íà òåõ èòåðàöèÿõ, ãäå

êà÷åñòâî àïïðîêñèìèðóþùåãî ìíîæåñòâà ñòàíîâèòñÿ

óäîâëåòâîðèòåëüíûì.

Â § 3 ïðèâîäèòñÿ ìåòîä îòñå÷åíèé äëÿ íàõîæäå-

íèÿ ïðîåêöèè òî÷êè y ∈ Rn íà âûïóêëîå ìíîæåñòâî

D, çàäàííîå â âèäå (0.2). Íà êàæäîé èòåðàöèè ìå-

òîäà îïðåäåëåííûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ ìíîãîãðàííîå

ìíîæåñòâî, àïïðîêñèìèðóþùåå îáëàñòüD′, è ïðèáëè-

æåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ïðîåêòèðîâàíèÿ òî÷êè y íà

ïåðåñå÷åíèå ýòîãî àïïðîêñèìèðóþùåãî ìíîæåñòâà ñ

ìíîæåñòâîì D′′. Â ñëó÷àå, åñëè D′′ çàäàíî ñèñòåìîé

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èëè íåðàâåíñòâ, òî ïîñòðîåíèå

ïðèáëèæåíèÿ íå âûçûâàåò áîëüøîãî òðóäà, òàê êàê

çàäà÷à ïðîåêòèðîâàíèÿ ðåøàåòñÿ èçâåñòíûìè àëãî-

ðèòìàìè çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Êàê è â ìåòîäàõ èç

ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôîâ, â ýòîì ïðîåêöèîííîì ìåòî-

äå òîæå çàëîæåíà âîçìîæíîñòü îáíîâëåíèÿ àïïðîê-

ñèìèðóþùèõ îáëàñòü D′ ìíîæåñòâ çà ñ÷åò îòáðàñû-

âàíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé.

Â § 4 äëÿ çàäà÷è (0.1) èçëàãàåòñÿ åùå îäèí ìå-

òîä îòñå÷åíèé ñ àïïðîêñèìàöèåé îáëàñòè îãðàíè÷å-
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íèé, êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò ìåòîäîâ èç §§ 1, 2 òåì,

÷òî äîïóñêàåò âîçìîæíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïðî-

öåññà îòûñêàíèÿ èòåðàöèîííûõ òî÷åê. Â ýòîì ìåòîäå

äëÿ ïîñòðîåíèÿ îñíîâíûõ èòåðàöèîííûõ òî÷åê ñíà÷à-

ëà íåêîòîðûì ñïîñîáîì ñòðîèòñÿ îïðåäåëåííîå ÷èñ-

ëî ìíîãîãðàííûõ ìíîæåñòâ, àïïðîêñèìèðóþùèõ îá-

ëàñòü îãðàíè÷åíèé èñõîäíîé çàäà÷è. Äàëåå â êàæäîì

èç ýòèõ ìíîæåñòâ íàõîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ òî÷êà

ïðèáëèæåííîãî ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè. Íàêî-

íåö, â êà÷åñòâå îñíîâíîé èòåðàöèîííîé òî÷êè âûáèðà-

åòñÿ ðåêîðäíàÿ èç íàéäåííûõ âñïîìîãàòåëüíûõ òî÷åê.

Çàìåòèì, ÷òî ýòè âñïîìîãàòåëüíûå òî÷êè ìîãóò íàõî-

äèòñÿ ïàðàëëåëüíî ðàçëè÷íûìè àëãîðèòìàìè ìèíè-

ìèçàöèè.
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1 Ìåòîä îòñå÷åíèé íà îñíîâå àïïðîêñèìàöèè

äîïóñòèìîé îáëàñòè ñåìåéñòâîì îïîðíûõ

ïëîñêîñòåé

Îïèøåì ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåëèíåéíî-

ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îáíîâëåíèåì àïïðîêñèìèðó-

þùèõ ìíîæåñòâ.

Ïóñòü fj(x), j ∈ J = {1, . . . ,m}, � âûïóêëûå â n-
ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ôóíêöèè,

D = {x ∈ Rn : fj(x) ≤ 0, j ∈ J}, (1.3)

f (x) � íåïðåðûâíàÿ äîñòèãàþùàÿ íàD ìèíèìàëüíîãî

çíà÷åíèÿ ôóíêöèÿ, è äëÿ âñåõ j ∈ J ìíîæåñòâà

Dj = {x ∈ Rn : fj(x) ≤ 0} (1.4)

èìåþò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü intDj. Ðåøàåòñÿ çàäà-

÷à

min{f (x) : x ∈ D}. (1.5)

Ïîëîæèì F (x) = max
j∈J

fj(x), Dε = {x ∈ Rn :

F (x) ≤ ε}, ãäå ε ≥ 0, f ∗ = min{f (x) : x ∈ D}, X∗ =

{x ∈ D : f (x) = f ∗}, E∗ = {x ∈ Rn : f (x) ≤ f ∗},
W 1(x,Dj) = {a ∈ Rn : ⟨a, z − x⟩ ≤ 0 ∀z ∈ Dj, ∥a∥ =

1} � ìíîæåñòâî íîðìèðîâàííûõ îáîáùåííî-îïîðíûõ

âåêòîðîâ äëÿ ìíîæåñòâà Dj â òî÷êå x ∈ Rn, K =

{0, 1, . . .}.
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Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî â (1.5) âíóòðåííîñòü ìíîæå-

ñòâà D ìîæåò áûòü ïóñòîé.

Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.5) âûðàáàòûâàåò ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ïðèáëèæåíèé {yi}, i ∈ K, {xk}, k ∈
K, è çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

Ìåòîä 1. Ñòðîèòñÿ âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíî-

æåñòâî M0 ⊂ Rn, ñîäåðæàùåå õîòÿ áû îäíó òî÷êó

ìíîæåñòâà X∗, íàïðèìåð, òî÷êó x∗. Âûáèðàþòñÿ

òî÷êè vj ∈ intDj äëÿ âñåõ j ∈ J . Çàäàåòñÿ ÷èñëî

ε0 ≥ 0. Ïîëàãàåòñÿ k = 0, i = 0.

1. Íàõîäèòñÿ òî÷êà

yi ∈ Mi

⋂
E∗. (1.6)

2. Ôîðìèðóåòñÿ ìíîæåñòâî

Ji = {j ∈ J : yi ̸∈ Dj}.

Åñëè Ji = ∅, òî yi ∈ X∗, è ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ.

3. Åñëè yi /∈ Dεk, òî âûáèðàåòñÿ âûïóêëîå çà-

ìêíóòîå ìíîæåñòâî Gi ⊂ Rn, ñîäåðæàùåå òî÷êó

x∗, ïîëàãàåòñÿ

Qi = Mi

⋂
Gi, (1.7)

è ñëåäóåò ïåðåõîä ê ï. 4. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëà-

ãàåòñÿ ik = i,

xk = yik, (1.8)
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è âûáèðàåòñÿ âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Qi =

Qik òàêîå, ÷òî

x∗ ∈ Qi. (1.9)

Çàäàåòñÿ ÷èñëî εk+1 ≥ 0, çíà÷åíèå k óâåëè÷èâàåòñÿ

íà åäèíèöó, è ñëåäóåò ïåðåõîä ê î÷åðåäíîìó ïóíêòó.

4. Äëÿ êàæäîãî j ∈ Ji â èíòåðâàëå (v
j, yi) âûáè-

ðàåòñÿ òî÷êà zji òàê, ÷òîáû zji /∈ intDj è ïðè íåêî-

òîðîì qji ∈ [1, q], q < +∞, äëÿ òî÷êè

ȳji = yi + qji (z
j
i − yi) (1.10)

âûïîëíÿëîñü âêëþ÷åíèå ȳji ∈ Dj. Äëÿ âñåõ j ∈ J \ Ji
ïîëàãàåòñÿ zji = ȳji = yi.

5. Âûáèðàåòñÿ ìíîæåñòâî Hi ⊂ Ji òàê, ÷òîáû

âûïîëíÿëîñü âêëþ÷åíèå ji ∈ Hi, ãäå íîìåð ji óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ

∥yi − zjii ∥ = max
j∈Ji

∥yi − zji ∥. (1.11)

6. Äëÿ êàæäîãî j ∈ Hi âûáèðàåòñÿ êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî Aj
i ⊂ W 1(zji , Dj), ïîëàãàåòñÿ

Mi+1 = Qi

⋂
j∈Hi

{x ∈ Rn : ⟨a, x− z
j
i ⟩ ≤ 0 ∀a ∈ A

j
i}, (1.12)

è ñëåäóåò ïåðåõîä ê ï. 1 ïðè i, óâåëè÷åííîì íà åäè-

íèöó.

Ñäåëàåì íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ, êàñàþùèåñÿ äàí-

íîãî ìåòîäà.
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Çàìå÷àíèå 1.1. Åñëè íà øàãå 2 ìåòîäà âûïîë-

íÿåòñÿ óñëîâèå Ji = ∅, òî ñîãëàñíî (1.6) òî÷êà yi,

äåéñòâèòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà-

÷è.

Çàìå÷àíèå 1.2. Ìíîæåñòâî Mi

⋂
E∗ ñîäåð-

æèò, ïî êðàéíåé ìåðå, òî÷êó x∗, à çíà÷èò, âûáîð

yi èç óñëîâèÿ (1.6) âîçìîæåí. Â ÷àñòíîñòè, òî÷êó

yi ìîæíî íàõîäèòü ñîãëàñíî ðàâåíñòâó

f (yi) = min{f (x) : x ∈ Mi}. (1.13)

Çàìå÷àíèå 1.3. Â ñëó÷àå, êîãäà f (x) âûïóêëà,

J = {1}, v1 = v ∈ intD, ïðè÷åì intD ̸= ∅, ε0 = 0 è

òî÷êè yi âûáðàíû ñîãëàñíî (1.13), òî ïðåäëàãàåìûé

ìåòîä èäåéíî áëèçîê ê èçâåñòíîìó ìåòîäó ïîãðóæå-

íèé Â.Ï. Áóëàòîâà (íàïð., [3]) äëÿ çàäà÷è âûïóêëîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Çàìå÷àíèå 1.4. Â óïîìÿíóòîì ìåòîäå [3] îòñå-

÷åíèÿ ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îò-

ðåçêà [v, yi] ñ ãðàíèöåé ìíîæåñòâà D. Â ìåòîäå 1

òî÷êè zji , j ∈ Ji, èñïîëüçóåìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòñå-

÷åíèé, ìîæíî âûáèðàòü îòëè÷íûìè îò òî÷åê ïåðå-

ñå÷åíèÿ îòðåçêîâ [vj, yi] ñ ãðàíèöàìè ìíîæåñòâ Dj,

÷òî ñóùåñòâåííî ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè-

÷åñêèõ çàäà÷.
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Çàìå÷àíèå 1.5. Åñëè â ï. 5 ïîëîæèòü Hi = Ji,

òî îòïàäàåò ïîòðåáíîñòü â ôèêñèðîâàíèè ñîãëàñíî

(1.11) íîìåðà ji ¾ñàìîãî ãëóáîêîãî¿ íà i-îì øàãå îò-

ñå÷åíèÿ.

Çàìå÷àíèå 1.6. Äëÿ âûáîðà íà÷àëüíîãî àï-

ïðîêñèìèðóþùåãî ìíîæåñòâà M0 èìååòñÿ ìíîãî

âîçìîæíîñòåé. Åñëè, íàïðèìåð, ïîëîæèòü

M0 =
⋂
j∈J ′

Dj, (1.14)

ãäå J ′ ⊂ J , òî íåò íåîáõîäèìîñòè â çàäàíèè òî÷åê

vj ∈ intDj, j ∈ J ′, ïîñêîëüêó òîãäà äëÿ âñåõ i ∈ K

è j ∈ J ′ âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ yi ∈ Dj, è òî÷êè

vj, j ∈ J ′, â ïîñòðîåíèè îòñåêàþùèõ ïëîñêîñòåé íå

ó÷àñòâóþò. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âûáîð M0 â âèäå

(1.14) óäîáåí â òîì ñëó÷àå, êîãäà
⋂
j∈J ′

Dj � âûïóêëûé

ìíîãîãðàííèê.

Åñëè M0 = Rn, à ôóíêöèÿ f (x) äîñòèãàåò â

Rn ñâîåãî àáñîëþòíîãî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, òî

ìîæíî ïîëîæèòü y0 = arg min
x∈Rn

f (x).

Ïðè âûáîðå M0 = D ìåòîä çàâåðøàåò ïðîöåññ

îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.5) íà íóëåâîì øàãå.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè intD ̸= ∅ è èçâåñòíà òî÷êà
v ∈ intD, òî â ìåòîäå óäîáíî ïîëîæèòü vj = v äëÿ

âñåõ j ∈ J .
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Ïðèâåäåì òåïåðü ïðèíöèïèàëüíîå çàìå÷àíèå äëÿ

ìåòîäà, êàñàþùååñÿ âîçìîæíîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî îá-

íîâëåíèÿ ïîãðóæàþùèõ ìíîæåñòâ Mi çà ñ÷åò îòáðà-

ñûâàíèÿ ëþáîãî ÷èñëà ïîñòðîåííûõ ê i-îìó øàãó îò-

ñåêàþùèõ ïëîñêîñòåé.

Çàìå÷àíèå 1.7. Ïóñòü â (1.7) Gi = Rn äëÿ âñåõ

i ∈ K, è äëÿ òî÷êè yi âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå

yi ∈ Dεk. (1.15)

Ïîëîæèì

Qi = Mri, (1.16)

ãäå 0 ≤ ri ≤ i = ik. ßñíî, ÷òî ïðè âñåõ ri = 0, . . . , i

óñëîâèå (1.9) âûïîëíÿåòñÿ. Ñîãëàñíî (1.16) â êà÷å-

ñòâå Qi ìîæíî âûáèðàòü ëþáîå èç ïîñòðîåííûõ ê

i-îìó øàãó ïîãðóæàþùèõ ìíîæåñòâ M0, . . . ,Mi. Â

÷àñòíîñòè, äëÿ âñåõ i ∈ K, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿ-

åòñÿ (1.15), ìîæíî ïîëîæèòü

Qi = M0.

Òåì ñàìûì ïðè êàæäîì i = ik, k ∈ K, ïðîèçîéäåò

îòáðàñûâàíèå âñåõ íàêîïèâøèõñÿ ê øàãó ik îòñåêà-

þùèõ ïëîñêîñòåé.

Ïîíÿòíî, ÷òî ìíîæåñòâàQi ïðè âûïîëíåíèè óñëî-

âèÿ (1.15) ìîæíî âûáèðàòü è íå ñëåäóÿ ýòîìó çàìå÷à-
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íèþ. À èìåííî, ìíîæåñòâà Qi óäîáíî çàäàâàòü ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

Qi = M0

⋂
j∈Hi−1

{x ∈ Rn : ⟨a, x− z
j
i−1⟩ ≤ 0 ∀a ∈ A

j
i−1}, i ≥ 1.

Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (1.9) ìíîæåñòâà

Qi ïðè óñëîâèè (1.15), êàê è ìíîæåñòâî M0, ìîæíî

âûáèðàòü ñîâïàäàþùèìè ñ Rn.

Äàëåå, îòìåòèì, ÷òî ïðè âñåõ i ∈ K, íåçàâèñèìî

îò âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (1.15), ìíîæåñòâà Qi äîïóñòè-

ìî çàäàâàòü â âèäå (1.7), ïîñêîëüêó âêëþ÷åíèÿ (1.9)

äëÿ íèõ âûïîëíÿþòñÿ. Â òàêîì ñëó÷àå ââèäó (1.12)

Mi+1 = Mi

⋂
Gi

⋂
j∈Hi

{x ∈ Rn : ⟨a, x−z
j
i ⟩ ≤ 0 ∀a ∈ A

j
i} ∀i ∈ K,

òî åñòü îò øàãà ê øàãó ïðîèñõîäèò íàêîïëåíèå îòñå-

êàþùèõ ïëîñêîñòåé è íèêàêèõ îáíîâëåíèé ïîãðóæà-

þùèõ ìíîæåñòâ íå ïðîèñõîäèò. Ñâîéñòâà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {yi}, ïîñòðîåííîé ñ óñëîâèåì (1.7) âûáîðà

ìíîæåñòâ Qi ïðè âñåõ i ∈ K, áóäóò îáñóæäàòüñÿ íè-

æå.

Ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ ñõîäèìîñòè èçëîæåí-

íîãî ìåòîäà. Ñíà÷àëà èçó÷èì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïî-

ñòðîåííîé ñîãëàñíî ìåòîäó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yi},
i ∈ K. Âåçäå äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì ïðåäïî-

ëàãàòü, ÷òî îíà îãðàíè÷åíà.
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Ëåììà 1.1. Ïóñòü U ⊂ Rn � âûïóêëîå ìíî-

æåñòâî, L � åãî íåñóùåå ïîäïðîñòðàíñòâî, à ìíî-

æåñòâî Q èç àôôèííîé îáîëî÷êè U îãðàíè÷åíî è

íå ñîäåðæèòñÿ â riU � îòíîñèòåëüíîé âíóòðåí-

íîñòè ìíîæåñòâà U . Åñëè òî÷êà u ∈ Rn òàêîâà,

÷òî âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå u ∈ riU , òî íàéäåò-

ñÿ òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ z ∈ Q \ riU

è âñåõ a ∈ L
⋂
W 1(z, U) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

⟨a, u− z⟩ ≤ −δ.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ïðèâåäåíî â [8].

C ó÷åòîì ñäåëàííîãî âûøå çàìå÷àíèÿ î âîçìîæ-

íîñòè âûáîðà ìíîæåñòâ Qi â âèäå (1.7), íåçàâèñèìî

îò ïðèíàäëåæíîñòè òî÷åê yi ìíîæåñòâàì Dεk, ñôîð-

ìóëèðóåì ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.2.Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yi}, i ∈
K, ïîñòðîåíà ìåòîäîì 1 ñ óñëîâèåì, ÷òî äëÿ âñåõ

i ∈ K, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà i′ ≥ 0, ìíîæå-

ñòâà Qi âûáðàíû ñîãëàñíî (1.7). Òîãäà ëþáàÿ ïðåäåëü-

íàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yi}, i ∈ K, i ≥ i′,

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {yi}, i ∈ K ′ ⊂ K, �

ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, âûäåëåí-

íàÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê yi, i ∈ K, i ≥ i′,

è ȳ � åå ïðåäåëüíàÿ òî÷êà. Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü
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âêëþ÷åíèÿ

ȳ ∈ D. (1.17)

Ïóñòü èíäåêñ l ∈ J òàêîé, ÷òî íîìåð ji, óäîâëå-

òâîðÿþùèé óñëîâèþ (1.11), ñîâïàäàåò ñ l äëÿ áåñêî-

íå÷íîãî ÷èñëà íîìåðîâ i ∈ K ′. Ïîëîæèì

Kl = {i ∈ K ′ : ji = l}

è äîêàæåì ñíà÷àëà ðàâåíñòâî

lim
i∈Kl

∥zli − yi∥ = 0, (1.18)

ó÷èòûâàÿ, ÷òî âìåñòå ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {yi}, i ∈
Kl, äëÿ êàæäîãî j ∈ J ïîñòðîåíû è ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {zji }, {ȳ
j
i}, i ∈ Kl.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ i ∈ K è j ∈ J

zji = yi + γj
i (v

j − yi), (1.19)

ãäå γj
i ∈ [0, 1), ïðè÷åì γl

i > 0 äëÿ âñåõ i ∈ Kl. Äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî i ∈ Kl çàôèêñèðóåì íîìåð pi ∈ Kl òà-

êîé, ÷òî pi > i. Â ñèëó (1.7), (1.12) âûïîëíÿåòñÿ âêëþ-

÷åíèå Mpi ⊂ Mi. Êðîìå òîãî, ââèäó (1.6) ypi ∈ Mpi,

à ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Al
i ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííî-

îïîðíûì è äëÿ ìíîæåñòâà Mpi â òî÷êå zli. Ñëåäîâà-

òåëüíî,

⟨a, ypi − zli⟩ ≤ 0 ∀a ∈ Al
i.
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Îòñþäà ñ ó÷åòîì (1.19) ïðè j = l äëÿ âñåõ a ∈ Al
i

èìååì

⟨a, yi − ypi⟩ ≥ γl
i⟨a, yi − vl⟩.

Ïî ëåììå 1.1 íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî δl > 0, ÷òî ⟨a, yi−
vl⟩ ≥ δl äëÿ âñåõ i ∈ Kl, a ∈ Al

i. Çíà÷èò, ⟨a, yi−ypi⟩ ≥
γl
iδl äëÿ âñåõ a ∈ Al

i, à ïîñêîëüêó ∥a∥ = 1 äëÿ âñåõ

a ∈ Al
i, òî

∥yi − ypi∥ ≥ γl
iδl ∀i, pi ∈ Kl, pi > i. (1.20)

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yi}, i ∈ Kl, ÿâëÿåòñÿ

ñõîäÿùåéñÿ, òî ñîãëàñíî (1.20) γl
i → 0, i → ∞, i ∈

Kl. Ïîýòîìó èç (1.19) ïðè j = l ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åí-

íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {∥vl−yi∥}, i ∈ Kl, ñëåäóåò

ðàâåíñòâî (1.18).

Äàëåå, â ñèëó óñëîâèÿ (1.11) äëÿ âñåõ i ∈ Kl ñïðà-

âåäëèâû íåðàâåíñòâà ∥zli − yi∥ ≥ ∥zji − yi∥, j ∈ Ji.

Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî ï. 4 ìåòîäà ∥zji − yi∥ = 0 äëÿ

âñåõ j ∈ J \ Ji, i ∈ Kl. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáûõ

i ∈ Kl, j ∈ J

∥zli − yi∥ ≥ ∥zji − yi∥.

Òîãäà ââèäó (1.18)

lim
i∈Kl

∥zji − yi∥ = 0 ∀j ∈ J. (1.21)

Ñîãëàñíî ï. 4 àëãîðèòìà äëÿ êàæäîãî i ∈ Kl

è j ∈ J òî÷êà ȳji ëèáî ñîâïàäàåò ñ yi, ëèáî èìååò
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âèä (1.10). Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yi}, i ∈ Kl,

îãðàíè÷åíà, òî îòñþäà ñ ó÷åòîì (1.19) ñëåäóåò îãðà-

íè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {ȳji}, i ∈ Kl, äëÿ

âñåõ j ∈ J . Âûäåëèì òåïåðü äëÿ êàæäîãî j ∈ J èç

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ȳji}, i ∈ Kl, ñõîäÿùóþñÿ ïîäïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {ȳji}, i ∈ Kj
l ⊂ Kl, è ïóñòü uj � åå

ïðåäåëüíàÿ òî÷êà. Çàìåòèì, ÷òî uj ∈ Dj, j ∈ J , â ñè-

ëó çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâ Dj. Ïîëîæèì äëÿ êàæäîãî

j ∈ J

P j
1 = {i ∈ Kj

l : j ∈ Ji}, P j
2 = Kj

l \ P
j
1 .

Õîòÿ áû îäíî èç ìíîæåñòâ P j
1 èëè P j

2 äëÿ êàæäîãî

j ∈ J ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà íîìåðîâ. Ïå-

ðåéäåì òåïåðü ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì j ∈ J ê

ïðåäåëó â ðàâåíñòâàõ (1.10) ïî i → ∞, i ∈ P j
1 , c

ó÷åòîì (1.21), åñëè ìíîæåñòâî P j
1 áåñêîíå÷íî, èëè â

ðàâåíñòâàõ ȳji = yi ïî i → ∞, i ∈ P j
2 , åñëè áåñêî-

íå÷íûì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî P j
2 . Òîãäà ïîëó÷èì ðà-

âåíñòâà ȳ = uj äëÿ âñåõ j ∈ J , èç êîòîðûõ ñëåäóåò

âêëþ÷åíèå (1.17). Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.8. Åñëè â ìåòîäå ïîëîæèòü

ε0 = 0, (1.22)

òî Dε0 = D. Ïîñêîëüêó yi /∈ D äëÿ âñåõ i ∈ K ïî

ïîñòðîåíèþ, òî ñîãëàñíî ï. 3 ìåòîäà íè îäíà èç òî-

÷åê xk íå áóäåò çàôèêñèðîâàíà ââèäó óñëîâèÿ (1.8).
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Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå íå áóäóò âûáðàíû è ÷èñ-

ëà ε1, ε2, . . .. Â ñâÿçè ñ ýòèì îòìåòèì, ÷òî ïðè

âûïîëíåíèè (1.22) ìíîæåñòâà Qi äëÿ âñåõ i ∈ K áó-

äóò èìåòü âèä (1.7).

C ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 1.8 ïðèâåäåì óòâåðæäåíèå,

êàñàþùååñÿ ñâîéñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yi}, i ∈ K,

ïîñòðîåííîé ñ óñëîâèåì (1.22).

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü ÷èñëî ε0 â ìåòîäå âûáðàíî

ñîãëàñíî (1.22). Òîãäà ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè {yi}, i ∈ K, ïðèíàäëåæèòX∗, à åñëè

ïðè ýòîì äëÿ âñåõ i ∈ K âûïîëíÿåòñÿ (1.13), òî âñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yi}, i ∈ K, ñõîäèòñÿ ê ìíîæå-

ñòâó X∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {yi}, i ∈ K1 ⊂ K, �

ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {yi}, i ∈ K, è ȳ � åå ïðåäåëüíàÿ òî÷êà. Êàê

îòìå÷åíî âûøå, äëÿ âñåõ i ∈ K âûïîëíÿåòñÿ (1.7).

Òîãäà ïî ëåììå 1.2 ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå ȳ ∈ D,

à çíà÷èò, f (ȳ) ≥ f ∗. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ââèäó (1.6)

f (yi) ≤ f ∗ äëÿ âñåõ i ∈ K. Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì

íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïî i ∈ K1, ïîëó÷èì f (ȳ) ≤ f ∗.

Òàêèì îáðàçîì, f (ȳ) = f ∗, è ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåî-

ðåìû äîêàçàíî.
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Ïóñòü òåïåðü âñå òî÷êè yi, i ∈ K, óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèþ (1.13). Â ñèëó (1.7), (1.12)Mi+1 ⊂ Mi, i ∈ K,

à çíà÷èò, f (yi+1) ≥ f (yi), i ∈ K. Îòñþäà ñ ó÷åòîì

îãðàíè÷åííîñòè {yi}, i ∈ K, ñëåäóåò, ÷òî {f (yi)}, i ∈
K, ñõîäèòñÿ. Òîãäà â ñèëó óæå äîêàçàííîãî ïåðâîãî

óòâåðæäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f (yi)}, i ∈ K, ÿâ-

ëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé, è ïî òåîðåìå ([6, ñ. 62]) âòî-

ðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû òîæå äîêàçàíî.

Ïåðåéäåì, íàêîíåö, ê èññëåäîâàíèþ ñõîäèìîñòè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}, k ∈ K. Ïðåæäå âñåãî ïîêà-

æåì, ÷òî ïðè óñëîâèè ïîëîæèòåëüíîñòè âñåõ ÷èñåë εk,

k ∈ K, íàðÿäó ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {yi}, i ∈ K,

áóäåò ïîñòðîåíà ñîãëàíî (1.8) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{xk}, k ∈ K.

Ëåììà 1.3.Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yi}, i ∈
K, ïîñòðîåíà ìåòîäîì 1, è ïðè ýòîì ÷èñëà εk,

k ∈ K, áûëè âûáðàíû òàê, ÷òî

εk > 0 ∀k ∈ K. (1.23)

Òîãäà äëÿ êàæäîãî k ∈ K ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð

i = ik, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (1.8).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü k = 0. Åñëè y0 ∈ Dε0,

òî ñîãëàñíî ï. 3 ìåòîäà i0 = 0, x0 = yi0 = y0, è ðà-

âåíñòâî (1.8) äëÿ k = 0 âûïîëíÿåòñÿ. Ïîýòîìó áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî y0 /∈ Dε0. Ïîêàæåì òîãäà ñóùåñòâîâàíèå
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íîìåðà i = i0 > 0, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷å-

íèå

yi0 ∈ Dε0. (1.24)

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òî åñòü

yi /∈ Dε0 ∀i ∈ K, i > 0. (1.25)

Âûäåëèì èç îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yi},
i ∈ K, i > 0, ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{yi}, i ∈ K ′, è ïóñòü y′ � åå ïðåäåëüíàÿ òî÷êà. Ñî-

ãëàñíî ï. 3 ìåòîäà ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ äîïóùåíèé

äëÿ âñåõ i ∈ K ìíîæåñòâî Qi èìååò âèä (1.7). Òî-

ãäà ïî ëåììå 1.2 âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå y′ ∈ D, è,

ñëåäîâàòåëüíî,

F (y′) ≤ 0. (1.26)

C äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó (1.25) F (yi) > ε0 äëÿ âñåõ

i ∈ K ′. Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó

ïî i ∈ K ′, ïîëó÷èì F (y′) ≥ ε0 > 0, ÷òî ïðîòèâîðå-

÷èò (1.26). Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèå íîìåðà i0,

äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî (1.24), äîêàçàíî, è ðàâåí-

ñòâî (1.8) èìååò ìåñòî ïðè k = 0.

2) Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî (1.8) âûïîëíÿåòñÿ ïðè

íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì k ≥ 0, òî åñòü xk = yik
ïðè âûáðàííîì çíà÷åíèè k. Ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå

òàêîãî íîìåðà ik+1 > ik, ÷òî

yik+1
∈ Dεk+1

, (1.27)
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òîãäà xk+1 = yik+1
, è ëåììà áóäåò äîêàçàíà.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü

yi /∈ Dεk+1
∀i > ik. (1.28)

Âûáåðåì ñðåäè òî÷åê yi, i > ik, ñõîäÿùóþñÿ ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yi}, i ∈ K ′′, è ïóñòü y′′ � åå

ïðåäåëüíàÿ òî÷êà. Ñîãëàñíî (1.28) äëÿ âñåõ i ∈ K,

i > ik, ìíîæåñòâà Qi ïî àëãîðèòìó çàäàþòñÿ â âèäå

(1.7). Çíà÷èò, ïî ëåììå 1.2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

F (y′′) ≤ 0. Êàê è â ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà, èç

óñëîâèÿ (1.28) ñ ó÷åòîì (1.23) ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ íåðà-

âåíñòâî F (y′′) > 0, ïðîòèâîðå÷àùåå ïðåäûäóùåìó.

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå íîìåðà ik+1,

óäîâëåòâîðÿþùåãî (1.27). Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.2.Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}, k ∈
K, ïîñòðîåíà ìåòîäîì 1 ñ óñëîâèåì, ÷òî ÷èñëà εk,

k ∈ K, âûáðàíû ñîãëàñíî (1.23), è

εk → 0, k → ∞. (1.29)

Òîãäà ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ýòîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X∗, à åñëè äëÿ âñåõ

k ∈ K âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

f (xk+1) ≥ f (xk), (1.30)

òî âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}, k ∈ K, ñõîäèòñÿ

ê ìíîæåñòâó X∗.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê â ñèëó ñäåëàííîãî

ïðåäïîëîæåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yi}, i ∈ K,

îãðàíè÷åíà, òî {xk}, k ∈ K, òàêæå îãðàíè÷åíà.

Ïóñòü {xk}, k ∈ K ′ ⊂ K, � ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}, k ∈ K,

è x̄ � åå ïðåäåëüíàÿ òî÷êà. Ïîêàæåì, ÷òî

x̄ ∈ X∗, (1.31)

òîãäà ïåðâîå óòâåðæäåíèå áóäåò äîêàçàíî. Äåéñòâè-

òåëüíî, äëÿ âñåõ k ∈ K ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

0 < F (xk) ≤ εk.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (1.29) ñëåäóåò, ÷òî lim
k∈K

F (xk) = 0.

Òîãäà

lim
k∈K

F (xk) = lim
k∈K ′

F (xk) = F (x̄) = 0,

è x̄ ∈ D, ñëåäîâàòåëüíî,

f (x̄) ≥ f ∗.

C äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî (1.6) f (xk) ≤ f ∗, k ∈ K ′,

à çíà÷èò, f (x̄) ≤ f ∗. Ñëåäîâàòåëüíî, f (x̄) = f ∗, è

âêëþ÷åíèå (1.31) äîêàçàíî.

Ïóñòü òåïåðü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}, k ∈
K, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.30). Òîãäà ââèäó îãðàíè-

÷åííîñòè {xk}, k ∈ K, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f (xk)},
k ∈ K, ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, è ïî äîêàçàííîìó âûøå
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lim
k∈K

f (xk) = f ∗. Ïîýòîìó â ñèëó âûøåóïîìÿíóòîé èç-

âåñòíîé òåîðåìû ([6, ñ. 62]) âòîðîå óòâåðæäåíèå òîæå

äîêàçàíî.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (1.30) äëÿ ïîñòðîåííîé ìå-

òîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}, k ∈ K, èìååò ìåñòî,

åñëè, íàïðèìåð, äëÿ âñåõ k ∈ K âûïîëíÿþòñÿ âêëþ-

÷åíèÿ Mik+1
⊂ Mik, à òî÷êè yik íàéäåíû ñîãëàñíî ðà-

âåíñòâó (1.13), â êîòîðîì i = ik.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ âûäåëåíèÿ èç ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {xk}, k ∈ K, ìèíèìèçèðóþùåé ïîäïîcëå-

äîâàòåëüíîñòè {xkl}, l ∈ K, äîñòàòî÷íî íîìåðà kl
âûáðàòü èç óñëîâèÿ f (xkl+1

) ≥ f (xkl) äëÿ âñåõ l ∈ K.

Ïðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè ìåòîäà èñïîëüçî-

âàëîñü ïðåäïîëîæåíèå îá îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {yi}, i ∈ K. ßñíî, ÷òî îãðàíè÷åííîñòü {yi},
i ∈ K, ìîæíî îáåñïå÷èòü çà ñ÷åò ñîîòâåòñòâóþùåãî

âûáîðà ìíîæåñòâ M0 è Qi.

Ïîëó÷èì òåïåðü äëÿ ìåòîäà 1 îöåíêè òî÷íîñòè

ðåøåíèÿ çàäà÷è è íà èõ îñíîâå ïðèâåäåì îöåíêè ñêî-

ðîñòè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}, k ∈ K.

Îïèøåì ñíà÷àëà òàêîé àëãîðèòì ìåòîäà, ãäå íà

êàæäîé èòåðàöèè ëåãêî îöåíèòü çíà÷åíèå f ∗.

Ïóñòü â (1.5) intD ̸= ∅, è èçâåñòíà òî÷êà v ∈
intD. Ïîëîæèì â ìåòîäå vj = v äëÿ âñåõ j ∈ J . Ïóñòü

íà i-îé èòåðàöèè íàéäåíû ñîãëàñíî (1.10) òî÷êè ȳji ∈
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Dj, j ∈ Ji, è çàôèêñèðîâàí òàêîé íîìåð ri ∈ Ji, ÷òî

ȳrii ∈ D. Òîãäà, ïîëîæèâ ȳi = ȳrii , èìååì îöåíêè

f (yi) ≤ f ∗ ≤ f (ȳi).

Ïîêàæåì äàëåå, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëü-

íûõ óñëîâèÿõ íà èñõîäíóþ çàäà÷ó îöåíêè áëèçîñòè

çíà÷åíèé f (xk) è ïðèáëèæåíèé xk ê çíà÷åíèþ f ∗ è

ìíîæåñòâó X∗ ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {xk}, k ∈ K, ïîñòðîåííîé îáùèì ìåòîäîì.

Âåçäå äàëåå â äàííîì ïàðàãðàôå áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî äëÿ ôóíêöèé f (x), fj(x), j ∈ J , è ìíîæåñòâà D

ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Ïðåäïîëîæåíèå 1.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f (x) âû-

ïóêëà, à ôóíêöèè fj(x), j ∈ J , ñèëüíî âûïóêëû ñ êîí-

ñòàíòàìè ñèëüíîé âûïóêëîñòè µj ñîîòâåòñòâåííî.

Êðîìå òîãî, ïóñòü ìíîæåñòâî D óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ Ñëåéòåðà, è ëþáàÿ òî÷êà àáñîëþòíîãî ìè-

íèìóìà ôóíêöèè f (x), ïðè íàëè÷èè òàêîâîé, íå

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó intD.

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ïðåäïîëîæå-

íèå 1.1, òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (1.5) åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî óòâåðæäå-

íèå íåâåðíî. Âûáåðåì x∗1, x
∗
2 ∈ X∗ òàê, ÷òî x∗1 ̸= x∗2,

è ïîëîæèì z = αx∗1 + (1 − α)x∗2, ãäå 0 < α < 1.

29



Òîãäà ñ ó÷åòîì ñòðîãîé âûïóêëîñòè ôóíöèè F (x) è

ðàâåíñòâ F (x∗1) = F (x∗2) = 0 èìååì F (z) < αF (x∗1) +

(1 − α)F (x∗2) = 0, à çíà÷èò, f (z) > f ∗. Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, f (z) ≤ αf (x∗1) + (1−α)f (x∗2) = f ∗. Ïîëó÷åííîå

ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

Â ñâÿçè ñ äîêàçàííûì áóäåì ñ÷èòàòü äàëåå, ÷òî

X∗ = {x∗}.
Èññëåäóåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèè F (x).

Ëåììà 1.4. Ôóíêöèÿ F (x) ñèëüíî âûïóêëàÿ ñ

êîíñòàíòîé ñèëüíîé âûïóêëîñòè µ = min
j∈J

µj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì òî÷êè u0, u1 ∈
Rn è ÷èñëî α ∈ [0, 1] òàêèå, ÷òî u1 ̸= u2. Ñ ó÷åòîì

óñëîâèÿ ñèëüíîé âûïóêëîñòè ôóíêöèé fj(x), j ∈ J ,

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ: F (αu0 + (1 −
α)u1) = max

j∈J
{fj(αu0 + (1 − α)u1)} ≤ max

j∈J
{αfj(u0) +

(1−α)fj(u1)−α(1−α)µj∥u0−u1∥2} ≤ αmax
j∈J

fj(u0)+

(1−α)max
j∈J

fj(u1)−α(1−α)min
j∈J

µj∥u0−u1∥2. Îòñþäà
ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 1.5. ([5, ñ. 221]). Ïóñòü U � îòêðû-

òîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî èç Rn, ïóñòü ôóíêöèÿ

J(u) ðàâíîìåðíî âûïóêëà íà U ñ ìîäóëåì âûïóêëî-

ñòè δ(t), ∂F (u) � ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè J(u)

â òî÷êå u ∈ Rn. Òîãäà íåîáõîäèìî âûïîëíÿþòñÿ
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íåðàâåíñòâà

J(u) ≥ J(v) + ⟨c(v), u− v⟩ + δ(|u− v|),

⟨c(u)− c(v), u− v⟩ ≥ 2δ(|u− v|)
ïðè âñåõ c(v) ∈ ∂J(v), c(u) ∈ ∂J(u) è âñåõ u, v ∈ U .

Ïîëîæèì

X∗
1 (δ) = {x ∈ Rn : ∥x− x∗∥ ≤ δ}, (1.32)

X∗
2 (γ) = {x ∈ Rn : |f (x)− f ∗| ≤ γ}, (1.33)

ãäå γ, δ ≥ 0. Ïîëüçóÿñü ìåòîäèêîé, áëèçêîé ê [11],

äîêàæåì ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.6. Ïóñòü ε > 0, òî÷êà y ∈ Dε òàêîâà,

÷òî y ̸= x∗ è ïðè âñåõ α ∈ (0, 1] äëÿ òî÷êè z =

αy + (1− α)x∗ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

F (z) > 0. (1.34)

Òîãäà ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

y ∈ X∗
1 (δ), (1.35)

ãäå δ =

√
ε

µ
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî (1.34) è ðàâåíñòâó

F (x∗) = 0 èìååì F (z)− F (x∗) = F (x∗ + α(y − x∗))−
F (x∗) > 0, à çíà÷èò,

F (x∗ + α(y − x∗))− F (x∗)

α
> 0
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äëÿ ëþáîãî α ∈ (0, 1]. Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåí-

ñòâå ê ïðåäåëó ïî α → +0, ïîëó÷èì äëÿ ïðîèçâîäíîé

F ′(x∗, y − x∗) ôóíêöèè F (x) â òî÷êå x∗ ïî íàïðàâëå-

íèþ y − x∗ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

F ′(x∗, y − x∗) ≥ 0. (1.36)

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [16, ñ. 74]), ÷òî

F ′(x∗, y−x∗) = max{⟨c(x∗), y−x∗⟩ : c(x∗) ∈ ∂F (x∗)},

ãäå ∂F (x∗) � ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè F (x) â òî÷êå

x∗. Òîãäà îòñþäà è èç (1.36) âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå

òàêîãî c′(x∗) ∈ ∂F (x∗), ÷òî

⟨c′(x∗), y − x∗⟩ ≥ 0. (1.37)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ F (x) ñèëüíî âûïóêëà, òî ñî-

ãëàñíî ëåììå 1.5 äëÿ âåêòîðà c′(x∗) èìååò ìåñòî íåðà-

âåíñòâî

F (y) ≥ F (x∗) + ⟨c′(x∗), y − x∗⟩ + µ∥y − x∗∥2,

èç êîòîðîãî ñ ó÷åòîì (1.37) è ðàâåíñòâà F (x∗) = 0

ñëåäóåò, ÷òî F (y) ≥ µ∥y−x∗∥2. Íî ïî óñëîâèþ F (y) ≤
ε. Çíà÷èò,

∥y − x∗∥ ≤
√

ε

µ
, (1.38)

è óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî.
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Ëåììà 1.7. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåì-

ìû 1.6, è, êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ f (x) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L. Òîãäà

y ∈ X∗
1 (δ)

⋂
X∗

2 (γ), (1.39)

ãäå δ îïðåäåëåíî â (1.35), à γ = Lδ.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç (1.35),

à òàêæå íåðàâåíñòâà

|f (y)− f (x∗)| ≤ L∥y − x∗∥ (1.40)

è îöåíêè (1.38).

Ëåììà 1.8. Ïóñòü ε > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷-

êè y ∈ Dε

⋂
E∗, y ̸= x∗, âûïîëíÿåòñÿ (1.35), à åñëè

ôóíêöèÿ f (x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, òî

ñïðàâåäëèâî è âêëþ÷åíèå (1.39).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì z = αy + (1− α)x∗,

ãäå α ∈ (0, 1]. Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

(1.34). Òîãäà äëÿ òî÷êè y áóäóò âûïîëíåíû óñëîâèÿ

ëåììû 1.10, è óòâåðæäåíèå (1.35) áóäåò äîêàçàíî.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, äîïóñòèì, ÷òî F (z) ≤
0. Òîãäà z ∈ D è f (z) ≥ f ∗. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî-

ñêîëüêó y ∈ E∗, x∗ ∈ E∗, à ìíîæåñòâî E∗ âûïóêëî,

òî z ∈ E∗, è f (z) ≤ f ∗. Ñëåäîâàòåëüíî,

f (z) = f ∗. (1.41)
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Îäíàêî ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3 ðåøåíèå çàäà÷è (1.5)

åäèíñòâåííî, à z ̸= x∗, òàê êàê y ̸= x∗ è α > 0. Ïîëó-

÷åííîå ñ ðàâåíñòâîì (1.41) ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò

íåðàâåíñòâî (1.34), à çíà÷èò, è âêëþ÷åíèå (1.35).

Âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ ëåììû âûòåêàåò èç

(1.35), (1.40), (1.38).

Ëåììà 1.9.Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yi}, i ∈
K, ïîñòðîåíà ìåòîäîì 1. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî íîìå-

ðà i ∈ K è r > 0 âûïîëíÿåòñÿ yi ∈ Dr, òî yi ∈ X∗
1 (δ)

ïðè δ =

√
r

µ
, à åñëè ê òîìó æå f (x) óäîâëåòâîðÿ-

åò óñëîâèþ Ëèïøèöà, òî yi ∈ X∗
1 (δ)

⋂
X∗

2 (γ) ïðè

δ =

√
r

µ
, γ = Lδ.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé íåïîñðåäñòâåííî

ñëåäóåò èç ëåììû 1.8, òàê êàê ñîãëàñíî (1.6) yi ∈ E∗,

è yi ̸= x∗ äëÿ âñåõ i ∈ K.

Ëåììà 1.9 äàåò âîçìîæíîñòü îöåíèâàòü íà êàæ-

äîé èòåðàöèè áëèçîñòü òî÷êè yi ê ðåøåíèþ çàäà÷è.

À èìåííî, ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ i ∈ K âûïîëíÿåòñÿ

âêëþ÷åíèå yi ∈ Dri, ãäå ri = F (yi), òî ïî ëåììå 1.9

∥yi − x∗∥ ≤ δi,

ãäå δi =

√
F (yi)

µ
. Êðîìå òîãî, åñëè ôóíêöèÿ f (x)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, òî äëÿ âñåõ i ∈ K
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ñïðàâåäëèâî òàêæå íåðàâåíñòâî

|f (yi)− f ∗| ≤ Lδi.

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk},
k ∈ K, ïîñòðîåíà ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì. Òîãäà

äëÿ êàæäîãî k ∈ K èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

∥xk − x∗∥ ≤ δk, (1.42)

ãäå δk =

√
εk
µ
. Åñëè æå f (x) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ Ëèïøèöà, òî, êðîìå (1.42), ïðè êàæäîì k ∈ K

ñïðàâåäëèâà òàêæå îöåíêà

|f (xk)− f ∗| ≤ Lδk. (1.43)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî (1.8) xk = yik äëÿ

âñåõ k ∈ K, ïðè÷åì yik ∈ Dεk è yik ̸= x∗. Òîãäà ïî ëåì-

ìå 1.9 âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå xk ∈ X∗
1 (δk), k ∈ K, à

çíà÷èò, è íåðàâåíñòâî (1.42). Ïðè óñëîâèè Ëèïøèöà

íà ôóíêöèþ f (x) ïî òîé æå ëåììå 1.9 èìååò ìåñòî è

îöåíêà (1.43). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàäàäèì òåïåðü ÷èñëà εk, k ≥ 1, â ìåòîäå â âèäå

εk =
1

kp
, (1.44)

ãäå p > 0. Òîãäà ñîãëàñíî (1.42) äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {xk}, k ∈ K, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè

ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè:

∥xk − x∗∥ ≤ 1
√
µkp/2

, k ≥ 1. (1.45)
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Êðîìå òîãî, åñëè äëÿ f (x) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëèï-

øèöà, òî íàðÿäó, ñ (1.45), èìååì òàêæå â ñèëó (1.43)

îöåíêè

|f (xk)− f ∗| ≤ L
√
µkp/2

, k ≥ 1. (1.46)

Çàìå÷àíèå 1.9. Ïðè î÷åíü áîëüøîì p > 0 çíà-

÷åíèå â (1.44) εk î÷åíü ìàëî. Íî ïðè ìàëîì εk äëÿ

ïîñòðîåíèÿ òî÷êè xk = yik, äëÿ êîòîðîé ñ ó÷åòîì

íåîáõîäèìûõ ïðåäïîëîæåíèé ñïðàâåäëèâû îöåíêè

òèïà (1.45), (1.46), ìîæåò ïîíàäîáèòñÿ ìíîãî

âñïîìîãàòåëüíûõ èòåðàöèé ïî i, à êîëè÷åñòâî ýòèõ

âñïîìîãàòåëüíûõ èòåðàöèé ñ ïîñòðîåíèåì òî÷åê

yi â îöåíêå íèêàê íå ó÷èòûâàåòñÿ. Îòñþäà ïðèâå-

äåííûå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè (1.45), (1.46)

íåñêîëüêî óñëîâíû, òàê êàê êàñàþòñÿ òîëüêî äëÿ

òî÷åê xk è íå îòðàæàåò ïîëíîãî êîëè÷åñòâà èòå-

ðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷åê xk.

Çàìå÷àíèå 1.10. Êàê óæå îòìå÷åíî â (1.44),

÷èñëà εk, k ≥ 1, äîïóñòèìî âûáèðàòü, êàê è ÷èñëî ε0,

íà ïðåäâàðèòåëüíîì øàãå ìåòîäà. Îäíàêî, â òàêîì

ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εk}, k ∈ K, íå áóäåò

àäàïòèðîâàíà ê ïðîöåññó ìèíèìèçàöèè. Ïîýòîìó â

ìåòîäå ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü âûáîðà ÷èñåë

εk, k ≥ 1, íà øàãå 3, òî åñòü â õîäå îòûñêàíèÿ

ïðèáëèæåíèé. Ïðèâåäåì ïðèìåð çàäàíèÿ ïîñëåäîâà-
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òåëüíîñòè {εk}, k ∈ K, ñâÿçàííîé ñ ïðîöåññîì ïî-

ñòðîåíèÿ {xk}, k ∈ K.

Íå âûáèðàÿ êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ, ñ÷èòàåì ε0
íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî y0 ∈ Dε0 è x0 = y0. Äëÿ

âñåõ k ≥ 0 ïîëîæèì

εk+1 = σkF (xk),

ãäå 0 < σk < 1. Òîãäà äëÿ {εk}, k ∈ K, ñïðàâåäëèâî

(1.23), à ïðè óñëîâèè, ÷òî σk → 0, k ∈ K, âûïîëíÿ-

åòñÿ (1.29).
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2 Ìåòîä îòñå÷åíèé c âîçìîæíîñòüþ

ïîñòðîåíèÿ íà åãî îñíîâå ñìåøàííûõ

àëãîðèòìîâ

Â äàííîì ïàðàãðàôå èçëàãàåòñÿ ìåòîä îòñå÷åíèé

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.5), â êîòîðîé îáëàñòü îãðàíè-

÷åíèé D èìååò áîëåå îáùèé âèä. Èçëàãàåìûé ìåòîä

òàêæå õàðàêòåðåí òåì, ÷òî ïðåäóñìàòðèâàåò âîçìîæ-

íîñòü îáíîâëåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ. Ìå-

òîä îòëè÷àåòñÿ îò ìåòîäà 1, â ÷àñòíîñòè, ñïîñîáàìè

ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ.

Ïóñòü äëÿ ôóíêöèé f (x), fj(x), j ∈ J =

{1, . . . ,m}, ìíîæåñòâ Dj, j ∈ J , âûïîëíÿþòñÿ óñëî-

âèÿ, ïðèâåäåííûå â § 1. Ïóñòü

D′ = {x ∈ Rn : fj(x) ≤ 0, j ∈ J}, (2.1)

D′′ ⊂ Rn � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî,

D = D′
⋂

D′′.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à (1.5).

Çàìåòèì, ÷òî âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà D ìîæåò

áûòü ïóñòîé, åñëè, íàïðèìåð, intD′ = ∅ èëè intD′′ =

∅.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ F (x) êàê è â § 1, è ïîëîæèì

D′
ε = {x ∈ Rn : F (x) ≤ ε},
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ãäå ε ≥ 0. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ f ∗, X∗,

E∗, K ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà.

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è

(1.5) âûðàáàòûâàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáëèæå-

íèé yi, i ∈ K, xk, zk, k ∈ K, è çàêëþ÷àåòñÿ â

ñëåäóþùåì.

Ìåòîä 2. Ñòðîèòñÿ âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíî-

æåñòâî M0 ⊂ Rn, ñîäåðæàùåå õîòÿ áû îäíó òî÷êó

ìíîæåñòâà X∗, íàïðèìåð, òî÷êó x∗. Çàäàåòñÿ ÷èñëî

ε0 ≥ 0. Ïîëàãàåòñÿ k = 0, i = 0.

1. Íàõîäèòñÿ òî÷êà

yi ∈ Mi

⋂
D′′

⋂
E∗. (2.2)

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå

yi ∈ D′, (2.3)

òî yi ∈ X∗, è ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ.

2. Åñëè yi /∈ D′
εk
, òî âûáèðàåòñÿ âûïóêëîå çà-

ìêíóòîå ìíîæåñòâî Gi ⊂ Rn, ñîäåðæàùåå òî÷êó

x∗, ïîëàãàåòñÿ

Qi = Mi

⋂
Gi, (2.4)

ui = yi, (2.5)

è ñëåäóåò ïåðåõîä ê ï. 4.

3. Ïîëàãàåòñÿ ik = i,

xk = yik, (2.6)
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âûáèðàåòñÿ âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Qi =

Qik òàêîå, ÷òî

x∗ ∈ Qi. (2.7)

Âûáèðàåòñÿ òî÷êà

zk ∈ Mik

⋂
D′′, (2.8)

óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâàì

f (xk) ≤ f (zk) ≤ f ∗. (2.9)

Åñëè zk ∈ D′, òî zk ∈ X∗, è ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëàãàåòñÿ

ui = zk. (2.10)

Çàäàåòñÿ ÷èñëî εk+1 ≥ 0, çíà÷åíèå k óâåëè÷èâàåòñÿ

íà åäèíèöó.

4. Âûáèðàåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

Ai ⊂ ∂F (ui) (2.11)

èëè êîíå÷íûå ìíîæåñòâà

Aj
i ⊂ ∂fj(ui) (2.12)

äëÿ âñåõ j ∈ Ji = {j ∈ J : yi /∈ Dj}.
5. Ïîëàãàåòñÿ

Mi+1 = Qi

⋂
Ti, (2.13)
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ãäå

Ti = {x ∈ Rn : F (ui) + ⟨a, x− ui⟩ ≤ 0 ∀a ∈ Ai}
(2.14)

â ñëó÷àå (2.11), èëè

Ti =
⋂
j∈Ji

{x ∈ Rn : fj(ui) + ⟨a, x− ui⟩ ≤ 0 ∀a ∈ Aj
i}

(2.15)

â ñëó÷àå (2.12). Ñëåäóåò ïåðåõîä ê ï. 1 ïðè i, óâåëè-

÷åííîì íà åäèíèöó.

Ïðåæäå, ÷åì îáñóæäàòü ñâîéñòâà ñòðîÿùèõñÿ ìå-

òîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïðèâåäåì íåêîòîðûå çà-

ìå÷àíèÿ ê ìåòîäó.

Çàìå÷àíèå 2.1. Âûáîð òî÷åê yi èç óñëîâèÿ (2.2)

âîçìîæåí äëÿ êàæäîãî i ∈ K. Äåéñòâèòåëüíî, ïî-

ñêîëüêó ìíîæåñòâî M0 ïî ïîñòðîåíèþ ñîäåðæèò

òî÷êó x∗, è ñîãëàñíî ï. 2 ìåòîäà x∗ ∈ Gi ïðè âñåõ

i ∈ K, òî ââèäó (2.4), (2.7), (2.13) x∗ ∈ Mi äëÿ âñåõ

i ∈ K. Â òî æå âðåìÿ x∗ ∈ D′′, è, êðîìå òîãî,

x∗ ∈ E∗. Ñëåäîâàòåëüíî,

Mi

⋂
D′′

⋂
E∗ ̸= ∅ ∀i ∈ K.

Çàìå÷àíèå 2.2. Â ÷àñòíîñòè, òî÷êó yi ìîæíî

îòûñêèâàòü ñîãëàñíî ðàâåíñòâó

f (yi) = min{f (x) : x ∈ Mi

⋂
D′′}. (2.16)
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Åñëè f (x) � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, òî òî÷êè yi åñòå-

ñòâåííî èñêàòü â âèäå (2.16).

Óñëîâèå (2.2) ïîçâîëÿåò îòûñêèâàòü yi, êàê

òî÷êè ïðèáëèæåííîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f (x) íà

ìíîæåñòâàõ Mi

⋂
D′′, i ∈ K.

Çàìå÷àíèå 2.3. Åñëè äëÿ òî÷êè yi âûïîëíÿåòñÿ

âêëþ÷åíèå (2.3), òî â ñèëó (2.2) yi ∈ D è f (yi) = f ∗,

òî åñòü, êàê îòìå÷åíî â ï. 1 ìåòîäà, yi � ðåøåíèå

èñõîäíîé çàäà÷è.

Çàìå÷àíèå 2.4. Ìíîæåñòâî M0 ìîæíî âûáè-

ðàòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, äîïóñòèìî ñ÷è-

òàòü, ÷òî M0 = Rn. Åñëè ìíîæåñòâî D′′ îïðåäåëå-

íî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ èëè íåðàâåíñòâ, à

ôóíêöèè f (x) è fj(x), j ∈ J ′ ⊂ J , ëèíåéíû, òî ìíî-

æåñòâî M0 óäîáíî çàäàòü â âèäå (1.14).

Ââèäó (2.4), (2.7) äëÿ çàäàíèÿ ìíîæåñòâ Qi,

ó÷àñòâóþùèõ â ïîñòðîåíèè àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíî-

æåñòâ Mi+1, òàêæå íåìàëî âîçìîæíîñòåé. Åñëè äëÿ

âñåõ i ∈ K, íåçàâèñèìî îò ïðèíàäëåæíîñòè òî÷-

êè yi ìíîæåñòâó D′
εk
, ïîëîæèòü Qi = Mi, ñ÷èòàÿ

Gi = Rn, òî ñîãëàñíî (2.13) Mi+1 = Mi

⋂
Ti, i ∈ K.

Â òàêîì ñëó÷àå îò èòåðàöèè ê èòåðàöèè ïðîèñõî-

äèò íàêîïëåíèå îòñåêàþùèõ ïëîñêîñòåé, è íèêàêèõ

îáíîâëåíèé ïîãðóæàþùèõ ìíîæåñòâ Mi â ïðîöåñ-
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ñå ðåøåíèÿ çàäà÷è íå ïðîèñõîäèò. Ïîêàæåì òåïåðü

àíàëîãè÷íî çàìå÷àíèþ 1.7 ê ìåòîäó 1, êàê çà ñ÷åò

âûáîðà ìíîæåñòâ Qi ìîæíî ïðîâîäèòü â ìåòîäå 2

âûøåóïîìÿíóòûå îáíîâëåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 2.5. Äîïóñòèì, ÷òî â ñîîòíîøåíèè

(2.4) Gi = Rn ïðè âñåõ i ∈ K, äëÿ íåêîòîðîãî íîìåðà

i = ik òî÷êà yi âûáðàíà ñîãëàñíî

yi ∈ D′
εk
, (2.17)

à ìíîæåñòâî Qi � ñîãëàñíî (1.16), ãäå 0 ≤ ri ≤ i =

ik. Ñîãëàñíî âûáîðó ìíîæåñòâà Qi = Qik âûïîëíÿ-

þòñÿ âêëþ÷åíèÿ (2.7) ïðè âñåõ ri = 0, . . . , i. Â ñâÿçè

ñ ýòèì ìíîæåñòâî Qik ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ

ëþáûõ ìíîæåñòâ M0, . . . ,Mik, êîòîðûå ïîñòðîåíû ê

ik-îìó øàãó. Ñëåäîâàòåëüíî, íà êàæäîì øàãå i = ik
áóäåò èíèöèèðîâàí ïðîöåññ îòáðàñûâàíèÿ ëþáûõ íà-

êîïèâøèõñÿ ê øàãó ik ñåêóùèõ ïëîñêîñòåé.

Çàìå÷àíèå 2.6. Äëÿ âûáîðà òî÷åê zk èç óñëîâèé

(2.8), (2.9) òîæå åñòü ðàçíûå âîçìîæíîñòè. Íàïðè-

ìåð, íå ïðîâîäÿ ñïåöèàëüíûõ âû÷èñëåíèé, ìîæíî ïî-

ëîæèòü

zk = xk.

Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà f (x) äëÿ ïî-

èñêà òî÷êè zk äîïóñòèìî ïðèìåíèòü ìåòîä âíåø-

íèõ øòðàôíûõ ôóíêöèé. Òîãäà â êà÷åñòâå zk ìîæíî
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âûáðàòü òó èç òî÷åê ìèíèìóìà âñïîìîãàòåëüíûõ

øòðàôíûõ ôóíêöèé íàMik

⋂
D′′, â êîòîðîé çíà÷åíèå

öåëåâîé ôóíêöèè îêàæåòñÿ íå ìåíüøèì, ÷åì çíà÷å-

íèå f (xk). Â òàêîì ñëó÷àå ïîñòðîèòñÿ ñìåøàííûé

àëãîðèòì íà îñíîâå ìåòîäà 2 ñ ïðèâëå÷åíèåì ìåòî-

äà øòðàôîâ, à ïîñêîëüêó ñõîäèìîñòü ìåòîäà îòñå-

÷åíèé íèæå áóäåò äîêàçàíà, òî òåì ñàìûì áóäåò

îáîñíîâàíà è ñõîäèìîñòü ñìåøàííîãî àëãîðèòìà.

Ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ ñõîäèìîñòè ìåòîäà.

Áóäåì ñ÷èòàòü äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå, ÷òî ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü {yi}, i ∈ K, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zk},
k ∈ K, â ñëó÷àå åå ïîñòðîåíèÿ, îãðàíè÷åíû.

Ëåììà 2.1. Äëÿ âñåõ i ∈ K ñïðàâåäëèâî âêëþ÷å-

íèå

x∗ ∈ Mi. (2.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè i = 0 âêëþ÷åíèå (2.18)

âûïîëíÿåòñÿ ïî óñëîâèþ âûáîðà ìíîæåñòâà M0 íà

ïðåäâàðèòåëüíîì øàãå ìåòîäà. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî

(2.18) èìååò ìåñòî ïðè i = l ≥ 0. Ïîêàæåì ñïðàâåä-

ëèâîñòü âêëþ÷åíèÿ (2.18) ïðè i = l + 1, òîãäà ëåììà

áóäåò äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî ââèäó (2.2), (2.7) ñ ó÷åòîì èíäóê-

öèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ x∗ ∈ Ql. Çíà÷èò, äëÿ îáîñ-

íîâàíèÿ ëåììû ñîãëàñíî (2.13) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
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÷òî

x∗ ∈ Tl. (2.19)

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ìíîæåñòâî Tl áûëî

âûáðàíî íà øàãå i = l ñîãëàñíî (2.14). Òàê êàê ôóíê-

öèÿ F (x) âûïóêëà, òî äëÿ âñåõ a ∈ Al âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî F (x∗)−F (ul) ≥ ⟨a, x∗−ul⟩. Îòñþäà ñ ó÷å-
òîì òîãî, ÷òî F (x∗) ≤ 0, èìååì F (ul)+⟨a, x∗−ul⟩ ≤ 0

äëÿ âñåõ a ∈ Al, è âêëþ÷åíèå (2.19) äîêàçàíî.

Ïóñòü òåïåðü ìíîæåñòâî Tl èìååò âèä (2.15), ãäå

i = l. Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî (2.5), (2.10) ul /∈ D′, òî

Jl ̸= ∅. Òîãäà äëÿ âñåõ a ∈ Aj
l , j ∈ Jl â ñèëó âûïóêëî-

ñòè ôóíêöèè fj(x) èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà fj(x
∗)−

fj(ul) ≥ ⟨a, x∗ − ul⟩. Íî fj(x
∗) ≤ 0 äëÿ âñåõ j ∈

J , â òîì ÷èñëå è äëÿ âñåõ j ∈ Jl. Ñëåäîâàòåëüíî,

fj(ul) + ⟨a, x∗ − ul⟩ ≤ 0 äëÿ âñåõ a ∈ Aj
l , j ∈ Jl.

Âêëþ÷åíèå (2.19), à ñ íèì è ëåììà, äîêàçàíû.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ui},
i ∈ K, ïîñòðîåíà ìåòîäîì 2 ñ óñëîâèåì, ÷òî äëÿ

âñåõ i ∈ K, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà ĩ ≥ 0 ìíî-

æåñòâà Qi âûáðàíû ñîãëàñíî (2.4). Òîãäà äëÿ ëþáûõ

íîìåðîâ i′, i′′ ∈ K òàêèõ, ÷òî

i′′ > i′ ≥ ĩ,

âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå

ui′′ ∈ Ti′. (2.20)

45



Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (2.2), (2.5) è (2.8),

(2.10) äëÿ âñåõ i ∈ K èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

ui ∈ Mi. Çíà÷èò,

ui′′ ∈ Mi′′. (2.21)

Ñîãëàñíî (2.13) è óñëîâèþ ëåììû Mi′′ ⊂ Mi′+1 ⊂
Ti′. Îòñþäà è èç (2.21) ñëåäóåò (2.20). Ëåììà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì i ∈ K, íåçàâèñèìî îò

âûïîëíåíèÿ äëÿ òî÷êè yi óñëîâèÿ (2.17), ìíîæåñòâî

Qi ìîæíî çàäàâàòü â âèäå (2.4), ïîñêîëüêó â ñèëó

ëåììû 2.1 âêëþ÷åíèå (2.7) èìååò ìåñòî. Åñëè Qi äëÿ

âñåõ i ≥ ĩ ≥ 0 âûáèðàòü â âèäå (2.4), òî, íà÷èíàÿ

ñ øàãà ĩ, áóäåò ïðîèñõîäèòü íàêîïëåíèå îòñåêàþùèõ

ïëîñêîñòåé è îáíîâëåíèé ïîãðóæàþùèõ ìíîæåñòâ íå

ïðîèçîéäåò. Ñ ó÷åòîì ýòîãî çàìå÷àíèÿ ñôîðìóëèðóåì

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ui},
i ∈ K, ïîñòðîåíà ìåòîäîì 2 ñ óñëîâèåì, ÷òî äëÿ

âñåõ i ∈ K, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà ĩ ≥ 0,

ìíîæåñòâà Qi âûáðàíû ñîãëàñíî (2.4). Òîãäà ëþáàÿ

ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ui}, i ∈ K,

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå

ëåììû íåâåðíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ui}, i ∈ K1 ⊂ K, ïîñëåäî-
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âàòåëüíîñòè {ui}, i ∈ K, ÷òî åå ïðåäåëüíàÿ òî÷êà

ū óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó F (ū) > 0. Ïîëîæèì

F (ū) = γ. Òàê êàê ôóíêöèÿ F (x) íåïðåðûâíà, òî

íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü ω òî÷êè ū òàêàÿ, ÷òî

F (x) ≥ γ

2

äëÿ âñåõ x ∈ ω. Çàôèêñèðóåì òàêîé íîìåð î ∈ K1, ÷òî

î ≥ ĩ è äëÿ âñåõ i ∈ K1, i ≥ î èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

ui ∈ ω. Òîãäà

F (ui) = max
j∈J

fj(ui) ≥
γ

2
∀i ∈ K1, i ≥ î. (2.22)

Â ñèëó (2.22) è êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà J ñóùå-

ñòâóåò r ∈ J , ïðè êîòîðîì äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà

íîìåðîâ i ∈ K1, i ≥ î, âûïîëíåòñÿ íåðàâåíñòâî

fr(ui) ≥
γ

2
. (2.23)

Ïîëîæèì

K2 = {i ∈ K1 : i ≥ î, fr(ui) ≥
γ

2
}.

Âûáåðåì íîìåðà i′, i′′ ∈ K2 òàê, ÷òî i′′ > i′. Òî-

ãäà ïî ëåììå 2.2 âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå (2.19). Åñëè

ìíîæåñòâî Ti ïðè i = i′ áûëî âûáðàíî ñîãëàñíî (2.14),

òî ââèäó (2.19)

F (ui′) + ⟨a, ui′′ − ui′⟩ ≤ 0 ∀a ∈ Ai′. (2.24)
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Åñëè æå Ti′ èìååò âèä (2.15), òî èç òîãî æå âêëþ÷åíèÿ

(2.19) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

fr(ui′) + ⟨a, ui′′ − ui′⟩ ≤ 0 (2.25)

äëÿ âñåõ a ∈ Ar
i′, òàê êàê fr(ui′) > 0, è r ∈ Ji′. Òàêèì

îáðàçîì, èç (2.24), (2.25) è íåðàâåíñòâ (2.22), (2.23)

ïðè i = i′ èìååì íåðàâåíñòâî

⟨a, ui′′ − ui′⟩ ≤ −γ

2
(2.26)

äëÿ âñåõ a ∈ Ai′, åñëè ìíîæåñòâî Ti′ âûáðàíî â âèäå

(2.14), è èìååì òî æå íåðàâåíñòâî (2.26) äëÿ âñåõ a ∈
Ar

i′, åñëè Ti′ çàäàíî ðàâåíñòâîì (2.15).

Äàëåå, ââèäó îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè {ui}, i ∈ K, íàéäåòñÿ (ñì., íàïð., [15, ñ. 121]) òàêîå

÷èñëî θ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ a ∈ ∂F (ui), a ∈ ∂fr(ui),

i ∈ K2, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∥a∥ ≤ θ. (2.27)

Òîãäà èç (2.26), (2.27) ñëåäóåò, ÷òî

θ∥ui′′ − ui′∥ ≥ γ

2
. (2.28)

Âûáåðåì òåïåðü äëÿ êàæäîãî i ∈ K2 òàêîé íîìåð

pi ∈ K2, ÷òî pi ≥ i + 1. Ñîãëàñíî (2.28) θ∥upi − ui∥ ≥
γ/2. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èâî, ïîñêîëü-

êó ui → ū è upi → ū ïðè i → ∞, i ∈ K2. Ëåììà

äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 2.1. Åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{ui}, i ∈ K, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåììû 2.3, òî

ëþáàÿ åå ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò ìíîæå-

ñòâó X∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {ui}, i ∈ K1 ⊂ K, �

ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {ui}, i ∈ K, è ū � åå ïðåäåëüíàÿ òî÷êà.

Òîãäà ïî ëåììå 2.3 ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå ū ∈ D,

à çíà÷èò f (ū) ≥ f ∗. C äðóãîé ñòîðîíû, ââèäó (2.2),

(2.5) è (2.9), (2.10) äëÿ âñåõ i ∈ K, i ≥ ĩ, âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî f (ui) ≤ f ∗. Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå

ê ïðåäåëó ïî i ∈ K1, ïîëó÷èì f (ū) ≤ f ∗. Òàêèì îá-

ðàçîì, f (ū) = f ∗, è óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.

Çàìåòèì,÷òî óñëîâèÿ (2.8)�(2.10) âûáîðà òî÷åê zk
ïîçâîëÿþò çàäàâàòü òî÷êè ui = zk â âèäå (2.5), ñ÷è-

òàÿ zk = xk = yik. Ñëåäîâàòåëüíî, äîïóñòèì ñëó÷àé,

êîãäà, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà ĩ ≥ 0, ìíîæåñòâà

Qi èìåþò âèä (2.4), à ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ui},
i ∈ K, � âèä (2.5). Ñ ó÷åòîì ýòîãî çàìå÷àíèÿ ïðèâå-

äåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåì-

ìû 2.3. Êðîìå òîãî, ïóñòü äëÿ âñåõ i ≥ ĩ ≥ 0 âûïîë-

íÿþòñÿ ðàâåíñòâà (2.5), è òî÷êè yi âûáðàíû ñîãëàñ-

íî óñëîâèþ (2.16). Òîãäà ïîcëåäîâàòåëüíîñòü {ui},
i ∈ K, ñõîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó X∗.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (2.4), (2.13) äëÿ âñåõ

i ∈ K, i ≥ ĩ, èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ Mi+1 ⊂ Mi, à

çíà÷èò, ñîãëàñíî (2.5), (2.16) f (ui+1) ≥ f (ui), i ∈ K,

i ≥ ĩ. Îòñþäà ââèäó îãðàíè÷åííîñòè {ui}, i ∈ K,

ñëåäóåò, ÷òî {f (ui)}, i ∈ K, ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþ-

ùåé, è ñ ó÷åòîì èçâåñòíîé òåîðåìû (íàïð., [6, ñ. 62])

óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê èññëåäîâàíèþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé {xk}, {zk}, k ∈ K, ñòðîÿùèõñÿ îïèñàííûì ìå-

òîäîì.

Çàìå÷àíèå 2.7.Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïîëîæèòü

ε0 = 0, òî ïðè âñåõ i ∈ K â ñèëó ñîîòíîøåíèé

D′ = D′
ε0

è yi ∈ D′ øàã 3 ìåòîäà áóäåò ïðîïóñ-

êàòüñÿ, è òî÷êè xk, zk, k ∈ K, ïîñòðîåíû íå áóäóò.

Àíàëîãè÷íî, åñëè ïðè íåêîòîðîì k > 0 ïîëîæèòü

íà øàãå 3 ìåòîäà εk+1 = 0, òî ïðè âñåõ i > ik áóäóò

âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà (2.4), (2.5), çíà÷åíèÿ k ïå-

ðåñòàíóò èçìåíÿòüñÿ, è ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ òî÷åê

xk, zk ïðåêðàòèòñÿ.

Â ñâÿçè ñ çàìå÷àíèåì 2.7 ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì,

÷òî ïðè óñëîâèè ïîëîæèòåëüíîñòè âñåõ ÷èñåë εk, k ∈
K, âìåñòå ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {yi}, i ∈ K, áóäóò

ïîñòðîåíû è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}, {zk}, k ∈ K.
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Ëåììà 2.4.Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yi}, i ∈
K, ïîñòðîåíà ìåòîäîì 2 ñ óñëîâèåì, ÷òî ÷èñëà εk,

k ∈ K, âûáðàíû ñîãëàñíî (1.23). Òîãäà äëÿ êàæäîãî

k ∈ K ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð i = ik ∈ K, ÷òî

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (2.6).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü k = 0. Åñëè y0 ∈ D′
ε0
,

òî ñîãëàñíî ï. 3 ìåòîäà i0 = 0, x0 = y0, è ðàâåíñòâî

(2.6) ïðè k = 0 âûïîëíÿåòñÿ. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî y0 /∈ D′
ε0
. Ïîêàæåì òîãäà ñóùåñòâîâàíèå íîìåðà

i = i0 > 0, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

yi0 ∈ D′
ε0
. (2.29)

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òî åñòü

yi /∈ D′
ε0

∀i ∈ K, i > 0. (2.30)

Âûäåëèì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yi}, i ∈ K, i > 0,

ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yi}, i ∈ K ′ ⊂
K, è ïóñòü y′ � åå ïðåäåëüíàÿ òî÷êà. Ñîãëàñíî ï. 2

ìåòîäà ñ ó÷åòîì äîïóùåíèÿ (2.30) ìíîæåñòâî Qi äëÿ

âñåõ i ∈ K, i > 0, èìååò âèä (2.4), è äëÿ òåõ æå i âû-

ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (2.5). Òîãäà ïî ëåììå 2.3 èìååì

âêëþ÷åíèå y′ ∈ D, è

F (y′) ≤ 0. (2.31)

C äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó (2.30) F (yi) > ε0 äëÿ

âñåõ i ∈ K ′. Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðå-
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äåëó ïî i ∈ K ′, ïîëó÷èì F (y′) ≥ ε0 > 0, ÷òî ïðîòèâî-

ðå÷èò (2.31). Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèå íîìåðà

i0 > 0, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî (2.29), äîêàçàíî, è

ðàâåíñòâî (2.6) ïðè k = 0 èìååò ìåñòî.

2) Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî (2.6) âûïîëíÿåòñÿ ïðè

íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì k ≥ 0, òî åñòü xk = yik ïðè

âûáðàííîì k. Ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî íîìåðà

ik+1 > ik, ÷òî

yik+1
∈ D′

εk+1
, (2.32)

òîãäà xk+1 = yik+1
, è ëåììà áóäåò äîêàçàíà.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü

yi /∈ D′
εk+1

∀i ∈ K, i > ik. (2.33)

Âûáåðåì ñðåäè òî÷åê yi, i ∈ K, i > ik, ñõîäÿùóþ-

ñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yi}, i ∈ K ′′. Ïóñòü y′′ �

åå ïðåäåëüíàÿ òî÷êà. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ (2.33)

äëÿ âñåõ i ∈ K, i > ik, âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (2.5), à

ìíîæåñòâà Qi çàäàþòñÿ â âèäå (2.4). Çíà÷èò, ïî ëåììå

2.3 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

F (y′′) ≤ 0. (2.34)

Êàê è â ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà èç (2.33) c ó÷å-

òîì (1.23) ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ íåðàâåíñòâî F (y′′) > 0,

ïðîòèâîðå÷àùåå (2.34). Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñó-

ùåñòâîâàíèå íîìåðà ik+1, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî

(2.32). Ëåììà äîêàçàíà.
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Èç ëåììû 2.4 ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå (1.23) äëÿ

êàæäîãî k ∈ K çàôèêñèðóåòñÿ â âèäå (2.6) òî÷êà xk,

à çíà÷èò, áóäåò âûáðàíà ñîãëàñíî (2.9) è òî÷êà zk.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk},
{zk}, k ∈ K, ïîñòðîåíû ìåòîäîì 2 ñ óñëîâèåì, ÷òî

÷èñëà εk, k ∈ K, âûáðàíû ñîãëàñíî (1.23) è (1.29).

Òîãäà ëþáûå ïðåäåëüíûå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

{xk}, k ∈ K, è {zk}, k ∈ K, ïðèíàäëåæàò ìíîæå-

ñòâó X∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî óñëîâèå (1.23)

ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

{xk}, {zk}, k ∈ K. Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{xk}, k ∈ K, îãðàíè÷åíà â ñèëó (2.6) è îãðàíè÷åí-

íîñòè {yi}, i ∈ K. Ïóñòü {xk}, k ∈ K1 ⊂ K, è {zk},
k ∈ K2 ⊂ K, � ëþáûå ñõîäÿùèåñÿ ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xk}, k ∈ K, è {zk},
k ∈ K, à x̄ è z̄, ñîîòâåòñòâåííî, � èõ ïðåäåëüíûå

òî÷êè. Ïîêàæåì, ÷òî

x̄ ∈ X∗, z̄ ∈ X∗, (2.35)

òîãäà óòâåðæäåíèå áóäåò äîêàçàíî.

Òàê êàê yik ∈ D′
εk
, k ∈ K, òî ââèäó (2.6)

0 < F (xk) ≤ εk, k ∈ K, è èç (1.29) ñëåäóåò, ÷òî
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lim
k∈K

F (xk) = 0. Òîãäà

lim
k∈K

F (xk) = lim
k∈K1

F (xk) = F (x̄) = 0,

è x̄ ∈ D′. Êðîìå òîãî, xk ∈ D′′ äëÿ âñåõ k ∈ K, è â

ñèëó çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà D′′ âûïîëíÿåòñÿ âêëþ-

÷åíèå x̄ ∈ D′′. Òàêèì îáðàçîì, x̄ ∈ D è ïîòîìó f (x̄) ≥
f ∗. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî (2.2), (2.6) f (xk) ≤ f ∗,

k ∈ K1, à çíà÷èò, f (x̄) ≤ f ∗. Ñëåäîâàòåëüíî, f (x̄) =

f ∗, è ïåðâîå èç âêëþ÷åíèé (2.35) äîêàçàíî.

Äàëåå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zk}, k ∈ K2, ñîîòâåò-

ñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}, k ∈ K2. Âûäå-

ëèì èç {xk}, k ∈ K2, ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {xk}, k ∈ K ′ ⊂ K2, è ïóñòü x′ � åå ïðåäåëüíàÿ

òî÷êà. Çàìåòèì, ÷òî ïî äîêàçàííîìó x′ ∈ X∗, òî åñòü

f (x′) = f ∗. (2.36)

Ïåðåéäåì òåïåðü â íåðàâåíñòâàõ (2.9) ê ïðåäåëó ïî

k → ∞, k ∈ K ′, c ó÷åòîì, ÷òî zk → z̄, k ∈ K ′. Òîãäà

f (x′) ≤ f (z̄) ≤ f ∗, è ââèäó (2.36) f (z̄) = f ∗. Cëå-

äîâàòåëüíî, âòîðîå èç âêëþ÷åíèé (2.36) òàêæå èìååò

ìåñòî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåî-

ðåìû 2.3. Åñëè äëÿ òî÷åê xk, k ∈ K, âûïîëíÿþòñÿ

íåðàâåíñòâà

f (xk+1) ≥ f (xk) ∀k ∈ K, (2.37)
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òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}, k ∈ K, ñõîäèòñÿ ê

ìíîæåñòâó X∗. Åñëè òî÷êè zk, k ∈ K, âûáðàíû ñ

óñëîâèåì, ÷òî

f (zk+1) ≥ f (zk) ∀k ∈ K, (2.38)

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zk}, k ∈ K, ñõîäèòñÿ ê

ìíîæåñòâó X∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü èìåþò ìåñòî íåðàâåí-

ñòâà (2.37), (2.38). Òîãäà â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xk}, {zk}, k ∈ K, ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {f (xk)}, {f (zk)}, k ∈ K, ñõîäÿòñÿ, è ïî

òåîðåìå 2.3 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà lim
k∈K

f (xk) = f ∗,

lim
k∈K

f (zk) = f ∗. Ïîýòîìó ñîãëàñíî âûøåóïîìÿíóòîé

òåîðåìå ([6, ñ. 62]) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}, {zk},
k ∈ K, ñõîäÿòñÿ ê ìíîæåñòâó X∗. Óòâåðæäåíèå

äîêàçàíî.

Ïðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè ìåòîäà èñïîëüçî-

âàëîñü óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

{yi}, i ∈ K, {zk}, k ∈ K. ßñíî, ÷òî âûïîëíåíèå ýòîãî

óñëîâèÿ ìîæíî îáåñïå÷èòü çà ñ÷åò ñîîòâåòñòâóþùåãî

âûáîðà ìíîæåñòâ M0 è Qi.

Êîðîòêî îáñóäèì äàëåå âîçìîæíîñòè çàäàíèÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè {εk}, k ∈ K.

Çàìå÷àíèå 2.8. ×èñëà εk, k ≥ 1, äîïóñòèìî âû-

áèðàòü, êàê è çíà÷åíèå ε0, íà ïðåäâàðèòåëüíîì øà-
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ãå ìåòîäà. Îäíàêî â òàêîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {εk}, k ∈ K, íå áóäåò àäàïòèðîâàíà ê ïðî-

öåññó ìèíèìèçàöèè. Ïîýòîìó â ìåòîäå ïðåäóñìîò-

ðåíà âîçìîæíîñòü çàäàíèÿ ÷èñåë εk, k ≥ 1, íà øàãå

3, òî åñòü â õîäå ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèé xk, zk.

Ïðèâåäåì ïðèìåð òàêîãî çàäàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè {εk}, k ∈ K.

Íå âûáèðàÿ êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ, ñ÷èòàÿ ε0 íà-

ñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî y0 ∈ D′
ε0
. Òîãäà x0 = y0, à

òî÷êó z0 ìîæíî âûáðàòü, íàïðèìåð, â âèäå z0 = x0.

Äëÿ âñåõ k ≥ 0 ïîëîæèì εk+1 = γkF (xk) èëè εk+1 =

γkF (zk), ãäå 0 < γk < 1. Äëÿ òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè {εk}, k ∈ K, ñïðàâåäëèâî (1.23), à ïðè óñëîâèè,

÷òî γk → 0, k ∈ K, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.29).

Ïîëó÷èì òåïåðü äëÿ ìåòîäà 2 ïðè íåêîòîðûõ äî-

ïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà èñõîäíóþ çàäà÷ó îöåíêè

òî÷íîñòè åå ðåøåíèÿ, à òàêæå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäè-

ìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xk}, {zk}, k ∈ K.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå, ÷òî

D′′ = Rn, òî åñòü D = D′. Ïóñòü, êðîìå òîãî, äëÿ

ôóíêöèé f (x), fj(x), j ∈ J , è ìíîæåñòâà D âûïîë-

íÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå 1.1. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïðåä-

ïîëîæåíèÿ 1.1 è ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3 ðåøåíèå çàäà÷è

(1.5) åäèíñòâåííî, òî åñòü X∗ = {x∗}.
Êàê è ðàíåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâà X∗

1 (δ),
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X∗
2 (γ) çàäàíû â âèäå (1.32), (1.33) ñîîòâåòñòâåííî.

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ 1.1 ñïðàâåäëèâà ëåììà

1.8, êîòîðàÿ äàåò âîçìîæíîñòü îöåíèâàòü íà êàæ-

äîé èòåðàöèè áëèçîñòü òî÷åê ui, i ∈ K, ïîñòðîåííûõ

ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì, ê ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è.

À èìåííî, ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî i ∈ K âûïîëíÿþò-

ñÿ âêëþ÷åíèÿ ui ∈ E∗, ui ∈ D′
ri
, ãäå ri = F (ui) > 0, è

ïðè ýòîì ui ̸= x∗, òî ïî ëåììå 1.8 èìååì ui ∈ X∗
1 (δi)

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

∥ui − x∗∥ ≤ δi,

ãäå δi =
√

F (ui)
µ . Êðîìå òîãî, åñëè ôóíêöèÿ f (x) óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòíîé L, òî

ñîãëàñíî òîé æå ëåììå 1.8 ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

ui ∈ X∗
1 (δi)

⋂
X∗

2 (Lδi), à çíà÷èò,

|f (ui)− f ∗| ≤ Lδi.

Ïðèâåäåì òåïåðü îöåíêè òî÷íîñòè ðåøåíèÿ äëÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xk}, {zk}, k ∈ K.

Òåîðåìà 2.5. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xk},
{zk}, i ∈ K, ïîñòðîåííûõ ìåòîäîì 2 ñ óñëîâèåì

(1.23), ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ.

1) Èìååò ìåñòî îöåíêà

∥xk − x∗∥ ≤ δk ∀k ∈ K,

ãäå δk =
√

εk
µ .
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2) Åñëè ôóíêöèÿ f (x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L, òî

|f (xk)− f ∗| ≤ Lδk ∀k ∈ K, (2.39)

|f (zk)− f ∗| ≤ Lδk ∀k ∈ K. (2.40)

3) Åñëè òî÷êè zk, k ∈ K, âûáðàíû íà øàãå 3

ìåòîäà ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì

zk ∈ D′
εk
, (2.41)

òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥zk − x∗∥ ≤ δk ∀k ∈ K. (2.42)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ñîãëàñíî ïï. 1, 3 ìå-

òîäà

yik ∈ E∗, yik ̸= x∗, yik ∈ D′
εk
, k ∈ K, (2.43)

òî ââèäó ëåììû 1.8 è ðàâåíñòâà (2.6) äëÿ âñåõ k ∈ K

âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå xk ∈ X∗
1 (δk), ãäå δk =

√
εk
µ .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçà-

íî.

Äàëåå, ïðè óñëîâèè Ëèïøèöà íà ôóíêöèþ f (x) ïî

ëåììû 1.8 â ñèëó (2.43), (2.6) äëÿ âñåõ k ∈ K ñïðàâåä-

ëèâî âêëþ÷åíèå xk ∈ X∗
2 (γk), ãäå γk = Lδk, à çíà÷èò,

è íåðàâåíñòâî (2.39). Èç (2.39) è (2.9) ñëåäóåò (2.40).

Ïóñòü, íàêîíåö, äëÿ òî÷êè zk âûïîëíÿåòñÿ óñëî-

âèå (2.41). Òàê êàê, êðîìå òîãî, zk ∈ E∗ è zk ̸= x∗,
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k ∈ K, òî ñîãëàñíî òîé æå ëåììå 1.8 zk ∈ X∗
1 (δk), òî

åñòü èìååò ìåñòî îöåíêà (2.42). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèâåäåì ïðè òåõ æå äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ

íà èñõîäíóþ çàäà÷ó îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé {xk} è {zk}, k ∈ K.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ÷èñëà εk äëÿ âñåõ k ∈ K

äîïóñòèìî çàäàòü íà ïðåäâàðèòåëüíîì øàãå ìåòîäà.

Ïóñòü ÷èñëà εk, k ∈ K, â ìåòîäå çàäàíû ñîãëàñíî

(1.44). Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 2.5 äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {xk}, k ∈ K, ñïðàâåäëèâà îöåíêà (1.45), à äëÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zk}, k ∈ K, ïîñòðîåííîé ñ óñëî-

âèåì (2.41), èìååò ìåñòî îöåíêà

∥zk − x∗∥ ≤ 1
√
µkp/2

, k ≥ 1.

Êðîìå òîãî, åñëè äëÿ f (x) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëèï-

øèöà, òî â ñèëó (2.39), (2.40) ñïðàâåäëèâû òàêæå

îöåíêè

|f (xk)−f ∗| ≤ L
√
µkp/2

, |f (zk)−f ∗| ≤ L
√
µkp/2

, k ≥ 1.
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3 Ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ òî÷êè,

èñïîëüçóþùèé àïïðîêñèìèðóþùèå

ìíîæåñòâà

Â äàííîì ïàðàãðàôå îïèñûâàåòñÿ ìåòîä íàõîæ-

äåíèÿ ïðîåêöèè òî÷êè íà âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Ïðè-

áëèæåíèÿ â àëãîðèòìå íàõîäÿòñÿ ïóòåì ïðîåêòèðîâà-

íèÿ òî÷êè íà íåêîòîðûå ìíîæåñòâà, êîòîðûå çàäàþò-

ñÿ ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ è àïïðîêñèìèðó-

þò èñõîäíîå ìíîæåñòâî â îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ. Ìå-

òîä õàðàêòåðåí òåì, ÷òî íå òðåáóåò âëîæåíèÿ êàæäî-

ãî èç ýòèõ ìíîæåñòâ â ïðåäûäóùåå. Êàê è â ìåòîäàõ

èç ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôîâ, òàêàÿ îñîáåííîñòü ïîç-

âîëÿåò ïðè ïîñòðîåíèè àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ

ïåðèîäè÷åñêè îñâîáîæäàòüñÿ îò ÷àñòè çàäàþùèõ èõ

íåðàâåíñòâ è òåì ñàìûì ñóùåñòâåííî óïðîùàòü âñïî-

ìîãàòåëüíûå çàäà÷è îòûñêàíèÿ èòåðàöèîííûõ òî÷åê.

Ïóñòü ìíîæåñòâî D′′ ⊂ Rn âûïóêëî è çàìêíóòî,

ôóíêöèè fj(x), j ∈ J = {1, . . . ,m}, âûïóêëû â Rn,

ìíîæåñòâî D′ çàäàíî â âèäå (2.1), è D = D′⋂D′′.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ ïðîåêöèè òî÷êè y ∈ Rn

íà ìíîæåñòâî D.

Ïîëîæèì p∗ = Pr(y,D) � ïðîåêöèÿ òî÷êè y íà

ìíîæåñòâî D, r∗ = ∥p∗ − y∥, Dj = {x ∈ Rn : fj(x) ≤
0}. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâàW 1(x,D) èK îïðå-

äåëåíû êàê è â § 1.
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Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ìåòîä âûðà-

áàòûâàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé {pk}, k ∈
K, è çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

Ìåòîä 3. Âûáèðàþòñÿ òî÷êè vj ∈ intDj äëÿ

âñåõ j ∈ J . Çàäàåòñÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{εk}, k ∈ K, òàêàÿ, ÷òî

εk > 0, k ∈ K, εk → 0, k → ∞.

Ïîëàãàåòñÿ k = 0, i = 0, M0 = Rn, y0 = Pr(y,D′′).

1. Ôîðìèðóåòñÿ ìíîæåñòâî

Ji = {j ∈ J : yi /∈ Dj}.

Åñëè Ji = ∅, òî yi � ðåøåíèå çàäà÷è, è ïðîöåññ çà-

âåðøàåòñÿ.

2. Åñëè yi /∈ D′
εk
, òî ïîëàãàåòñÿ

Qi = Mi, (3.1)

è ñëåäóåò ïåðåõîä ê ï. 3. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëà-

ãàåòñÿ ik = i,

pk = yik, (3.2)

Qi = Qik = Rn, (3.3)

çíà÷åíèå k óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó, è ñëåäóåò ïå-

ðåõîä ê î÷åðåäíîìó ïóíêòó.
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3. Äëÿ êàæäîãî j ∈ Ji â èíòåðâàëå (v
j, yi) âûáè-

ðàåòñÿ òî÷êà zji òàê, ÷òîáû zji /∈ intDj è ïðè íåêî-

òîðîì qji ∈ [1, q], 1 ≤ q < ∞, äëÿ òî÷êè

ȳji = yi + qji (z
j
i − yi)

âûïîëíÿëîñü âêëþ÷åíèå ȳji ∈ Dj. Äëÿ âñåõ j ∈ J \ Ji
ïîëàãàåòñÿ zji = ȳji = yi.

4. Îòûñêèâàåòñÿ íîìåð ji ∈ Ji òàêîé, ÷òî

∥yi − zjii ∥ = max
j∈Ji

∥yi − zji ∥.

5. Âûáèðàåòñÿ âåêòîð ai ∈ W 1(zjii , Dji), ïîëàãà-

åòñÿ

Mi+1 = Qi

⋂
{x ∈ Rn : ⟨ai, x− zjii ⟩ ≤ 0}.

6. Îòûñêèâàåòñÿ òî÷êà

yi+1 = Pr(y,Mi+1

⋂
D′′),

è ñëåäóåò ïåðåõîä ê ï. 1 ïðè i, óâåëè÷åííîì íà åäè-

íèöó.

Çàìå÷àíèå 3.1. Â ñèëó âûáîðà ìíîæåñòâ M0,

Qi è âåêòîðîâ ai äëÿ âñåõ i ∈ K âûïîëíÿåòñÿ âêëþ-

÷åíèå D′ ⊂ Mi, à çíà÷èò,

Mi

⋂
D′′ ̸= ∅ ∀i ∈ K,

è ïîñòðîåíèå òî÷êè yi ñîãëàñíî àëãîðèòìó âîçìîæ-

íî.
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Çàìå÷àíèå 3.2. Åñëè D′′ = Rn èëè ìíîæåñòâî

D′′ çàäàíî ëèíåéíûìè ðàâåíñòâàìè èëè íåðàâåí-

ñòâàìè, òî íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà ðåøàåòñÿ

çàäà÷à ïðîåêòèðîâàíèÿ òî÷êè y íà ìíîãîãðàííîå

ìíîæåñòâî. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòà çàäà÷à, êàê çàäà-

÷à êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ìîæåò áûòü

ðåøåíà íåêîòîðûìè èçâåñòíûìè ìåòîäàìè (ñì.,

íàïð., [6; 13]) çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Çàìå÷àíèå 3.3. Åñëè intD′ ̸= ∅ è èçâåñòíà òî÷-
êà v ∈ intD′, òî â ìåòîäå óäîáíî ïîëîæèòü vj = v

äëÿ âñåõ j ∈ J .

Çàìå÷àíèå 3.4. Ïðè âûïîëíåíèè âêëþ÷åíèÿ

yi ∈ D′
εk
ñîãëàñíî (3.3) ïðîèñõîäèò ïîëíîå îòáðàñû-

âàíèå âñåõ íàêîïèâøèõñÿ ê øàãó i = ik ëèíåéíûõ

íåðàâåíñòâ, ôîðìèðóþùèõ àïïðîêñèìèðóþùèå ìíî-

æåñòâà, è Mi+1 çàäàåòñÿ ëèøü îäíèì íåðàâåíñòâîì

⟨ai, x − zjii ⟩ ≤ 0. Ýòî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ðåøå-

íèå âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ïîñòðîåíèÿ î÷åðåäíûõ

ïðèáëèæåíèé.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ ñõîäèìîñòè ìå-

òîäà. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïî-

ñòðîåííûå ñîãëàñíî ìåòîäó òî÷êè yi, i ∈ K, îòëè÷à-

þòñÿ îò y äëÿ âñåõ i > 0.
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Ëåììà 3.1. Äëÿ âñåõ i ≥ 1 âûïîëíÿåòñÿ ñîîò-

íîøåíèå

y /∈ Mi

⋂
D′′. (3.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî

y /∈ Mi ∀i ≥ 1, (3.5)

òîãäà (3.4) áóäåò äîêàçàíî.

Ïóñòü i = 1. Òîãäà M1 = Q0

⋂
{x ∈ Rn : ⟨a0, x−

zj00 ⟩ ≤ 0}. Ïî ïîñòðîåíèþ Q0 = Rn íåçàâèñèìî îò ïðè-

íàäëåæíîñòè òî÷êè y0 ìíîæåñòâó D′
ε0
. Ïîýòîìó M1

çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì ⟨a0, x − zj00 ⟩ ≤ 0, è ïî âûáîðó

âåêòîðà a0 èìååì y /∈ M1, òî åñòü (3.5) ñïðàâåäëèâî

ïðè i = 1.

Ïóñòü òåïåðü óòâåðæäåíèå (3.5) âûïîëíÿåòñÿ ïðè

i = l, ãäå l ≥ 1. Ïîêàæåì, ÷òî

y /∈ Ml+1, (3.6)

òîãäà óòâåðæäåíèå (3.5) áóäåò äîêàçàíî. Ïî ïîñòðîå-

íèþ

Ml+1 = Ql

⋂
{x ∈ Rn : ⟨al, x− zjll ≤ 0}.

Íî Ql = Ml èëè Ql = Rn. Åñëè Ql = Rn, òîMl+1 çàäà-

åòñÿ íåðàâåíñòâîì ⟨al, x− zjll ⟩ ≤ 0 è ñîãëàñíî âûáîðó

al èìååì (3.6). Ïóñòü Ql = Ml. Ïî èíäóêöèîííîìó

ïðåäïîëîæåíèþ y /∈ Ml. Òîãäà y /∈ Ql, è, ñëåäîâà-

òåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ (3.6). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

64



Êðèòåðèé îñòàíîâêè, çàëîæåííûé â ï. 1 àëãîðèò-

ìà, îáîñíîâûâàåò ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 3.2.Ïóñòü òî÷êà yi, ïîñòðîåííàÿ ìåòî-

äîì, òàêîâà, ÷òî Ji = ∅. Òîãäà yi = p∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó D′ ⊂ Mi, òî D =

D′⋂D′′ ⊂ Mi

⋂
D′′. Êðîìå òîãî, yi = Pr(y,Mi

⋂
D′′)

äëÿ âñåõ i ∈ K. Ñëåäîâàòåëüíî,

∥yi− y∥ = min
x∈Mi

⋂
D′′

∥x− y∥ ≤ min
x∈D

∥x− y∥ = ∥p∗− y∥.

Ïî óñëîâèþ ëåììû yi ∈ D′, à çíà÷èò, yi ∈ D, è ∥yi −
y∥ ≥ ∥p∗−y∥. Îòñþäà è èç ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà
ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ëåììà 3.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yi}, i ∈ K,

ïîñòðîåííàÿ ìåòîäîì, îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïî ïîñòðîåíèþ ∥yi−y∥ ≤ ∥x−
y∥ äëÿ âñåõ x ∈ Mi

⋂
D′′, i ∈ K. Ïîñêîëüêó D ⊂

Mi

⋂
D′′ äëÿ âñåõ i ∈ K, òî p∗ ∈ Mi

⋂
D′′ äëÿ êàæ-

äîãî i ∈ K, à çíà÷èò,

∥yi − y∥ ≤ ∥p∗ − y∥ = r∗ ∀i ∈ K.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.4.Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yi}, i ∈
K, ïîñòðîåíà ìåòîäîì. Òîãäà äëÿ êàæäîãî k ∈ K
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ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð i = ik, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

(3.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k = 0. Áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî y0 /∈ D′
ε0
, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî

(3.2) èìååò ìåñòî ïðè k = 0. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå

íîìåðà i = ik > 0, äëÿ êîòîðîãî yi0 ∈ D′
ε0
.

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òî åñòü yi /∈ D′
ε0
äëÿ âñåõ

i ∈ K, i > 0. Âûäåëèì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yi},
i ∈ K, i > 0, ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{yi}, i ∈ K ′ ⊂ K, è ïóñòü y′ � åå ïðåäåëüíàÿ òî÷-

êà. Ñîãëàñíî ï. 3 ìåòîäà Qi äëÿ âñåõ i ∈ K ′ èìååò

âèä (3.1). Ïî ìåòîäèêå, èñïîëüçóåìîé ïðè îáîñíîâà-

íèè ëåììû 1.2, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî y′ ∈ D′ è, ñëå-

äîâàòåëüíî, F (y′) ≤ 0. C äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïðåä-

ïîëîæåíèþ F (yi) > ε0 ïðè âñåõ k ∈ K ′, à ïîòî-

ìó F (y′) > 0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò

ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (3.2) ïðè k = 0.

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî, åñëè pk = yik ïðè

íåêîòîðîì k ≥ 0, òî ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð ik+1 >

ik, ÷òî yik+1
∈ D′

εk+1
è pk+1 = yik+1

. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pk},
k ∈ K, ïîñòðîåíà ìåòîäîì 3. Òîãäà ëþáàÿ åå ïðå-

äåëüíàÿ òî÷êà ñîâïàäàåò ñ p∗, à åñëè äëÿ âñåõ k ∈ K
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âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

∥pk+1 − y∥ ≥ ∥pk − y∥, (3.7)

òî âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pk}, k ∈ K, ñõîäèòñÿ ê

òî÷êå p∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {pk}, k ∈ K ′ ⊂ K, �

ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè {pk}, k ∈ K, è p̄ � åå ïðåäåëüíàÿ òî÷êà. Òàê êàê

0 < F (pk) ≤ εk, k ∈ K, òî ñ ó÷åòîì âûáîðà ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè {εk}, k ∈ K, èìååì lim
k∈K

F (pk) =

lim
k∈K ′

F (pk) = F (p̄) = 0, è p̄ ∈ D′. Êðîìå òîãî, pk ∈ D′′,

k ∈ K ′, è â ñèëó çàìêíóòîñòè D′′ âûïîëíÿåòñÿ âêëþ-

÷åíèå p̄ ∈ D′′. Òàêèì îáðàçîì, p̄ ∈ D è ∥p̄− y∥ ≥ r∗.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó pk = Pr(y,Mik

⋂
D′′), à

D ⊂ Mik

⋂
D′′, òî ∥pk − y∥ ≤ r∗, è çíà÷èò, ∥p̄− y∥ ≤

r∗. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∥p̄ − y∥ = r∗ = ∥p∗ − y∥, è
ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû äîêàçàíà.

Ïóñòü òåïåðü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {pk}, k ∈
K, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.7). Òîãäà ââèäó îãðàíè-

÷åííîñòè {pk}, k ∈ K, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {∥pk−y∥},
k ∈ K, ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, è ïî äîêàçàííîìó âûøå

lim
k∈K

∥pk− y∥ = r∗. Ïîýòîìó â ñèëó èçâåñòíîé òåîðåìû

[6, ñ. 62] âòîðîå óòâåðæäåíèå òîæå äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 3.5. Óñëîâèå (3.7) äëÿ ïîñòðîåííîé

ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {pk}, k ∈ K, èìååò
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ìåñòî, åñëè, íàïðèìåð, äëÿ âñåõ k ∈ K âûïîëíÿþò-

ñÿ âêëþ÷åíèÿ Mik+1
⊂ Mik. Äëÿ âûäåëåíèÿ èç ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè {pk}, k ∈ K, ñõîäÿùåéñÿ ê ðåøåíèþ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {pkl}, l ∈ K, äîñòàòî÷íî íî-

ìåðà kl âûáðàòü èç óñëîâèÿ ∥pkl+1
−y∥ ≥ ∥pkl−y∥ ïðè

âñåõ l ∈ K.
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4 Ìåòîä îòñå÷åíèé, äîïóñêàþùèé

ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå èçëàãàåòñÿ ìåòîä îòñå÷å-

íèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.5), ïîçâîëÿþùèé íà êàæ-

äîì øàãå ðàñïàðàëëåëèâàòü ïðîöåññ âû÷èñëåíèé ïðè

îòûñêàíèè î÷åðåäíîé èòåðàöèîííîé òî÷êè.

Ïóñòü ôóíêöèè f (x), fj(x), j ∈ J , è ìíîæåñòâà

Dj óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì § 1, à ìíîæåñòâîD èìååò

âèä (1.3). Ðåøàåòñÿ çàäà÷à (1.5). Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ

îáîçíà÷åíèÿìè § 1.
Îïèñûâàåìûé ìåòîä âûðàáàòûâàåò ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé xk, k ∈ K, è çàêëþ÷àåòñÿ â

ñëåäóþùåì.

Ìåòîä 4. Ñòðîèòñÿ âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíî-

æåñòâî M0 ⊂ Rn, ñîäåðæàùåå õîòÿ áû îäíó òî÷êó

ìíîæåñòâà X∗. Âûáèðàþòñÿ òî÷êè yj ∈ intDj äëÿ

âñåõ j ∈ J , íàõîäèòñÿ òî÷êà x0 ∈ M0 òàêàÿ, ÷òî

f (x0) ≤ f ∗. Ïóñòü óæå ïîñòðîåíà òî÷êà xk, k ∈ K.

1. Åñëè

xk ∈ D, (4.1)

òî ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ.

2. Ïîëàãàåòñÿ Jk = {j ∈ J : xk /∈ Dj}.
3. Äëÿ êàæäîãî j ∈ Jk â èíòåðâàëå (y

j, xk) âûáè-

ðàåòñÿ òî÷êà zjk /∈ intDj òàê, ÷òîáû ïðè íåêîòîðîì
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1 ≤ qjk ≤ q < ∞ âûïîëíÿëîñü âêëþ÷åíèå

xk + qjk(z
j
k − xk) ∈ Dj, (4.2)

è ïîëàãàåòñÿ

ȳjk = xk + qjk(z
j
k − xk). (4.3)

4. Äëÿ êàæäîãî j ∈ Jk âûáèðàåòñÿ êîíå÷íîå ìíî-

æåñòâî Aj
k ⊂ W 1(zjk, Dj), ïîëàãàåòñÿ

M j
k = Mk

⋂
{x ∈ Rn : ⟨a, x− zjk⟩ ≤ 0 ∀a ∈ Aj

k},

è íàõîäèòñÿ òî÷êà ujk òàêàÿ, ÷òî

ujk ∈ M j
k , f (ujk) ≤ f ∗. (4.4)

5. Îòûñêèâàåòñÿ íîìåð jk ∈ Jk, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèé óñëîâèþ

∥xk − zjkk ∥ = max
j∈Jk

∥xk − zjk∥. (4.5)

6. Îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

J ′
k = {j ∈ Jk : ujk ∈ M jk

k }.

Íàõîäèòñÿ íîìåð lk ∈ J ′
k òàêîé, ÷òî f (ulkk ) =

max
j∈J ′

k

f (ujk).

7. Ïîëàãàåòñÿ

Mk+1 = M jk
k

⋂
{x ∈ Rn : ⟨a, x− zlkk ⟩ ≤ 0 ∀a ∈ Alk

k },

xk+1 = ulkk . (4.6)
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Ñäåëàåì íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ îòíîñèòåëüíî ìå-

òîäà 4.

Çàìå÷àíèå 4.1. Åñëè íà íåêîòîðîì øàãå âû-

ïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå (4.1), òî xk ∈ X∗. Åñëè æå

â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ìåòîäà âûðàáîòàíà ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü {xk}, k ∈ K, òî, êàê ïîêàçàíî

íèæå, ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò X∗.

Íà íà÷àëüíîì øàãå ìåòîäà ìîæíî ïîëîæèòü, â

÷àñòíîñòè, M0 =
⋂
j∈J ′

Dj, ãäå J ′ ⊂ J . Òàê êàê

xk ∈ M0 äëÿ âñåõ k ∈ K, òî òî÷êè yj ∈ intDj,

j ∈ J ′, íè íà îäíîé èòåðàöèè íå ïîíàäîáÿòñÿ, è â

ýòîì ñëó÷àå íåò íåîáõîäèìîñòè â èõ çàäàíèè. Òà-

êîé ñïîñîá âûáîðà ìíîæåñòâà M0 óäîáåí, íàïðèìåð,

êîãäà
⋂
j∈J ′

Dj � âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê. Ïðè äîñòè-

æåíèè ôóíêöèåé f (x) â Rn ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî

çíà÷åíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü, íàïðèìåð, ÷òî

M0 = Rn, x0 = argmin {f (x) : x ∈ Rn}.

Çàìå÷àíèå 4.2. Â ñëó÷àå êîãäà intD ̸= ∅ è èç-

âåñòíà òî÷êà y ∈ intD, â ìåòîäå óäîáíî çàäàòü

yj = y äëÿ âñåõ j ∈ J .

Åñëè â (4.2) ïîëîæèòü qjk = 1, òî zjk = ȳjk, è zjk
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà [xk, y

j] ñ ãðà-

íèöåé ìíîæåñòâà Dj. Îäíàêî óñëîâèå çàäàíèÿ ÷èñåë
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qjk ïîçâîëÿåò èñêàòü óêàçàííóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ

ïðèáëèæåííî.

Çàìå÷àíèå 4.3. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (4.4)

äàåò âîçìîæíîñòü îòûñêèâàòü ujk ïðè êàæäîì

j ∈ Jk êàê òî÷êó ïðèáëèæåííîãî ìèíèìóìà f (x) íà

ìíîæåñòâå M j
k . Â ñëó÷àå, åñëè äëÿ êàæäîãî k ∈ K

òî÷êè ujk ∈ M j
k , j ∈ Jk, íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ

f (ujk) = min{f (x) : x ∈ M j
k}, (4.7)

òî, êàê äîêàçàíî íèæå, âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{xk}, k ∈ K, ñõîäèòñÿ ê ìíîæåìòâó X∗.

Çàìå÷àíèå 4.4. Ïîä÷åðêíåì òàêæå, ÷òî J ′
k ̸= ∅

äëÿ âñåõ k ∈ K, òàê êàê, ïî êðàéíåé ìåðå, íîìåð jk
¾ñàìîãî ãëóáîêîãî¿ îòñå÷åíèÿ ñîäåðæèòñÿ â J ′

k ñî-

ãëàñíî âêëþ÷åíèþ ujkk ∈ M jk
k . Òàê êàê ulkk ∈ M jk

k è

ulkk ∈ M lk
k , òî ââèäó (4.6) xk+1 ∈ Mk+1.

Ñäåëàåì ïðèíöèïèàëüíîå çàìå÷àíèå, êàñàþùååñÿ

ïðîâåäåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé â ìåòîäå.

Çàìå÷àíèå 4.5. Çàìåòèì, íàêîíåö, ÷òî íà

êàæäîé èòåðàöèè çàäà÷è îòûñêàíèÿ òî÷åê zjk, à

çàòåì è òî÷åê ujk ìîæíî ðåøàòü äëÿ âñåõ j ∈ Jk
îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Òàêèì îá-

ðàçîì, ìåòîä äåéñòâèòåëüíî ïîçâîëÿåò äëÿ êàæäîãî
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k ∈ K ïðîâîäèòü íà øàãå 3 è øàãå 4 ïàðàëëåëüíûå

âû÷èñëåíèÿ ïðè íàõîæäåíèè òî÷êè xk+1.

Ïåðåéäåì ê îáîñíîâàíèþ ñõîäèìîñòè ìåòîäà. Áó-

äåì äàëåå ñ÷èòûâàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk},
k ∈ K, ïîñòðîåíà âûøåïðåäëîæåííûì ìåòîäîì ÿâ-

ëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü {xk}, k ∈ K ′ ⊂ K, � ñõîäÿ-

ùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{xk}, k ∈ K, è íîìåð r ∈ J òàêîâ, ÷òî ìíîæåñòâî

Kr = {k ∈ K ′ : r = jk}, ãäå jk îïðåäåëåí â (4.5),

ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ. Òîãäà

lim
k∈Kr

∥zjk − xk∥ = 0 ∀j ∈ J. (4.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ï. 3 ìåòîäà äëÿ âñåõ

k ∈ K è j ∈ J ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî γj
k ∈ [0, 1), ÷òî

zjk = xk + γj
k(y

j − xk), (4.9)

ïðè÷åì γr
k > 0 äëÿ âñåõ k ∈ Kr.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k ∈ Kr çàôèêñèðóåì íî-

ìåð pk ∈ Kr òàêîé, ÷òî pk > k. Ïîñêîëüêó xpk ∈
Mpk,Mpk ⊂ Mk+1, Mk+1 ⊂ M r

k , à

M r
k = Mk

⋂
{x ∈ Rn : ⟨a, x− zrk⟩ ≤ 0 ∀a ∈ Ar

k},

òî Ar
k ⊂ W 1(zrk,Mpk), à çíà÷èò, ⟨a, xpk − zrk⟩ ≤ 0 äëÿ

âñåõ a ∈ Ar
k. Îòñþäà ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (4.9) ïðè
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j = r äëÿ âñåõ a ∈ Ar
k èìååì

⟨a, xk − xpk⟩ ≥ γr
k⟨a, xk − yr⟩.

Äàëåå, ó÷èòûâàÿ âêëþ÷åíèå yr ∈ intDr, à òàêæå óñëî-

âèÿ âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}, k ∈ Kr, è âåê-

òîðîâ ìíîæåñòâà Ar
k, íåòðóäíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâà-

íèå òàêîãî ÷èñëà δr > 0, ÷òî ⟨a, xk−yr⟩ ≥ δr äëÿ âñåõ

k ∈ Kr, a ∈ Ar
k, òî

∥xk − xpk∥ ≥ γr
kδr ∀k, pk ∈ Kr, pk > k. (4.10)

Òàê êàê ïî óñëîâèþ ëåììû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk},
k ∈ Kr, ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ , òî ñîãëàñíî (4.10) γ

r
k →

0, k → ∞, k ∈ Kr. Ïîýòîìó èç (4.9) ïðè j = r ñ

ó÷åòîì îãðàíè÷åííîñòè âåëè÷èí ∥yr − xk∥, k ∈ Kr,

ñëåäóåò ðàâåíñòâî

lim
k∈Kr

∥zrk − xk∥ = 0. (4.11)

Íàêîíåö, â ñèëó óñëîâèÿ (4.5) âûáîðà íîìåðîâ jk, k ∈
Kr, ïðè êàæäîì k ∈ Kr âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∥zrk − xk∥ ≥ ∥zjk − xk∥ äëÿ âñåõ j ∈ J, èç êîòîðîãî

ñ ó÷åòîì (4.11) ñëåäóåò (4.8). Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4.1. Ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè {xk}, k ∈ K, ïðèíàäëåæèò ìíîæå-

ñòâó X∗.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {xk}, k ∈ K ′ ⊂ K, �

ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {xk}, k ∈ K, è x̄ � åå ïðåäåëüíàÿ òî÷êà.

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî

x̄ ∈ D. (4.12)

Ïóñòü, êàê è â ëåììå 4.1, íîìåð r ∈ J âûáðàí

òàê, ÷òî ìíîæåñòâî Kr = {k ∈ K ′ : jk = r} áåñêîíå÷-

íî. Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}, k ∈ Kr,

ïðè êàæäîì j ∈ J ñîîòâåòñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè {zjk}, k ∈ Kr, è {ȳjk}, k ∈ Kr. Ïðè ýòîì äëÿ {zjk},
k ∈ Kr, ñïðàâåäëèâî (4.8), à äëÿ òî÷åê ȳjk, k ∈ Kr, ñî-

ãëàñíî ï. 3 ìåòîäà âûïîëíÿåòñÿ ëèáî ðàâåíñòâî (4.4),

ëèáî ðàâåíñòâî ȳjk = xk. Òîãäà èç îãðàíè÷åííîñòè ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}, k ∈ Kr, ñëåäóåò, ÷òî ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè {ȳjk}, k ∈ Kr, òàêæå îãðàíè÷åíû äëÿ

âñåõ j ∈ J .

Âûäåëèì òåïåðü äëÿ êàæäîãî j ∈ J èç {ȳjk},
k ∈ Kr, ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ȳjk},
k ∈ Kj

r ⊂ Kr, è ïóñòü vj � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà. Çàìå-

òèì, ÷òî vj ∈ Dj äëÿ âñåõ j ∈ J â ñèëó çàìêíóòîñòè

ìíîæåñòâ Dj. Ïîëîæèì äëÿ êàæäîãî j ∈ J

P j
1 = {k ∈ Kj

r : j ∈ Jk}, P j
2 = Kj

r \ P
j
1 .

Õîòÿ áû îäíî èç ìíîæåñòâ P j
1 èëè P j

2 äëÿ êàæ-

äîãî j ∈ J ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà íîìåðîâ.

75



Ïåðåéäåì òåïåðü ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì j ∈ J

ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâàõ (4.3) ïî k → ∞, k ∈ P j
1 , ñ

ó÷åòîì (4.8), åñëè ìíîæåñòâî P j
1 áåñêîíå÷íî, èëè â

ðàâåíñòâàõ ȳjk = xk ïî k → ∞, k ∈ P j
2 , åñëè P j

2 áåñ-

êîíå÷íî. Òîãäà ïîëó÷èì ðàâåíñòâà x̄ = vj äëÿ âñåõ

j ∈ J , èç êîòîðûõ ñëåäóåò âêëþ÷åíèå (4.12).

Äàëåå, ñîãëàñíî (4.12) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f (x̄) ≥ f ∗. C äðóãîé ñòîðîíû, ââèäó âòîðîãî èç óñëî-

âèé (4.4) è ðàâåíñòâà (4.6) f (xk) ≤ f ∗ äëÿ âñåõ k ∈ K,

è ïîòîìó lim
k∈K ′

f (xk) = f (x̄) ≤ f ∗. Òàêèì îáðàçîì,

f (x̄) = f ∗, è óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{xk}, k ∈ K, ïðèáëèæåíèå x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìè-

íèìóìà ôóíêöèè f (x) íà ìíîæåñòâå M0, à òî÷êè

ujk ∈ M j
k , âûáðàíû äëÿ âñåõ k ∈ K è j ∈ Jk èç óñëî-

âèÿ (4.7). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}, k ∈ K,

ñõîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó X∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî k ∈ K ñîãëàñíî

ïóíêòàì 4, 7 ìåòîäà âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå Mk+1 ⊂
M lk

k , à ñîãëàñíî ï. 6 � âêëþ÷åíèå ulkk ∈ Mk+1. Êðî-

ìå òîãî, ïî óñëîâèþ òåîðåìû ulkl � òî÷êà ìèíèìóìà

ôóíêöèè f (x) íà ìíîæåñòâå M lk
k äëÿ êàæäîãî k ∈ K.

Ñëåäîâàòåëüíî, ulkk � òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè f (x)

íà ìíîæåñòâå Mk+1. Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì (4.6) è
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óñëîâèÿ âûáîðà òî÷êè x0 èìååì

xk = argmin {f (x) : x ∈ Mk} ∀k ∈ K. (4.13)

Äàëåå, äëÿ êàæäîãî k ∈ K ñïðàâåäëèâî âêëþ÷å-

íèå Mk+1 ⊂ Mk. Òîãäà ââèäó (4.13) f (xk+1) ≥ f (xk),

k ∈ K. Çíà÷èò, â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè {xk}, k ∈ K,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f (xk)}, k ∈ K, ñõîäèòñÿ, è ïî

ïðåäûäóùåé òåîðåìå lim
k∈K

f (xk) = f ∗. Îòñþäà è èç èç-

âåñòíîãî óòâåðæäåíèÿ [6, ñ. 62] ñëåäóåò, ÷òî âñÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}, k ∈ K, ñõîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó

ðåøåíèé çàäà÷è (1.5). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû îñòàíåòñÿ â ñèëå, åñëè

äëÿ êàæäîãî k ∈ K òî÷êà ulkk âûáðàíà èç óñëîâèÿ

f (ulkk ) = min{f (x) : x ∈ M lk
k },

à òî÷êè ujk, j ∈ Jk \{lk}, � èç ìåíåå æåñòêîãî óñëîâèÿ
(4.4).
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