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 Определение механических параметров выступает одним из актуальных направлений 
при расчёте элементов негомогенных сред. Необходимость построения численных моделей 
в первую очередь обусловливается развитием современных подходов к воссозданию мате-
риалов различной композитной структуры. Применение расчётных моделей в клинической 
практике также позволяет исследовать прочностные показатели объектов биологического 
происхождения, к особенностям которых можно отнести уникальность структурного распре-
деления материала. Наибольшее распространение в этом случае получили подходы, осно-
ванные на применении данных с изображений. В рамках данной работы представлен метод 
построения матрицы упругих постоянных на основе данных цифрового двойника. В ходе 
работы выполняется построение изображений с заданной структурой материала, а также 
извлечение данных из снимков компьютерной томографии натурных образцов. Усреднение 
механических показателей выполнялось на основе метода конечных элементов для обла-
сти квадратной или кубической геометрии, определяющей элементарную ячейку. Проведе-
ние расчётов предложенным методом показало сходимость метода с данными аналитиче-
ского расчёта на примере решения тестовых задач, а также определило качественное соот-
ветствие результатов особенностям структурного распределения материала в натурных об-
разцах. Представленный метод гомогенизации позволяет определять упругие характери-
стики элемента среды с учётом неоднородных свойств образующего материалаx. 
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Введение 

 

Одним из наиболее актуальных направлений в меха-

нике деформируемого твёрдого тела выступает вычисле-

ние механических характеристик материала, 

определённых в заданном объёме среды. Наибольшую 

трудность представляет моделирование негомогенных 

образцов, образованных несколькими фазами среды [1–

3]. В этом случае необходимым оказывается не только 

учитывать особенности распределения материала в 
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пространстве, но также и изменение его механических 

свойств. На практике разработка методов восстановле-

ния упругих параметров материала предполагает расчёт 

элементов композиционных конструкций, к которым 

можно отнести как различные слоистые/армированные 

композиты [4–8], так и продукты аддитивного производ-

ства [9–13]. Другим направлением выступает построение 

моделей для образцов клинической практики, исследова-

ние которых в большинстве случаев основано на методе 

неразрушающего контроля и направлено на прогнозиро-

вание поведения системы в условиях воздействия внеш-

них нагрузок [14–16]. 

К одному из существующих в настоящее время под-

ходов к восстановлению механических свойств матери-

ала можно отнести гомогенизацию выделенной области 

согласно данным цифрового двойника объекта. Постро-

ение цифрового двойника выполняется на основе данных 

с изображений среды, полученных одним из методов ин-

спекции, наибольшее распространение среди которых 

получило проведение рентгеновской компьютерной то-

мографии. Значения, полученные с такого рода изобра-

жений, определяют изменение показателей проницаемо-

сти среды в пространстве и могут быть интерпретиро-

ваны в качестве механических показателей материала со-

гласно количественной шкале рентгеновской плотности 

Хаунсфилда [17]. Последующая сегментация изображе-

ний позволяет выделять различные фазы среды, облада-

ющие уникальными механическими свойствами матери-

ала. 

В первую очередь к методам гомогенизации можно 

отнести метод средней длины пересечений, предполага-

ющий построение тензора структуры [18; 19]. Компо-

ненты данного тензора определяют усреднённое направ-

ление осей ортотропии. Существующие физические со-

отношения позволяют использовать тензор структуры в 

расчётах [20]. К недостаткам данного подхода можно от-

нести необходимость как в предварительном вычисле-

нии тензора для каждого расчётного элемента среды, так 

и в определении физических констант, необходимых для 

решения системы физических соотношений. Другим 

подходом выступает метод представительных объёмных 

элементов, предполагающий определение механических 

параметров на основе результатов вычислительных экс-

периментов [21–23]. Недостатком подхода выступает 

необходимость в моделировании каждого микроэле-

мента среды, что требует большой вычислительной про-

изводительности для решения получаемой системы 

уравнений. 

В данной работе предложен новый метод восстанов-

ления матрицы упругих постоянных, основанный на про-

ведении расчётов методом конечных элементов с учётом 

данных с изображений [24–28]. К особенностям метода 

можно отнести меньшее количество проводимых вычис-

лений относительно существующих аналогичных подхо-

дов, а также слабую зависимость результатов относи-

тельно степени дискретизации расчётной сетки, что 

позволяет избегать трудностей, связанных с восстанов-

лением расчётной области. 

 

Материалы и методы 

 

Численное моделирование образцов из негомоген-

ного материала может быть выполнено на основе метода 

конечных элементов [29; 30]. Современные подходы к 

восстановлению трёхмерных изображений расчётной 

среды позволяют получать цифровые двойники объектов 

и использовать их для учёта пространственного распре-

деления механических свойств материала при  

построении численной модели [21; 31; 32]. В качестве 

метода восстановления изображений может быть ис-

пользована рентгеновская компьютерная томография, 

особенности проведения которой позволяют получать 

данные о распределении механических свойств в  

виде массива значений, каждое из которых отражает 

усреднённую проницаемость среды в текущем микро-

элементе объёма [17]. Наибольшее распространение по-

лучили техники проведения компьютерной томографии, 

согласно которым дискретизация области сканирования 

выполняется на основе микроэлементов с геометрией  

в виде прямоугольного параллелепипеда, представляю-

щего собой один воксель исходного изображения среды. 

Существующие методы численного моделирования 

предполагают использование данного вокселя в  

качестве наименьшей информативной единицы модели-

рования, что определяет возможность построения сетки 

на основе гексагонального конечного элемента  

сплошной среды с линейной аппроксимацией геометрии. 

Развитие современных подходов к численному модели-

рованию образцов из негомогенных материалов на ос-

нове применения методов неразрушающего контроля 

позволяет формировать подмножества из таких вокселей 

в одну расчётную единицу (элементарная ячейка)  

[20; 22; 30], что в значительной степени снижает размер-

ность получаемой системы и, как следствие, приводит к 

большей скорости вычислений. В этом случае моделиро-

вание элемента негомогенной среды предполагает  

процесс гомогенизации области [21–23; 33–35], что  

позволяет определять усреднённые по некоторому пред-

ставительному объёму механические свойства матери-

ала. 

Таким образом, в трёхмерном пространстве гомоге-

низация механических свойств выделенного элемента 

среды объёма V может быть выполнена на основе  

соотношения, полученного для тензора упругости 4-го 

ранга 
HC  для V-периодического композитного  

материала (механические свойства повторяются в  

каждом выделенном объёме V, который рассматривается 

в качестве элементарной ячейки) в виде [34; 35]: 

 
( ) ( )1H ij kl

ijkl pq pqrs rs
V

C C dV
V

=   , (1) 
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где C  – локально изменяющийся тензор упругости ку-

сочно-однородного материала, 
( )ij  – тензор откло-

нения деформаций для (ij)-го нагружения (например, при  

0i j= =  нагружение соответствует приложению еди-

ничных деформаций вдоль направления оси x0), опреде-

ляемый соотношением: 

 
( ) 0( ) ( )ij ij ij =  −  , (2) 

где 
0( )ij  – заданные постоянные по объёму V единич-

ные деформации, 
( )ij  – локально изменяющиеся де-

формации, которые могут быть вычислены на основе 

уравнений Коши: 

 ( )( ) ( ) ( )

, ,

1
.

2

ij ij ij

pq p q q p =  +   (3) 

Здесь поле перемещений  ( )ij  определяется исходя из 

решения соотношений упругости при заданных единич-

ных деформациях 
0( )ij : 

 
 ( )  ( )

 ( )

( ) ( )

( ) 0( ) ,

ij ij

pq pqrs rs
V

ij ij

pq pqrs rs
V

C dV

C dV

 



   =

=   




 (4) 

где  ( )ij  – поле виртуальных перемещений. На прак-

тике распространение получили методы, основанные на 

дискретизации области и решении системы (4) одним из 

численных методов, например, методом конечных эле-

ментов, – такой способ принято называть численной го-

могенизацией [2; 27; 36–38]. 

В работе [27] представлен метод, позволяющий вос-

станавливать упругие свойства среды на основе отклоне-

ния деформированного состояния сетки, построенной на 

элементарной ячейке, исходя из неоднородного распре-

деления механических параметров материала внутри 

рассматриваемого объёма V. В рамках подхода дискре-

тизация и решение выполняются методом конечных эле-

ментов, где каждый микроэлемент объёма описывается 

отдельным конечным элементом сплошной среды с из-

вестными механическими свойствами (например, изо-

тропия). В этом случае построение цифрового двойника 

расчётной области выполняется на основе сетки воксе-

лей, полученной согласно данным с изображения. Гомо-

генизация элемента среды может быть проведена на ос-

нове уточнения выражения (1) с учётом кусочно-одно-

родных свойств материала, определяя соотношение для 

матрицы упругости в виде: 

     
1

1
,

E

k

N
TH

k k k k
V

k

D D dV
V =

  =      (5) 

где NE – количество конечных элементов гомогенизиру-

емой области,  kD  – матрица упругости, постоянная по 

объёму k-го конечного элемента Vk,  k  – матрица ло-

кального отклонения деформаций, определяемая выра-

жением: 

       k k kI B = −  . (6) 

Здесь  I  – единичная матрица, собранная из вектор-

столбцов единичных деформаций  0( )ij , представлен-

ных согласно Нотации Фойгта [26],  kB  – матрица диф-

ференцирования, зависящая от локальных координат k-

го конечного элемента,  k  – матрица, составленная из 

вектор-столбцов узловых перемещений  ( )ij

k . Порядко-

вый номер нагруженного состояния (номер столбца) при 

составлении матриц  I  и  k  определяется согласно 

Нотации Фойгта, исходя из пары индексов (ij). Таким об-

разом, произведение   k kB   соответствует деформа-

циям, обусловленным негомогенным распределением 

материала [27]. 

Формулировка выражения (5) может быть также пе-

реопределена относительно поля перемещений в виде: 

     
1

1
,

EN
TH

k k k

k

D K
V =

  =      (7) 

где  kK  – матрица жёсткости k-го конечного элемента, 

 k  – матрица, составленная из вектор-столбцов ло-

кального отклонения узловых перемещений, определяе-

мых как: 

      ( ) 0( ) ( )ij ij ij

k k k =  −  . (8) 

Здесь вектор узловых перемещений  0( )ij

k  соответ-

ствует тензору единичных деформаций 
0( )ij , а  ( )ij

k  

– локальному тензору деформаций 
( )ij

k . 

Проведение расчётов на основе бинаризированной 

воксельной модели предполагает построение регулярной 

(ортогональной) конечно-элементной сетки с кусочно-

постоянными свойствами среды, что позволяет упро-

стить выражение (7) следующим образом: 

    
1

1
,

E
elasticN

TH

k kelastic
k

D K
V =

   =       (9) 

где индекс k проходит по номерам конечных элементов, 

определяемых упругой фазой среды [29; 30], а Velastic со-

ответствует образованному ими объёму. В этом случае в 

силу одинаковой геометрии конечных элементов и 
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неизменных механических свойств материала внутри их 

объёмов оказываются постоянными как локальная мат-

рица жёсткости K 
  , так и вектор узловых перемеще-

ний  0( )ij , что позволяет в значительной мере сокра-

тить количество проводимых вычислений при расчёте 

пористых образцов. 

Таким образом, численная гомогенизация представ-

ленным методом позволяет выполнять расчёты на основе 

построения равномерных и неравномерных сеток, интер-

претируя данные с цифрового двойника образца в каче-

стве показателей распределения негомогенных механи-

ческих параметров материала. В этом случае учёт неод-

нородных свойств среды выполняется согласно значе-

ниям отклонения деформаций (перемещений), вычисле-

ние которых может быть выполнено методом конечных 

элементов в рамках заданных граничных условий. 

Рассмотрим подробнее определение механических 

характеристик, используемых в формулах (1), (5) и (7). В 

силу особенностей представленной гомогенизации, ос-

нованной на решении методом конечных элементов, 

определяющая система уравнений имеет вид: 

     K f = , (10) 

где  K  – глобальная матрица жёсткости,    – матрица, 

составленная из глобальных вектор-столбцов узловых 

перемещений  ( )ij ,  f  – матрица глобальных вектор-

столбцов узловых сил  ( )ijf . Знак Σ определяет сборку 

глобальной матрицы жёсткости  K  согласно извест-

ному правилу суммирования: 

    
1

,

EN

k

k

K K
=

=  (11) 

где вычисление локальных матриц жёсткости  kK  вы-

полняется согласно формуле: 

        ,
k

T

k k k k k

V

K B D B dV=   
(12) 

принимая матрицу упругости  kD  постоянной по объ-

ёму отдельного конечного элемента. 

Определение в формуле (2) на моделируемой обла-

сти тензора локально изменяющихся деформаций 
( )ij  

предполагает вычисление соответствующего глобаль-

ного вектора узловых сил согласно выражению: 

    ( ) ( )

1

,

EN
ij ij

k

k

f f
=

=  (13) 

где суммирование определяется правилом сборки, вве-

дённым в формуле (11), а вектор узловых сил  ( )ij

kf  

вычисляется для k-го конечного элемента на основе со-

отношения: 

       ( ) 0( )

k

Tij ij

k k k k

V

f B D dV=  . 
(14) 

Здесь вектор-столбец  0( )ij  соответствует представлен-

ному согласно нотации Фойгта тензору единичных де-

формаций 
0( )ij . Дальнейшее решение системы уравне-

ний (10) требует исключения вырожденности путём при-

ложения кинематических граничных условий. В этом 

случае для каждой схемы нагружения ограничения в пе-

ремещениях должны удовлетворять выполнению пре-

дельного случая численного моделирования. При одно-

родном заполнении гомогенизируемой области сплош-

ным материалом требуется выполнение равенств: 

 
HC C=

, (15) 

 
HD D=

, 
(16) 

где C  и D  – соответственно тензор и матрица упру-

гости для однородного по объёму элементарной ячейки 

материала. Обеспечение выполнения равенств (15) и (16) 

может быть достигнуто в силу равенства нулю компо-

нент 
( )ij  и  ( )ij

k  в формулах (2) и (8). Вид необходи-

мых граничных условий для решения двухмерной задачи 

гомогенизации ранее был подробно описан в работах 

[34, 35] и по аналогии может быть расширен на трёхмер-

ный случай [28]. Таким образом, вычисление в формуле 

(2) тензора локально изменяющихся деформаций ( )ij  

может быть проведено на основе полученного из реше-

ния уравнения (10) вектора узловых перемещений  ( )ij  

с учётом вектора узловых сил  ( )ijf , определяемого вы-

ражением (13), в рамках приложения соответствующих 

методу гомогенизации граничных условий. 

Построение в формуле (8) вектора узловых переме-

щений  0( )ij  может быть выполнено аналогично ме-

тоду вычисления вектора  ( )ij  относительно вектора 

узловых сил  ( )ijf . Отличие компонент векторов 

 0( )ij  и  ( )ij  обусловливается следующими особен-

ностями метода. В силу приложения постоянных по объ-

ёму V единичных деформаций 
0( )ij  расчёт соответ-

ствующих узловых перемещений  0( )ij  может быть вы-

полнен путём локального нагружения каждого конеч-

ного элемента. В этом случае материал в рамках отдель-

ного подобъёма принимается однородным с заданными 
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механическими свойствами, что позволяет определять 

поле перемещений для k-го конечного элемента на ос-

нове равенства: 

     ,k k kK f =  (17) 

Решение полученной системы уравнений (17) отно-

сительно локальной матрицы узловых перемещений 

 k  также требует исключения вырожденности путём 

ограничения достаточного количества степеней сво-

боды. В отличие от кинематических граничных условий, 

используемых при решении системы (10), решение си-

стемы (17) не требует выполнения равенств (15) и (16) – 

ограничения накладываются лишь на подобие условий 

закрепления для каждого локального нагружения с це-

лью обеспечения корректности вычисления локального 

отклонения деформаций или перемещений согласно 

формулам (2) и (8), соответственно. Следует также отме-

тить, что построение численных моделей на основе би-

наризированных изображений с постоянным шагом дис-

кретизации приводит к равенству решений системы (17), 

полученных для каждого конечного элемента сетки, со-

ответствующего упругой фазе среды, что подтверждает 

корректность формулы (9) и позволяет выполнять вы-

числения однократно. 

В настоящем исследовании было предложено приме-

нить к расчёту образцов из негомогенных материалов 

определяющее соотношение (7) совместно с методом 

взвешенного интегрирования матрицы жёсткости каж-

дого конечного элемента сетки [24; 25]. В этом случае 

вычисление локальной матрицы жёсткости позволяет 

учитывать неоднородность материала на макроуровне, 

моделируя отдельным конечным элементом соответ-

ствующий ему объём среды на основе данных цифрового 

двойника. В отличие от метода, представленного в рабо-

тах [27; 28], построение локальной матрицы жёсткости 

предполагает учёт неоднородного распределения меха-

нических свойств материала в соответствующем объёме 

конечного элемента, что исключает возможность упро-

щения вычислений, определяемых формулой (9). Однако 

в рамках нового подхода предлагается использовать ап-

парат взвешенного интегрирования не при расчёте ло-

кальной матрицы жёсткости, а при построении вектора 

узловых сил. Такой подход реализует гомогенизацию об-

ласти, соответствующей объёму отдельного конечного 

элемента, что предполагает сведение суммирования в 

формуле (7) к одному слагаемому. В этом случае расчёт-

ные соотношения метода позволяют в дальнейшем опу-

стить этап сборки, определённый формулами (11) и (13). 

Таким образом, равенство (7) принимает вид: 

     
1

1
,

MN
TH

k kl kl kl

l kl

D K
V=

  =      (18) 

где NM – количество материалов, задействованных объё-

мом конечного элемента, Vkl – доля объёма, занимаемая 

l-й фазой среды,  klK  – локальная матрица жёсткости, 

соответствующая однородному материалу, определяе-

мому l-й фазой. Матрица локального отклонения узло-

вых перемещений  kl  выражается через локальную 

матрицу узловых перемещений  kl , представленную 

равенством: 

   0 DT

kl k kl
    =  −     , (19) 

где локальная матрица узловых перемещений 
DT

kl
    со-

ответствует решению, полученному на основе учёта не-

однородности материала согласно данным цифрового 

двойника, а матрица 
0

k
    определяется значениями, со-

ответствующими однородной модели. 

Вычисление локальной матрицы узловых перемеще-

ний 
DT

kl
    может быть выполнено на основе решения 

системы уравнений (17). В этом случае моделирование 

области одним конечным элементом предполагает при-

ложение кинематических граничных условий, обеспечи-

вающих наличие ненулевых деформаций. В качестве ло-

кальной матрицы узловых сил используется матрица 
DT

klf   , интегрирование которой выполняется с учётом 

неоднородного пространственного распределения мате-

риала [29; 30]. Матрица 
DT

kl
   , вычисленная на основе 

решения системы (17) с учётом матрицы 
DT

klf   , соот-

ветствует узловым перемещениям, образованным нагру-

жением однородного образца в условиях воздействия 

сил, соответствующих тензору единичных деформаций 
0( )ij  для негомогенной среды, определяемой l-й фа-

зой. Подставляя правую часть равенства (19) в формулу 

(8), записанную в матричном виде, окончательное выра-

жение для вычисления матрицы локального отклонения 

узловых перемещений  kl  представимо как: 

   ,DT

kl kl
  =    (20) 

Рассматривая в качестве моделируемой среды 

сплошной однородный материал, в формуле (18) под зна-

ком суммы остаётся единственное слагаемое, определя-

ющее матрицу упругости однородного материала. Пра-

вая часть соотношения (20), аналогично формуле (8), пе-

реписанной для однородного материала в матричном 

виде, оказывается равна 
0

k
   , что также приводит к удо-

влетворению условий постановки задачи, выраженных 

равенствами (15) и (16). Применение такого подхода на 

практике позволяет проводить гомогенизацию неодно-

родных материалов. Восстановление механических 

свойств многофазных сред может быть реализовано на 

основе изолированного исследования каждой фазы:  
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последующее суммирование полученных компонент в 

формуле (18) может быть проведено в силу сплошности 

материала и непрерывности функций форм конечного 

элемента [6]. 

 

Результаты 

 

Моделирование выполнялось на основе трёхмерного 

гексагонального восьмиузлового изопараметрического 

конечного элемента с линейной аппроксимацией [30]. В 

рамках исследования проводился расчёт тестовых образ-

цов. В первую группу изображений входили данные с из-

вестным распределением механических параметров. 

Вторая группа содержала цифровые двойники, получен-

ные путём извлечения элементов среды из натурных объ-

ектов. Полученные результаты содержали показатели 

распределения упругого вещества (пористость), а также 

компоненты матрицы упругости, восстановленные на  

основе применения представленного метода. Вери-

фикация полученных данных для образцов первой 

группы выполнялась на основе аналитического расчёта 

согласно соотношениям закона механической смеси [39]. 

 

Моделирование неоднородных свойств 

 

Оценка количественного соответствия результатов, 

полученных разработанным методом на основе формулы 

(18), проводилась в отношении тестовых образцов моде-

лируемой пористости. Для показательности результатов 

проводимых вычислений использовалась двухмерная 

постановка задачи (рис. 1). В этом случае использова-

лись бинаризированные данные компьютерной 

томографии, в которых за единицу принимался упругий 

материал, определяющий жёсткость конструкции, а в ка-

честве нуля определялось расположение пустот и пори-

стых образований. Дискретизация области изображения 

выполнялась с постоянным шагом, что определяло регу-

лярную сетку пикселей. Образующий структуру мате-

риал (соответствующий единице) принимался сплош-

ным и изотропным со следующими механическими па-

раметрами: модуль упругости на растяжение/сжатие         

E = 200 ГПа, модуль сдвига G = 77 ГПа, коэффициент 

Пуассона ν = 0,3. Данные механические показатели были 

выбраны произвольно и могут быть изменены в рамках 

постановки конкретной задачи. В силу особенностей ме-

тода восстановления матрицы упругих постоянных при-

кладываемые в рамках решения системы (17) граничные 

условия выбирались фиксированно для каждого эле-

мента негомогенной среды и использовались лишь для 

корректной математической постановки задачи: прикла-

дываемые единичные деформации растяжения/сжатия 

не несут физического смысла, однако приводят к удовле-

творению равенств (15) и (16) при рассмотрении сплош-

ных изотропных моделей. В силу особенностей метода 

построение расчётных сеток предполагало аппроксима-

цию гомогенизируемой области одним конечным эле-

ментом. 

Первой задачей выступал расчёт образцов с геомет-

рией в виде квадрата. Рассмотрим численное моделиро-

вание объектов с равномерным распределением пори-

стости (рис. 1, а, б). На рис. 1, а, представлена схема цен-

трального прямоугольного выреза. Характеристическим 

параметром выступал размер стороны квадратного вы-

реза, определяемого чёрным цветом. Соотношение сто-

рон квадратов составляло a / b = 3, пористость образца – 

порядка 11 %. При моделировании размер пикселя соот-

ветствовал характеристическому параметру и составлял 

1×1 мм. Разрешение изображения, полностью определя-

емое введёнными зависимостями, составляло 3×3 пик-

селя, что в дальнейшем устанавливало количество точек 

интегрирования при вычислении вектора узловых сил 

[30]. Габариты расчётной области составляли 3×3 мм. 

В табл. 1 представлены результаты расчёта, получен-

ные как на основе применения формулы закона механи-

ческой смеси, так и путём проведения вычислений пред-

ставленным методом. В силу симметрии моделируемого 

выреза механические свойства гомогенизируемого эле-

мента соответствовали изотропии с пониженным показа-

телем упругости, в отличие от сплошного образца. От-

клонение полученных значений от исходного модуля 

упругости образующего материала находилось в зависи-

мости от показателя пористости элемента среды и со-

ставляло порядка 11 %. Таким образом, результаты пока-

зывают высокую сходимость значений численного ме-

тода данным аналитического расчёта: погрешность со-

ставляла около 0,0002 % и в большей степени объясня-

лась ограниченной точностью хранения вычислитель-

ных данных. Исключение прямоугольного выреза из об-

ласти приводит к соответствию решения сплошному  

  
а б 

 
в 

Рис. 1. Моделирование тестовых образцов:  

а – прямоугольный вырез; б – равномерная пористая 

структура; в – треугольный вырез 
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изотропному материалу и полностью удовлетворяет ра-

венствам (15) и (16), что может быть использовано в 

дальнейшем при оценке сходимости метода на основе 

изменения относительной доли содержания упругого ве-

щества в рамках сохранения равномерной пористости 

материала. 

Следующим этапом выступало моделирование рав-

номерного распределения прямоугольных вырезов в за-

данной квадратной области. На рис. 1, б обозначена 

схема моделирования пористости материала. Приложе-

ние равномерно распределённых граничных условий 

обеспечивалось сплошной внешней границей ширины s. 

Средняя область геометрии покрывалась одинаковыми 

квадратными вырезами со стороной b, расстояние между 

которыми определялось параметром h. В рамках данной 

тестовой задачи в качестве характеристического пара-

метра использовалось значение b, к которому приравни-

вались остальные геометрические размеры, определяю-

щие дискретизацию области: s = h = b. Таким образом, в 

качестве исходного изображения использовались бина-

ризированные данные с разрешением 100×100 пикселей, 

что определяло размеры внешней границы как a = 100 · 

b. В этом случае пористость элемента среды равнялась 

48,02 %. Принимая аналогично предыдущей задаче b = 1 

мм, габариты области составляли 100×100 мм. 

Моделирование равномерного распределения пори-

стости в заданной области аналогично обеспечивало изо-

тропию механических свойств материала. В табл. 2 пред-

ставлены результаты аналитического и численного рас-

чётов. Отклонение моделируемых значений относи-

тельно исходного модуля упругости составляло порядка 

48,02 %, что также соответствовало показателю пористо-

сти материала. Аналогично результатам расчётов преды-

дущей модели величина модуля упругости на растяже-

ние/сжатие или сдвиг оказывается в прямой зависимости 

относительно доли содержания упругого вещества при 

условии равномерного распределения неоднородных 

свойств. Погрешность вычислений относительно анали-

тического метода не превышала 0,0001 %, что также мо-

жет быть объяснено недостаточной точностью хранения 

числовых данных. Проведение вычислительных экспе-

риментов на данной модели позволяет оценивать влия-

ние высокого уровня пористости среды на упругие пока-

затели элемента, что при условии равномерного распре-

деления негомогенных свойств материала в совокупно-

сти с результатами моделирования центрального прямо-

угольного выреза позволяет сделать вывод о линейной 

зависимости решения относительно доли содержания 

образующего вещества. 

Завершающей задачей серии вычислительных экспе-

риментов, направленных на построение заданной неод-

нородности, выступает моделирование треугольного вы-

реза внутри геометрии расчётной области, что опреде-

ляет несимметричное распределение материала. На    

рис. 1, в, представлена геометрия выреза, определяемая 

характеристическим параметром s. Гипотенуза постро-

енного таким образом треугольника лежит на диагонали 

внешнего квадрата, определяющего габариты области. 

Принимая соотношение вида a / s = 100, разрешение ис-

ходного изображения среды также составляло 100×100 

пикселей. Доля пустого пространства, определяемого 

треугольным вырезом, равнялась 45,6 %. Габариты 

внешней области устанавливались значением параметра 

s = 1 мм и соответствовали 100×100 мм. 

В табл. 3 представлены результаты моделирования 

несимметричного распределения образующей фазы 

среды. Так как метод основан на вычислении механиче-

ских параметров для ортотропных материалов с помо-

щью матрицы, обратной к матрице упругости [22], при-

менение такого подхода к расчётным величинам предпо-

лагает поворот локальной системы координат гомогени-

зируемого элемента среды в соответствии с направле-

нием осей ортотропии. Исключая процесс поворота на 

данном этапе исследований, полученные значения мо-

дуля упругости на растяжение/сжатие или сдвиг оказы-

ваются равными в направлении Ox и Oy, что объясняется 

зеркальной симметрией треугольного выреза относи-

тельно ортогональных координатных осей. В отличие от 

двух предыдущих тестовых задач, полученное в рамках 

данной постановки численное решение показывает 

только качественное соответствие результатов модели-

рования несимметричного распределения. 

Сопоставительный анализ с аналитическим реше-

нием может быть заменён на сравнение результатов с 

данным расчёта одного из существующих численных 

подходов и требует дальнейшего развития исследова-

ний. 

 

Показательные натурные образцы 

 

Следующим этапом выступало проведение показа-

тельных расчётов на образцах биологического проис-

хождения. В качестве исходных изображений применя-

лись трёхмерные снимки костных органов карликовых  
 

 

Таблица 1 

Значения модуля упругости для образца с  

прямоугольным вырезом, ГПа 

Таблица 2 

Значения модуля упругости для образца с  

равномерной пористой структурой, ГПа 

Параметр Образующий Аналитический Расчётный 

E 200,00 192,59 192,59 

G 76,92 74,07 74,07 
 

Параметр Образующий Аналитический Расчётный 

E 200,00 103,96 103,96 

G 76,92 39,98 39,98 
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Рис. 2. Элементы сегментированных данных костных органов: а – губчатая кость; б – кортикальная и губчатая 

кость; в – кортикальная кость; г – кортикальная и губчатая кость с большой кривизной внешней стенки органа 
 

 

Таблица 3 

Значения модуля упругости для образца с  

треугольным вырезом, ГПа 

Параметр Образующий Расчётный 

E 200,00 124,20 

G 76,92 60,29 
 

Таблица 4 

Относительная доля содержания пустого  

пространства элементов среды, % 

Первый 

образец 

Второй 

образец 

Третий 

образец 

Четвёртый 

образец 

39,37 63,10 68,34 71,81 
 

 

 

свиней. Протокол экспериментов, включающий анесте-

зию, хирургическое вмешательство, послеоперацион-

ный уход, тестирование и эвтаназию, был одобрен Ко-

митетом по уходу за животными Казанского государ-

ственного медицинского университета. Все экспери-

ментальные процедуры проводились в соответствии со 

стандартами, чтобы свести к минимуму страдания жи-

вотных и размер экспериментальных групп. Сканиро-

вание образцов выполнялось на основе микро-/нанофо-

кусной системы рентгеновского контроля для компью-

терной томографии и 2D-инспекции Phoenix V|tome|X 

S240 в лаборатории рентгеновской компьютерной то-

мографии Института геологии и нефтегазовых техно-

логий Казанского (Приволжского) федерального уни-

верситета. Для первичной обработки данных и созда-

ния воксельной модели образца на базе рентгеновских 

снимков использовалось программное обеспечение 

datos|x reconstruction. Зафиксированный в держателе 

образец помещался на вращающийся столик камеры 

компьютерного томографа на оптимальном расстоянии 

от источника рентгеновского излучения. 
Подготовка экспериментальных данных предпола-

гала сегментацию исходных изображений согласно по-

казателям проницаемости среды [4–6]. Результатом 

сегментации выступало выделение расчётных фаз 

костной ткани, включающих как упругое костное веще-

ство, так и материал в порах, влияние которого на об-

разование жёсткости конструкции пренебрежительно 

мало. Последующее извлечение элементов кубической 

геометрии основывалось на выборе типичных для кост-

ной ткани структурных образований: моделирование 

проводилось на расчётных образцах с различной долей 

и распределением упругой костной ткани (рис. 2). В ка-

честве показательных распределений материала рас-

сматривались: губчатая (трабекулярная) кость высокой 

пористости (см. рис. 2, а, первый образец), сочетание 

кортикальной и губчатой кости на плоской границе ор-

гана (см. рис. 2, б, второй образец), плотная кортикаль-

ная кость (см. рис. 2, в, третий образец), сочетание кор-

тикальной и губчатой кости на границе органа с высо-

кими показателями кривизны (см. рис. 2, г, третий об-

разец). 

Размеры геометрии определялись разрешением 

элемента изображения и физическим размером вокселя 

и совпадали для всех подобъёмов среды. Количество 

вокселей составляло 26×26×26, размер каждого вокселя 

– 0,2×0,2×0,2 мм. Таким образом, габариты области 

равнялись 5,2×5,2×5,2 мм. Восстановление механиче-

ских свойств материала на основе натурных образцов 

выбранной структуры предполагало моделирование  
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Таблица 5 

Значения расчётных механических параметров элементов среды, ГПа 

Параметр Образующий 
Первый 

образец 

Второй 

образец 

Третий 

образец 

Четвёртый 

образец 

Exx 30,00 21,62 11,47 9,81 8,56 

Eyy 30,00 21,31 11,44 17,14 9,86 

Ezz 30,00 19,10 11,72 18,23 9,82 

Gxy 11,54 7,65 4,46 4,76 3,50 

Gyz 11,54 8,38 4,38 4,78 3,49 

Gxz 11,54 7,50 4,45 6,99 3,83 

          

 
 

Рис. 3. Зависимость отклонения упругих характеристик от доли содержания материала 

 

распределения упругого материала, значения механи-

ческих свойств которого принимались постоянными в 

каждом микрообъёме среды. Таким образом, бинариза-

ция исходных массивов данных проводилась согласно 

пороговому значению для костной ткани, полученному 

методом Отцу на основе построения гистограмм изоб-

ражений [38]. В табл. 4 представлены относительные 

показатели отсутствия упругого вещества в элементах 

среды. 

В качестве механических параметров образующего 

костного вещества принимались следующие: модуль 

упругости E = 30 ГПа, модуль сдвига G = 11,54 ГПа, 

коэффициент Пуассона ν = 0,3. Значения данных пока-

зателей соответствуют средним показателям для кост-

ной ткани и могут быть уточнены в рамках моделиро-

вания определённого типа материала с учётом множе-

ства фаз среды [26]. В табл. 5 представлены значения 

механических параметров в зависимости от направле-

ния декартовых координатных осей. В отличие от ре-

зультатов, полученных для тестовых образцов задан-

ной неоднородности, компоненты модулей упругости и 

сдвига не равны вдоль направления ортогональных 

осей. Следует отметить, что аналогично постановке за-

дачи с треугольным вырезом (см. рис. 1, в) вычисление 

механических параметров на основе обратной матрицы 

для ортотропных материалов предполагает переход в 

локальную систему координат, оси которой 

сонаправлены с осями ортотропии элемента среды. 

Представленные в табл. 5 результаты соответст-ствуют 

механическим показателям материала, полученным без 

использования матрицы поворота, и в дальнейших ис-

следованиях могут быть пересчитаны на основе опре-

деления усреднённого направления осей ортотропии 

[18; 22]. 

Результаты показывают влияние объёмного рас-

пределения материала на упругие характеристики 

среды: показатели упругости снижаются при уменьше-

нии количественного содержания образующего мате-

риала для всех натурных образцов. Качественная 

оценка значений позволяет сделать вывод о влиянии 

структурного распределения костной ткани: моделиро-

вание второго образца показало наибольшие значения 

модуля упругости в направлении оси Oz  

(Ezz = 11,72 ГПа), что в среднем на 2,5 % больше пока-

зателей в направлении осей Ox и Oy. С механической 

точки зрения данный результат может быть объяснён 

увеличенной прочностью костного органа на растяже-

ние/сжатие вдоль продольной оси, направление кото-

рой на элементе снимка совпадает с координатной 

осью Oz. К другого типа результатам можно отнести 

данные, полученные для третьего образца: модуль 

упругости в направлении оси Ox оказывается прибли-

жённо в два раза меньше соответствующих значений 

вдоль направления осей Oy и Oz, что объясняется 
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наличием пустой полости в этом направлении. Данные 

результаты в большей степени соответствуют транс-

версальной изотропии. Учёт особенностей такого рода 

неравномерного распределения материала в области 

при построении численных моделей позволяет уточ-

нять напряжённо-деформированное состояние образца, 

полученное на основе конечно-элементного расчёта 

[30]. Результаты, представленные для первого и четвёр-

того образцов, позволяют проводить анализ усреднён-

ных упругих характеристик на основе произвольного 

распределения материала в объёме, исключая наличие 

чётко выраженных осей структурной направленности 

вещества. 

На рис. 3 представлен график зависимости откло-

нения значений упругих показателей материала отно-

сительно объёмного содержания материала, образую-

щего жёсткость элемента. Синим цветом обозначена 

доля содержания пустоты (пористость), оранжевым и 

жёлтым – отклонение среднего арифметического моду-

лей упругости и сдвига от исходных механических па-

раметров образующего материала. Следует выделить 

результаты, полученные для третьего образца, согласно 

которым отклонение упругих характеристик относи-

тельно доли упругого материала меньше, что объясня-

ется его плотным направленным распределением в вы-

деленном подобъёме (см. рис. 2, в). Для других образ-

цов экспериментальной группы отклонение среднего 

арифметического механических свойств находится в 

прямой зависимости относительно заполненности эле-

мента упругой фазой среды. 

 

Обсуждение 

 

Моделирование в рамках работы неоднородных 

свойств на основе расчёта образцов заданной струк-

туры показало сходимость метода относительно анали-

тического решения. Выбор определённых механиче-

ских показателей в качестве исходных использовался 

для оценки отклонения моделируемых значений. Рас-

смотрение образцов с равномерным распределением 

пористости (см. рис. 1, а, б) показало сходимость ре-

зультатов с данными расчёта, полученными согласно 

закону механической смеси. Моделирование образцов 

подобной структуры предполагает расчёт материалов 

высокой пористости: в клинической практике данными 

свойствами обладают элементы трабекулярной струк-

туры [3]. Проведение вычислений на образце с тре-

угольным вырезом (см. рис. 1, в) показало необходи-

мость в определении направления осей ортотропии ма-

териала для корректной оценки упругих характеристик. 

Исследование элементов костной структуры позво-

лило определить качественное соответствие результа-

тов моделирования структурной организации матери-

ала. Извлечение элементов изображения, соответству-

ющих граничной области, оказывается актуальной за-

дачей при дискретизации области регулярной 

ортогональной сеткой [24–26]. В этом случае каждому 

конечному элементу соответствует локальная область 

компьютерной томографии, определяющая соответ-

ствующую подобъёму часть костного органа. Таким 

образом, заполнение элемента среды упругим материа-

лом оказывается произвольным не только в силу нерав-

номерного структурного распределения вещества, но и 

ввиду геометрических особенностей объекта. Харак-

терным примером подобной дискретизации области 

выступает моделирование костных органов сложной 

топологической структуры, например, костей конечно-

стей карликовых свиней [24; 25] или позвоночников со-

бак [26]. Предложенный метод также позволяет прово-

дить вычисления с учётом нескольких фаз материала. 

Таким образом, сегментация исходных изображений 

может быть выполнена с выделением не только пустого 

пространства, но и на основе определения костной 

ткани различного происхождения (кортикальная, губ-

чатая и др.). Исследования элементов многофазных 

сред позволяют проводить в том числе расчёты позво-

ночных столбов, принимая в качестве расчётных кост-

ную ткань и материал межпозвоночных дисков [28]. 

Преимуществами предложенного метода восста-

новления упругих характеристик материала выступает 

применение методов неразрушающего контроля, пред-

полагающих учёт неоднородных свойств среды на ос-

нове данных с изображений. Реализация такого под-

хода на практике позволяет проводить множественное 

нагружение образцов без необходимости в их разруше-

нии. Другим преимуществом метода оказывается воз-

можность применения к моделям, предполагающим 

дискретизацию расчётной области на основе построе-

ния регулярных ортогональных сеток. Задачи такого 

рода получили распространение при численном моде-

лировании согласно данным компьютерной томогра-

фии, определяющих в большинстве случаев равномер-

ную ортогональную сетку пикселей/вокселей. Приме-

нение таких сеток в расчётах позволяет избегать слож-

ной процедуры восстановления расчётной геометрии и 

предоставляет возможности автоматизации проводи-

мых вычислений. Отличительной особенностью рас-

смотренного метода также выступает возможность 

определения механических параметров материала 

напрямую из численной модели, применяя в расчётах 

вектор узловых сил, построенный с учётом данных с 

изображений. Данная методика, в отличие от метода 

представительных объёмных элементов, позволяет из-

бежать дополнительных вычислений, направленных на 

усреднение полученных величин и в значительной сте-

пени снижает количество проводимых расчётов. Сле-

дует отметить, что в рамках предложенного метода, 

аналогично методу построения тензора структуры и 

методу представительных объёмных элементов, оста-

ётся открытым вопрос определения размера гомогени-

зируемой ячейки, что устанавливает степень дискрети-

зации расчётной области и в большей мере зависит от 

разрешающей способности сканирующего устройства. 
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В качестве направления дальнейших исследований 

может быть рассмотрен подход, предполагающий рас-

чёт согласно методу, предложенному в [27; 18] работах, 

моделируя каждый конечный элемент среды на основе 

взвешенного интегрирования локальной матрицы 

жёсткости. Такой подход также позволит в значитель-

ной степени сократить количество проводимых вычис-

лений при высоком разрешении исходных изображе-

ний среды. 

 

Заключение 

 

В работе рассмотрен метод восстановления меха-

нических параметров материала на основе построения 

матрицы упругих постоянных с учётом данных цифро-

вого двойника объекта. В ходе исследований получены 

результаты расчёта как тестовых образцов заданной 

структурной неоднородности материала, так и элемен-

тов натурных образцов с произвольным объёмным рас-

пределением вещества. Результаты показали сходи-

мость полученных показателей к аналитическому ре-

шению в расчётных тестовых задачах и качественное 

соответствие структурным показателям при моделиро-

вании натурных экземпляров. Представленный метод 

позволяет получать механические свойства напрямую 

из численной модели, избегая ряда дополнительных 

вычислений, необходимых для проведения расчётов на 

основе аналогичных подходов. Применение такого ме-

тода на практике позволяет выполнять построение мат-

рицы упругих постоянных для элементов негомоген-

ных сред и использовать полученные значения при 

дальнейших расчётах. 
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 The determination of mechanical parameters is one of the relevant directions in the calculation 
of inhomogeneous media elements. The need to build numerical models is primarily due to the 
development of modern approaches to the reconstruction of materials of various composite struc-
tures. The use of computational models in clinical practice also makes it possible to study the 
strength characteristics of objects of biological origin, the features of which include the uniqueness 
of the material structural distribution. The most widespread approaches in this case are based on 
the use of image data. Within the framework of this work, a method for constructing an elasticity 
matrix based on digital twin data is presented. During the work, images with a given material struc-
ture are constructed, as well as data extraction from CT scans of full-scale samples. The averaging 
of mechanical parameters was performed on the basis of the finite element method for the area of 
square or cubic geometry defining the unit cell. The calculations performed by the proposed 
method showed the convergence of the method with the analytical calculation data on the example 
of solving test problems, and also determined the qualitative correspondence of the results to the 
features of the structural distribution of the material in full-scale samples. The presented homoge-
nization method makes it possible to determine the elastic characteristics of a medium element, 
taking into account the inhomogeneous properties of the forming material. 
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