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В силу  теоремы данное  уравнение  разрешимо  при   1λ≠ . Аналогично найдем: 

tB(x,t) x e= , 

t t1K(x,t) K(x,t ) x e x e1B(x,t,t ) 01 K(t ,t) K(t ,t ) t t1 1 1 1t e t e1 1

= = = , 

B(x,t,t ,...,t ) 01 n =  при n 1≥ . 

Поэтому                    
tD(x,t; ) K(x,t) xeλ = = . 

 
Таким образом, по формуле (8.15) получаем 

tx e
R(x,t; ) .

1
λ =

−λ  

Согласно формуле (8.14), решение данного уравнения имеет вид 

t1 x ex t x(x) e e dt e x
1 10

λ− − −ϕ = +λ ⋅ = +∫ −λ −λ . 

Лекция 9. 
 

Гармонические функции. Формулы Грина 
 
Рассматриваемые вопросы: 

1. Фундаментальные и обобщенные решения уравнения Лапласа. 
2. Свойства гармонических функций. 

      3.   Формула Остроградского-Гаусса. 
      4.   Формулы Грина. 

 
Уравнения Лапласа и Пуассона относятся к числу основных уравнений 

эллиптического типа 
0=∆u    (уравнение Лапласа) 

)(xfu −=∆    (уравнение Пуассона) 
Первая краевая задача для уравнения Пуассона имеет вид 
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Задача (9.1) носит название задачи Дирихле. 
Вторая краевая задача или задача Неймана записывается в виде 
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Третья краевая задача связана с условием на границе 
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u
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∂
∂+      (9.3) 

Гармоническими функциями называются функции, удовлетворяющие уравнению 
Лапласа. 

Рассмотрим некоторые свойства гармонических функций и их возможное 
интегральное представление. 

 
Вспомним формулу Остроградского-Гаусса. 
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где  zyx AAA ,, – любые достаточно гладкие функции пространственных переменных. 
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гладкие функции. 
Тогда с учетом равенства 
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так называемую первую формулу Грина. 
Поменяв местами  u  и  v  получим двойственную формулу 
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Вычтем (5) из (4) 
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Аналогичная формула имеет место и для функции двух переменных 
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(6) и (7) – называют второй формулой Грина. 
Определение 1. Функции, удовлетворяющие уравнению Лапласа, называются 

гармоническими. 
Найдем гармонические функции, обладающие сферической и цилиндрической 

симметрией. 
Запишем уравнение Лапласа в сферических координатах 
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и найдем его решение, зависящее только от  r,  так что 
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Возьмем частное решение при  0,1 21 =−= cc  

.
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Эту функцию называют фундаментальным решением уравнения Лапласа в 
пространстве. 

Рассмотрим теперь  уравнение Лапласа в цилиндрических (полярных) координатах 
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и найдем его решение, обладающее цилиндрической симметрией 
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Положим  0,1 21 =−= cc  

.
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ru =−=      (9.10) 

Это фундаментальное решение уравнения Лапласа на плоскости. Наряду с 

гармоническими функциями  
r

1
  и  

r

1
ln   будем пользоваться их сдвигами: 
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которые гармоничны по координатам  Р  всюду, за исключением точки  .0P  

Найдем интегральное представление достаточно гладкой функции  и,  заданной в 
области  ω  с достаточно гладкой границей. 

Пусть точка  ω∈0P  – внутренняя точка области,  δω ,0P  – шар, радиуса  δ  с центром в 

точке  ,0P   причем  δ  >0  настолько мало, что  .,0
ωω δ ⊂P  
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Применим формулу Грина (7) к области  ,/ ,0 δωω P   полагая  .
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Рассмотрим 

.)(44)(
111

,0
00,0

2
221 ∫∫∫∫ ===















∂
∂=

δδ

ππδ
δ

PP s

cpcp
PPPPs

PuPuds
r

uds
rn

uJ  

Так как  n – внешняя нормаль  .
00 PPPP rrn ↑↓↑↑  

При  00 PPcp →→δ   и  ).(4 01 PuJ π→  

04
1 21

2

,0 0

→≤
∂
∂−= ∫∫ πδ

δ
δ

M
ds

n

u

r
J

PS PP

 

при  .0→δ  
Тогда 

.
1

)(4
11

000

0

)(
∫∫∫∫∫ ∆−=+















∂
∂−















∂
∂

ω

ωπ ud
r

Puds
n

u

rrn
u

PPs PPPP

 

и, следовательно 
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В частности, если  и – гармоническая в  ω  функция, то  0=∆u   и 
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Замечание. Если  ),( yxu  гармонична, то 
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Свойства гармонических функций. 
Свойство 1. Если  и(р) – гармоническая в области  ω , то 
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Действительно, считая, что  и гармоническая в области  ω ,  а  1≡v   в формуле 
(9.6), имеем 
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Свойство 2. Теорема о среднем. 
Значение гармонической функции  в центре сферы равно среднему интегральному от 

ее значений на сфере, т.е. 
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