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Аналитически исследовано распространение импульсов ВТН в длинных 

линиях с нелинейностью и дисперсией в присутствии низкочастотных флук-

туаций тока и напряжения, которые могут быть обусловлены влиянием внеш-

них ЭМ полей, генерируемых близрасположенным электрооборудованием 

промышленного или энергетического объекта. Показано, что даже в пренебре-

жении потерями, под влиянием внешних по отношению к импульсу низкоча-

стотных флуктуаций, он деформируется, причем, в процессе распространения, 

характерный размер импульса вдоль линии и его амплитуда изменяются как 
2/3t  и 

2/3t , соответственно. 

 

Основные уравнения и постановка задачи 

 

Распространение в длинных линиях с распределенными параметрами не-

линейных импульсов волн тока и напряжения (ВТН), возбуждаемых внеш-

ними источниками электромагнитного (ЭМ) поля изучалось теоретически и 

численно в работах [1, 2]. При этом в [1] для неоднородных телеграфных урав-

нений, описывающих ВТН в линиях с линейной нагрузкой были получены 

точные аналитические решения для источников типа удаленного разряда мол-

нии, индуцирующих ВТН вследствие растекания зарядов, «подтянутых» элек-

тростатическим полем грозового облака. Для линий с нелинейной нагрузкой 

возникающая при этом система неоднородных уравнений Кортевега-де Вриза 

(КдВ) решалась численно с использованием развитых в [2, 3] методов числен-

ного интегрирования нелинейных систем. Однако и в том, и в другом случае 

предполагалось, что низкочастотные (по сравнению с характеристической 

длиной импульса) колебания тока и напряжения в линии изначально отсут-

ствуют. Реально же практически всегда мы встречаемся на практике с ситуа-

цией, когда на распространяющиеся в линиях сигналы (например, в сетях 

управления) оказывают свое влияние внешние ЭМ поля, генерируемые 

близрасположенным электрооборудованием промышленного или энергетиче-

ского объекта, суммарное воздействие которых на линию носит хорошо выра-

женный хаотический характер. Такое воздействие, в результате, можно в до-

статочно хорошем приближении рассматривать как стохастические флуктуа-

ции индуцируемого в линии тока (и, соответственно, напряжения), частоты 
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которых (порядка промышленной частоты) существенно меньше характерных 

частот управляющих импульсов ВТН, распространяющихся по сети. 

В настоящей работе изучается задача распространения импульсов ВТН, 

распространяющихся в длинных линиях, включающих нелинейные элементы 

(например, полупроводниковые (параметрические) диоды, варисторы или раз-

рядники в качестве нелинейных емкостей и др.) с дисперсией, определяемой 

наличием в линии индуктивных элементов, в присутствии низкочастотных 

флуктуаций тока и напряжения. Для линии, элемент которой показан на рис. 

1, уравнения, описывающие распространение ВТН, имеют вид системы урав-

нений КдВ, учитывающих возможные потери в линии [2]: 
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где R, C, L, G – распределенные пара-

метры: сопротивление, емкость, ин-

дуктивность и коэффициент утечки 

(проводимость), рассчитанные на 

единицу длины; 2 ,1   и 2 ,1    

параметры, определяющие вклад со-

ответственно нелинейных и диспер-

сионных эффектов. Следуя [3] пере-

пишем уравнения (1) в безразмерном 

виде: 
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где коэффициенты 2,12,12,1
~,

~
,~   также являются безразмерными, и для упро-

щения анализа будем вначале предполагать, что потери в линии пренебрежимо 

малы: 0~
2,1  , поскольку их наличие может при исследовании "маскировать" 

эффекты, обусловленные воздействием стохастических флуктуаций тока и 

напряжения на распространение импульса ВТН (влияние потерь обсудим в за-

вершающей части работы). Рассмотрим одно (любое) из полученных таким 

образом уравнений и, опустив «тильды» и индексы при коэффициентах, а 

также предполагая, например, для первого уравнения системы (2), что на вре-

менах, много меньших характеристического периода флуктуаций, ток и напря-

жение связаны линейным соотношением U = IR, запишем: 

03  UUUU xxt ,  

 

Рис. 1. Элемент длинной линии  

с магнитной связью 
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где .
~

,~
11 R  Для упрощения выполним замену U  (6/)u и введем в 

уравнение член, описывающий стохастические флуктуации: 

                            0)(6 3  tuuuu xxt .                                    (3) 

Уравнение (3) представляет собой так называемое «стохастическое» уравне-

ние КдВ, впервые (безотносительно к типу среды) исследованное М. Вадати 

[4]. Из [3, 5] известно, что это уравнение при  (t)=0 описывает эволюцию не-

линейных волн и солитонов в самых разнообразных средах с дисперсией. Для 

определенности будем исследовать влияние стохастических колебаний тока и 

напряжения в линии на солитон уравнения КдВ, поскольку при  (t)=0 он яв-

ляется устойчивым образованием и распространяется без изменения своей 

формы и скорости, хотя осуществляемый ниже подход является достаточно 

общим (так, в разд. 2 решается задача для волн любого типа, описываемых 

уравнением, в общей постановке). 

В уравнении (3) (t) описывает внешний "шум", когда характеристиче-

ские размеры солитона ВТН ls много меньше когерентной длины шума ln. Это 

является частным случаем более общего, когда внешний шум описывается 

членом вида  (x,t). Однако, будучи более простым для аналитического изуче-

ния, рассматриваемый частный случай позволяет получить точный результат 

и дает нам информацию, которая является весьма полезной и для более общей 

ситуации, когда ns ll 
 .  

 

Общее точное решение 

Прежде всего, заметим, что уравнение (1) связано с уравнением КдВ 

06 3   VVVVt  

преобразованием Галилея 
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и, следовательно, является полностью интегрируемой системой и может быть 

проинтегрировано методом ОЗР [6]. Следуя анализу, выполненному в [4], бу-

дем предполагать, что внешний шум (t) является гауссовским 
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      (четные n) 

(5) 

и белым )'(2)'()( tttt  . Здесь угловые скобки  обозначают стати-

стическое усреднение, а символы   , как и в работе [4], означают, что мы 
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выбираем n/2 пар (ti, tj), умножаем n/2 раз )()( ji tt   и суммируем по всем 

различным (n-1)!! В этом случае для W(t) будем иметь 

             
    .const,)(exp)(exp

,),(min2)()(,0)(
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Рассмотрим вначале задачу в наиболее общей постановке. Пусть функци-

онал от V (t, ) имеет следующий вид: 

                     ),(...),,(),,(),(   tFtVtVFtVF .                          (7) 

Рассматривая преобразование Фурье 
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с учетом флуктуаций координаты  получаем [3] 
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0 tmkiktFktF  ,                                       (8) 

где 
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Статистически усредняя, будем иметь 

                                   )(ˆ,ˆ,ˆ
0 kGktFktF  ,                                          (10) 

где для  )(exp)(ˆ tmkikG  , используя (5) и (6), можно записать 

         0,24)(,)(exp)(ˆ 3222

2
1  tttmtmkkG .                (11) 

Уравнение (10) показывает, что усредненный спектр (8) функционала 

 ),,( ytVF   есть произведение  yktF ,,ˆ  в отсутствие шума (9) и гауссовского 

распределения (11). Таким образом, имеем 

                 ,),( tFtVF  






ikxkGktFdk e)(ˆ,ˆ
2

1
0 .                   (12) 

Используя теорему о свертке, можно также получить из решения (12) [4]  

                         ),(tVF    
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. 

Полученные выражения (12) и (13) могут быть теперь использованы для ис-

следования динамического поведения солитонов уравнения (3), которое мы 
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сейчас и рассмотрим. 

 

Динамика солитонов ВТН 

В качестве примера исследуем случай, когда  ),( tVF  (7) является функ-

ционалом односолитонного решения уравнения (3). Вычисляя  ktF ,ˆ
0  и )(ˆ kG  

по формулам (9) и (11), можно легко найти  ktF ,ˆ  и затем получить ),( xtu .  

Воспользуемся, однако, более наглядным и простым способом, предложен-

ным в [4]. Рассмотрим решение 

                        txxxtV 3
0

22 4sech2),(                                (14) 

(  константа, имеющая смысл собственного значения, отвечающего солитону 

 см. [6]) и, учитывая замену )(tmx   и формулы (4), запишем решение в 

виде 

  
t ttWtxxtWxtu 0

3
0

22 'd)'(64sech2)(),( . 

Далее, беря статистическое среднее и используя при этом формулы (5), (6), 

получим: 
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Второе и третье соотношения (6) дают [3] 
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Таким образом, будем иметь 

                          ,e)1(8),(
1
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где 

                   txxa 3
0 4)(2  ,         

3248 tb  .                        (16) 

Отметим, что формула (15) получена в предположении, что "шум" является 

гауссовским. Для "шума", не являющегося белым, выражение для параметра b 

(16) будет более сложным. Следуя [3], из (15) получим 

 ).2/(sech2),(,),(),( 22
0

2 axtuxtuxtu bab               (17) 

Из первого равенства (17) следует, что динамическое поведение солитона стоха-

стического уравнения КдВ описывается уравнением диффузии, где роль времени 
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играет параметр b, а роль пространственной координаты – а. Заметим, что урав-

нение (15) может быть записано в форме преобразования Фурье, и тогда решение 

уравнений (17) примет вид 

                    











 iakbk
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Формула (18) дает спектральное представление решения стохастического урав-

нения КдВ при наличии стохастических гауссовских флуктуаций волнового 

поля, при этом преобразование Фурье статистического среднего ),( xtu  пред-

ставляет собой произведение чисто солитонной части kk  sinh/8 2
 и диффу-

зионной части )(exp 2bk . Используя теорему о свертке, решение (18) можно пе-

реписать в форме [5] 
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Основываясь на результате (18), рассмотрим теперь динамическое поведе-

ние солитона при наличии гауссовского "шума". Согласно [5] из (18) можно по-

лучить: 

а) при 148 32  tb  
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где nB   числа Бернулли. Выражения (19) показывают, что при 0t  ),( xtu  

определяется правой частью формулы (14) с 0t , а при t  





















 

3

22
02/3

48

)4(
exp

3
),(

t

txx
txtu . 

Из последнего выражения видно, что при эволюции в результате воздействия 

внешнего "шума" солитон деформируется, причем, асимптотически, его ха-

рактерный размер вдоль направления распространения и амплитуда изменя-

ются, соответственно, как 
2/3t  и 

2/3t , что не является следствием диффузи-

онных или диссипативных эффектов, которые можно было бы связать с поте-

рями, поскольку область, занимаемая солитоном, является инвариантом, т.е. 

интеграл 

 xxtu d),(  сохраняется. Это легко проверить прямым вычисле-

нием: 
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В заключение заметим, что выше мы рассмотрели влияние на структуру и 

эволюцию солитона уравнения КдВ, описывающего импульс ВТН, стохастиче-

ских колебаний, присутствующих в системе (в нашем случае, в линии),  внеш-

него (по отношению к распространяющемуся в линии импульсу) белого "шума" 

вида  (t). В более общем случае уравнение КдВ может принимать вид [4] 

                       0),(6 3  xtuuuuu xxt ,                               (20) 

(причем четвертый член – ср. (20) с уравнениями (2) – описывает потери в ли-

нии), однако проведенный анализ остается справедливым, когда характеристиче-

ское время   /1st  и характеристический размер солитона ns ll   ( nl   ко-

герентная "длина" шума). В случае, когда ls ~ ln, преобразование Галилея (4) 

оказывается уже неверным и необходимо обобщить метод обратной задачи 

рассеяния, как это было сделано, например, для уравнения КдВ в работах [7, 

8]. Получить же точные (аналитические) решения уравнения (20) не представля-

ется возможным и единственным путем исследования динамики его решений 

остается численное интегрирование, которое может быть успешно осуществлено 

с использованием методов, развитых в [2, 3, 5].  
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