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Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ.

Òåìà ñåãîäíÿøíåãî çàíÿòèÿ � èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ðÿäîâ âèäà

S(x) =
∞∑
n=1

an(x), (1)

îáùèé ÷ëåí êîòîðûõ an(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà
íåêîòîðîì ìíîæåñòâå E ÷èñëîâîé îñè R.

Ðÿä (1) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ íà ìíîæåñòâå E, åñëè îí ñõîäèòñÿ â
êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ïðèçíàêè è êðèòå-
ðèè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâûõ ðÿäîâ, ìîæíî íàéòè îáëàñòè ñõîäèìîñòè è àá-
ñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (1), êàê ìû ýòî äåëàëè ñ ÷èñëîâûìè ðÿäàìè,
êîãäà an çàâèñåë îò ïàðàìåòðà. Âñïîìíèì, êàê ýòî äåëàëîñü ðàññìîòðåâ
ñëåäóþùèé

Ïðèìåð 1. Îïðåäåëèòü îáëàñòè ñõîäèìîñòè è àáñîëþòíîé ñõîäèìî-

ñòè ðÿäà
∞∑
n=1

lnn x

n
.

Ðåøåíèå. Ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, åñëè | lnx| < 1, òî åñòü íà èíòåð-
âàëå ( e−1, e ), ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå îí �ëó÷øå ãåîìåòðè÷åñêîãî�. Ðÿä
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ðàñõîäèòñÿ âíå ýòîãî èíòåðâàëà | lnx| > 1, òàê êàê òîãäà îí �õóæå� ãàð-
ìîíè÷åñêîãî è ðàñõîäèòñÿ ïðè lnx = 1, êàê ãàðìîíè÷åñêèé. Íàêîíåö, ïðè
lnx = −1 ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî, êàê ðÿä Ëåéáíèöà.

Îòâåò. Îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà [ e−1, e ); àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè
( e−1, e ); óñëîâíî ñõîäèòñÿ òîëüêî ïðè îäíîì çíà÷åíèè x = e−1.

Èòàê, åñëè ìû ðåøèëè, ÷òî ðÿä S(x) ñõîäèòñÿ íà E, òî íàøè äàëüíåé-
øèå äåéñòâèÿ, êàê åñòåñòâîèñïûòàòåëÿ, áóäóò ñîñòîÿòü â èçó÷åíèè ïîâå-
äåíèÿ ôóíêöèè S(x). Êñòàòè, â âèäå òàêîãî ðÿäà çàïèñûâàþòñÿ ðåøåíèÿ
ìíîãèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè, îïèñûâàþùèõ ïîâåäåíèå ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Âîçìîæíî, íàì
ïðèäåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàòü è èíòåãðèðîâàòü S(x), âû÷èñëÿòü ïðåäåëû
ïðè x → x0, è ïð. Ïîñêîëüêó ÿâíûé âèä ôóíêöèè S(x) íåèçâåñòåí, ýòè
äåéñòâèÿ ïðèäåòñÿ ïðîèçâîäèòü íàä êàæäûì ÷ëåíîì an(x), n = 1, 2 . . . ,
ðÿäà. Ñïðàøèâàåòñÿ, íàñêîëüêî ýòî êîððåêòíî. Íàïðèìåð, ïîëó÷èì ëè ìû
ïîñëå ïî÷ëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðÿäà (1) äåéñòâèòåëüíî ïðîèçâîä-
íóþ ôóíêöèè S(x) èëè íå÷òî ñîâñåì äðóãîå. Ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû
ïîêàçûâàþò, ÷òî ñîâåðøàòü òàêîå ñ ðÿäîì (1) íå âñåãäà ïðèâîäèò ê æåëàå-
ìîìó ðåçóëüòàòó,� íàäî ïðîâåðÿòü ñïåöèàëüíûå óñëîâèÿ î ãëîáàëüíîé ñêî-
ðîñòè ñõîäèìîñòè ðÿäà, à íå ïðè êàæäîì x â îòäåëüíîñòè. Òàêèå óñëîâèÿ
îáû÷íî íàêëàäûâàþòñÿ â âèäå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Sn(x), n = 1, 2, . . .} ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà (1).

Îïðåäåëåíèå 1. Ðÿä (1) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ íà ìíî-

æåñòâå E, åñëè ðàâíîìåðíî íà E ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷-

íûõ ñóìì

Sn(x) =
n∑

k=1

ak(x), n = 1, 2, . . . ,

èëè, ÷òî òîæå, îñòàòîê ðÿäà (1)

rn(x) =
∞∑

k=n+1

ak(x) =⇒
E

0,

òî åñòü

sup
x∈E

rn(x) −→ 0,

êîãäà n→∞.

Ïîíÿòíî, ÷òî èñïîëüçóÿ òîëüêî ýòî îïðåäåëåíèå äîñòàòî÷íî òðóäíî
óñòàíîâèòü èëè îïðîâåðãíóòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíî-
ãî ðÿäà. Äëÿ ýòîãî, êàê è äëÿ ïðåäûäóùèõ ðÿäîâ ñóùåñòâóþò êðèòåðèè è
äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè.
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Êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè: Ðÿä (1) ñõîäèòñÿ ðàâ-
íîìåðíî íà E òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ε > 0 ∃N = N(ε) ∀n > N ∀p ≥ 1 ∀x ∈ E :∣∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

ak(x)

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Êðèòåðèé Êîøè íåðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè: Ðÿä (1) íå ñõî-

äèòñÿ ðàâíîìåðíî íà E, åñëè

∃ε > 0 ∀N ≥ 1 ∃n > N ∃p ≥ 1 ∃xn ∈ E :∣∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

ak(xn)

∣∣∣∣∣∣ ≥ ε.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè

∃ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 ∃xn ∈ E, | an(xn) | ≥ ε,

òî ðÿä (1) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ íà E.

Ýòî ÷àñòíîå çàìå÷àíèå óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü { an(x) } îáùèõ ÷ëåíîâ ðÿäà íå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê íóëþ
íà E, òî ðÿä (1) òàêæå íå áóäåò ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. Îòñþäà ñëåäóåò
ïðàêòè÷åñêàÿ ðåêîìåíäàöèÿ ïî äîêàçàòåëüñòâó îòñóòñòâèÿ ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè: íàäî íàéòè òàêîå xn, ÷òîáû an(xn) 6→ 0.

Ïðèâåäåì ïðèìåð íà èñïîëüçîâàíèå ýòîé ïðàêòè÷åñêîé ðåêîìåíäàöèè.

Ïðèìåð 2. Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä (1) ñ îáùèì
÷ëåíîì

an(x) = arctg
x

n
√
n
,

êîãäà x ∈ E = [ 1, ∞ ].

Ðåøåíèå. Ïðè ëþáîì x ∈ E îáùèé ÷ëåí an(x) ∼ x3/n
√
n, òàê ÷òî

â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèçíàêà ñõîäèìîñòè ðÿä ñõîäèòñÿ íà E. Îäíà-
êî ìíîæåñòâî E íåîãðàíè÷åíî, è ïîýòîìó â êà÷åñòâå xn ìîæíî âûáðàòü
ôóíêöèþ îò n, �ãàñÿùóþ� áûñòðóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà ïðè ôèê-
ñèðîâàííîì x, ïîëîæèâ, ê ïðèìåðó xn =

√
n. Â òàêîì ñëó÷àå ïðè ëþáîì

n çíà÷åíèå îáùåãî ÷ëåíà an(x) = arctg 1 = π/4, è íèêàêîé ñõîäèìîñòè ê
íóëþ áûòü íå ìîæåò.
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Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ìåòîäàì äîêàçàòåëüñòâ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Åñëè ñóùå-

ñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { cn } íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, ÷òî

| an(x) | ≤ cn íà E, è ïðè ýòîì ðÿä

∞∑
n=1

cn < ∞,

òî ðÿä
∞∑
n=1

an(x)

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

Çàìåòèì, ÷òî ðÿä ñ îáùèì ÷ëåíîì cn ïðèíÿòî íàçûâàòü ìàæîðèðóþ-

ùèì ðÿäîì.

Ïðèìåð 3. Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä (1) ñ îáùèì
÷ëåíîì

an(x) = exp{−n(x2 + sinx) },
êîãäà x ∈ E = [ 1, ∞ ].

Ðåøåíèå. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî x2 + sinx > 1 ïðè ëþáîì x ∈ E. Ñëå-
äîâàòåëüíî, an(x) ≤ e−n, è ìàæîðèðóþùèé ðÿä ñ îáùèì ÷ëåíîì cn = e−n

ñõîäèòñÿ êàê ãåîìåòðè÷åñêèé.

Åùå îäèí ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè îñíîâàí íà
ìàæîðèðîâàíèè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà rn çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà ñ ìîíî-
òîííî ñõîäÿùèìñÿ ê íóëþ îáùèì ÷ëåíîì: |rn(x)| ≤ |an+1(x)|. Â ýòîì ñëó-
÷àå íåîáõîäèìî ñäåëàòü îöåíêó ñâåðõó |an+1(x)| ≤ cn òàê, ÷òîáû cn → 0.

Ïðèìåð 4. Äîêàçàòü, ÷òî ðÿä

∞∑
n=1

(−1)nx
2 + n

n2
(2)

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîíå÷íîì îòðåçêå E = [ a, b ], íî íå ñõî-

äèòñÿ àáñîëþòíî íè ïðè îäíîì çíà÷åíèè x ∈ R.

Ðåøåíèå. Óñòàíîâèì ñíà÷àëà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü îöåíèâ ïî ìî-
äóëþ îñòàòî÷íûé ÷ëåí çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà (2):

| rn(x) | ≤ |, an+1(x) | =
x2 + n+ 1

(n+ 1)2
≤ b2 + n+ 1

(n+ 1)2
→ 0.
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Íî ðÿä (2) íå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, ïîñêîëüêó ðÿä èç ìîäóëåé �õóæå� ãàð-
ìîíè÷åñêîãî:

| an(x) | =
x2 + n

n2
≥ 1

n
.

Ïðèâåäåì åùå äâà òðàäèöèîííûõ ïðèçíàêîâ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ.

Ïðèçíàê Äèðèõëå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Ðÿä âèäà

∞∑
n=1

an(x)bn(x) (3)

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå E çíà÷åíèé x, åñëè

(1)
∣∣∣∣ ∞∑
n=1

bn(x)
∣∣∣∣ < M, ∀n ≥ 1,

(2) ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { an(x) } ìîíîòîííà è ðàâíî-
ìåðíî ñõîäèòñÿ ê íóëþ

Ïðèçíàê Àáåëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Ðÿä âèäà

∞∑
n=1

an(x)bn(x)

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå E çíà÷åíèé x, åñëè

(1)
∞∑
n=1

bn(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà E,

(2) ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { an(x) } îãðàíè÷åíà íà E è

ìîíîòîííà ïðè êàæäîì x ∈ E.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû íà èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ïðèçíàêîâ.

Ïðèìåð 5. Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä âèäà (3) ñ
îáùèì ÷ëåíîì

an(x)bn(x) =
sin(x/2) sinnx√

n+ x2

êîãäà x ∈ E = R.
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Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèçíàêîì Äèðèõëå, ïîëîæèâ bn = sin(x/2) sinnx,
òàê êàê â Êóäðÿâöåâå, Êóòàñîâå è ïð. äîêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà ïîëåçíàÿ íàì
è â äàëüíåéøåì:

sin
x

2

n∑
k+1

sinnx = 2 sin
n+ 1

2
sin

n

2
.

Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè sinx ýòî îáåñïå÷èâàåò íàì âûïîëíåíèå
óñëîâèÿ (1) â ïðèçíàêå Äèðèõëå ñ M = 1.

Äàëåå, âûáåðåì

an(x) =
1√

n+ x2
.

Òàê êàê an(x) ≤ 1/
√
n, òî ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { an(x) }

ìîíîòîííî è ðàâíîìåðíî íà E ñõîäèòñÿ ê íóëþ.
Èòàê, îáà óñëîâèÿ ïðèçíàêà Äèðèõëå âûïîëíÿþòñÿ, òàê ÷òî èññëåäóå-

ìûé ðÿä ñõîäèòñÿ íà E = R ðàâíîìåðíî.

Ïðèìåð 6. Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä âèäà (3) ñ
îáùèì ÷ëåíîì

an(x)bn(x) =
(−1)n

3

√
n+
√
x

(
1 +

x

n

)n

,

êîãäà x ∈ E = [ 0 , 1 ].

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèçíàêîì Àáåëÿ. Âûáåðåì

bn(x) =
(−1)n

3

√
n+
√
x
,

ïîñêîëüêó ðÿä ñ òàêèì îáùèì ÷ëåíîì ÿâëÿåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ è åãî
ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ëåã÷å ïðîâåðèòü, îöåíèâàÿ ìîäóëü îñòàòî÷íîãî
÷ëåíà ìîäóëåì ïîñëåäíåãî îòáðîøåííîãî ÷ëåíà.

Î÷åâèäíî, | bn(x) | ïðè êàæäîì çíà÷åíèè x ìîíîòîííî ñõîäèòñÿ ê íóëþ
è îñòàòî÷íûé ÷ëåí íà îòðåçêå E = [ 0 , 1 ] èìååò ñëåäóþùóþ ìàæîðàíòó:

| rn(x) | ≤ | bn+1(x) | =
1

3

√
n+ 1 +

√
x
≤ 1

3
√
n+ 1

→ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà èç bn(x) óñòàíîâëåíà è óñëî-
âèå (1) ïðèçíàêà Àáåëÿ âûïîëíÿåòñÿ.

Â óñëîâèè (2) ïîëîæèì

an(x) =
(
1 +

x

n

)n

.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

an(x) ≤
(
1 +

1

n

)n

.

îãðàíè÷åíà è, êàê ìû çíàåì èç îáùåãî êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà,
ìîíîòîííî ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó e. Ýòî äîêàçûâàåò âûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ (2)
ïðèçíàêà Àáåëÿ è, òåì ñàìûì, çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ìîíîòîííîé ñõî-
äèìîñòè íà E = [ 0 , 1 ] èññëåäóåìîãî ðÿäà.

Çàäàíèå 48

Ðåøåíèå ñëåäóþùèõ çàäà÷, âçÿòûõ èç çàäà÷íèêà Êóäðÿâöåâ, Êóòàñîâ
è äð., âûñûëàþòñÿ ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå volodinstudent@gmail.com â âè-
äå ôîòîãðàôèé ñ áîëüøèìè ïîëÿìè ââåðõó è âíèçó. Íåêîòîðûå èç ýòèõ
çàäà÷ ìîãóò ïîêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè, îñîáåííî òà, ÷òî îòìå÷åíà
çâåçäî÷êîé, íî, çàòî, èõ ðåøåíèå îöåíèâàþòñÿ áîëåå âûñîêèì áàëëîì.

Äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà çàäàííîì ìíîæåñòâå E, èñïîëü-
çóÿ ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà.

18.8(4).
∞∑
n=1

sin2 nx
3
√
n4 + x2

, E = R ,

18.11(2).
∞∑
n=1

n ln(1 + nx)

xn
, 1 + α ≤ x <∞, α > 0 .

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü.

18.14(2).
∞∑
n=1

sin(x2/n)

x2
√
n+ 1

, x ∈ R ,

18.21(6)∗.
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
e−nx, 0 ≤ x <∞ .

(Àáåëü)
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Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä íà ðàçíûõ

ìíîæåñòâàõ E1 è E2.

18.33(3)∗.
∞∑
n=1

x√
n
e−nx

2

, E1 = (δ, ∞), δ > 0; E2 = (0, ∞) ,

18.35(3).
∞∑
n=1

2n sin
(
x

3n

)
, E1 = (0, 1), E2 = (0, ∞) .
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