ФОРМУЛИРОВАНИЕ ЗАДАЧИ ОПТИМИЗАЦИИ

Для современного подхода к оптимизации характерна формализация задачи. Задача формулируется стандартным образом, а ее решение проводится на основе четкого алгоритма. 

Это позволяет: 

· единообразно решать задачи из самых различных областей; 

· использовать для решения компьютеры, что дает возможность перебора большого числа вариантов и выбора из них наилучшего.

При формализации задачи оптимизации выделяют три этапа:

1. формулирование задачи, приведение ее к одной из стандартных форм;

2. нахождение оптимальных условий на основе алгоритма оптимизации;

3. реализация оптимальных условий на практике.

Методы решения на 1 и 2 этапах различны. Как правило, 1 этап не формален, он связывает конкретные особенности объекта с общим методом решения задачи, а 2 этап целиком формализован на основе алгоритма решения. На 1 этапе, если задача плохо сформулирована, то формальный алгоритм решения даст абсурдный на практике результат. Поэтому на этапе формулирования задачи необходимо учитывать физико-химические особенности процесса, его экономичность, общее развитие промышленности, рыночную конъюнктуру и множество других обстоятельств.

Как правило, формулировка задачи оптимизации включает выбор критерия оптимальности, установление ограничений, выбор оптимизирующих факторов и запись целевой функции.

Критерии оптимальности. Это главный призрак, по которому судят о том, насколько хорошо функционирует данная система, работает данный процесс. О работе судят по ее результатам, поэтому критерий оптимальности является одним из выходов системы.

Требования, предъявляемые к критериям оптимальности

1. Быть единственным. Как правило, нас интересует ряд выходов системы, и мы хотим, чтобы по всем этим выходам система была наилучшей. Например, чтобы технологический процесс был максимально производительным и с высоким качеством продукта, а затраты и потери – минимальными. При внешней привлекательности, такая постановка задачи оптимизации утопична и поэтому объективно вредна. Так вести процесс нельзя. Наиболее хорошо работают экономические критерии – прибыль, норма прибыли, рентабельность, себестоимость. Но чаще всего характер зависимости этих критериев от входных параметров системы сложен. Для упрощения задачи используются технологические критерии – производительность, чистота продукта и т.д. каждый технологический критерий в конечном счете связан с экономикой: чем больше производительность, тем выше прибыль, чем выше чистота, тем меньше затраты на следующих стадиях. При оптимизации производства в целом или его крупных подразделений применяют экономические критерии, а технологические удобны при оптимизации более мелких объектов, т.е. при локальной оптимизации.

2. Выражаться числом. Иногда это получается само по себе, например, скорость движения машины – число на спидометре; иногда требует дополнительных расчетов.

3. Величина критерия оптимальности должна изменяться монотонно при улучшении качества функционирования системы, т.е. оценивать объект можно по принципу, чем больше (меньше) критерий, тем лучше, но не по принципу – значение критерия оптимально и отклоняться от него нельзя. Например, в лекарственной смеси содержание ингредиента не может быть критерием оптимальности: иначе мы бы получили не смесь заданного состава, а максимальную концентрацию одного вещества. Если для какого-то параметра, характеризующего систему, существует оптимальное значение, то этот параметр не критерий оптимальности, а оптимизирующий фактор.

Оптимизирующие факторы – те из входов системы, которые в процессе оптимизации относят к управляющим. Это те воздействия, которые мы применяем для оптимизации процесса. Число оптимизирующих факторов зависит от того, на какой стадии разработки производства осуществляется оптимизация. Если производство еще проектируется (оптимальное проектирование), то к числу оптимизирующих целесообразно отнести как можно большее число факторов. На этой стадии регулировать факторы проще всего: регулирование (изменение значений) осуществляется не в действительности, а на математической модели.

Если производство создано, число оптимизирующих воздействий становится существенно меньше: часть факторов уже нельзя менять (оптимальное управление), часть не целесообразно регулировать т.к. чем больше управляющих факторов, тем сложнее система управления, сложнее математическая модель.

Ограничения - это условия которые необходимо соблюдать независимо от того, как их соблюдение повлияет на величину критерия оптимальности.

Ограничение и неограничение. 
Чаще всего ограничения возникают по следующим причинам: 

1) по количеству и качеству сырья и продукции. Состав сырья задается, количество тоже может задаваться, выпуск продукции не меньше планового и не больше возможности реализации, качество не меньше требований ГОСТа.

2) по условиям технологии: температура не может быть больше предела, при котором портится материал, из которого изготовлен аппарата; размер аппарата.

3) по экономическим и конъюнктурным соображениям: нельзя использовать методы и устройства, защищённые иностранными патентами, капитальные затраты больше выделенной суммы, срок ввода больше планового 

4) по соображениям охраны труда и окружающей среды.
Кроме этой классификации ограничения различают по формально – математическим признакам: типа равенств и неравенств. Чаще всего фактор рассматривают как контролируемый не регулируемый вход (состав сырья, размеры аппаратов, нагрузку на аппарат). Ограничение типа равенств устанавливают определенное значение того или иного фактора Ограничения типа неравенств определяют пределы допустимых значений параметров: хi(ai,  хj(bj,  al(хl(bl.

Пример. В отчете о научной работе указано, что протекание синтеза исследовано в температурном интервале от 363 К до 383 К.  Здесь нижний предел – определен тем, что при снижении температуры смесь запустевает; верхний - повышение температуры снижал выход продукта. С точки зрения формулирования задачи оптимизации (если за критерий принять выход) нижний предел - ограничен, а верхний – нет.

Задачи оптимизации можно решать различными методами:

	Методы оптимизации

	экспериментальные
	аналитические
	алгоритмические

(численные)

	На изучаемом объекте ставят опыты, их отличает малая трудоемкость, простота при достаточно точном описании свойств объекта в узком диапазоне изменения координат.

Нельзя установить функциональную связь.
Нельзя распространить

на однотипные объекты.
	Не нужен эксперимент.

Нужно знать физические закономерности для составления математического описания; 

Можно установить функциональную связь.
Можно использовать для новых проектов. Отличаются трудоемкостью вычислений, анализа нахождения решений уравнения, невысокой точностью описания свойств объектов.
	Продолжение аналитических методов

При решении задач доводят до числовых значений:

-градиентные

-статистические

-математического программирования (линейного и нелинейного)


Обычно эти методы объединяют. Например, объединяя экспериментальные и аналитические методы: уравнения составляют на основе анализа физико-химических процессов, объекта, числовые значения параметров уравнений определяются по экспериментальным данным с объекта. Но все равно нельзя распространить на однотипный объект нельзя использовать для новых проектов.

Метод дихотомии

Метод прямого поиска, основанный на делении пополам отрезка, на котором находится точка x0, называют методом дихотомии. [image: image1.jpg]S





Алгоритм метода дихотомии

Рассмотрим случай последовательного поиска точки, в которой функция f(x) достигает наименьшего значения в заданном интервале [ak, bk]. На отрезке [ak, bk] длиной lk выберем две точки xk1=(ak+bk)/2-δ и xk2=(ak+bk)/2+δ, где δ>0 — некоторое достаточно малое число, на которое удаляемся от середины отрезка. Вычислим значения f(xk1) и f(xk2) функции f(x) в этих точках и выполним процедуру исключения отрезка. 

Если f(xk1) < f(xk2), то отрезок [xk2,bk] исключаем из дальнейшего рассмотрения. 

Наоборот, если f(xk1) ≥f(xk2), то отрезок [ak,xk1] не рассматриваем. В результате получим новый отрезок. 

Далее алгоритм повторяют на новом отрезке (в данном примере на отрезке [ak,xk2.]) до достижения необходимой точности.
Метод градиента.
Градиентом функции F(x) называют вектор, координатами которого служат значения частных производных 
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, обозначают символом grad F(x) или 
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F(x) и записывают 
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Градиент показывает направление наибольшего возрастания целевой функции в данной точке. Выбрав в области допустимых решений начальную точку х0, и убедившись, что она не является оптимальной дальнейшее движение в оптимальном направлении осуществляется по градиенту функции цели.

Из аналитической геометрии известно, что первая производная в геометрической интерпретации представляет собой угол наклона касательной к кривой, т.е. 
[image: image6.wmf]j

tg

=

i

b

. Значения функции в точках, лежащих на градиенте, можно найти по формуле: 
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Из рисунка видно, что движение по градиенту представляет собой пошаговую операцию. Она продолжается до тех пор, пока не будут получаться результаты ниже предыдущих.
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В точке 
[image: image9.wmf]i

х

=
[image: image10.wmf]4

с

 результат опыта окажется не только меньше предсказываемой величины 
[image: image11.wmf]4
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, но и меньше предыдущего результата в точке 
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. В этом случае движение по градиенту прекращается. Вблизи точки 
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 ставится новая серия опытов для описания функции отклика в окрестностях оптимума или отыскания нового направления движения к оптимуму.

Для иллюстрации преимуществ градиентного метода рассмотрим традиционный однофакторный метод покоординатного спуска.

В предполагаемой области оптимума выбирают начальную точку 
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- малые приращения факторов. Рассчитывают значения функции в первой точке  F(
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). Далее не меняя 
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, идут по оси 
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, на каждом шаге считаем F до тех пор, пока результат не окажется ниже предыдущего. Тогда возвращаемся в предыдущую точку, фиксируем 
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 и двигаемся вдоль другой оси. 
[image: image35.png]13
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Например, проделав 15 ходов, мы видим, что из 12 точки двигаться некуда, следовательно, это точка предполагаемого экстремума. Для уточнения шаг уменьшают, например, вдвое и т.д.  пока шаги не станут меньше 
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, тогда считают, что точка экстремума достигнута.
Очевидно, что чем больше факторов в системе, тем сложнее перебор (многомерный поиск), больше времени для движения. С увеличением числа факторов эффективность градиентного метода возрастает. Для многомерного поиска применяют симплекс-планирование.
Симплекс-планирование

Симплекс-планирование - это последовательный метод поиска экстремума целевой функции, применение которого требует проведения минимально возможного числа опытов при определении направления движения и связано с незначительными по объему вычислениями. 
Симплекс n-мерный в n-мерном пространстве – фигура, образованная множеством (n+1) точек, не принадлежащих одновременно ни одному (n-1)- мерному подпространству данного пространства. Эти (n+1) точки называют вершинами симплекса, число которых всегда на единицу больше размерности n пространства. (Например, в двумерном пространстве это будет треугольник, в трехмерном – тетраэдр).

Последовательность применения симплекс - планирования при поиске оптимальных условий:

1. Построить первоначальный симплекс

2. Преобразовать его в регулярный (если необходимо)

3. В вершинах симплекса провести серию опытов, по результатам которой выбирают точку с наихудшим результатом.

4. Дальнейшее движение к оптимуму осуществляют к точке, являющейся зеркальным отражением точки с наихудшим результатом относительно противолежащей ей грани. Причем грань о в этом случае образуют к точек к-мерного симплекса. Перемещение симплекса называется кантовкой, на каждом шаге которой осуществляется один опыт.

5. Получили новый симплекс, результаты опытов в вершинах симплекса сравниваются и повторяют п. 4. 

Геометрическая интерпретация симплексного метода 
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Т.о. осуществляется перемещение симплекса до тех пор, пока не будет достигнута область оптимума. Если при перемещении симплекс на протяжении (n+1) шагов та или иная вершина сохраняет свое положение, то симплекс совершает оборот вокруг этой вершины. Это означает, что-либо в данной точке находится оптимум целевой функции, либо значения целевой функции в этой вершине определено не верно. Чтобы уточнить, какая из ситуаций имеет место, в этой точке вновь проводят эксперимент, и в дальнейшем работают с новым значением целевой величины. Оптимум считается достигнутым, если одна и та же точка входит в последовательные симплексы N раз, где N=1,65 n+0,05 n2, 2( n (30. Это эмпирически полученное выражение. Достигнув области оптимума размер симплекса уменьшают, как правило, на ¼ начальной величины.
Если ошибка эксперимента относительно велика, целесообразно в каждой вершине симплекса ставить несколько опытов и использовать усредненные наблюдения целевой функции. Если оказывается, что целевая величина в новой вершине симплекса меньше, чем в остальных вершинах, в соответствии с логикой движения следует возвратиться к предыдущему симплексу, но тогда произойдет зацикливание. Чтобы этого избежать, в качестве отбрасываемой вершины, выбирают вершину, в которой целевая функция имеет величину, следующую по порядку за наихудшей вершиной симплекса. Дальше движение продолжают, реализуя эксперимент в точке, расположенной зеркально, к отброшенной вершине.

Если новая вершина выходит за пределы допустимой области планирования, следует поступать как в случае с зацикливанием.

Преимуществами симплекс - планирования являются 

- малое число опытов, необходимых для определения направления движения, по сравнению с другими планами;

- включение в рассмотрение дополнительного фактора требует постановки только одного дополнительного опыта;

- метод прост с точки зрения объема вычислений;

- ограничения на область изменения факторов легко учитываются при движении симплекса;

- с увеличением числа рассматриваемых факторов эффективность метода возрастает.

К недостаткам симплекс – планирования можно отнести тот факт, что реализация метода не дает информации о влиянии каждого фактора на целевую функцию.

Построение начального симплекса (2 способа)

1 способ. Поместим одну из вершин симплекса в начало координат, а остальные вершины расположим так, чтобы ребра, исходящие из первой вершины образовывали одинаковые углы с соответствующими координатными осями.
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[image: image30.wmf]2 способ. Центр симплекса (центр плана эксперимента) поместим в начало координат, а (n+1)-ю вершину – на ось Хn. Остальные вершины располагаются симметрично относительно координатных осей, где 
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[image: image34.wmf]Длина ребра симплекса принята равной единице
.
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