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Таким образом, F – липшиц-непрерывный функционал с постоянной
L =

√
mes Ω .

Далее, для произвольных a, b ∈ R1 и 0 ≤ λ ≤ 1 выполнено неравенство

|λa+ (1− λ)b| ≤ λ|a|+ (1− λ)|b|,

пользуясь которым, получаем

(λa+ (1− λ)b)+ ≤ λa+ + (1− λ)b+ .

Отсюда с учетом того, что a+ ≥ b+ при a ≥ b, имеем

F (λu+ (1− λ)v) =
∫
Ω

( |∇(λu+ (1− λ)v)| − β)+ dx ≤

≤
∫
Ω

(λ |∇u|+ (1− λ) |∇v| − β)+ dx =

=
∫
Ω

(λ(|∇u| − β) + (1− λ)(|∇v| − β))+ dx ≤

≤
∫
Ω

[
λ(|∇u| − β)+ + (1− λ)(|∇v| − β)+

]
dx = λF (u) + (1− λ)F (v),

т.е. F – выпуклый функционал.

6 Слабо полунепрерывные снизу функционалы.

Определение 6.1. Функционал F : V → R1 называется слабо по-
лунепрерывным снизу в точке u0 ∈ V , если для любой слабо сходящейся
к u0 последовательности {un}+∞

n=1

F (u0) ≤ lim inf
n→+∞

F (un).

Функционал F называется слабо полунепрерывным снизу на V , если
он слабо полунепрерывен снизу в любой точке u ∈ V . ♢

Лемма 6.1. Функционал F , F (u) = ∥u∥ является слабо полунепре-
рывным снизу на V .

Доказательство. Пусть un ⇀ u0 в V при n→ +∞. Тогда

∥u0∥2 = (u0, u0) = lim
n→+∞

(un, u0) ≤ lim inf
n→+∞

[
∥un∥∥u0∥

]
= ∥u0∥ lim inf

n→+∞
∥un∥,

откуда и следует требуемое утверждеие.
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Теорема 6.1. Функционал F : V → R1 является слабо полунепре-
рывным снизу на V тогда и только тогда, когда лебегово множество
функционала F

Eα = {u ∈ V : F (u) ≤ α}
слабо замкнуто для любого действительного α.

Доказательство. Пусть множество Eα слабо замкнуто для любого
действительного α. Пусть un ⇀ u0 в V при n→ +∞, докажем, что тогда

F (u0) ≤ lim inf
n→+∞

F (un) = b. (6.1)

Допустим противное, т.е. предположим, что F (u0) > b. Тогда найдется
ε > 0, такое, что

F (u0) > b+ ε. (6.2)

Поскольку
b = lim inf

n→+∞
F (un),

то существует подпоследовательность {unk
}+∞
k=1, для которой

F (unk
) < b+

ε

2
. (6.3)

Но по предположению множество

Eα1
=

{
u ∈ V : F (u) ≤ b+

ε

2

}
, α1 = b+

ε

2
,

слабо замкнуто, и, так как unk
⇀ u0 в V при k → +∞, то из неравенства

(6.3) следует, что {unk
}+∞
k=1 ⊂ Eα1

, а потому u0 ∈ Eα1
, т.е.

F (u0) ≤ b+
ε

2
.

Это неравенство противоречит неравенству (6.2). Полученное противоре-
чие доказывает слабую полунепрерывность снизу F , если b > −∞. При
b = −∞ любому числу α соответствует подпоследовательность {unm

}+∞
m=1,

такая, что F (unm
) < α. Поэтому u0 ∈ Eα, и в силу произвольности α име-

ем, что F (u0) = −∞.
Наоборот, пусть функционал F является слабо полунепрерывным сни-

зу на V . Покажем, что множество Eα слабо замкнуто для любого дей-
ствительного α. Рассмотрим произвольную последовательность {un}+∞

n=1

из Eα, слабо сходящуюся в V к элементу u0 ∈ V при n→ +∞. Поскольку
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функционал F является слабо полунепрерывным снизу на V , а значит,
и в точке u0, то выполнено соотношение (6.1). Но F (un) ≤ α для любого
n, а потому и b ≤ α. Следовательно, F (u0) ≤ b ≤ α, т.е. u0 ∈ Eα.

Еще одну характеризацию слабо полунепрерывных снизу функциона-
лов дает

Теорема 6.2. Функционал F : V → R1 является слабо полунепре-
рывным снизу на V тогда и только тогда, когда его надграфик слабо
замкнут.

Доказательство. Определим на V × R1 функционал φ при помощи
соотношения φ(u, a) = F (u)− a.

Докажем, что F является слабо полунепрерывным снизу на V тогда
и только тогда, когда функционал φ является слабо полунепрерывным
снизу на V ×R1.

Действительно, пусть F слабо полунепрерывен снизу на V , un ⇀ u0 в
V , αn → α0 при n→ +∞. Имеем

lim inf
n→+∞

[F (un)− αn] ≥ F (u0)− α0,

откуда

lim inf
n→+∞

φ(un, αn) = lim inf
n→+∞

[F (un)− αn] ≥ F (u0)− α0 = φ(u0, α0).

Наоборот, пусть φ слабо полунепрерывен снизу на V × R1, un ⇀ u0 в
V при n→ +∞. Тогда

lim inf
n→+∞

F (un) = lim inf
n→+∞

φ(un, 0) ≥ φ(u0, 0) = F (u0).

Далее, согласно теореме 6.1 функционал φ является слабо полунепре-
рывным снизу на V ×R1 тогда и только тогда, когда лебегово множество

Er = {{u, a} ∈ V ×R1 : φ(u, a) ≤ r}

слабо замкнуто для любого действительного r. Множество Er является
сдвигом на вектор (0, r) множества epiF , и, следовательно, оно слабо
замкнуто тогда и только тогда, когда надграфик F слабо замкнут.

Определение 6.2. Функционал F : V → R1 называется полуне-
прерывным снизу в точке u0 ∈ V , если для любой сильно сходящейся к
u0 последовательности {un}+∞

n=1

F (u0) ≤ lim inf
n→+∞

F (un).
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Функционал F : V → R1 называется полунепрерывным снизу на V ,
если он полунепрерывен снизу в любой точке u ∈ V . ♢

Теорема 6.3. Выпуклый и полунепрерывный снизу функционал
F : V → R1 является слабо полунепрерывным снизу.

Доказательство. Очевидным образом видоизменяя доказательство
теорем 6.1, 6.2, получаем, что функционал F : V → R1 является полуне-
прерывным снизу на V тогда и только тогда, когда его лебегово множе-
ство Eα замкнуто для любого действительного α и надграфик F также
является замкнутым. Но надграфик выпуклого функционала F по опре-
делению является выпуклым множеством. Тогда согласно теореме 4.5
надграфик функционала F является слабо замкнутым множеством. Ис-
пользуя теперь теорему 6.2, получим, что функционал F является слабо
полунепрерывным снизу.

Пример 6.1. Индикаторная функция выпуклого замкнутого мно-
жества (см. пример 3.1) слабо полунепрерывна снизу.

Действительно, индикаторная функция выпуклого замкнутого множе-
ства выпукла и, как нетрудно проверить, полунепрерывна снизу. Поэтому
в силу теоремы 6.3 она является слабо полунепрерывной снизу.

Случай, когда выпуклый, полунепрерывный снизу функционал при-
нимает значение −∞, (несобственный функционал) оказывается весьма
специфичным, о чем свидетельствует следующая

Лемма 6.2. Если F : V → R1 – выпуклый, полунепрерывный снизу
функционал, принимающий значение −∞, то у него не может быть
конечных значений.

Доказательство. Заметим, во-первых, что в силу теоремы 6.3 функ-
ционал F является слабо полунепрерывным снизу.

Допустим, что существует точка u0, такая, что для некоторого числа
a0 выполнено неравенство F (u0) > a0.

Множество epiF является выпуклым, а в силу теоремы 6.2 – слабо за-
мкнутым, а значит, и замкнутым. Так как F (u0) > a0, то {u0, a0} ̸∈ epiF .
Поэтому из теоремы 1.3 вытекает существование ненулевого линейного
непрерывного функционала {F0, α} ∈ V ∗×R1, строго разделяющего мно-
жества epiF и точку {u0, a0}:

F0(u0) + α a0 < F0(u) + α a ∀ {u, a} ∈ epiF. (6.4)
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Выбрав u = u0, a = F (u0) в (6.4), получим

α
[
F (u0)− a0

]
> 0,

и значит, α > 0.
Так как {u, F (u) } ∈ epiF , то, положив a = F (u) в неравенстве (6.4)

и разделив затем обе части получившегося неравенства на α, имеем с
учетом линейности F0:

1

α
F0(u0 − u) + a0 < F (u) ∀u ∈ V, (6.5)

что невозможно, ибо левая часть неравенства (6.5) всегда конечна, а пра-
вая - принимает значение −∞ хотя бы в одной точке.

Справедлива также

Лемма 6.3 (Об аффинной миноранте). Пусть F : V → R1 – вы-
пуклый, полунепрерывный снизу функционал, не принимающий значе-
ние −∞. Тогда F имеет аффинную миноранту, т.е. существуют ли-
нейный непрерывный функционал F0 ∈ V ∗ и число a ∈ R1, такие, что

F (u) ≥ F0(u) + a ∀u ∈ V.

Доказательство. Если F ≡ +∞, то утверждение леммы очевидно.
Предположим поэтому, что в некоторой точке u0 выполнено неравенство
F (u0) < +∞. Поскольку функционал F не принимает значение −∞, то
существует число a0, для которого F (u0) > a0. Требуемый результат те-
перь устанавливается теми же рассуждениями, что и при доказательстве
леммы 6.2 (вплоть до получения неравенства (6.5)).

7 Проксимальное отображение в гильбертовом
пространстве.

Обобщением понятия оператора проектирования является так назы-
ваемое проксимальное отображение, изучению которого и посвящен на-
стоящий раздел.

Теорема 7.1. Пусть функционал F : V → R1 является собствен-
ным, выпуклым и полунепрерывным снизу. Выберем произвольный эле-
мент u ∈ V и определим функционал G : V → R1 по правилу:

G(η) = F (η) +
1

2
∥ η − u ∥2, η ∈ V.


