
равна постоянной u0 в круге с центром M0 и радиуса d/2. Пусть M1 – по-
следняя точка пересечения линии ℓ с границей упомянутого круга. Мы име-
ем u(M1) = u0, и по доказанному выше u(M) = u0 в круге Bd/2(M1). Пусть
M2 – последняя точка пересечения линии ℓ с границей этого круга. Как и
выше, убеждаемся, что u(M) ≡ u0 в круге Bd/2(M2), и т.д. После конечно-
го числп шагов вся линия ℓ будет покрыта указанными кругами. Точка N
окажется внутри некоторого круга, а значит, u(N) = u0.

Таким образом, если функция u не равна тождественной постоянной, то
ее наибольшее значение не может достигаться внутри Ω. Аналогично до-
казывается, что внутри Ω не может достигаться и наименьшее значение.
Согласно теореме Вейерштрасса функция u достигает наибольшего и наи-
меньшего значения на замкнутом ограниченном множестве Ω. При этом эти
значения леж ат на границе Γ.

Из теоремы 4.4.4 вытекают точно такие же, как и в параболическом слу-
чае, следствия.

Следствие 4.4.1 Если функция u, непрерывная в Ω и гармоническая
в Ω, равна нулю на Γ, то она тождественно равна нулю в Ω.

Доказательство. Действительно, наибольшее и наименьшее значения u
в Ω равны нулю, следовательно, u ≡ 0 в Ω.

Следствие 4.4.2 Если функции u и η непрерывны в Ω, гармонические
в Ω, u ≤ v на Γ, то u ≤ v всюду в Ω.

Доказательство. На самом деле, функция w = η − u непрерывна в Ω,
гармоническая в Ω и w ≥ 0 на Γ. Поэтому наименьшее значениу w неотри-
цательно, т.е. u ≤ v всюду в Ω.

Следствие 4.4.3 Если функции u и η (η ≥ 0) непрерывны в Ω, гармо-
нические в Ω, |u| ≤ v на Γ, то |u| ≤ v всюду в Ω.

Доказательство. Неравенство |u| ≤ v эквивалентно следующим: −v ≤
u ≤ v. Применяя дважды следствие 4.4.2, получим требуемое.

4.5 Постановки основных краевых задач.

Пусть n = 2, Γ – простая (т.е. без точек самопересечения) замкнутая
кривая. Обозначим через Ω+ ограниченную область, лежащую внутри кри-
вой Γ, через Ω− – бесконечную область, внешнюю к Ω+, также ограничен-
ную кривой Γ. Пусть на кривой Γ заданы непрерывные функции fi, i =
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1, 2, 3, 4. Основными задачами для уравнения Лапласа являются следую-
щие.

I. Внутрення задача Дирихле (первая краевая задача). Найти функ-
цию u, гармоническую в области Ω+, непрерывную на замкнутом множестве
Ω+ и принимающую на границе Γ заданные значения:

u
∣∣∣
Γ
= f1(P ). (4.22)

II. Внутрення задача Неймана (вторая краевая задача). Найти функ-
цию u, гармоническую в области Ω+, такую, что ее нормальная производная
∂u/∂n принимает на границе Γ заданные значения:

∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ

= f2(P ). (4.23)

III. Внешняя задача Дирихле. Найти функцию u, гармоническую в об-
ласти Ω−, непрерывную на замкнутом множестве Ω− и принимающую на
границе Γ заданные значения:

u
∣∣∣
Γ
= f3(P ). (4.24)

Дополнительно предполагается, что u ограничена в Ω−:

|u(M)| ≤ A = const ∀M ∈ Ω− . (4.25)

IV. Внешняя задача Неймана. Найти функцию u, гармоническую в об-
ласти Ω−, такую, что ее нормальная производная ∂u/∂n принимает на гра-
нице Γ заданные значения:

∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ

= f4(P ). (4.26)

Дополнительно предполагается, что u ограничена в Ω−, т.е. справедливо
неравенство (4.25).

Заметим, что условие (4.25) характеризует поведение функции u в беско-
нечно удаленных точках. Оно будет использовано при доказательстве един-
ственности решения.

Кроме сформулированных задач имеется краевая задача (внутренняя и
внешняя) с граничным условием[

∂u

∂n
+ a(P )u

]∣∣∣∣∣
Γ

= f5(P ). (4.27)

54



Она называется задачей с "косой производной" или третьей краевой зада-
чей.

В случае трех переменных (n = 3) задачи Дирихле и Неймана и тре-
тья краевая задача ставятся аналогичным образом, при этом Γ – замкнутая
поверхность без самопересечений, а условие (4.25) заменяется более силь-
ным:

∀ ε > 0 ∃R(ε) > 0 : |u(M)| ≤ ε ∀r =
√
x2 + y2 + z2 > R(ε) . (4.28)

Задача Дирихле разрешима при любых непрерывных функциях f1. f3 (и
достаточно гладкой кривой Γ. Этого нельзя сказать для задачи Неймана.
Действительно, пусть внутрення задача Неймана разрешима. Тогда, инте-
грируя тождество (4.25) по Γ, получим∫

Γ

∂u

∂n
dΓ =

∫
Γ

f2(P ) dΓ, (4.29)

откуда в силу (4.11) ∫
Γ

f2(P ) dΓ = 0. (4.30)

Условие (4.30) является необходимым условием разрешимости внутренней
задачи Неймана. Аналогично, условие∫

Γ

f4(P ) dΓ = 0

является необходимым условием разрешимости внешней задачи Неймана.

4.6 Теоремы единственности и устойчивости решений за-
дач Дирихле.

Справедлива

Теорема 4.6.1 (единственности внутренней задачи Дирихле) Внутренняя
задача Дирихле для уравнения Пуассона △u = F не может иметь бо-
лее одного решения.
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Доказательство. На самом деле, пусть функции u, η – решения внут-
ренней задачи Дирихле для уравнения Пуассона:

△u(M) = f(M), M ∈ Ω+, u(P ) = f(P ), P ∈ Γ;

△η(M) = f(M), M ∈ Ω+, η(P ) = f(P ), P ∈ Γ.

Тогда функция w = η − u является гармонической в Ω+ и равна нулю на Γ,
а значит, в силу следствия 4.4.1 она тождественно равна нулю на Ω+.

Приницип максимума для внеешнней задачи Дирихле неприменим, по-
скольку область Ω− не ограничена. Тем не менее, имеет место

Теорема 4.6.2 (единственности внешней задачи Дирихле) Внешняя
задача Дирихле для уравнения Пуассона △u = F не может иметь
более одного решения в классе функций, удовлетворящих условию (4.25).

Доказательство. Пусть функции u, η – решения внутрешней задачи Ди-
рихле для уравнения Пуассона, удовлетворяющие условию (4.25). Тогда функ-
ция w = η − u является гармонической в Ω−, равна нулю на Γ:

w
∣∣∣
Γ
= 0 (4.31)

и удовлетворяет условию ограниченности

|w(M)| ≤ 2A ∀M ∈ Ω− . (4.32)

Не нарушая общности, можно считать, что начало координат принадле-
жит Ω+. Проведем две окружности ΓR1

, ΓR2
радиусовR1,R2 с центром в на-

чале координат, причем ΓR1
целиком лежит в Ω+, а ΓR2

– в Ω−. Обозначим
через Ω∗ область, ограниченную контуром Γ и окружностью ΓR1

. В области
Ω∗ рассмотрим функцию

v(M) =
2A

ln
R2

R1

ln
r

R1
, r = rM0 =

√
x2 + y2 , (4.33)

которая является гармонической в Ω∗ и удовлетворяет следующим услови-
ям:

v
∣∣∣
Γ
> 0, v

∣∣∣
ΓR2

= 2A . (4.34)

Из (4.31), (4.32), (4.34) следует, что на всей границе Γ
∪
ΓR1

области Ω+

выполняется неравенство |w| < v. Очевидно, область Ω∗ ограничена и в
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ней справедлив принцип максимума – Теорема 4.4.4. В силу следствия 4.4.3
имеем

|w(M)| < v(M) ∀M ∈ Ω∗ . (4.35)

Пусть M0(x0, y0) – любая конечная точка области Ω−. Выбирая R2 до-
статочно большим, добьемся того, чтобы точкаM0 принадлежала Ω∗. ТОгда
согласно (4.35) получим неравенство

|w(M0)| <
2A

ln
R2

R1

ln
r0
R1
, r0 =

√
x20 + y20 , (4.36)

справедливое для всех достаточно больших R2. Переходя в (4.36) к преде-
лу при R2 → +∞, с учетом того, что левая часть (4.36) от R2 не зависит,
получим

|w(M0)| = 0. (4.37)

Из (4.37) ввиду произвольности точки M0 следует, что v(M) ≡ 0 в Ω−, или
u(M) = η(M) в Ω−.

В случае трех переменных доказательство проводится сходным образом
с использованием условия (4.28), причем в качестве вспомогательной функ-
ции вместо (4.33) берется функция v(M) ≡ ε, где ε – величина, фигуриру-
ющая в (4.28).

Теорема 4.6.3 (устойчивости внутренней задачи Дирихле) Пусть u,
u∗ – решения внутренней задачи Дирихле для уравнения Пуассона
△u = F при граничных условиях

u
∣∣∣
Γ
= f1(P ), u∗

∣∣∣
Γ
= f ∗1 (P ), (4.38)

причем ∣∣∣u(P )− u∗(P )
∣∣∣ < ε ∀P ∈ Γ. (4.39)

Тогда ∣∣∣u(M)− u∗(M)
∣∣∣ < ε ∀M ∈ Ω+ . (4.40)

Доказательство. Разность w = u − u∗ является функцией, гармо-
нической в Ω+, непрерывной на Ω+ и удовлетворяющей на Γ неравенству
|w(P )| < ε. Поэтому в силу следствия 4.4.3 имеем |w(M)| < ε для всех
M ∈ Ω+. Доказательство очевидным образом переносится на случай трех
переменных.
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