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К теории 𝜏-измеримых операторов, присоединенных
к полуконечной алгебре фон Неймана

А. М. Бикчентаев

Пусть M – алгебра фон Неймана операторов в гильбертовом пространст-
ве H , 𝜏 – точный нормальный полуконечный след на M , 𝐿1(M , 𝜏) – банахово
пространство 𝜏 -интегрируемых операторов. Получены следующие результаты.

Если 𝑋 = 𝑋*, 𝑌 = 𝑌 * – 𝜏 -измеримые операторы и 𝑋𝑌 ∈ 𝐿1(M , 𝜏), то 𝑌 𝑋 ∈
𝐿1(M , 𝜏) и 𝜏(𝑋𝑌 ) = 𝜏(𝑌 𝑋) ∈ R. В частности, если 𝑋, 𝑌 ∈B(H )sa и 𝑋𝑌 ∈ S1,
то 𝑌 𝑋 ∈ S1 и tr(𝑋𝑌 ) = tr(𝑌 𝑋) ∈ R. Если 𝑋 ∈ 𝐿1(M , 𝜏), то 𝜏(𝑋*) = 𝜏(𝑋).

Пусть 𝐴 – 𝜏 -измеримый оператор. Если оператор 𝐴 𝜏 -компактен и 𝑉 ∈ M
является сжатием, то из 𝑉 *𝐴𝑉 = 𝐴 следует, что 𝑉 𝐴 = 𝐴𝑉 . Имеем 𝐴 = 𝐴2

тогда и только тогда, когда 𝐴 = |𝐴*||𝐴|. Это представление является новым
и для ограниченных идемпотентов в H . Если 𝐴 = 𝐴2 ∈ 𝐿1(M , 𝜏), то 𝜏(𝐴) =
𝜏(
√︀
|𝐴| |𝐴*|

√︀
|𝐴|) ∈ R+. Если 𝐴 = 𝐴2 и 𝐴 (или 𝐴*) полу-гипонормален, то 𝐴

нормален; тем самым, 𝐴 является проектором. Если 𝐴 = 𝐴3 и 𝐴 гипонормален
или когипонормален, то 𝐴 нормален; тем самым, 𝐴 = 𝐴* ∈ M и является раз-
ностью двух взаимно ортогональных проекторов (𝐴 + 𝐴2)/2, (𝐴2 −𝐴)/2. Если
𝐴, 𝐴2 ∈ 𝐿1(M , 𝜏) и 𝐴 = 𝐴3, то 𝜏(𝐴) ∈ R.
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Введение. Пусть M – алгебра фон Неймана операторов в гильбертовом про-
странстве H , 𝜏 – точный нормальный полуконечный след на M , 𝐿1(M , 𝜏) – бана-
хово пространство 𝜏 -интегрируемых операторов. В работе получены следующие
результаты об алгебраических и порядковых свойствах следа 𝜏 и элементов *-алгеб-
ры ̃︁M всех 𝜏 -измеримых операторов.

Если 𝑋, 𝑌 ∈ ̃︁M sa и 𝑋𝑌 ∈ 𝐿1(M , 𝜏), то

𝑌 𝑋 ∈ 𝐿1(M , 𝜏) и 𝜏(𝑋𝑌 ) = 𝜏(𝑌 𝑋) ∈ R

(теорема 2.1). В частности, если 𝑋, 𝑌 ∈ B(H )sa и 𝑋𝑌 ∈ S1, то

𝑌 𝑋 ∈ S1 и tr(𝑋𝑌 ) = tr(𝑌 𝑋) ∈ R.

Если 𝑋 ∈ 𝐿1(M , 𝜏), то
𝜏(𝑋*) = 𝜏(𝑋)
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