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Предисловие 

Данное учебно-методическое пособие, предложенное Ваше-
му вниманию, разработано по курсу «Методы математической об-
работки медико-биологических данных» и состоит из двух частей.  

Часть I настоящего пособия предоставляет студентам воз-
можность улучшить навыки решения задач по прикладной стати-
стике. При этом основной акцент делается на изучение методов 
решения практических задач, а необходимый теоретический мате-
риал поясняется на примерах по обработке медико-биологических 
данных. Рассмотрение вопросов прикладной статистики сопро-
вождается демонстрацией достаточного количества решений при-
кладных примеров, ориентирующих обучаемых на будущую про-
фессиональную деятельность. 

В первой части приводятся основные понятия прикладной 
статистики, объясняются принципы проверки статистических кри-
териев на наглядных примерах по обработке статистического ма-
териала с целью проверки выдвинутых предположений. В конце 
данной части предлагаются задачи для самостоятельного решения.  

Материал, изложенный в Части I, представляет собой осно-
ву, освоение которой необходимо для понимания материала из Ча-
сти II, в частности различных видов статистического анализа: кор-
реляционного и регрессионного, факторного и дисперсионного, 
а также кластерного анализа. 

Книга рассчитана на обучающихся по направлению: «Био-
технические системы и технологии», но может быть полезна сту-
дентам таких направлений, как «Бизнес-информатика», «Приклад-
ная математика», «Прикладная математика и информатика», 
а также всем, кто интересуется анализом данных. 

В пособии содержатся материалы, полученные при под-
держке гранта РФФИ № 20-08-01005. 

Авторы выражают благодарность редактору В.Т. Дубровину 
и рецензентам Ф.Г. Габбасову и Р.А. Сабитову. 

https://shelly.kpfu.ru/e-ksu/student_office.to_teacher?p1=107695&p2=19289536370343734791155145750899&p_start=01.12.22&p_year=&p_semester=&p_subject_id=&p_group_id=&p_h=3C3F7173B3B60BFF96C06BB5F5C20232&p_type=19
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1. ВЫБОРКА И ЕЁ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 

Генеральной совокупностью называют множество всех 
мысленно возможных результатов наблюдений изучаемых при-
знаков, сформированных задачами исследования, проводимых 
в одинаковых условиях.  

Она может быть конечной: в качестве примера конечной вы-
борки можно привести пациентов, прикреплённых к поликлини-
ке, – или бесконечной, например измерение температуры больного 
в течение конкретного интервала времени.  

Также генеральная совокупность может быть достижимой 
или недостижимой. Например, необходимо исследование, по ре-
зультатам которого следует ответить на вопрос: происходит ли 
при сахарном диабете повышение уровня фибриногена в крови? 
При такой постановке вопроса, генеральной совокупностью можно 
считать уровень фибриногена в крови у всех больных сахарным 
диабетом на земле в какой-то определённый момент времени. Од-
нако если будет исследоваться годовой показатель летальности 
среди больных, поступивших в какое-либо эндокринологическое 
отделение, то генеральной совокупностью будет являться показа-
тель исхода заболевания среди пациентов, поступивших в указан-
ное отделение в течение изучаемого года. 

Как правило, невозможно получить полное описание гене-
ральной совокупности, а именно значение всех её элементов с со-
ответствующим числом вхождений, поэтому исследователи вы-
нуждены работать с её частью, полученной при проведении ко-
нечного числа серий экспериментов.  

Итак, любое подмножество объектов генеральной совокуп-
ности, полученное исследователем и призванное с большей или 
меньшей точностью охарактеризовать генеральную совокуп-
ность, называется выборкой, или выборочной совокупностью.  

Например, группа больных пневмонией, отобранная 
для участия в клиническом испытании, будет отражать генераль-
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ную совокупность настолько, насколько больные в данном отделе-
нии соответствуют всем пациентам с данным диагнозом. Фактиче-
ски выборка является математической моделью последовательно-
сти одинаковых опытов со случайными исходами, проводимых 
в идентичных условиях, при этом результаты опытов статистиче-
ски независимы.  

Для корректного формирования представления о генераль-
ной совокупности выборка должна отражать её основные характе-
ристики, то есть быть репрезентативной. 

Одной из задач статистического анализа данных является 
исследование генеральной совокупности и принятие решений 
на основе изучения выборочных данных. Д. Шпигельхалтер в своей 
книге приводит следующий пример: он описывает получение ста-
тистического обоснования обвинительного заключения бристоль-
ского расследования о ненадлежащем исполнении профессиональ-
ных обязанностей двумя хирургами и руководителем отделения 
между 1984–1995 годами, основанного на сравнении количества 
летальных исходов в Королевской больнице Бристоля с данными 
в других больницах Соединённого Королевства [16]. 

Введём следующие обозначения: 
• Пусть 𝑋 – произвольная случайная величина с функцией 

распределения 𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 < 𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅 (𝑅 – множество действи-
тельных чисел), реализация которой наблюдается в ходе экспери-
мента. Распределение этой случайной величины неизвестно или 
известно, но с точностью до параметров этого распределения.  

• Совокупность {𝑋𝑘 , 𝑘 = 1, … . ,𝑛} независимых случайных 
величин, имеющих одинаковые функции распределения: 𝐹𝑋𝑘(𝑥) =
𝐹(𝑥), – называется однородной выборкой объёма 𝑛, соответству-
ющей функции распределения 𝐹(𝑥).  

• Соответственно, выборка {𝑋𝑘 , 𝑘 = 1, … . ,𝑛} будет назы-
ваться неоднородной, если законы распределения 𝐹𝑋𝑘(𝑥) её эле-
ментов неодинаковы. Далее, по умолчанию, будем предполагать, 
что выборка 𝑋𝑘 является однородной. 

• Выборка {𝑋𝑘 , 𝑘 = 1, … ,𝑛} из генеральной совокупности 𝑋 
называется репрезентативной (представительной), если: 

1) случайные величины 𝑋1, … ,𝑋𝑛 имеют то же распределе-
ние, что и случайная величина 𝑋; 

2) случайные величины 𝑋1, … ,𝑋𝑛 независимы. 
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• Реализацией выборки 𝑋𝑘 называется вектор 𝑋𝑘 =
{𝑥1, … , 𝑥𝑛}, компоненты которого являются реализациями соответ-
ствующих элементов выборки. 

• Значение 𝑥𝑖 , 𝑖 = 1, … ,𝑛, называется вариантой, или вариа-
цией.  

• Количество элементов 𝑛 в выборке называется объёмом 
выборки.  

• Разница между максимальным 𝑥max и минимальным 𝑥min 
значениями выборки называют размахом выборки. 

• Выборка, записанная в порядке возрастания её отдельных 
значений: 𝑥1 ≤ 𝑥2 ≤ 𝑥3 ⋯ ≤ 𝑥𝑛, – называется вариационным рядом. 

• Далее, пусть дана выборка объёма 𝑛, всего k различных 
значений: 𝑥1 ≠ 𝑥2 ≠ 𝑥3 ≠ ⋯ ≠ 𝑥𝑘. При этом значение 𝑥1 встреча-
ется 𝑚1 раз, значение 𝑥2 – 𝑚2 раз и т. д., и 𝑚1 + 𝑚2 + ⋯+ 𝑚𝑘 = 𝑛. 
Числа 𝑚1,  𝑚2,⋯ ,𝑚𝑘 называют частотами. Частоты, нормиро-
ванные на объём выборки: 𝑚𝑖

𝑛
= μ𝑖, – называют относительными 

частотами. 
• Последовательность всех различных значений выборки 𝑥𝑖 

вместе с их частотами 𝑚𝑖 называют статистическим рядом. 

Значения варианта 𝑥1 𝑥2 ⋯ 𝑥𝑘 

Частота 𝑚1 𝑚2  𝑚𝑘 

 
• Варианты вместе со своими относительными частотами 

называют статистическим распределением. 

Значения варианта 𝑥1 𝑥2 ⋯ 𝑥𝑘 

Относительная частота μ1 μ2  μ𝑘 

 
• Для удобства хранения большого количества данных, 

а также при работе с выборками из непрерывных генеральных со-
вокупностей используют интервальное представление данных. 
В этом случае диапазон из n значений выборки [𝑥min, 𝑥max] разби-
ваем на непересекающиеся интервалы. При этом желательно, что-
бы данные не попадали на границы интервалов. Это можно сде-
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лать, задав границы интервала с большей точностью, чем значения 
выборки. Затем подсчитывается число вхождений вариантов вы-
борки в каждый из интервалов. Если значение выборки всё же по-
пало на границу, то будем считать его в равной мере принадлежа-
щим обоим интервалам, тогда к частотам вхождения в эти сосед-
ние интервалы будем добавлять по 0,5. При сравнительно равно-
мерном распределении данных в покрывающем диапазон интерва-
ле длина интервалов может быть одинаковой – в этом случае их 
рекомендуется брать как 𝑘 = 2 ln𝑛. 

Эмпирическая функция распределения 
Определение. Эмпирической функцией распределения назы-

вается функция вида: 𝐹𝑛� (𝑥) = 𝑚𝑥
𝑛

, где 𝑚𝑥 – накопленная частота 
на интервале (−∞; 𝑥). Поскольку 𝑚𝑥  – количество выборочных 
данных меньше 𝑥, её удобнее строить по вариационному ряду. 

• Свойства эмпирической функции распределения: 
1. Значение эмпирической функции распределения принадле-

жат отрезку [0,1]. 
2. 𝐹𝑛� (𝑥) – неубывающая функция. 
3. Если 𝑥1 является наименьшей вариантой, то 𝐹𝑛� (𝑥) = 0, 

при всех 𝑥 ≤ 𝑥1. Если же 𝑥𝑛 является наибольшей вариантой, 
то 𝐹𝑛� (𝑥) = 1, при 𝑥 > 𝑥𝑛. 

Сама эмпирическая функция запишется следующим образом: 

 𝐹𝑛� (𝑥) = �
0, если 𝑥 ≤ 𝑥1

∑𝑖<𝑗μ𝑖 , если 𝑥𝑗 < 𝑥 ≤ 𝑥𝑗+1
1, если 𝑥 > 𝑥𝑘

. 

Здесь k – количество неповторяющихся значений выборки, 
𝑗 = 1, … , 𝑘 − 1. 

• Графиком эмпирической функции распределения 𝐹𝑛� (𝑥) яв-
ляется ступенчатая линия, скачкообразно изменяющаяся в точ-
ках 𝑥1, … , 𝑥𝑘, с соответствующими величинами скачков, равными 
𝜇1,  𝜇2, … ,  𝜇𝑘. 

Пример 1. В течение 10 дней фиксировалось количество об-
ратившихся для вакцинации от гриппа людей. В результате полу-
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чилась выборка объёма 𝑛 = 10: 6, 8, 5, 15, 8, 6, 1, 5, 3, 8. Построим 
эмпирическую функцию распределения.  

1. Запишем вариационный ряд: 1, 3, 5, 5, 6, 6, 8, 8, 8, 15. 
2. Построим статистическое распределение. 

Значение варианта 1 3 5 6 8 15 

Относительная частота 0,1 0,1 0,2 0,2 0,3 0,1 

 
3. Запишем функцию распределения: 

 

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧ 𝐹𝑛� (𝑥) = 0,     если 𝑥 ≤ 1
𝐹𝑛� (𝑥) = 0.1, если 1 < 𝑥 ≤ 3
𝐹𝑛� (𝑥) = 0.2, если 3 < 𝑥 ≤ 5
𝐹𝑛� (𝑥) = 0.4, если 5 < 𝑥 ≤ 6
𝐹𝑛� (𝑥) = 0.6, если 6 < 𝑥 ≤ 8
𝐹𝑛� (𝑥) = 0.9, если 8 < 𝑥 ≤ 15

𝐹𝑛� (𝑥) = 1, если 𝑥 > 15

. 

4. Построим эмпирическую функцию распределения (рис. 1). 

 
Рисунок 1 – Эмпирическая функция распределения 
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Графическое представление данных 
Графическое представление является наиболее наглядным 

отображением данных, позволяющим произвести первичный ана-
лиз и предположить возможные закономерности.  

В статистике, помимо привычных видов диаграмм, исполь-
зуют такие графические объекты, как полигон частот и гисто-
грамма. 

• Полигон частот или относительных частот представляет 
собой ломаную линию, соединяющую точки на декартовой коор-
динатной плоскости (𝑥𝑖 ,𝑚𝑖) или (𝑥𝑖 ,ω𝑖), 𝑖 = 1, … , 𝑘 (рис. 2).  

В случае интервального представления данных под 𝒙𝒊 под-
разумевают середину интервала как типичного (среднего) пред-
ставителя. 

Для примера 1 представим полигон относительных частот. 

 
Рисунок 2 – Полигон относительных частот 

• Гистограмма строится по интервальному представлению 
данных. Интервалы откладываются по оси 𝑥 декартовой системы 
координат, далее на каждом интервале восстанавливается прямо-
угольник так, чтобы его площадь была равна: 𝑚𝑖 – в случае гисто-
граммы частот и μ𝑖 – для гистограммы относительных частот. Та-
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ким образом, высота i-го прямоугольника откладывается по оси 𝑦 
и будет равна 𝑚𝑖

ℎ𝑖
 или же μ𝑖

ℎ𝑖
 соответственно, здесь ℎ𝑖 – длина i-го

интервала. 

Пример 2. Интервальное представление данных. 

(2,6) (6,10) (10,14) (14,18) 

6 10 4 5 

1. Рассчитаем высоту. Объём выборки равен: 6 + 10 + 4 + 5 =
25, длина каждого интервала равна 4. Высота первого столбика: 
6 / (4 × 25) = 0.06; аналогично для остальных столбиков: 0.1, 0.04, 
0.05. Гистограмма относительных частот примет нижеследующий 
вид (рис. 3). 

Рисунок 3 – Гистограмма относительных частот 

Замечание! Эмпирическая функция распределения пред-
ставляет собой оценку функции распределения генеральной сово-
купности, гистограмма относительных частот – оценку функции 
плотности. 
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2. ОЦЕНКИ, СДЕЛАННЫЕ ПО ВЫБОРКЕ, 
И ИХ СВОЙСТВА 

Выборка – это подмножество (часть) генеральной сово-
купности, поэтому параметры распределения или числовые харак-
теристики, подсчитанные по выборке, являются «истинными» 
и соответствуют генеральной совокупности всего лишь 
с некоторой точностью. В результате в математической статистике 
речь идёт об оценках как параметров распределения, так и число-
вых характеристик. 

При оценке параметров используются два подхода: точеч-
ное и интервальное оценивание. 

При точечном оценивании по результатам испытаний нахо-
дят число, которое принимают в качестве приближенного значе-
ния оцениваемого параметра. Его называют оценкой параметра. 
При этом оценка случайного параметра является функцией от ре-
зультатов испытаний: θ� = 𝑆(𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛). Следовательно, 
ку θ� можно считать случайной величиной, с присущими ей зако-
ном распределения и числовыми характеристиками. 

Пусть θ ∈ϴ⊆ ℛ1 – некоторая детерминированная или слу-
чайная величина (параметр), а 𝑧𝑛 = {𝑋𝑘 , 𝑘 = 1, … . , 𝑛} – выборка. 

Определение. Точечной оценкой параметра 𝜃 по выборке 𝑧𝑛 
называется любая статистика θ�𝑛 = φ𝑛(𝑧𝑛), принимающая значе-
ния из множества θ. 

• Выделяют такие свойства оценок параметров: 

1. Несмещённость оценки – означает, что математическое 
ожидание ошибок (разницы между оценкой параметра и его ис-
тинным значением) равно нулю. 

Определение. Величина ∆θ�𝑛 = θ�𝑛 − θ называется ошибкой 
оценки 𝜃�𝑛. 
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Определение. Оценка θ�𝑛 называется несмещённой, если 
𝑀�∆θ�𝑛� = 0. Если же 𝑀�∆θ�𝑛� ≠ 0, но 𝑀�∆θ�𝑛� → 0, при 𝑛 → ∞, 
то θ�𝑛 называется асимптотически несмещённой. 

2. Оценки считаются эффективными, если они обладают 
наименьшими дисперсиями. 

3. Состоятельность оценок характеризует увеличение их 
точности с увеличением объёма выборки. 

Определение. Оценка θ�(𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛) параметра θ называ-
ется состоятельной, если для всех θ ∈ ϴ последовательность 
θ�𝑛 = θ�(𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛) →

𝑃
𝜃, при 𝑛 → ∞ (→

𝑃
 означает сходимость 

по вероятности, то есть для ∀𝜀 > 0, 𝑃��𝜃�𝑛 − 𝜃� > 𝜀� → 0, 
при 𝑛 → ∞). 

Понятие «состоятельность оценок» связано только с пре-
дельными свойствами последовательности случайной величины. 
Состоятельность напрямую не связана со свойством оценки 
при фиксированном объёме выборки и на практике применяется 
с осторожностью. 

Определение. Выборочное математическое ожидание: 
𝑋� = 1

𝑛
∑ 𝑋𝑘

𝑛
𝑘=1  – называют также выборочным средним. 

Определение. Оценка 𝑋�, составленная по репрезентативной 
выборке 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛 генеральной совокупности случайной вели-
чины 𝑋, является несмещённой оценкой 𝑀(𝑋) (математического 
ожидания генеральной совокупности). 

• Найдём математическое ожидание данной оценки: 

 𝑀(𝑋�) = 𝑀 �1
𝑛

∑ 𝑋𝑘
𝑛
𝑘=1 � = 1

𝑛
𝑀(∑ 𝑋𝑘

𝑛
𝑘=1 ) = 1

𝑛
(∑ 𝑀(𝑋𝑘

𝑛
𝑘=1 )). 

Все 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛 распределены одинаково с генеральной со-
вокупностью 𝑋, следовательно: 

 𝑀(𝑋�) = 1
𝑛

(∑ 𝑀(𝑋𝑘
𝑛
𝑘=1 )) = 1

𝑛
(∑ 𝑀(𝑋𝑛

𝑘=1 )) = 1
𝑛

𝑛𝑀(𝑋) = 𝑀(𝑋).  

Согласно определению, 𝑋� будет несмещённой оценкой. 
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• Проверка на состоятельность. Для этого вычислим дис-
персию данной оценки: 

 𝐷(𝑋�) = 𝐷 �1
𝑛

∑ 𝑋𝑘
𝑛
𝑘=1 � = 1

𝑛2 𝐷(∑ 𝑋𝑘
𝑛
𝑘=1 ).  

Так как 𝑋1,  𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛 – независимые случайные величины, то: 

 𝐷(𝑋�) = 1
𝑛2 (∑ 𝐷(𝑋𝑘)𝑛

𝑘=1 ) = 1
𝑛2 (∑ 𝐷(𝑋)𝑛

𝑘=1 ) = 1
𝑛2 𝑛𝐷(𝑋) = 𝐷(𝑋)

𝑛
→ 0,  

при 𝑛 → 0, следовательно, 𝑋
¯
 – состоятельная оценка. 

• Проверка на эффективность при произвольном распреде-
лении не выполняется, так как эффективность оценок зависит 
от закона распределения генеральной совокупности. 

В качестве примера представляется интересным проверить 
на смещённость оценку дисперсии вида: 

 𝑆2��� = 1
𝑛

∑ (𝑋𝑖 − 𝑋�)2𝑛
𝑖=1 .  

Для дисперсии справедливы следующие равенства: 

 𝐷(𝑋) = 𝑀(𝑋 − 𝑀(𝑋))2  

и 

 𝐷(𝑋) = 𝑀(𝑋2) − 𝑀(𝑋)2.  

Следовательно, 

 𝑆2��� = 1
𝑛

∑ 𝑋𝑖
2𝑛

𝑖=1 − �1
𝑛

∑ 𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1 �

2
= 1

𝑛
∑ 𝑋𝑖

2𝑛
𝑖=1 − 𝑋�2. 

Теперь найдём математическое ожидание данной оценки 
дисперсии генеральной совокупности: 

 𝑀(𝑆2���) = 1
𝑛

∑ М(𝑋𝑖
2𝑛

𝑖=1 ) − 1
𝑛2 𝑀(∑ 𝑋𝑖

𝑛
𝑖=1 )2 = 

 = 1
𝑛

∑ М(𝑋𝑖
2𝑛

𝑖=1 ) − 1
𝑛2 𝑀�∑ 𝑋𝑖

2𝑛
𝑖=1 + ∑ 𝑋𝑖𝑋𝑗𝑖≠𝑗 �, 

здесь i и j – от 1 до n.  

Согласно свойству линейности математического ожидания 
и определению репрезентативной выборки, получим: 
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 𝑀�𝑋𝑖
2� = 𝑀(𝑋2), 𝑀(𝑋𝑖) = 𝑀(𝑋) и 𝑀�𝑋𝑖𝑋𝑗� = 𝑀(𝑋𝑖)𝑀�𝑋𝑗�.  

Тогда: 

𝑀�𝑆2���� = 1
𝑛

∑ 𝑀(𝑋2)𝑛
𝑖=1 − 1

𝑛2 ∑ 𝑀(𝑋2) − 1
𝑛2 ∑ 𝑀(𝑋)𝑀(𝑋)𝑖≠𝑗 =𝑛

𝑖=1
1
𝑛

𝑛 𝑀(𝑋2) − 1
𝑛2 𝑛𝑀(𝑋2) − 1

𝑛2 𝑛(𝑛 − 1)𝑀(𝑋)2 =  𝑛−1
𝑛

𝑀(𝑋2) − 

 − 𝑛−1
𝑛

𝑀(𝑋)2 = 𝑛−1
𝑛

(𝑀(𝑋2) − 𝑀(𝑋)2). 

Таким образом, 𝑀�𝑆2���� = 𝑛−1
𝑛

𝐷(𝑋), и 𝑆2��� – будет смещённой. 

• За исправленную выборочную дисперсию принимают: 

 𝑆2 = 𝑛
𝑛−1

𝑆2��� = 𝑛
(𝑛−1)

1
𝑛

∑ (𝑋𝑖 − 𝑋�)2𝑛
𝑖=1 = 1

𝑛−1
∑ (𝑋𝑖 − 𝑋�)2𝑛

𝑖=1 . 

Также при анализе выборок рассматривают: 
• моду – значение признака, который чаще всего встречается 

в исследуемом наборе данных. 
• Для интервального представления данных за моду берут: 

 𝑀0 = 𝑥0 + ℎ𝑖
𝑓2−𝑓1

(𝑓2−𝑓1)+(𝑓2−𝑓3)
, 

где 𝑥0 – нижняя граница модального интервала (интервала, имею-
щего наибольшую частоту); ℎ𝑖 – величина модального интервала; 
𝑓1 – частота предмодального интервала; 𝑓2 – частота модального 
интервала; 𝑓3 – частота послемодального интервала. 

Пример 3. Приведены результаты измерения роста (см) слу-
чайно отобранных 100 студентов. 

Рост 154,1–158,1 158,1–162,1 162,1–166,1 166,1–170,1 

Число 
студентов 

10 14 26 28 

 

Рост 170,1–174,1 174,1–178,1 178,1–182,1 

Число 
студентов 

12 8 2 
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Мода будет равна: 

 𝑀0 = 166,1 + (170,1 − 166,1) 28−26
(28−26)+(28−12)

≈ 166,54. 

Также моду можно нанести графически (рис. 4). 

 
Рисунок 4 – Графическое определение моды 

Стоит учитывать, что распределение может не иметь моды. 
Также мода может не быть типичной характеристикой, если в рас-
пределении есть значения, близкие к модальному, но противопо-
ложные ему по смыслу. 

Пример 4. Представлена успеваемость студентов в группе 
по предмету.  

Оценка Количество студентов 

«Неудовлетворительно» 8 

«Удовлетворительно» 5 

«Хорошо» 6 

«Отлично» 7 

 
Здесь некорректно утверждать, что большинство студентов 

неуспевающие. 
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Определение. Пусть F – непрерывное распределение на ℛ 
и αϵ(0,1). Число 𝑥α, являющееся решением уравнения: 𝐹(𝑥) =
𝑃{𝜉 < 𝑥α} = α, – называется  α -квантилем распределения F. 

Определение. Медианой называется квантиль уровня ½. 
Для медианы характерно: 

 𝑃{ξ < 𝑥½} = 𝑃{ξ ≥ 𝑥½}. 

При нахождении медианы по выборке:  
1) строят вариационный ряд: 

 𝑥1 ≤ 𝑥2 ≤ 𝑥3 ⋯ ≤ 𝑥𝑛 . 

2) за медиану принимают:  

 𝑥med = �
𝑥𝑛+½, если 𝑛 − нечётное
𝑥𝑛+½+𝑥𝑛

2
, если 𝑛 − чётное. 

Так, при построении прогнозов по развитию болезни поль-
зуются таким определением, как медиана общей выживаемости: 
это тот период времени от момента начала исследования, кото-
рый переживает только половина пациентов с определённым диа-
гнозом. 

• При интервальном оценивании определяется интервал, ко-
торый с заданной вероятностью накрывает истинное значение 
оцениваемого параметра. Границы интервалов также являются 
функцией от результатов испытаний: 

 𝑆1(𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛) ≤ 𝜃 ≤ 𝑆2(𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛), 

здесь θ – истинное значение параметра. 

В математической статистике рассматриваемые интервалы 
принято называть доверительными, а вероятность, с которой они 
покрывают истинное значение параметра, называют доверитель-
ной вероятностью.  

Определение. Под доверительным интервалом понимается 
случайный интервал, который с некоторой вероятностью α накры-
вает истинное значение искомого параметра: 

 α = 𝑃(|θ𝑥 − θ| < γ). 
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Здесь: α – доверительная вероятность; γ – точность определения 
неизвестного параметра θ с помощью оценки θ𝑥. 

 α = 𝑃(θ𝑥 − γ < θ < θ𝑥 + γ). 

Пусть α = 0,5. Это означает, что для половины повторений 
эксперимента доверительный интервал покроет истинный пара-
метр θ, а половину построенных интервалов не захватит (рис. 5).  

 
Рисунок 5 – Доверительное оценивание параметра 

В целом доверительный интервал может быть как симмет-
ричным относительного оцениваемого параметра, так и несиммет-
ричным. 

Определение. Доверительный интервал вида: 

 α = P(θx − γ1 < θ < θx + γ2),  

при котором P(x < γ1) = P(x ≥ γ2) = 1−α
2

, или через функцию 
плотности: 

 ∫ f(x)dxγ1
−∞ = ∫ f(x)dx+∞

γ2
,  

называют центральным. 

В случае симметричного распределения при фиксированной 
вероятности центральный и симметричный доверительные интер-
валы совпадают.  
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В качестве примера доверительного оценивания рассмотрим 
доверительный интервал (с надёжностью γ) математического ожи-
дания 𝑀(𝑋) нормально распределённого количественного призна-
ка 𝑋 по выборочной средней 𝑋�:  

1) при известном среднем квадратическом отклонении σ ге-
неральной совокупности: 

 𝑋� − 𝑡 σ
√𝑛

< 𝑀(𝑋) < 𝑋� + 𝑡 σ
√𝑛

.. 

Здесь: 𝑡 σ
√𝑛

= δ – точность оценки; t – значение аргумента функции 

Лапласа, при котором Ф0(𝑡) = γ
2
.  

Функция Лапласа связана с функцией нормального распре-
деления математическим ожиданием, равным нулю, и дисперсией, 
равной единице, следующим соотношением: 

 Ф(𝑥) = 1
√2π ∫ 𝑒−𝑡2

2 𝑑𝑡 = 1
√2π ∫ 𝑒−𝑡2

2 𝑑𝑡0
−∞ + 1

√2π ∫ 𝑒−𝑡2

2 𝑑𝑡 =𝑥
0

𝑥
−∞   

 = 1
√2π

× �π
2

+ Ф0(𝑥) = 0,5 + Ф0(𝑥); 

2) если среднеквадратическое отклонение σ генеральной со-
вокупности неизвестно и объём выборки достаточно большой. 

В этом случае вместо характеристики σ подставляют выбо-
рочную оценку S, равную квадратному корню из выборочной дис-
персии, полученную по результатам 𝑛 измерений, что при боль-
шом объёме выборки вполне допустимо, однако границы интерва-
ла получаются приближенными: 

 𝑋� − 𝑡 𝑆
√𝑛

< 𝑀(𝑋) < 𝑋� + 𝑡 𝑆
√𝑛

; 

3) при неизвестном среднем квадратическом отклонении σ 
генеральной совокупности и малом объёме выборки (n < 30). 

В случае малой выборки используется нормированная раз-
ность: 

 𝑇 = 𝑋�−𝑀(𝑋)
𝑆 √𝑛.  

Данная статистика имеет распределение Стьюдента, которое 
определяется функцией плотности: 
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𝑓(𝑡) =
Г�𝑘+1

2 �

√𝑘πГ�𝑘
2�

�1 + 𝑡2

𝑘
�

𝑘+1
2 . 

Здесь: Г(∎) – гамма-функция; 𝑘 = 𝑛 − 1 – называется степенью 
свободы.  

В силу чётности данной функции плотности: 

α = 𝑃(|𝑇| < 𝑡) = 2 ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑃�−𝑡α,𝑘 < 𝑇 < 𝑡α,𝑘�𝑡α,𝑘
0 , 

доверительный интервал будет равным: 

𝑋� − 𝑡α,𝑘
𝑆

√𝑛
< 𝑀(𝑋) < 𝑋� + 𝑡α,𝑘

𝑆
√𝑛

.. 

Пример 5. Исследуется состояние дыхательных путей ку-
рильщиков. В качестве характеристики используется показатель 
функции внешнего дыхания – «максимальная объёмная скорость 
середины выдоха (л/с)». Требуется найти интервальную оценку 
среднего значения этого показателя с надёжностью γ = 0,95. 
В обследуемой группе из 20 случайным образом отобранных ку-
рильщиков среднее значение этого показателя осталось равным 
2,2 л/с. Выборку из 20 курильщиков считаем представительной. 

Доверительный интервал примет вид: 

2,2 − 2,09 × 0,73
√20

< 𝑀(𝑋) < 2,2 + 2,09 × 0,73
√20

.. 

Статистика Стьюдента 𝑡α,𝑘 при α = 0,95 и k = 19 будет при-
близительно равна 2,09 и находиться либо с помощью таблиц, ли-
бо с помощью обратной функции распределения Стьюдента в ста-
тистических пакетах. 

Пример 6. На ферме испытывалось влияние витаминов 
на прибавку в весе телят. Для этой цели было осмотрено 20 телят 
одного возраста. Средний вес их оказался равным 340 кг, а средне-
квадратическое отклонение – 15 кг. Найти доверительный интер-
вал для генеральной средней с надёжностью 0,95. 

Как и в предыдущем примере, статистика Стьюдента 𝑡α,𝑘 
при α = 0,95 и k = 19 будет приблизительно равна 2,09. В данном 
случае доверительный интервал примет вид: 

340 − 2.09 15
√20

< 𝑀(𝑋) < 340 + 2.09 15
√20

. 
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3. ПРОВЕРКА СТАТИСТИЧЕСКИХ КРИТЕРИЕВ 

Задача практической статистики состоит в проверке предпо-
ложений, выдвинутых на основании эмпирических данных. 
При этом сформулированное предположение будет является ос-
новной гипотезой 𝐻𝐻0. Данную гипотезу 𝐻𝐻0 можно принять или от-
вергнуть, но тогда будет принято обратное утверждение, называе-
мое альтернативной гипотезой 𝐻𝐻1. 

Пример 7. Медицинский препарат перед выпуском в прода-
жу исследуют на токсичность биологическими методами: опреде-
лённую дозу препарата вводят подопытным животным (мышам, 
кроликам) и в зависимости от количества летальных исходов (ξ) 
делают выводы о токсичности препарата.  

Итак, пусть за 𝐻𝐻0 принимают утверждение «препарат токси-
чен», а за 𝐻𝐻1 – «препарат не токсичен».  

Возможны следующие варианты:  
1. Гипотеза 𝐻𝐻0 верна, но, согласно критерию, гипотезу 𝐻𝐻0 от-

клонили – и, таким образом, опасный для здоровья препарат от-
правлен в реализацию. Последствием ошибки в данном случае яв-
ляется смерть пациентов. 

2. Гипотеза 𝐻𝐻0 неверна, но, согласно критерию, её приняли. 
Последствия такой ошибки – финансовые потери поставщика, ко-
торому вернули препарат. 

Как правило, в качестве проверяемой гипотезы выбирают ту, 
для которой важнее избежать ошибки, заключающейся в отклоне-
нии верной гипотезы 𝐻𝐻0. 

Определения.  

• Ошибка, состоящая в отклонении верной гипотезы H0, 
называется ошибкой первого рода; ошибка, состоящая 
в неотклонении неверной гипотезы H0, называется ошибкой вто-
рого рода (см. таблицу ниже). 
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Результат проверки 
𝐻𝐻0 

Возможные состояния проверки 

Верна 𝐻𝐻0 Верна 𝐻𝐻1 

Гипотеза 𝐻𝐻0  
отклоняется 

Ошибка  
первого рода 

Правильное  
решение 

Гипотеза 𝐻𝐻0  
не отклоняется 

Правильное  
решение 

Ошибка  
второго рода 

 
• Вероятность β отклонения основной (нулевой) гипотезы, 

когда верна альтернативная гипотеза 𝐻𝐻1, называют мощностью 
критерия.  

• Свойство критерия отклонять 𝐻𝐻0, когда 𝐻𝐻0 неверна, назы-
вают чувствительностью критерия.  

• Число α, ограничивающее сверху вероятность ошибки пер-
вого рода, называют уровнем значимости.  

Замечание. При этом, уменьшая уровень значимости α, то 
есть вероятность ошибки первого рода, уменьшается чувствитель-
ность критерия. 

Наглядным примером может служить задача о диагностике 
туберкулёза [14].  

Пример 8. Если пациент страдает туберкулёзом, то вероят-
ность того, что отдельный рентгеновский анализ положителен, 
равна: ρ0 = 0,8. Если пациент не несёт никаких признаков тубер-
кулёза, то вероятность положительного анализа равна: ρ1 = 0,01. 

Введём следующие предположения, упрощающие решение: 
1. Для всех пациентов, страдающих туберкулёзом, вероят-

ность ρ0 одинакова. 
2. Результаты анализа снимков одного пациента независимы 

друг от друга. 
Предположим, что по 𝑛, равном трём независимым рентге-

новским снимкам, необходимо вынести заключение: или «человек 
болен туберкулёзом», или «человек здоров».  
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При выборе основной гипотезы считается, что ошибка при-
знать больного человека здоровым приводит к большим потерям 
как для самого больного (потерей возможности диагностировать 
и вылечить болезнь на ранней стадии), так и для окружения 
(большой вероятностью заражения от больного). Поэтому 𝐻𝐻0 – 
«человек болен» и 𝐻𝐻1 – «человек здоров». Гипотезы относительно-
го здоровья пациента – это гипотезы о распределении случайной 
величины ξ. 

При верной гипотезе 𝐻𝐻0 вероятность обнаружения можно 
выразить следующим распределением ξ: 

 𝑃0(𝑘) = 𝐶3
𝑘𝑝0

𝑘(1 − 𝑝0)3−𝑘;  

а при верной гипотезе 𝐻𝐻1:  

 𝑃1(𝑘) = 𝐶3
𝑘𝑝1

𝑘(1 − 𝑝1)3−𝑘 .  
Здесь 𝑘 = 0, 1, 2, 3.  

Интуитивно при малых значениях ξ ≤ 𝑙 распределение будет 
𝑃1(𝑘). Если ξ > 𝑙, то 𝑃0(𝑘). Здесь 𝑙 – некоторое положительное 
число.  

Вероятность ошибки первого рода в данной интерпретации 
будет: 

 𝑃(ξ ≤ 𝑙|𝐻𝐻0) < α. 

Идеально, чтобы вероятность ошибки была равна нулю, 
но в результате пациент объявляется больным в любом случае 
(𝑝0 = 1), так как ∑ 𝐶3

𝑘𝑝0
𝑘(1 − 𝑝0)3−𝑘 ≤ α = 0𝑙

𝑘=0 . Поэтому выбира-
ем α ≠ 0.  

Пусть α = 0.01, тогда 𝑙 = 0 – наибольшее натуральное число, 
для которого ∑ 𝐶3

𝑘𝑝0
𝑘(1 − 𝑝0)3−𝑘 ≤ 0.01𝑙

𝑘=0 . Действительно, 
при 𝑙 = 0 будет: 

 ∑ 𝐶3
𝑘𝑝0

𝑘(1 − 𝑝0)3−𝑘 = 0.008𝑙
𝑘=0 ,  

а при 𝑙 = 1: 

 ∑ 𝐶3
𝑘𝑝0

𝑘(1 − 𝑝0)3−𝑘 = 0.008𝑙
𝑘=0 + 3 × 0.8 × 0.04 ≈ 0.1. 
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Таким образом, если имеется хоть один положительный ис-
ход, то принимаем 𝐻𝐻0; если все отрицательные, то 𝐻𝐻0 отвергаем. 
Вероятность ошибки первого рода 𝑃(ξ ≤ 𝑙|𝐻𝐻0) будет: 

 𝐶3
0𝑝0

0(1 − 𝑝0)3 = 0.008 ≈ 0.01.  

Это означает, что в среднем 99 из 100 больных туберкулё-
зом будет ставиться положительный диагноз. 

Вероятность ошибки второго рода: 

 1 − 𝑃(ξ ≤ 0|𝐻𝐻1) = 1 − 𝐶3
0𝑝1

0(1 − 𝑝1)3 = 0.0297.  

Это означает, что из 100 здоровых людей в среднем трое бу-
дут классифицированы как больные. 

Мощность критерия: 

 𝑃(ξ ≤ 0|𝐻𝐻1) = 𝐶3
0𝑝1

0(1 − 𝑝1)3 ≈ 0.97.  

Следовательно, из 100 здоровых людей в среднем 97 будут 
классифицироваться как здоровые. 

• Итак, пусть 𝑉0 – это множество всех возможных резуль-
татов выборок 𝑍𝑛 в предположении, что 𝐻𝐻0 верно, тогда 𝑆𝑝 ∈ 𝑉0 
будет называться критической областью, если из того, что 
𝑍𝑛 ∈ 𝑆𝑝, следует, что верную ги-
потезу 𝐻𝐻0 отвергаем, и 𝑃𝑜(𝑆𝑝) =
𝑃(𝑍𝑛 ∈ 𝑆𝑝|𝐻𝐻0 − верна) = α𝑝 ≤ α.  

• Соответственно, множество 
𝑆𝑝��� = 𝑉0\𝑆𝑝 называется областью 
принятия гипотезы 𝐻𝐻0 (рис. 6). 

• Статистическим критери-
ем называется алгоритм проверки 
гипотезы 𝐻𝐻0 по выборке 𝑍(𝑘) =
(𝑍1, … , 𝑍𝑘), где 𝑍𝑖 = (𝑧1, … , 𝑧𝑛𝑖), 
𝑛𝑖 – объём i-й выборки, k = 1, 2, …  

• Статистикой критерия 
будем называть некоторую число-
вую функцию 𝑓(𝑍(𝑘)) по выборке 
𝑍(𝑘), обладающую тем свойством, 
что её закон распределения полно-
стью известен, если гипотеза 𝐻𝐻0 

Рисунок 6 – Критическая 
и доверительная области 
в предположении, что 
гипотеза 𝐻𝐻0 верна 
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верна. В этом случае обозначим функцию распределения стати-
стики как 𝑭. 

Пусть статистика переводит критическую область 𝑆𝑝 в об-
ласть на числовой прямой ∆𝑝∈ Ʀ1 таким образом: 

 𝑍𝑛 ∈ 𝑆𝑝 <=> 𝑓(𝑍(𝑘)) ∈ ∆𝑝, 

 𝑃𝑜(𝑆𝑝) = 𝑃�𝑓(𝑍(𝑘)) ∈ ∆𝑝�𝐻𝐻0 − верна� = α𝑝 ≤ α. 

• Точки, отвечающие за границы отрезка ∆𝑝, называются 
критическими точками.  

Возможны следующие расположения ∆𝑝 на числовой прямой: 
1. Левосторонняя критическая область (левосторонняя 

альтернатива; см. рис. 7).  
В этом случае критическая область располагается слева 

от области принятия гипотезы. Для принятия альтернативы доста-
точно рассмотреть один из двух случаев:  

– статистика, полученная по эмпирическим данным 𝐶𝑝 =
𝑓(𝑍(𝑘)), меньше статистики C, соответствующей принятому уров-
ню значимости и являющейся решением уравнения 𝐹(𝐶) = α;  

– α𝑝, рассчитанная как функция распределения от эмпири-
ческой статистики 𝐶𝑝 (α𝑝 = 𝐹(𝐶𝑝)), меньше принятого уровня 
значимости α. Здесь 𝐹(∎) – функция распределения статистики 
критерия. 

 
Рисунок 7 – Левосторонняя критическая область 

α 
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2. Правосторонняя критическая область (правосторонняя 
альтернатива; см. рис. 8). 

В этом случае критическая область располагается справа 
от области принятия гипотезы, и альтернатива будет приниматься, 
если 𝐶𝑝 > 𝐶, α𝑝 = 1 − 𝐹�𝐶𝑝� < α. 

 
Рисунок 8 – Правосторонняя критическая область 

3. Двухсторонняя критическая область (двухсторонняя 
альтернатива; см. рис. 9). 

В этом случае критическая область располагается слева 
и справа от области принятия гипотезы таким образом: 

 𝑃�𝐶𝑝1 < 𝐶1� = 𝛼𝑝1, 𝑃�𝐶𝑝2 < 𝐶2� = 𝛼𝑝2,  

и 

  α𝑝1 + α𝑝2 ≤ α1 + α2 = α.  

В случае симметричного распределения альтернатива при-
нимается, если �𝐶𝑝� < |𝐶|, где 𝐹(𝐶) = α

2� . 
В случае несимметричного распределения желательно рас-

смотреть отдельно попадание в каждую часть области. 
Так, для распределения Фишера со степенями свободы, равными 4, 
при α

2� = 0.1, попадание в левую часть критической области бу-
дет означать, что |𝐶| < 𝐶𝑝1 ≈ 0.2434719365631875, а в правую – 
|𝐶| > 𝐶𝑝2 ≈ 4.107249542250520 (см. рис. 10). 
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Рисунок 9 – Двухсторонняя критическая область (симметричное 

распределение статистики) 

 
Рисунок 10 – Двухсторонняя критическая область при несиммет-

ричном распределении  

Чаще всего в медицинских или биологических исследовани-
ях проверяют гипотезы о статистической значимости различий 
между эмпирическими выборками. Например: повышается ли точ-
ность измерительного прибора после приведённой отладки? эф-
фективен ли новый препарат? Обе описанные задачи сводятся 
к проверке однородности двух выборок. При этом статистические 
гипотезы, не использующие допущений о конкретном законе рас-
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пределения, называются непараметрическими, в противном слу-
чае – параметрическими. 

В примере 8 экспериментальные выборки могут быть орга-
низованы двумя способами:  

1. У контрольной группы людей измеряют исследуемый по-
казатель до принятия лекарства и после. В этом случае формиру-
ются две связанные выборки, показатели в этих выборках связаны 
через пациента, у которого они снимались. Такие выборки назы-
ваются зависимыми, или связанными. При такой организации экс-
перимента используются одновыборочные критерии. 

2. Наличие контрольной (пациенты, не получавшие препарат) 
и опытной (пациенты, получившие препарат) выборок. Такие вы-
борки называются несвязанными, а критерии – двухвыборочными. 

В качестве примера принятия решения об эффективности 
препарата рассмотрим параметрический критерий Стьюдента 
о равенстве средних. Это параметрический метод, используемый 
для проверки гипотез о достоверности разности средних при ана-
лизе количественных данных, позволяет проверить предположе-
ние об однородности двух выборок из нормального распределения 
с одинаковой дисперсией (в примерах, приведённых для иллю-
страции критерия Стьюдента, данные условия будем считать вы-
полненными – их проверку покажем ниже). 

Основная гипотеза формулируются в следующем виде: 
𝐻𝐻0 – «выборки однородны и их средние равны».  

Альтернативная 𝐻𝐻1 может быть выбрана как один из трёх 
возможных вариантов:  

1) «среднее первой выборки больше средней второй выбор-
ки» (правосторонняя альтернатива);  

2) «среднее первой выборки меньше средней второй выбор-
ки» (левосторонняя альтернатива);  

3) «средние двух выборок не равны» (двухсторонняя альтер-
натива). 

В зависимости от организации выборок критерий Стью-
дента бывает как одновыборочным, так и двухвыборочным. 



3. Проверка статистических критериев 

– 28 – 

Одновыборочный критерий Стьюдента 
Рассмотрим процедуру проведения одновыборочного крите-

рия Стьюдента на конкретном примере, сформулированном ниже-
следующим образом. 

Пример 9. У группы пациентов, страдающих гипертонией, 
проверили давление до и после приёма исследуемого препарата. 
Рассмотреть на уровне значимости 0.05 возможность принять 
или отвергнуть нулевую гипотезу при различных альтернативах.  

Данные для этого примера получим следующим образом:  
1) сгенерируем одну выборку из нормального распределения 

со средним 160 и дисперсией, равной 3, а вторую – из нормального 
распределения со средним 140 и дисперсией, равной 3 (выборка 
после приёма лекарств);  

2) данные в обеих выборках округлены до целого числа; 
3) объём нашей группы пациентов равен 40. 

Номер 
пациента 

До приёма препарата, вы-
борка 𝑋 

После приёма препарата, 
выборка 𝑌 

1 167 135 
2 163 142 
3 163 141 
4 160 139 
5 156 143 
6 158 137 
7 157 141 
8 158 141 
9 161 141 

10 158 137 
11 157 140 
12 158 138 
13 159 137 
14 161 136 
15 157 143 
16 160 137 
17 160 139 
18 163 136 
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Окончание таблицы 

Номер 
пациента 

До приёма препарата,  
выборка 𝑋 

После приёма препарата, 
выборка 𝑌 

19 159 139 
20 159 130 
21 156 136 
22 155 135 
23 160 136 
24 159 139 
25 161 139 
26 157 145 
27 165 138 
28 160 139 
29 163 135 
30 159 138 
31 159 135 
32 162 140 
33 161 142 
34 156 141 
35 155 137 
36 156 135 
37 155 144 
38 160 146 
39 158 140 
40 158 137 

 
Несмотря на то что вычисление статистики критерия Стью-

дента не зависит от рассматриваемой альтернативы, всё же алго-
ритмически представляется верным сначала обозначить и гипоте-
зу, и альтернативу. 

Итак: 
1. Случай первый: 𝐻𝐻0 = «μ𝑥 = μ𝑦» и 𝐻𝐻1 = «μ𝑥 > μ𝑦». 
Формально это означает, что график функции плотности слу-

чайной величины 𝑌 сдвинут относительно графика функции плот-
ности случайной величины 𝑋 влево, как, например, на рисунке 11. 
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Рисунок 11 – Графики функции плотности нормального распреде-

ления с одинаковой дисперсией, но разным математическим ожиданием 

Далее рассчитаем статистику критерия Стьюдента 
по формуле: 

 𝑇 = 𝐷�
𝑆𝐷

√𝑛 − 1,  

где 𝐷� – выборка, представляющая собой разность значений вари-
антов первой и второй выборки: 

 𝐷 = {𝑑𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑦𝑖}; 

𝑆𝐷
2 – выборочная (смещённая) дисперсия; 𝑛 – объём выборки.  

В примере имеем: 𝑛 = 40; 𝐷� = 20.5; 𝑆𝐷
2 ≈ 20.05; 𝑇 ≈ 28.59. 

Статистика данного критерия имеет распределение Cтьюдента 
со степенью свободы, равной (𝑛 − 1).  

При уровне значимости 0.05 альтернатива 𝐻𝐻1 = «𝜇𝑥 > 𝜇𝑦» 
будет означать правостороннюю критическую область, и α𝑇 ≈ 1 −
 0. 99 < 0.05 .  

Вывод будет звучать так: «Данный препарат понижает дав-
ление при уровне значимости 0.05». 

2. Случай второй: 𝐻𝐻0 = «𝜇𝑥 = 𝜇𝑦» и 𝐻𝐻1 = «𝜇𝑥 < 𝜇𝑦».  
В случае левосторонней альтернативы (которая будет зву-

чать как «давление повысилось») α𝑇 ≈ 0. 99 > 0.05 = α – и мы 
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вынуждены отклонить альтернативную гипотезу о том, что «пре-
парат повышает давление». 

3. Рассмотрим последний вариант: 𝐻𝐻0 = «𝜇𝑥 = 𝜇𝑦» и 
𝐻𝐻1 = «𝜇𝑥 ≠ 𝜇𝑦». 

Это двусторонняя альтернатива, которая звучит так: 
«В среднем давление у людей изменилось после приёма лекарств».  

В познавательных целях найдём значение статистики Стью-
дента, соответствующее уровню значимости 0.025 (распределение 
Стьюдента является симметричным) и степени свободы, равной 39.  

Получим: 𝑡α=0.025,𝑛=39 ≈   −2.022 и |𝑇| > �𝑡α=0.025,𝑛=39� .  
Делаем вывод, что «выборки неоднородны с уровнем значи-

мости 0.05». 

Рассмотрим менее идеальный пример (пример 10). 
У группы пациентов, страдающих гипертонией, проверили 

давление до и после приёма исследуемого препарата (результат 
измерения представлен в нижеследующей таблице). Рассмотреть 
на уровне значимости 0.05 возможность принять или отвергнуть 
гипотезу при альтернативе, что давление после приёма лекарства 
понизилось. 

Номер  
пациента 

До приёма препарата, 
выборка 𝑋 

После приёма препарата, 
выборка 𝑌 

1 162 140 
2 157 160 
3 160 158 
4 158 163 
5 160 125 
6 158 156 
7 161 166 
8 162 160 
9 165 165 

10 159 162 
11 153 130 
12 157 134 
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Продолжение таблицы 

Номер  
пациента 

До приёма препарата, 
выборка 𝑋 

После приёма препарата, 
выборка 𝑌 

13 164 156 
14 156 132 
15 162 128 
16 160 140 
17 164 132 
18 154 125 
19 159 140 
20 156 135 
21 168 129 
22 162 162 
23 164 138 
24 156 147 
25 158 150 
26 159 155 
27 163 126 
28 159 159 
29 162 128 
30 153 135 
31 158 130 
32 157 140 
33 155 125 
34 161 145 
35 160 149 
36 160 158 
37 155 155 
38 163 160 
39 161 126 
40 159 142 
41 160 134 
42 159 159 
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Продолжение таблицы 

Номер  
пациента 

До приёма препарата, 
выборка 𝑋 

После приёма препарата, 
выборка 𝑌 

43 154 120 
44 159 135 
45 157 125 
46 157 157 
47 156 166 
48 158 126 
49 153 132 
50 162 162 
51 161 128 
52 159 141 
53 159 168 
54 157 132 
55 163 122 
56 159 159 
57 157 161 
58 164 135 
59 159 145 
60 158 126 
61 159 132 
62 157 125 
63 156 156 
64 167 128 
65 164 168 
66 160 137 
67 156 165 
68 157 128 
69 159 159 
70 162 135 
71 156 164 
72 153 124 
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Окончание таблицы 

Номер  
пациента 

До приёма препарата, 
выборка 𝑋 

После приёма препарата, 
выборка 𝑌 

73 155 137 
74 161 132 
75 161 161 
76 161 131 
77 159 132 
78 160 136 
79 158 129 
80 162 162 

 
Предварительно мы имеем, что у 12 человек давление не из-

менилось, у 10 человек оно повысилось, и только у 53 человек – 
стало намного меньше, чем это можно было бы объяснить погреш-
ностью измерения прибора (то есть дисперсией первой выборки). 

Итак, наша нулевая гипотеза и альтернатива формулируются 
как 𝐻𝐻0 = «μ𝑥 = μ𝑦» и 𝐻𝐻1 = «μ𝑥 > μ𝑦». 

В данном примере имеем: 𝑛 = 80, 𝐷� =16.175, 𝑆𝐷
2 ≈ 216.544 

и 𝑇 ≈ 9.77.  
Статистика данного критерия имеет распределение Cтью-

дента со степенью свободы 𝑛 − 1.  
При уровне значимости 0.05 альтернатива 𝐻𝐻1 = «𝜇𝑥 > 𝜇𝑦» 

будет означать правостороннюю критическую область и α𝑇 ≈ 1 −
 0. 99 < 0.05  –   и мы вынуждены отклонить гипотезу о равенстве 
средних.  

Одновыборочный критерий Стьюдента применяется также 
для сравнения равенства среднего конкретному числу [9]. 

Пример 11. Поставщик удобрений утверждает, что приме-
нение новой партии удобрений обеспечивает урожайность пшени-
цы в 60 ц/га. Удобрения внесли на площади в 37 га и получили 
урожай 55 ц/га при «исправленном» среднем квадратическом от-
клонении 3 ц/га. При 5%-м уровне значимости оценить справедли-
вость утверждения поставщика. 
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В данном случае нулевая гипотеза гласит о согласии с по-
ставщиком, тогда как в качестве альтернативы рассмотрим двух-
стороннюю: «поставщик исказил информацию». 

При расчёте статистики учтём: 

 1
𝑛

(∑ (𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)𝑛
𝑖=1 ) = 1

𝑛
(∑ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 − ∑ 𝑦𝑖

𝑛
𝑖=1 ) = 𝑥̅ − 𝑦�. 

Таким образом, при расчёте статистики критерия Стьюдента 
имеем: 

 𝐷� = 60 − 55 = 5, 𝑆𝐷
2 = 32 × 37−1

37
= 8.77,  

и 

 𝑇 = 𝐷�
𝑆𝐷

√𝑛 − 1 = 10.1.  

В данном случае нас интересует двухсторонняя гипотеза, 
поэтому найдём значение статистики Стьюдента, соответствую-
щее уровню значимости 0.025 и степени свободы, равной 36. По-
лучим: 𝑡α=0.025,𝑛=36 ≈   −2.028 и |𝑇| > �𝑡α=0.025,𝑛=36� .  

Делаем вывод: «с уровнем значимости 0.05 утверждение, 
сделанное поставщиком, не подтвердилось». 

Двухвыборочный критерий Стьюдента 
В данном случае имеются две выборки, имеющие нормаль-

ное распределение и одинаковую дисперсию и относящиеся к не-
зависимым группам наблюдений одной и той же характеристики. 

Нулевой гипотезой будет предположение, что выборки од-
нородны, то есть их средние можно считать одинаковыми. 

В качестве альтернативы при определении критерия можно 
выбрать любую из трёх: «средние двух групп не равны», «среднее 
первой выборки больше» и «среднее второй выборки больше». 

Статистика для двухвыборочного критерия Стьюдента счи-
тается по формуле: 

 𝑇 = 𝑋�−𝑌�

�𝑛𝑥𝑆𝑥
2+𝑛𝑦𝑆𝑦

2
�

𝑛𝑥𝑛𝑦(𝑛𝑥+𝑛𝑦−2)
𝑛𝑥+𝑛𝑦

.  



3. Проверка статистических критериев 

– 36 – 

Здесь 𝑛𝑥 , 𝑛𝑦 – объёмы соответствующих выборок; 𝑋�, 𝑌� – их выбо-
рочные средние; 𝑆𝑥

2, 𝑆𝑦
2 – выборочные (смещённые) дисперсии. 

Статистика данного критерия подчиняется закону распреде-
ления Стьюдента с (𝑛𝑥 + 𝑛𝑦 − 2 ) степенями свободы. 

Пример-шутка с чёрным юмором (пример 12). Средняя 
продолжительность госпитализации 36 больных пиелонефритом, 
получивших правильное (соответствующее официальным реко-
мендациям) лечение, составила 4,51 сут, а 36 больных, получав-
ших неправильное лечение, – 6,28 сут. Стандартные отклонения 
для этих двух групп – соответственно 1,98 сут и 2,54 сут. Можно 
ли утверждать на уровне значимости в 0.1, что правильность лече-
ния не влияет на госпитализацию? 

Решение. Нулевая гипотеза ставится как предположение, что 
«правильность лечения не влияет на срок госпитализации». 
В качестве альтернативы возьмём предположение о том, что «пра-
вильность лечения влияет на срок госпитализации, без уточнения 
в какую сторону». 

Статистика критерия Стьюдента будет равна 𝑇 = −3.22, 
а 𝑡0.05,70 ≈   −1.67. Так как |𝑇| > �𝑡0.05,70�, то нулевая гипотеза от-
вергается. Влияние правильности лечения на срок госпитализации 
установлено.  

Аналогичный результат будет, если найти: α𝑇 ≈ 0.00097, 
что заведомо меньше, чем 0.05. 

Вспомним, что есть условия применимости критерия Стью-
дента, которые ограничивают его применение и могут влиять 
на достоверность результата или его объективность. 

Так, проверим равенство дисперсий двух генеральных сово-
купностей по данным примера 10 (пример 13). Сделаем это с по-
мощью критерия Фишера. 

Критерий Фишера проверяет равенство дисперсий двух 
выборок из нормального распределения. 

Нулевая гипотеза формулируется как «равенство дисперсий»: 
𝐻𝐻0 = «σ2

𝑥 = σ2
𝑦», а интересующая нас альтернатива – как «диспер-

сии двух генеральных совокупностей не равны»: 𝐻𝐻1 = «σ2
𝑥 ≠ σ2

𝑦». 
Статистика критерия считается по формуле: 
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 𝑓 = 𝑆𝑥
𝑆𝑦

,  

где 𝑆𝑥 и 𝑆𝑦 – поправленные выборочные дисперсии (несмещённые 
оценки).  

Статистика критерия Фишера имеет распределение Фишера 
со степенями свободы (𝑛𝑥 − 1) и (𝑛𝑦 − 1). У нас они равны 39. 
Таким образом, в нашем примере: 𝑆𝑥 ≈10.35 и 𝑆𝑦 ≈ 221.44, стати-
стика 𝑓 ≈ 0.04675. Так как распределение Фишера несимметрично, 
то рассмотрим 𝑓α=0.025,39,39 = 0.053 и 𝑓1−α,39,39 = 1.890.  

Таким образом, мы попадаем в левую критическую область 
и делаем вывод о том, что «генеральные совокупности двух выбо-
рок не одинаковы».  

Возвращаясь назад, напомним, что равенство дисперсий 
проверяемых выборок является одним из условий применимости 
критерия Стьюдента, и собственно, полученный нелогичный ре-
зультат по критерию Стьюдента как раз и объясняется невыполне-
нием этого условия.  

Замечание. При описании критерия Фишера обычно реко-
мендуется при расчёте статистики располагать выборки таким об-
разом, чтобы при расчёте делить большую поправленную выбо-
рочную дисперсию на меньшую. 

Кроме того, существуют рекомендации проверять однород-
ность по критерию Фишера, а потом применять критерий Стью-
дента. 

Пример 14. По приведённым ниже данным сравнить средние 
удои коров, получавших различные рационы. Для проверки нуле-
вой гипотезы о равенстве средних принять уровень значимости 
равным 0,05. 

Рацион Поголовье 
коров,  

получавших 
рацион, гол. 

Среднесуточный 
удой молока 
в пересчёте 
на базисную  

жирность, кг/гол. 

Среднеквадратиче-
ское отклонение 

в молочной  
продуктивности  

коров, кг/гол. 
1 30 16,2 3,8 

2 40 17,7 4,2 
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Решение. Так, проверим на равенство дисперсии двух гене-
ральных совокупностей, отвечающих за эти выборки в примере. 
Сделаем это с помощью критерия Фишера. 

Нулевая гипотеза формулируется в виде равенства диспер-
сий: 𝐻𝐻0  = «σ2

𝑥 = σ2
𝑦», а интересующая нас альтернатива – 

как «дисперсии двух генеральных совокупностей не равны»: 
𝐻𝐻1 = «σ2

𝑥 ≠ σ2
𝑦». 

Статистика критерия считается по формуле: 

 𝑓 = 𝑆𝑥
2

𝑆𝑦
2 , 

где 𝑆𝑥
2 и 𝑆𝑦

2 – поправленные выборочные дисперсии (несмещён-
ные оценки).  

Статистика критерия Фишера имеет распределение Фишера 
со степенями свободы (𝑛𝑥 − 1) и (𝑛𝑦 − 1). В нашем примере они 
равны 29 и 39. Таким образом, 𝑆𝑥

2 ≈ 14.94 и 𝑆𝑦
2 ≈  18.09, а стати-

стика 𝑓 ≈ 0.826. Так как распределение Фишера несимметрично, 
то рассмотрим 𝑓α=0.025,29,39 = 0.49 и 𝑓1−α,29,39 =  1.961. Таким об-
разом, мы делаем вывод о том, что «генеральные совокупности 
двух выборок одинаковы». 

Теперь рассмотрим применение критерия Стьюдента. В ка-
честве нулевой гипотезы примем предположение об однородности 
этих двух групп, а в качестве альтернативной – предположение, 
что у второй группы удой выше. Статистика критерия Стьюдента 
будет равна: 𝑇 = −0.66, а 𝑡0.05,68 ≈   −1.667. Так как 𝑇 > 𝑡0.05,68 , 
то нулевая гипотеза подтверждается. Аналогичный результат бу-
дет, если найти α𝑇 ≈  0.256, что заведомо больше, чем 0.05. 

С помощью критерия Стьюдента можно делать и множе-
ственные сравнения с контрольной группой.  

Рассмотрим следующий практический пример (пример 15). 
В описании патента на изобретение № SU-1753974 A1 показан ме-
тод предпосевной обработки семян кормовой свёклы [11]. Так, 
отобранные семена 3.5–4.5 и 4.5–5.5 мм заливают водой с рН 3,0–
5,5 и температурой 20–40 °С, полученной с помощью электролиза, 
и замачивают в ней на 15–24 ч при комнатной температуре 18–
25 °С. Затем семена высушивают на воздухе или при активной 
вентиляции и температуре 18–50 °С до сыпучего состояния, 
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то есть до влажности 14–18%. Для сравнения использовали сухие 
семена и семена, замоченные в нейтральной (рН 7,0) и щелочной 
(рН 8,0–9,0) водах, полученных путём электролиза. Данные 
для сравнения приведены в нижеследующей таблице. 

Вода pH воды, 
применя-

емой 
для обра-

ботки 

Энергия 
прораста-

ния, % 

Всхо-
жесть 

семян, % 

Урожай-
ность кор-
неплодов, 

ц/га 

Кислая 
Щелочная 
Контроль 

4.5 
8.0 

 

80.0 
80.5 

60.25 

89.25 
84.0 

70.25 

839.0 
645.1 
432.5 

 
Можно ли считать, что данная предпосевная обработка вли-

яет на всхожесть семян? 
Для принятия решения воспользуемся критерием для опре-

деления достоверности различий между частотами определённого 
количественного признака с поправкой Бонферрони.  

Неравенство Бонферрони говорит: Если 𝑘 раз применить 
критерии с уровнем значимости 𝛼, то вероятность хотя бы 
в одном случае найти различие там, где его нет, не превышает 
произведения 𝑘 на 𝛼.  

Данная поправка позволяет провести сравнение при неболь-
шом количестве парных сравнений (менее 8). В нашем случае ко-
личество парных сравнений равно: 3 = С3

2. Таким образом, для об-
щего уровня значимости 0.05 каждое сравнение надо проводить 
при уровне значимости: 0.05/3 ≈ 0.017. Так как количество семян 
в каждой группе неизвестно, то для удобства возьмём объёмы вы-
борок, равные 100. 

Определим основную гипотезу как «выборки однородны», 
а в качестве альтернативы возьмём двухстороннюю: «выборки не-
однородны». 

Средняя арифметическая качественных признаков отражает 
долю или процент особей, имеющих данный признак. В нашем 
случае: 𝑝кис =0.8925, 𝑝щ = 0.84, 𝑝конт =0.7025. Доли случаев, ко-
гда семена не взошли, обозначим как 𝑞кис = 1 − 𝑝кис = 0.1075, 
𝑞щ = 1 − 𝑝щ =0.16, 𝑞конт = 1 − 𝑝конт=0.2975. 
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Средние квадратические отклонения при обработке подоб-
ных данных вычисляют как σкис = �𝑝кис𝑞кис , σщ = �𝑝щ𝑞щ, 
σконт = �𝑝контр𝑞контр. Для расчета статистики при попарных срав-
нениях воспользуемся формулами:  

 tкис−щ = pкисл−pщ

�mкисл
2 +mщ

2
≈ 1.102, 

  tкис−конт = pкисл−pконт

�mкисл
2 +mконт

2 ≈ 3.46, 

 tконт−щ = pконт−pщ

�mконт
2 +mщ

2
≈ −2.3291.  

Здесь m – средняя ошибка частоты качественного признака, выра-
женная в долях единицы или в процентах: 

 mкис = �
pкислqкисл

nкисл
≈ 0.03, 

 mщ = �
pщqщ

nщ
≈ 0.037, 

  mконт = �
pконтqконт

nконт
≈ 0.046.  

Статистика данного критерия имеет распределение Стью-
дента. С учётом того, что наши выборки имеют одинаковую раз-
мерность, имеем: 𝑡α=0.016,𝜈=198 =  −2.159. В случае двухсторон-
ней альтернативы с уровнем значимости 0.05 нет оснований пола-
гать, что все три выборки различны.  

Если же нет необходимости накладывать информацию о ти-
пе распределения и его параметрах, то для определения однород-
ности можно воспользоваться непараметрическими критериями. 
В качестве примера непараметрического критерия для несвязан-
ных выборок рассмотрим применение критерия Вилкоксона, 
приведённом в [13], для решения нижеследующего примера. 

Пример 16. Было изучено общее содержание азота в плазме 
крови крыс-альбиносов в возрасте 37 и 180 дней. Результаты вы-
ражены в граммах на 100 куб. см плазмы. В возрасте 37 дней де-
вять крыс имели: 0.99, 0.83, 0.99, 0.86, 0.9, 0.81, 0.94, 0.87 и 0.1. 
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В возрасте 180 дней восемь крыс имели: 0.93, 1.18, 0.9, 1.21, 1.2, 
0.83, 1.13, 1.12. На уровне значимости 0.05 определите, увеличи-
лось ли содержание азота в крови. 

В качестве нулевой гипотезы возьмём предположение, что 
«выборки однородны». В качестве альтернативы предположим, что 
«значения второй выборки больше» (левосторонняя альтернатива). 

Далее совместим обе выборки в один ряд, упорядоченный 
по возрастанию, с сохранением информации о принадлежности 
данных выборкам. 

Значение Выборка Ранг 

0.81 1 1 

0.83 1–2 2,5 

0.83 1–2 2,5 

0.86 1 4 

0.87 1 5 

0.9 1–2 6,5 

0.9 1–2 6,5 

0.93 2 8 

0.94 1 9 

0.99 1 10.5 

0.99 1 10.5 

0.1 1 12 

1.12 2 13 

1.13 2 14 

1.18 2 15 

1.2 2 16 

1.21 2 17 
 
Во втором столбце таблицы запись «1–2» означает, что это 

значение присутствует в обеих выборках и оно включено в общий 
ряд столько раз, сколько оно встретилось суммарно в обеих вы-
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борках. В третьем столбике таблицы приведены ранги соответ-
ствующих значений. Фактически это номер данного значения 
в ряду, кроме случаев, когда имеются одинаковые значения дан-
ных. Для одинаковых значений присваивается общий ранг, равный 
среднему арифметическому числу мест, на которых эти данные 
находятся. 

Затем для подсчёта статистики критерия Вилкоксона сложим 
ранги, соответствующие значениям 1-й выборки: 𝑈 = 1 + 2.5 + 4 + 
5 +6.5+9+10.5+ 10.5 + 12 = 61. 

Для нахождения α𝑈 воспользуемся предложенным в [13] 
способом, построенным на том, что статистика критерия Вилкок-
сона асимптотически нормальна со средним μ𝑈 = 𝑛1(𝑛1+𝑛2+1)

2
+

0.5 = 81 и дисперсией σ𝑈
2 = 𝑛1𝑛2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)/12 = 108. Таким 

образом, α𝑈 ≈0.027 < 0.05, и на уровне значимости 0.05 принима-
ется альтернатива, что показатели второй выборки больше. 

Пример 17. В случае связанных выборок рассмотрим непа-
раметрический критерий знаков [4]. Разберём его на данных 
примера 10. 

Сформулируем нулевую гипотезу о «случайности уменьше-
ния показателя давления после приёма лекарства». 
За альтернативную гипотезу возьмём «неслучайный характер 
уменьшения данных показателя давления после приёма лекарства». 

Посчитаем количество «типичных», «нетипичных» и «нуле-
вых» сдвигов.  

Под сдвигом понимаем разность между первой и второй вы-
борками; под типичными сдвигами – преобладающее направление 
(в нашем случае – положительные сдвиги); под нетипичными – сдви-
ги более редкого, противоположного «типичным сдвигам», знака.  

На основе сгенерированных в примере 10 данных получаем: 
– 58 типичных сдвигов; 
– 10 нетипичных сдвигов; 
– 12 нулевых сдвигов. 
Далее по таблицам критических точек для G-критерия зна-

ков (см. приложение) для уровня значимости 0.05 и количества 
типичных сдвигов находим нижеследующее. 
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Количество  
типичных сдвигов 

Уровень статистической значимости 

0.05 0.01 

58 22 19 
 
Это означает, что для уровня значимости 0.05 нетипичных 

знаков должно быть не более 22, а на уровне 0.01 – не более 19. 
Таким образом, мы можем сказать, что нулевая гипотеза 

о случайности отрицательных сдвигов отвергается на уровне зна-
чимости 0.05 и подтверждается гипотеза об уменьшении давления 
после приёма лекарства. 

Помимо описанного выше способа принятия критерия, часто 
используется способ, при котором задаются не один, а два уровня 
значимости: α1 > α2. Далее эмпирическая статистика сравнивается 
со статистиками, соответствующими уровням значимости α1, α2 
следующим образом:  

– если 𝑡эм < 𝑡α1, то принимается нулевая гипотеза с уровнем 
значимости α1;  

– если 𝑡эм > 𝑡α2, то принимается альтернатива с уровнем 
значимости α2;  

– если 𝑡α1 < 𝑡эм < 𝑡α2 , то говорят о недостаточности данных 
для принятия решения (рис. 12). 

 
Рисунок 12 – Схема расположения критической области в случае 

сравнения с двумя уровнями значимости 
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Далее применим данный метод принятия гипотез при разбо-
ре критерия 𝝌𝟐. Этот критерий позволяет сделать заключение 
о распределении выборки, то есть сравнить эмпирическое распре-
деление выборки с предполагаемым теоретическим, как в случае 
дискретного распределения, так и непрерывного. Кроме того, он 
позволяет сравнивать распределение двух эмпирических выборок.  

На практике закон распределения выборок известен доста-
точно редко. В случае проверки гипотезы о сравнении выборочно-
го и теоретического распределений критериев называются крите-
риями согласия.  

Пример (таблица сопряжённости 𝝌𝟐) на сравнение двух 
эмпирических выборок (пример 18). При тромбозе шунта у боль-
ных на гемодиализе отслеживаются два признака: «препарат (ас-
пирин – плацебо)» и «тромбоз (есть – нет)». В нижеследующей 
таблице указаны все их возможные сочетания, поэтому такая таб-
лица называется таблицей сопряжённости [2]. 

Препарат «Тромбоз есть» «Тромбоза нет» 

Плацебо 18   7 

Аспирин   6 13 

 
Примем нулевую гипотезу о том, что «аспирин не влияет 

на риск тромбоза». Тогда альтернативой будет предположение 
о том, что «влияние аспирина значимо».  

Посчитаем долю признака, отвечающего за развитие тромбо-
за: всего у нас 44 пациента, из них тромбоз развился у 24, таким 
образом, доля этого признака от общего количества пациентов со-
ставит: (18 + 6) / (18 + 6 + 7 + 13) = 0,5455. Доля признака «тром-
боза нет» составит 0.4545.  

Если верна нулевая гипотеза, то доля признаков должна вы-
полняться вне зависимости от того, что получал пациент.  

Ожидаемое количество пациентов, принимающих плацебо, 
у которых должен обнаружиться тромбоз, равно: (18 + 7) × 0,5455 = 
13,64. Количество пациентов, у которых он не должен обнаружить-
ся, равно 11,36. В группе принимающих аспирин обнаружение 
тромбоза должно произойти: (6 + 13) × 0,5455 = 10,36 человека – 
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и не произойти у 8.64 человека. Таблица сопряжённости ожидае-
мых появлений будет следующей. 

Препарат «Тромбоз есть» «Тромбоза нет» 

Плацебо 13,64 11,36 

Аспирин 10,36 8.64 
 
Далее найдём статистику критерия сопряжённости χ2. Она 

представляет собой сумму отношений квадрата разности между 
эмпирическим появлением и ожидаемым к ожидаемому появле-
нию, проведённую по всем клеткам таблиц сопряжённости: 

 χ2 = (18−13.64)2

13.64
+ (7−11.36)2

11.36
+ (6−10.36)2

10.36
+ (13−8.64)2

8.64
= 7.1. 

Данная статистика подчиняется распределению χ2 со степе-
нью свободы, равной 1. Степень свободы считается равной количе-
ству столбцов без 1, умноженному на количество строк, также без 1. 

Возьмём за α1 уровень значимости 0.05, а за α2 – уровень 
значимости 0.01. Таким образом, статистика: 

 χ2
1−α1,1 =  3.841 , χ2

1−α2,1 = 6.635 и χ2 > χ2
1−α2,1.  

В результате мы принимаем альтернативу на уровне значи-
мости 0.01. Таблицы сопряжённости могут быть разной размерно-
сти, но общий алгоритм расчёта критерия будет такой же. 

Пример (таблица сопряжённости 𝛘𝟐) сравнения эмпири-
ческого распределения выборки с предполагаемым теоретиче-
ским [5] (дискретные распределения) (пример 19). Необходимо 
установить, соответствует ли теоретически ожидаемому расщеп-
лению соотношение частот фенотипов в 𝐹2 кроликов, полученных 
от скрещивания самок, чёрных с нормальной шерстью (AABB), 
с пуховыми самцами-альбиносами (aabb). Доминантными призна-
ками является чёрная шерсть (А) и нормальная её длина (B). Все 
гибриды первого поколения 𝐹1 обладали чёрной короткой шер-
стью (дигетерозиготными, AaBb ). При их скрещивании (AaBb × 
AaBb) получили 120 потомков: 45 чёрных короткошёрстных, 
30 чёрных пуховых, 25 белых короткошёрстных и 20 белых пухо-
вых кроликов. Теоретическое распределение по фенотипу особей, 
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полученных во втором поколении при дигибридном скрещивании 
кроликов, по закону Менделя составляет: 9 : 3 : 3 : 1. 

Нулевая гипотеза в данном случае утверждает, что «полу-
ченная популяция кроликов 𝐹2 подчиняется распределению фено-
типа по закону Менделя особей, полученных во втором поколении 
при дигибридном скрещивании». За альтернативу принимается 
предположение о том, что «наблюдается различие между ожидае-
мым распределением гибридов второго поколения и распределе-
нием по фенотипу полученных кроликов». Составим таблицу. 

 

Частота, гол. 

Фенотип кроликов 
Чёрные, 
коротко-

шёрстные 

Чёрные, 
длинно-

шёрстные 

Белые, 
коротко-

шёрстные 

Белые, 
длинно-

шёрстные 
Эмпириче-
ское 45 30 25 20 

Теоретиче-
ское 67,5 22,5 22,5 7,5 

 
Рассчитаем статистику критерия: 

 χ2 = (45−67,5)2

67,5
+ (30−22,5)2

22,5
+ (25−22,5)2

22,5
+ (20−7,5)2

7,5
= 31,1. 

Степень свободы будет равна: (2 – 1) × (4 – 1) = 3.  
Для уровня значимости 0.01 и степени свободы, равной 3, 

χ2
0.99,3 = 11.34. 

Вывод. Так как χ2 > χ2
0.99,3, то достоверность отклонения по-

лученной группы кроликов от расщепления фенотипов по закону 
Менделя подтверждается. 

С помощью критерия χ2 можно также с некой вероятностью 
установить предпочитаемый ответ [4].  

Пример 20. Так, психологу предстоит проверить удовлетво-
рённость работой на данном предприятии. Для этого он проводит 
опрос случайной выборки из 65 респондентов по выбору ответа 
из вариантов:  

«1» – «Работой вполне доволен».  
«2» – «Скорее доволен, чем недоволен». 
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«3» – «Трудно сказать». 
«4» – «Скорее недоволен, чем доволен». 
«5» – «Совершенно недоволен». 
В качестве нулевой гипотезы предположим, что «ни один 

из ответов не встречается чаще других». В этом случае можно за-
ключить, что распределение носит равновероятностный характер 
и ожидаемые частоты появления ответов равны между собой: 
65 / 5 = 13. Альтернативой же будет предположение, что «суще-
ствует наиболее часто встречающийся ответ». 

Внесём данные в таблицу. 

№ ответа Эмпирическая частота Теоретическая частота 

1   8 13 

2 22 13 

3 14 13 

4   9 13 

5 12 13 
 
Рассчитаем статистику критерия: 

 𝜒2 = (8−13)2

13
+ (22−13)2

13
+ (14−13)2

13
+ (9−13)2

13
+ (12−13)2

13
= 9,54.  

Степень свободы в данном случае будет равна 4, χ2
0.99,4 =

13.27, χ2
0.95,4 = 9.487, – в этой ситуации психологу не хватило 

данных для вывода, так как  χ2
0.95,4 < χ2 < χ2

0.99,4. 

Пример 21. В качестве последнего примера проверим вто-
рую выборку из примера 10 на соответствие нормальному распре-
делению. Нулевая гипотеза будет считать «соответствие эмпири-
ческого распределения нормальному», альтернативная – «несоот-
ветствие эмпирического распределения нормальному». Cреднее 
значение данной выборки равно 143, выборочная дисперсия – 
215.9. Эти оценки и примем за параметры теоретического распре-
деления. 

Далее представим выборку в интервальном виде. 
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Номер 
интервала 

Границы Количе-
ство по-
паданий 

Теоретическая  
вероятность  

попадания в интервал 
 1 (-∞, 119.9) 0 4.64 

 2 (119.9, 124.72 )  3 3.902 

 3 (124.72, 129.54) 16 5.8469 

 4 (129.54, 134.36) 12 7.875 

 5 (134.36, 139.18)  9 9.534 

 6 (139.18, 144)  6 10.375 

 7 (144,148.82)  3 10.148 

 8 (148.82,153.64)  2 8.92 

 9 (153.64,158.46)  8 7.05 

10 (158.46,163,28) 14 5.0 

11 (163.28,168.1)  7 3.197 

12 (168.1,+∞) 0 3.5 

Рассчитаем теоретическое попадание в интервал. 
Для средних интервалов она равна объёму выборки, умноженному 
на разность между функцией распределения правого и левого кон-
цов интервала. Для первого интервала частота попадания будет 
равна объёму выборки, умноженному на значение функции нор-
мального распределения в правом конце интервала, а для послед-
него – как объём выборки, умноженный на единицу минус значе-
ние функции распределения в левом конце данного интервала. 

Далее считаем статистику χ2  так же, как и в предыдущих 
случаях. Получим: χ2  = 61.26 и χ2 > χ2

0.99,11. 
Таким образом, гипотеза о соответствии нормальному рас-

пределению не подтвердилась. 
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ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

1. Средний процент жира в молоке за лактацию коров холмо-
горских помесей был следующим: 3.4, 3.6, 3.2, 3.1, 2.9, 3.7, 3.2, 3.6, 
4.0, 3.4, 4.1, 3.8, 3.4, 4.0, 3.3, 3.7, 3.5, 3.6, 3.4, 3.8. Определите оценки 
для математического ожидания и дисперсии генеральной совокуп-
ности по данной выборке. Определите доверительный интервал 
для математического ожидания при вероятности в 95% и 99%. 

2. Оценивается средний месячный расход на медицинскую 
помощь в семьях работников данного предприятия, причём сред-
няя ошибка полученной оценки должна быть не более 15 рублей. 
В пробной выборке из 100 семей выборочная дисперсия составила 
350 рублей. Сколько семей должно быть отобрано для проведения 
обследования? 

3. Известна продолжительность (в секундах) физической 
нагрузки до развития приступа стенокардии у 12 человек с ишеми-
ческой болезнью сердца: 289, 203, 359, 243, 232, 210, 251, 246, 224, 
239, 220, 211. Найдите среднее, стандартное отклонение, медиану, 
25-й и 75-й процентили для этих данных. 

4. Приведены результаты оценки проницаемости сосудов 
сетчатки: 1,2; 1,4; 1,6; 1,7; 1,7; 1,8; 2,2; 2,3; 2,4; 6,4; 19,0; 23,6. 
Найдите среднее, стандартное отклонение, медиану, 25-й и 75-й 
процентили. 

5. При исследовании некоторого показателя, связанного 
с остротой зрения, были взяты две группы учеников: мальчики и 
девочки до 12 лет. В первой группе мальчиков выборочное сред-
нее составило 70 с2 и выборочная дисперсия была равна 25 с2 

при объёме выборки в 20 мальчиков, тогда как во второй группе 
девочек выборочное среднее было 75 с2 и выборочная дисперсия 
составила 36 с2 при объёме выборки в 30 девочек. Определить, су-
щественна ли разность средних в двух выборках при уровне зна-
чимости в 0.05. 
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6. Двум лаборантам поручено определить число эритроцитов 
в крови, взятой у одних и тех же лиц (для точности эксперимента 
лаборантам данный факт неизвестен). Каждый из лаборантов про-
водит по 21 исследованию. Исходя из полученных результатов вы-
числено стандартное отклонение: 100 000 – у первого лаборанта 
и 60 000 – у второго. Имеются ли основания предполагать, что вто-
рой лаборант работает точнее первого на уровне значимости в 0.01? 

7. Двенадцать чёрно-пёстрых коров были покрыты джейсей-
ским быком. Получены нижеследующие данные о количестве мо-
лока за лактацию и о жирности молока у матерей и дочерей. 

Матери Дочери 
Кол-во  

молока, кг Жирность, % Кол-во  
молока, кг Жирность, % 

1 983 3.25 3 509 5.29 

3 674 3.81 3 110 6.04 

3 976 2.96 3 181 5.24 

3 391 3.24 2 997 5.25 

4 344 2.82 2 991 5.14 

3 784 2.83 3 720 4.72 

3 628 2.79 3 268 4.54 

3 957 3.08 3 595 4.97 

2 185 3.01 2 939 5.13 

4 980 3.23 3 213 4.98 

2 709 3.68 3 240 5.58 

2 807 2.96 3 388 4.81 
 
Можно ли сделать вывод об увеличении показателей у доче-

рей на уровне значимости в 0.03? 

8. При обследовании состояния гланд у студентов первого 
курса ветеринарного факультета в группе из 84 студентов 39 чело-
век оказались больными. При аналогичном обследовании второ-
курсников зоофака в группе из 44 студентов больными оказались 
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28 человек. Определите, есть ли достоверные различия в состоя-
нии здоровья между группами на уровне значимости в 0.01. 

9. Были получены нижеследующие данные о весе тушкан-
чиков (в граммах). 

Самцы 

186 190 165 182 182 182 180 

173 157 179 164 146 173 144 

156 156 156 160 169 161 144 

153 152 151 173    

Самки 

162 163 190 188 147 146 145 

157 162 186 175 147 145 145 

155 174 180 148 175 145 144 

153 165 141 146    
 
Отличаются ли по весу самцы тушканчиков от самок 

на уровне значимости в 0.04? 

10. Пробы по 15 зёрен кукурузы разных стадий зрелости 
проверяли на устойчивость к раздавливанию. Пробы показали сле-
дующие цифры (в единицах давления): 

Первая проба: 42, 50, 36, 34, 45, 56, 42, 53, 25, 65, 33, 40, 39, 
43, 42. 

Вторая проба: 43, 44, 51, 40, 29, 49, 39, 59, 43, 48, 67, 44, 46, 
54, 64. 

Проверьте, достоверно ли различие между двумя средними 
двух групп на уровне значимости в 0.01. 

11. На 10 парах крыс определяли биологическую ценность 
белков земляного ореха: сырого P и жареного R. Пары данных 
(в условных единицах) были следующие: 1) 61 – 55; 2) 60 – 54; 
3) 56 – 47; 4) 63 – 59; 5) 56 – 51; 6) 63 – 61; 7) 59 – 57; 8) 56 – 54; 
9) 44 – 63; 10) 61 – 58. Достоверна ли разница на уровне значимо-
сти в 0.01? 

12. В одном классе из 20 детей на удачу были выбраны 10, 
которым ежедневно начали выдавать апельсиновый сок. Осталь-
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ные 10 учеников ежедневно получали молоко. Через некоторое 
время зафиксировали увеличение массы детей в фунтах 
(1 фунт = 453,6 г). 

Ученик 1-й 2-й 3-й 4-й 5-й 

Сок 4.0 2.5 3.5 4.0 1.5 

Молоко 1.5 3.5 2.5 3.0 2.5 
 

Ученик 6-й 7-й 8-й 9-й 10-й 

Сок 1.0 3.5 3.0 2.5 3.5 

Молоко 2.0 2.0 2.5 1.5 3.0 
 
Среднее увеличение веса одного ученика в группе, где выда-

вали апельсиновый сок, составило 2.9 фунта, а в группе, где выда-
вали молоко, – 2.4. Существенно ли отличается увеличение детей 
в группах? 

13. Сравнивается действие обезболивающих препаратов А 
и В. (В некоторых случаях одним из «лекарств» может быть 
инертное плацебо, которое используется для контроля при иссле-
довании действия другого препарата). 

В группе больных, которые изъявили желание принять уча-
стие в эксперименте, насчитывалось 8 человек. Вполне возможно, 
что у этих больных возраст, пол, общее состояние и т. д. далеко 
не одинаковые. Поэтому оба препарата дают каждому больному 
и фиксируют продолжительность обезболивающего действия каж-
дого из них. С целью обеспечения чистоты эксперимента приняты 
все разумные меры предосторожности: между приёмами обоих 
препаратов проходит время, исключающее «перекрывание» их 
действия; четверо больных получают сначала препарат А, а другие 
четверо – сначала препарат В, при этом ни один из них не знает, 
какой именно препарат он принимает; и т. д. Результаты экспери-
мента приведены в нижеследующей таблице. 

Достоверно ли предположение, что длительность действия 
препарата В больше, чем препарата A? 
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Больной 
Длительность действия препарата, часы 

А В 

1 3.2 3.8 

2 1.6 1.0 

3 5.7 8.4 

4 2.8 3.6 

5 5.5 5.0 

6 1.2 3.5 

7 6.1 7.3 

8 2.9 4.8 
 
14. В нижеследующей таблице приведены данные 

о 818 наблюдениях, классифицированных по двум признакам: 
«наличие прививки против холеры» и «отсутствие заболевания». 
Можно ли на основании этих данных прийти к выводу о зависимо-
сти между отсутствием заболевания и наличием прививки? 

Наличие прививки 
Наличие заболевания 

Не заболели Заболели 

Привитые 276   3 

Непривитые 473 66 
 
15. Среди 2 020 семей с двумя детьми 527 имеют двух маль-

чиков, 476 – двух девочек, у остальных 1 017 семей дети разного 
пола. Можно ли считать, что количество мальчиков в семье, име-
ющей двух детей, является биномиально распределённой случай-
ной величиной? 

16. В экспериментах по селекции гороха Г. Мендель наблю-
дал частоты появления различных видов семян, получаемых в ре-
зультате скрещивания растений с круглыми жёлтыми и морщини-
стыми зелёными семенами (в этой задаче частота – количество се-
мян определённого вида). Эти данные и значения теоретических 
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вероятностей, которые определяются согласно теории наслед-
ственности Менделя, приведены в таблице. 

Вид семян Частота Вероятность 

Круглые жёлтые 315 9/16 

Морщинистые жёлтые 101 3/16 

Круглые зелёные 108 3/16 

Морщинистые зелёные   32 1/16 
 
Согласуются ли вероятности, полученные согласно теории 

Менделя, с приведёнными экспериментальными данными? 

17. Чётное число мышей было рассажено по одной в клетки, 
объединённые случайным образом в две группы с одинаковым ко-
личеством клеток: группа А – контрольная, группа В – испытуе-
мая. Мышам из группы В был введён препарат, который, предпо-
ложительно, угнетает палочку Коха (возбудитель туберкулёза). 
После этого всех животных в случайном порядке заражали тубер-
кулёзом. В таблице приведены дни смерти мышей после инфици-
рования, при этом данные об одной из мышей были утеряны. 

 День 

Группа А 5-й 6-й 7-й 7-й 8-й 

Группа В 7-й 8-й 8-й 8-й 9-й 
 

 День 

Группа А 8-й 8-й 9-й 12-й  

Группа В 9-й 12-й 13-й 14-й 17-й 
 
Из предварительных экспериментов известно, что применя-

емый препарат не является токсичным, поэтому можно считать, 
что продолжительность жизни в испытуемой группе не меньше, 
чем в контрольной. 

Решить поставленную задачу, сформировав её как задачу 
проверки статистических гипотез. 
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18. В таблице приведены результаты эксперимента, в кото-
ром изучалось влияние работы метронома на речь людей, страда-
ющих заиканием. 

Номер 
участника 

Число заиканий 
при условии Номер 

участника 

Число заиканий 
при условии 

N R A N R A 

1 15 3 5   7 10 0 2 

2 11 3 3   8   8 0 3 

3 18 1 3   9 13 0 2 

4 21 5 4 10   4 1 0 

5   6 2 2 11 11 2 4 

6 17 0 2 12 17 2 1 
 
Обследовалось 12 человек с тяжёлой формой заболевания. 

Каждый из них импровизировал трёхминутную речь при условиях N, 
R, A: N – говорить без метронома; R – говорить при регулярной (рит-
мичной) работе метронома (120 ударов за минуту), причём человек 
был предварительно проинструктирован о необходимости произно-
сить один слог слова на каждый удар метронома; A – говорить при 
неритмичной работе метронома, работающего со случайными интер-
валами между ударами (от 0.3 до 0.7 с), совершая при этом в среднем 
те же 120 ударов в минуту (при условии А, как и при условии R, чело-
век должен произносить один слог на каждый удар метронома). 

Приведённые данные, безусловно, свидетельствуют о том, 
что работа метронома уменьшает количество заиканий. Но суще-
ствуют ли отличия во влиянии на заикание ритмично и неритмич-
но работающих метрономов? 

19. Среди курящих беременных женщин 10 человек имели 
высокий уровень невротизации, 13 человек – неопределённый ре-
зультат и 52 человека – низкий; среди некурящих – 5 человек, 
14 человек, 102 человека соответственно. Можно ли утверждать, 
что есть взаимосвязь между табачным анамнезом беременных 
женщин и уровнем невротизации?  
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20. Во время эпидемии гепатита А под наблюдением оказалось 
47 больных. Из них для лечения 30 больных был применён новый 
лекарственный препарат, а 17 – лечились прежними средствами. 
Итог: из 30 больных, лечившихся с помощью нового препарата, 
умерло 4 и выздоровело 26 человек; из 17 больных, лечившихся 
прежними средствами, умерли 9 и выздоровели 8 человек. Используя 
критерий χ2, сделайте вывод об эффективности нового препарата.  

21. Исследуется эффективность прививки против сыпного 
тифа. Под наблюдением находится 17 685 человек. Используя кри-
терий χ2, сделайте вывод об эффективности прививок на уровне 
значимости в 0.05. 

 Количество  
заболевших 

Количество  
не заболевших 

С прививкой   72 7 988 

Без прививки 303 9 322 
 
22. Изучается некоторый признак, предположительно пере-

даваемый по наследству. Для исследования сформированы две по-
парно связанные выборки количественного выражения признака: 
отцов и их взрослых сыновей. Проверить однородность этих вы-
борок по указанному признаку при уровне значимости 0.05 и од-
носторонней критической области. 

Отцы Сыновья 

117.4 121.3 

  89.3 103.5 

142.0 131.3 

103.9 114.1 

121.6 135.4 

148.9 135.8 

107.2 117.9 
  98.0 110.4 

129.5 117.4 
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Окончание таблицы 

Отцы Сыновья 
147.4 152.3 

  93.0 104.6 

  98.4 113.0 

102.0 113.1 

116.2 120.7 

133.4 119.0 

124.1 135.8 

119.9 113.0 

114.8 120.4 

105.6 116.9 

145.6 134.2 

121.0 134.7 

135.2 121.1 

136.1 124.3 

  97.6 105.2 
 
23. По районам области собраны данные числа лабораторных 

исследований на одного больного в стационаре за 2011 и 2017 годы. 
Исследовать значимость различия при уровне значимости 0.01 
и односторонней критической области. 

Район 
Число исследований 

2011 год 2017 год 

1 30.52 47.09 

2 27.91 35.07 

3 18.39 18.51 

4 20.54 22.98 

5 27.43 28.08 
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Окончание таблицы 

Район 
Число исследований 

2011 год 2017 год 

  6 28.38 35.02 

  7 28.06 23.43 

  8 20.46 26.19 

  9 29.27 24.59 

10 19.35 25.55 

11 17.92 25.91 

12 25.37 18.10 

13 29.11 29.16 

14 25.59 20.61 

15 24.11 23.56 

16 10.09 12.99 

17 21.86 29.75 

18 38.16 40.16 

19 17.93 22.89 

20 23.66 23.82 

21 32.41 29.73 

22 48.61 48.70 

23 28.08 33.14 
 
24. Одной из причин смерти детей в возрасте от 1 недели 

до 1 года является синдром детской смертности. Обычно смерть 
наступает на фоне полного здоровья, внезапно, во сне. Изучаются 
факторы риска для этого показателя, связанные с матерью ребёнка. 
Всего изучалось 19 047 детей в возрасте до 1 года, из них умерли 
44 ребёнка. Применяя критерий χ2, установите влияние указанных 
факторов, связанных с риском внезапной детской смертности. 
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Факторы (мать) 

Синдром внезапной детской 
смертности  

(количество детей) 
Умерли Живы 

Возраст матери 
до 25 лет 29   7 301 

25 и более 15 11 421 
Время оконча-
ния предыдущей 
беременности 

менее 1 года 23   4 694 

более 1 года 11   7 339 

Курение во вре-
мя беременности 

да 24   5 228 

нет 10   9 595 
Самый низкий 
уровень гемо-
глобина 

менее 12 мг % 26 12 613 

12 мг % и более   7   2 678 

 
25. В описания патента [12] данные для исследования в ни-

жеприведённой таблице были получены во время засушливого 
2010 года. Выживаемость растений, как и полевая всхожесть, 
во многом зависела от погодных условий периода вегетации, по-
этому авторами отмечаются пониженные показатели. Целью изоб-
ретения является активация функций растений нута за счёт исполь-
зования инокуляции (нитрагинизации) штаммами клубеньковых 
бактерий семян нута ризоторфином влажным способом из расчёта 
200–250 г на гектарную норму высева в растворе активированной 
воды с pH 4,2 (1 л воды на 1 ц семян), полученной путём электроли-
за, и обработанных затем в вакуумной среде при давлении 650–
680 мм рт. ст. с одновременным перемешиванием. 

Подтвердить или опровергнуть результативность данной об-
работки семян (см. нижеследующую таблицу). 
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Приложение 
(справочное) 

Критические значения критерия знаков G  
для уровней статистической значимости ρ ≤ 0,05 и ρ ≤ 0,01 [10] 1 

n 
Уровни стат. 

значимости (ρ) n 

Уровни стат. 
значимости (ρ) n 

Уровни стат. 
значимости (ρ) 

0,05 0,01 0,05 0,01 0,05 0,01 
  5 0 – 27 8 7 49 18 15 
  6 0 – 28 8 7 50 18 16 
  7 0 0 29 9 7 52 19 17 
  8 1 0 30 10 8 54 20 18 
  9 1 0 31 10 8 56 21 18 
10 1 0 32 10 8 58 22 19 
11 2 1 33 11 9 60 23 20 
12 2 1 34 11 9 62 24 21 
13 3 1 35 12 10 64 24 22 
14 3 2 36 12 10 66 25 23 
15 3 2 37 13 10 68 26 23 
16 4 2 38 13 11 70 27 24 
17 4 3 39 13 11 72 28 25 
18 5 3 40 14 12 74 29 26 
19 5 4 41 14 12 76 30 27 
20 5 4 42 15 13 78 31 28 
21 6 4 43 15 13 80 32 29 
22 6 5 44 16 13 82 33 30 
23 7 5 45 16 14 84 33 30 
24 7 5 46 16 14 86 34 31 
25 7 6 47 17 15 88 35 32 
26 8 6 48 17 15 90 36 33 

 

                                                            
1 Преобладание «типичного» сдвига является достоверным, если G'эмп ни-

же или равно G'0,05 , и тем более достоверным, если G'эмп ниже или равен G'0,01. 
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