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О тьюринговых степенях в утончениях арифметической иерархии

В. Л. Селиванов, М. М. Ямалеев

В.Л. Селивановым [1] в 1983 г. была введена тонкая иерархия арифметических
множеств, каждый уровень Σα которой однозначно определяется ординалом α < ε0,
где ε0 = lim{ω, ωω, ωωω

, ...}. Некоторые уровни тонкой иерархии совпадают с хорошо
изученными уровнями известных иерархий множеств (разностная иерархия Ершова
[2]-[4], аримфметическая иерархия). Например, Σn = Σ−1

n , Σωn = Σ−1,∅′

n , Σω = Σ0
2,

Σωω = Σ0
3. Б. Купером в 1971 было показано, что в иерархии Ершова уже второй

уровень является собственным (т.е. не содержит элементов из меньших уровней) для
тьюринговых степеней. Для общего случая К. Джокушем/Р. Шором [5] и В.Л. Сели-
вановым [6] независимо было показано, что каждый уровень иерархии Ершова уровень
будет собственным для тьюринговых степеней.

Аналогичные вопросы возникают и для тонкой иерархии. Нетрудно показать, что
классы Σω и Σλ, где ω < λ < ωω, неразличимы относительно тьюринговой эквивалент-
ности, для множеств ≥T ∅′. При этом Σω2 6≈T Σω согласно релятивизованной теореме
Купера. В данной работе показано, что наименьший “новый” собственный уровень тон-
кой иерархии — это уровень Σω+2, т.е. Σω+2 6≈T Σω и Σω+1 ≈T Σω. Другими словами,
основным результатом является

Теорема. Существует в.п. множество E, существуют непересекающиеся в.п. мно-
жества E0, E1 ⊂ E, существует Σ0

2 множество A ⊂ E0, существует Π0
2 множество

B ⊂ E1 такие, что множество A ∪ B ∪ C, где C = E − (E0 ∪ E1), не эквивалентно
по Тьюрингу никакому Σ0

2-множеству.
Как следствие получаем, что собственные тьюринговые степени уровня Σω+2 не

сравнимы с 0′. Кроме того, приведенная в теореме конструкция является одной из пер-
вых, которая строит вычислимые приближения множеств, работая в оракулах функци-
оналов с Σ0

2 и Π0
2 множествами.
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