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Аннотация

Пусть Ω и Π – гиперболические области в комплексной плоскости C . Через A(Ω, Π)
обозначим класс функций f , локально голоморфных или мероморфных в Ω и таких,
что f(Ω) ⊂ Π . Одним из центральных вопросов геометрической теории функций явля-
ются оценки высших производных |f (n)(z)| аналитических функций из класса A(Ω, Π)
с штрафным множителем Cn(Ω, Π) . Эти оценки принято называть неравенствами типа
Шварца –Пика. Большое количество результатов по данной тематике получено для од-
носвязных областей. Поэтому естественным является интерес к исследованию подобных
задач для конечносвязных областей. Известно, что для любых пар гиперболических обла-
стей константа C2(Ω, Π) зависит лишь от величины градиента гиперболического радиуса
соответствующих областей. В настоящей работе получены оценки градиента гиперболи-
ческого радиуса и штрафного множителя в неравенстве типа Шварца –Пика для экс-
центрического кольца и рассмотрен предельный случай - круг с произвольно выколотой
точкой.

Ключевые слова: метрика Пуанкаре, неравенства типаШварца –Пика, конформные
отображения, штрафные множители

Введение

Пусть Ω – односвязная область в комплексной плоскости C и Ω 6= C . Рас-
смотрим однолистное конформное отображение F : ∆ → Ω единичного круга
∆ = {ζ ∈ C : |ζ| < 1} на Ω . Обозначим z = F (ζ) . Известно, что в Ω коэффи-
циент метрики Пуанкаре определяется следующим равенством:

λΩ(z)|dz| = λ∆(ζ)|dζ| ∀ z ∈ ∆,

откуда

λΩ(z) =
1

|F ′(ζ)|(1− |ζ|2) ∀ z ∈ ∆.

Коэффициент метрики Пуанкаре (гиперболической метрики) определяется также
и для областей, граница которых содержит не менее трех точек в C , см. [1, 2].

Пусть теперь Ω и Π – области в C , снабженные гиперболической метрикой.
Через A(Ω,Π) обозначим класс функций f , локально голоморфных или меро-
морфных в Ω , таких что f(Ω) ⊂ Π . Пусть λΩ(z) и λΠ(w) – коэффициенты гипер-
болической метрики в точках z и w соответственно.

Рассмотрим функционал Ln(f, z, Ω,Π) (см. [2, гл. 4]), определяемый из равен-
ства

|f (n)(z)|
n!

≤ Ln(f, z, Ω, Π)
(λΩ(z))n

λΠ(w)
, n ∈ N, f(z) ∈ A(Ω, Π), z ∈ Ω, w ∈ Π.
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Многие задачи геометрической теории функций связаны с нахождением величин

Mn(z, Ω,Π) = sup
f∈A(Ω,Π)

Ln(f, z, Ω, Π)

и
Cn(Ω, Π) = sup

z∈Ω
Mn(z, Ω, Π).

Понятно, что константа Cn не зависит от выбора функции f ∈ A(Ω,Π) и точки
z ∈ Ω и представляет собой наименьшее возможное число в неравенстве

|f (n)(z)|
n!

≤ Cn(Ω, Π)
(λΩ(z))n

λΠ(w)
.

В литературе также может встречаться термин штрафной множитель, обознача-
ющий константу Cn .

Классическая леммаШварца –Пика утверждает, что M1(∆,∆) = C1(∆,∆) = 1 .
Большинство результатов по неравенствам типа Шварца –Пика, связанных с на-
хождением константы Cn , получено для односвязных областей (например, [2–12]),
поэтому изучение данной тематики для произвольных конечносвязных областей
представляет особый интерес. Существование и единственность константы Cn

обеспечивает следующая теорема, доказанная в [13].

Теорема. Пусть Ω и Π – конечносвязные гиперболические области в C . Кон-
станта Cn конечна тогда и только тогда, когда обе границы ∂Ω и ∂Π не содер-
жат изолированных точек.

Для случая n = 2 задача нахождения константы Cn решена Авхадиевым и
Вирцем [14].

Теорема. Для всех гиперболических областей Ω, Π ∈ C

C2(Ω, Π) = C2(Π, Ω) =
1
2

(
sup
z∈Ω

∣∣∣∣∇
(

1
λΩ(z)

)∣∣∣∣ + sup
w∈Π

∣∣∣∣∇
(

1
λΠ(w)

)∣∣∣∣
)

, (1)

где
∇

(
1

λΩ(z)

)
= ∇R(z, Ω) =

∂R

∂x
+ i

∂R

∂y
= 2

∂R

∂z̄
, z = x + iy.

Величина R(z, Ω) = 1/(λΩ(z)) называется гиперболическим радиусом области Ω
в точке z . В случае, когда Ω – односвязная область, не содержащая бесконечно
удаленной точки, R(z, Ω) называется конформным радиусом области Ω в точке z .
Исследованию данной характеристики области и смежных вопросов посвящено
множество работ, среди недавних (см., например, [15, 16] и др.)

Итак, в случае n = 2 задача определения константы Cn для конкретных пар
областей сводится к оценке градиента гиперболического радиуса соответствующих
областей. Данная тематика широко представлена в работах [14, 17–19]. В [14] до-
казана следующая

Теорема 1. Пусть A – концентрическое кольцо с модулем M(A) и γ(Ω) =
= sup

z∈Ω
|∇(1/(λΩ(z)))| , тогда

(γ(A))2

16
=

1
4

+ (M(A))2 . (2)

Отсюда, применяя (1), немедленно вытекает
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Рис. 1

Следствие 1. Пусть A1 и A2 – два концентрических кольца с модулями M1

и M2 соответственно, тогда

C2(A1, A2) =
√

1 + 4M2
1 +

√
1 + 4M2

2 . (3)

1. Основные результаты

Целью настоящей работы является получение формул, аналогичных (2) и (3),
для экцентрического кольца, то есть для двусвязной области, ограниченной дву-
мя окружностями с несовпадающими центрами. Так как величина R(z, Ω) инвари-
антна относительно линейных преобразований вида Az+B , для простоты рассуж-
дений мы можем рассмотреть эксцентрическое кольцо Ω , ограниченное окружнос-
тями |z| = 1 и |z− z0| = ρ ∈ (0, 1) , z0 = (a + b)/2 ∈ (0, 1), ρ = (b− a)/2 < 1 . (см.
рис. 1).

Напомним, что каждая двусвязная область может быть отображена на кон-
центрическое кольцо, при этом кольцо, на которое отображается данная двусвяз-
ная область, определяется однозначно с точностью до линейного преобразования.
Модулем двусвязной области M(Ω) называется модуль концентрического кольца,
на которое осуществляется отображение. Он определяется по формуле

M(Ω) =
1
2π

ln
R2

R1
, 0 < R1 < R2,

где R1 и R2 – радиусы окружностей, ограничивающих концентрическое кольцо
R1 < |ζ| < R2 , на которое конформно отображается область Ω .

Мы можем выбрать эксцентрическое кольцо Ω , зафиксировав параметры
{M, t} , где M = M(Ω) – модуль области Ω , а величина t ∈ [0, 1) определяется
по формуле

t =
a + q

1 + qa
=

b− q

1− bq
, q = e−2πM .

Величину t будем называть смещением эксцентрического кольца Ω . При t = 0
область Ω превращается в концентрическое кольцо, и мы оказываемся в условиях
теоремы 1.

Отметим, что функция f(ζ) =
ζ + t

1 + tζ
осуществляет конформное отображение

концентрического кольца Aq = {ζ ∈ C : q < |ζ| < 1} на эксцентрическое кольцо Ω .
Обозначим

γ(Ω) = max
z∈Ω

|∇R(z, Ω)|.
Тогда справедлива следующая
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Теорема 2. Для эксцентрического кольца Ω с модулем M и со смещением
t ∈ [0, 1) справедлива следующая точная оценка:

γ(Ω) ≤
√

4 + 16M2 + 4t,

равенство достигается при t = 0 .

Доказательство. Известно (см. [1]), что

R(w, Π) = R(z, Ω)|F ′(z)|, Ω,Π ∈ C, F ∈ A(Ω, Π),

следовательно,
R(z, Ω) = |f ′(ζ)|R(ζ,Aq). (4)

Дифференцируя равенство (4) по ζ , получим

∂R(z, Ω)
∂z

f ′(ζ) =
∂R(ζ,Aq)

∂ζ
|f ′(ζ)|+ R(ζ, Aq)

2
·

√
f ′(ζ)

√
f ′(ζ)

f ′′(ζ).

Откуда

|∇R(z, Ω)| ≤ |∇R(ζ,Aq)|+ R(ζ, Aq)
∣∣∣∣
f ′′(ζ)
f ′(ζ)

∣∣∣∣ . (5)

Согласно теореме Авхадиева –Вирца

|∇R(ζ,Aq)| ≤
√

4 + 16M2. (6)

При этом ∣∣∣∣
f ′′(ζ)
f ′(ζ)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
−2t

1 + ζt

∣∣∣∣ ≤
2t

1− rt
, r = |ζ| (7)

и согласно свойству гиперболического радиуса (см. [1])

R(ζ, Aq) ≤ R(ζ, ∆) = 1− |ζ|2 = 1− r2. (8)

Из (7) и (8) следует, что

R(ζ,Aq)
∣∣∣∣
f ′′(ζ)
f ′(ζ)

∣∣∣∣ ≤ 2t
1− r2

1− rt
. (9)

Отношение (1 − r2)/(1 − rt) на [0, 1] достигает максимума по r , когда t = t0 =
= (2r0)/1 + r2

0 , где r0 – точка максимума. Следовательно,

1− r2

1− rt
≤ 1− r2

0

1− 2r2
0

1 + r2
0

= 1 + r2
0 ≤ 2. (10)

Из (5), (6), (9), (10) следует утверждение теоремы.

Следствие 2. Пусть Ω1 и Ω2 – два эксцентрических кольца с модулями M1

и M2 и смещениями t1 и t2 соответственно, тогда

C2(Ω1, Ω2) ≤
√

1 + 4M2
1 +

√
1 + 4M2

2 + 2(t1 + t2),

равенство достигается при t1 = t2 = 0 .

Доказательство. Утверждение следует непосредственно из теоремы 2 и фор-
мулы (1).
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Рассмотрим теперь предельный случай эксцентрического кольца – круг с произ-
вольно выколотой точкой. Для начала исследуем область, представляющую собой
круг с выколотым центром D0 = {z ∈ C : 0 < |z| < 1} .

Функция f(ζ) = exp
(

1 + ζ

ζ − 1

)
определяет универсальную поверхность наложе-

ния (см. [1]) для D0 . Найдем гиперболический радиус этой области. Имеем

R(z, D0) = |f ′(ζ)|(1− |ζ|2), |ζ| < 1.

Вычислим |f ′(ζ)| :

f ′(ζ) = − 2
(ζ − 1)2

exp
(

1 + ζ

ζ − 1

)
= − 2z

(ζ − 1)2
,

следовательно,

|f ′(ζ)| = 2|z|
|1− ζ|2 .

Введем дополнительную переменную w =
1 + ζ

ζ − 1
, тогда

ζ =
w + 1
w − 1

, 1− |ζ|2 = − 4Re w

|w − 1|2 , |1− ζ|2 =
4

|w − 1|2 .

Поскольку z = expw , то ln z = w . По определению ln z = ln |z| + ı arg z , следова-
тельно, Re w = ln |z| .

Таким образом,

R(z, D0) = −2|z| ln |z|, ∇R(z, D0) = −2
√

z

z
(ln |z|+ 1) = −2 exp (ıϕ)(ln |z|+ 1),

где z = |z|eıϕ, 0 < |z| < 1. Очевидно, −∞ ≤ ln |z| + 1 ≤ 1 и ln |z| + 1 = 0 при
|z| = 1/e . Следовательно,

|∇R(z,D0)| =
{

2(ln |z|+ 1), если 1/e ≤ |z| < 1,

−2(ln |z|+ 1), если 0 < |z| < 1/e.

Мы видим, что при |z| → 0 величина |∇R(z,D0)| неограниченно растет, и мы не
можем получить оценку сверху. Вернемся теперь к рассмотрению круга с произ-
вольно выколотой точкой a . Обозначим эту область Da . Поскольку

|∇R(z, Da)| ≤ |∇R(ζ,D0)|+ R(ζ,D0)
∣∣∣∣
f ′′(ζ)
f ′(ζ)

∣∣∣∣ ,

то мы не можем оценить сверху данную величину. Таким образом, предельная
область – круг с выколотой точкой – представляет собой «плохую» область в том
смысле, что для нее невозможно получить оценку сверху для модуля градиента
гиперболического радиуса, и, соответственно, константы C2 .
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Abstract

Let Ω and Π be hyperbolic domains in the complex plane C . By A(Ω, Π) we shall
designate the class of functions f which are holomorphic or meromorphic in Ω and such that
f(Ω) ⊂ Π . Estimates of the higher derivatives |f (n)(z)| of the analytic functions from the class
A(Ω, Π) with the punishing factor Cn(Ω, Π) is one of the main problems of geometric theory
of functions. These estimates are commonly referred to as Schwarz–Pick inequalities. Many
results concerning this problem have been obtained for simply connected domains. Therefore,
the research interest in such problems for finitely connected domains is natural. As known,
the constant C2(Ω, Π) for any pairs of hyperbolic domains depends only on the hyperbolic
radius gradient of the corresponding domains. The main result of this paper is estimates
of the hyperbolic radius gradient and the punishing factor in the Schwarz–Pick inequality for
the eccentric annulus. We also consider the extreme case – the randomly punctured circle.

Keywords: Poincare metrics, Schwarz–Pick inequalities, conformal mapping, punishing
factors
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