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Аннотация  

При анализе макроэкономической динамики в настоящее время 

интенсивно развивается новое направление – экономическая цикломатика, 

которая существенным образом опирается на представление динамических 

процессов в экономике в виде фазовых диаграмм. Одним из широко 

используемых подходов здесь является представление исходных временных 

рядов в виде кубических сплайнов. В данной работе в качестве альтернативы 

классическому интерполяционному сплайну предлагается комбинированный 

подход, сочетающий в себе преимущества классического сплайна (гладкость, 

непрерывность ) и устойчивость к погрешностям наблюдений, свойственную 

моделям, построенным по методу наименьших квадратов. Для реализации 

метода наименьших квадратов предлагается вычислительный алгоритм, 

основанный на быстром дискретном преобразовании, представляющем собой 

модифицированный вариант преобразования Уолша. Такой подход позволяет 
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существенно сократить количество операций умножения в вычислительной 

системе и соответственно ускорить процесс вычисления. 

Ключевые слова: фазовый анализ, кубический сплайн, метод наименьших 

квадратов, ускорение вычислений. 

Основной текст 

В последнее время интенсивно развивается новая отрасль экономической 

теории – экономическая цикломатика, в основе которой лежат различные 

гипотезы о цикличности в экономических процессах [1]. При этом в качестве 

одного из основных методов математического описания экономического 

поведения различных объектов предлагается аппарат сплайн – функций, или 

сплайнов [2, 3]. В последнее время аппарат сплайн стал весьма популярен в 

различных областях, в том числе в экономике [4,5,6,7,8,9] и для анализа 

финансовых рынков [11]. При этом исследования показывают эффективность 

прогнозов, полученных при помощи сплайнов [12,13]. 

В качестве основания для этого приводятся причины, связанные с 

непредсказуемостью процессов, происходящих в экономике, общественной 

жизни и истории, с тем, что главное влияние на развитие этих процессов 

оказывают именно непредсказуемые скачки, которые невозможно было 

предвидеть заранее, по крайней мере, в рамках тех представлений о процессах, 

которые существовали до этих событий [14].  

Кроме того, декларируются преимущества сплайнового подхода по 

сравнению, в частности, с полиномиальной интерполяцией. Эти преимущества 

имеют отношение в основном к двум аспектам: появлению так называемой 

«ложной цикличности» в полиномах высоких степеней вследствие 

колебательного характера функций данного класса и связанными с этим 

большими порядками значений производных, а также подверженностью 

интерполяционных полиномов сильному влиянию «выбросов» в исходных 

данных, что также приводит к колебаниям соответствующих аппроксимаций. 

Более того, колебательный характер полиномов высокого порядка усиливается 



на краях области измерений, что ставит возможность корректного 

прогнозирования за пределами области под большие сомнения [2].  

Нелинейность временных рядов приводит к неэффективности таких 

моделей как ARMA model [15], частичная (the fractional ARMA model) [16], 

vector ARMA and vector ARMA model with exogenous variables [17], а также 

random walk nonstationarities via cointegration [18,19]. В работах [20,21] показана 

эффективность применения сплайн - моделей при использовании различных 

параметров сглаживания. Параметрические и сплайновые сглаженные модели 

тесно связаны друг с другом, что позволяет их комбинировать в общей модели 

[22]. Развитием этого подхода стала работа [23], в которой исследуется 

авторегрессионая зависимость ошибок spline моделей и улучшение 

многоступенчатого прогноза (multi-step-ahead forecast). 

Наиболее популярной областью применения spline являются модели 

многомерной адаптивной сплайн регрессии MARS (Multivariate Adaptive 

Regression Splines), предложенной в 1991 г. в [24], демонстрирующие большую 

точность при работе с нелинейными временными рядами. При этом в моделях 

MARS есть возможность моделирования связи между зависимыми 

переменными и предикторами.  В работе [25] многомерная адаптивная сплайн 

регрессия используется для выбора переменных и оценки нечетких функций в 

кластерах временных рядов. Эффективность MARS для выбора переменных 

модели также подтверждается в работах [26, 27, 28]. MARS используется не 

только для идентификации значимых переменных, но и для оценки 

существенности кластеров временных рядов, как это было осуществлено в 

работе [29]. В работе [30] MARS с успехом применялась в прогнозировании 

минимальной и максимальной температуры воздуха на краткосрочный и 

недельный период. Результаты показывают большую точность прогноза по 

сравнению с моделями Support Vector Machine Regression (SVMr). 

Сплайн модели применяются также для повышения качества метода 

частных (дробных) наименьших квадратов и получили название Multivariate 

Additive Partial Least-Squares Splines models (MAPLSS). Данный метод успешно 



использовался для моделирования эксперимента по оценке и прогнозированию 

запасов нефти у [31]. Таким образом, аппарат сплайн - аппроксимаций 

позволяет эффективно моделировать временные ряды, анализировать 

зависимость переменных и получать качественные прогнозы. 

Очевидно, что из всего класса полиномиальных сплайнов наиболее 

привлекательным является сплайн третьего порядка, или кубический сплайн, 

поскольку он обладает рядом хороших свойств: непрерывность, гладкость, 

минимальная кривизна и др.  

В то же время на фоне рассуждений о преимуществах, очевидно, 

интерполяционных сплайнов декларируется отказ от метода наименьших 

квадратов как основы построения эконометрических моделей [3]. При этом 

говорится, что аппарат наименьших квадратов не дает представления о том, 

насколько точна та или иная модель, насколько удачно она отражает тенденции 

процесса. При этом имеется в виду, что применение интерполяционного 

сплайна уже решает все эти проблемы.  

Однако при этом не упоминается о том, что одним из основных постулатов 

эконометрики, который вряд ли можно подвергать сомнению,  является 

утверждение, что все наблюдения процессов, выражаемые количественно и 

подвергаемые анализу эконометрическими методами, содержат  погрешности, 

имеющие различную природу. Следовательно, проводя сплайны через точки 

наблюдений, в результирующих функциях присутствуют все эти погрешности, 

несмотря на сглаживающий характер данного процесса. Отсюда очевидна 

необходимость предварительного сглаживания данных наблюдений, и только 

затем их следует подвергать анализу с помощью сплайн – функций. Поэтому 

метод наименьших квадратов, особенно в его взвешенном варианте, 

учитывающий в некоторой степени наличие погрешностей различной природы, 

имеет в этом смысле преимущество перед чисто интерполяционными 

аппроксимациями.  

Далее, в эконометрическом анализе учитывается и тот факт, что может 

иметь место неверный выбор модели процесса и что это может существенным 



образом отразиться на правильности выводов и точности прогнозов 

(погрешности спецификации модели). Здесь всегда делается оговорка о 

необходимости достаточной квалификации эконометриста и, во всяком случае, 

признается важнейшая роль именно правильного выбора модели.  

Исходя из сказанного, можно предложить несколько иной подход к 

построению аппроксимаций, отличный от чисто сплайновых интерполяций. Он 

заключается в комбинировании сплайнового принципа аппроксимации, при 

котором вся область измерений разбивается на ряд участков, на каждом из 

которых строится своя полиномиальная аппроксимация, и метода наименьших 

квадратов, с помощью которого на каждом участке сплайна строится полином, 

причем этот полином не должен обязательно проходить через точки 

наблюдений.  Преимуществом такого подхода является ослабление влияния 

наблюдений с большими погрешностями (выбросов) с сохранением 

преимуществ, связанных с кусочным характером функции, описывающей 

наблюдаемый процесс.  

В данной работе нами был выбран кубический сплайн (третьего порядка). 

Поскольку на каждом отрезке аппроксимации требовалось определять по 

четыре параметра, необходимо было задавать на каждом участке четыре 

условия, чтобы записать с их помощью по каждому участку четыре уравнения 

для однозначного определения четырех параметров локального полинома.  

Этими условиями были, во-первых, равенства значений полиномов 

соседних участков в точках сопряжения самих участков (два условия на двух 

краях каждого участка), а во-вторых, равенство значений их производных в тех 

же точках (еще два условия). Как видим, условия являются симметричными на 

концах каждого подынтервала, что является преимуществом полиномов 

нечетных степеней. Чтобы замкнуть получающуюся систему уравнений, надо 

добавить два недостающих условия на первом и последнем подынтервале, 

поскольку на левом крае первого подынтервала нет соседнего участка с 

полиномом, а на правом краю последнего подынтервала также нет соседнего 

участка. В данной работе недостающие условия заменены «мягкими» 



граничными условиями, приравнивающими на обоих краях нулю значения 

вторых производных.  

Все это позволяет однозначно определить систему нормальных уравнений 

и решить ее методами линейной алгебры. Как видим, данная сплайновая 

аппроксимация не требует непрерывности вторых производных сплайна, что 

при построении фазовых диаграмм не должно являться большой проблемой. 

Это отражается только на визуальной гладкости кривой в фазовом 

пространстве.  

Кроме того, здесь есть возможность подбирать размер участка сплайна для 

максимального исключения, например, явлений ложной цикличности. С этой 

же целью можно задавать осреднение данных (в частности, брать не 

ежедневные, а средние значения за неделю или за месяц).  

Особенностью предлагаемого подхода является применение облегченных 

вычислительных процедур для расчета значений моментов различных порядков 

от наблюдаемых значений результирующего показателя. Эти процедуры 

приводят к существенному сокращению количества операций умножения при 

расчете моментов в правых частях системы нормальных уравнений. Выигрыш 

достигается за счет некоторого увеличения числа операций сложения при 

одновременном существенном сокращении числа операций сложения. 

Перераспределение в операциях приводит к заметному сокращению в целом 

машинного времени при реализации предлагаемого алгоритма.  

Такой эффект связан с тем, что в вычислительных системах время 

выполнения операций умножения, как правило, в несколько раз превышает 

время выполнения операций сложения и вычитания. Степень сокращения 

времени реализации алгоритма  зависит от размерности участка сплайна и 

количества самих участков.  

Алгоритмы решения рассматриваемых задач цифровой обработки 

сигналов (ЦОС) разработаны на основе сверточных косоугольных дискретных 

преобразований Уолша (СКДПУ). Здесь ядро преобразования подобрано так, 

что при расчете моментов исходного сигнала операции умножения 



исключаются полностью. При этом происходит некоторый рост числа 

операций сложения, что практически не сказывается на общей 

продолжительности вычислений. В конечном итоге все это дает значительную 

экономию машинного времени.  

Приведем в качестве примера явный вид формул для вычисления 

косоугольных спектрально – сверточных представителей (КССП) цифрового 

сигнала при размерности сигнального вектора, равной степени двойки: 
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Здесь F – косоугольный спектр Уолша.  

Поскольку, как правило, размерность исходного сигнала на участке 

сплайна не совпадает со степенями двойки, поэтому дополняем сигнальные 

векторы на участках нулевыми элементами до размерности, соответствующей 

ближайшей степени двойки. Тогда произойдет переход от размерности N к 

размерности N1 необходимого для косоугольного дискретного преобразования 

Уолша: 

 NnN
n

211 log,2 1  . 

Рассмотрим случай, когда степень аппроксимирующего полинома не 

превышает трех. В этом случае моменты расширенного сигнального вектора 

(равные моментам исходного сигнала) представляются в виде: 
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где  v

kS - КССП k-го порядка с отметкой v. 

Сравнение предложенного алгоритма с традиционным, основанным на 

вычислении моментов входного сигнала накоплением сумм произведений даже 

с использованием достаточно экономичной схемы Горнера в цикле, показало 

ускорение вычислений от 30% до 80%. Ускорение вычислений возрастает с 

увеличением числа точек на локальном участке и уменьшается с ростом числа 

участков сплайна. При этом ускорение тем больше, чем меньше разница между 

N и N1, т.е. чем меньше нужно дополнять исходный сигнальный вектор нулями 

до ближайшей степени двойки. 

Для иллюстрации предлагаемого подхода были выбраны данные 

наблюдений цены на нефть за период 2005-2013 гг. Предварительный анализ с 

помощью сплайна ежедневных наблюдений показал наличие большого числа 

мелких циклов, очевидно, в большинстве своем ложных, для исключения 

которых было предложено воспользоваться не ежедневными данными 

наблюдений, а среднемесячными значениями, поскольку рассматриваемый 

период позволял применение метода наименьших квадратов к выборкам таких 

размеров. График иллюстрирует на фазовой плоскости наличие одного 

большого цикла, соответствующего кризису 2008-2010 гг., и нескольких малых 

циклов, наблюдаемых в период 2011-2013 гг., связанных, очевидно, с 

неустойчивостью цен на нефть в этот период.  

Эти циклы иллюстрируют некоторый повышающий тренд, начавшийся с 

2011 г. небольшой петлей в начале 2011 г. с последующим существенным 

ростом цен на нефть, и далее, с начала 2012 г.   до начала 2013 г. 

продолжающийся с понижением темпа до нулевых и отрицательных значений, 

образуя петлю, и с весны 2013 г. переходит в колебание с понижающим 

трендом, что продолжается и до настоящего времени. 



На графике показаны временные отметки, соответствующие первому 

рабочему дню года. Промежуточные месячные отметки не представлены, но их 

можно легко определить по изломам кривой, связанным с негладкостью 

сплайна по вторым производным. Кривая закручена по направлению часовой 

стрелки. 

 
Рис. 1. Фазовая кривая цен на нефть в долларах за 2005 – 2013 гг. 

 

Заключение 

В статье рассмотрено применение интерполяции кубическими сплайнами к 

фазовому анализу экономической динамики. Были обсуждены достоинства и 

недостатки такого подхода. Предложен комбинированный подход, 

включающий в процесс построения кубических сплайнов методов, основанных 

на использовании  наименьших квадратов. Для ускорения процесса вычисления 

предложен алгоритм на основе сверточных косоугольных дискретных 

преобразований Уолша, что позволило существенно сократить время 

вычислений. 
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