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1 Ââåäåíèå

Îäèí èç ðàçäåëîâ êîìïüþòåðíîé áåçîïàñíîñòè ñâÿçàí ñ äîñòóïîì ïåðñîíàëà â òî èëè
èíîå ïîìåùåíèå èëè ê îòäåëüíûì òåðìèíàëàì, à òàêæå ñàíêöèîíèðîâàíèå îòäåëüíûõ
äåéñòâèé. Ñèñòåìà ïàðîëåé îñòàåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûì è ðàñïðîñòðàíåííûì ñïîñî-
áîì îãðàíè÷åíèÿ äîñòóïà, íî ó íåå åñòü ñâîè íåäîñòàòêè. Áîëåå èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ
ìåòîä îáåñïå÷åíèÿ äîñòóïà, îñíîâàííûé íà áèîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ ëè÷íîñòè,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ áîëåå óíèâåðñàëüíûì, õîòÿ åãî ïðèìåíåíèå òðåáóåò äîïîëíèòåëü-
íîãî îáîðóäîâàíèÿ. Èçâåñòíû ñëåäóþùèå ñïîñîáû èäåíòèôèêàöèè, èñïîëüçóþùèå
áèîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû

1. Èäåíòèôèêàöèÿ ïî ëèöó

2. Èäåíòèôèêàöèè ïî îòïå÷àòêè ïàëüöåâ

3. Èäåíòèôèêàöèÿ ïî êàïèëëÿðíûì ëèíèÿì ëàäîíè

4. Èäåíòèôèêàöèÿ ïî ðàäóæíîé îáîëî÷êå

5. Èäåíòèôèêàöèÿ ïî ãîëîñó

6. Èäåíòèôèêàöèÿ ïî ïî÷åðêó

7. Èäåíòèôèêàöèÿ ïî ïîõîäêå

Äàííûé ñïèñîê íå ÿâëÿåòñÿ èñ÷åðïûâàþùèì. Ñ ðàçâèòèåì íîâûõ òåõíîëîãèé ïîÿâ-
ëÿþòñÿ ñîâåðøåííî íåîæèäàííûå ñïîñîáû èäåíòèôèêàöèè. Â øïèîíñêèõ ôèëüìàõ
ãåðîé ôîòîãðàôèðóåò îòïå÷àòîê ïàëüöà ÷åëîâåêà è ïðåäúÿâëÿåò åãî ñèñòåìå. Ñïîñîá
èäåíòèôèêàöèè ïî êàïèëëÿðíûì ëèíèÿì ëàäîíè ïîÿâèëñÿ ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî, è
ïîêà íå èçâåñòåí ìåòîä åãî êîìïðîìåòàöèè, ïîñêîëüêó îí ðàáîòàåò òîëüêî ñ æèâîé
òêàíüþ.
Â îòëè÷èå îò èäåíòèôèêàöèè ïî ïàðîëþ èäåíòèôèêàöèÿ ïî áèîìåòðè÷åñêèì ïàðà-
ìåòðàì íîñèò âåðîÿòíîñòíûé õàðàêòåð. Èäåíòèôèêàöèÿ ïî ïàðîëþ ãàðàíòèðóåò ïðà-
âèëüíîñòü íàáîðà ïàðîëÿ, à íå ëåãàëüíîñòü èñïîëüçóþùåé åãî ëè÷íîñòè, ïîýòîìó
è çäåñü ïðàâèëüíîñòü èäåíòèôèêàöèè íîñèò âåðîÿòíîñòíûé õàðàêòåð. Ïðè èäåíòè-
ôèêàöèè ïî áèîìåòðè÷åñêèì ïðèçíàêàì âûäåëÿåòñÿ íàáîð ïàðàìåòðîâ, îáëàäàþùèõ
äîñòàòî÷íîé óñòîé÷èâîñòüþ â òå÷åíèå îïðåäåëåííîãî âðåìåíè. Ñ ïîìîùüþ íåêîòî-
ðîé ðåøàþùåé ôóíêöèè ñðàâíèâàåòñÿ íàéäåííûé íàáîð ñ èìåþùèìñÿ â áàçå, ïîñëå
÷åãî ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå î ïðàâèëüíîñòè èäåíòèôèêàöèè. Óêàçàííûé ìîìåíò ÿâ-
ëÿåòñÿ îáùèì äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ìåòîäîâ, ïîýòîìó ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ îíè ìàëî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â âûäå-
ëåíèè íóæíûõ ïàðàìåòðîâ, ñïîñîáîâ èõ âû÷èñëåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâà îòíîñèòåëüíîé
ñòàáèëüíîñòè óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ è èõ äîñòàòî÷íîñòè äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàäàííîé
âåðîÿòíîñòè èäåíòèôèêàöèè. Â ðåçóëüòàòå âñå ðàññìàòðèâàåìûå ìåòîäû íîñÿò ýìïè-
ðè÷åñêèé õàðàêòåð, è âñå îöåíêè ïðàâèëüíîñòè èäåíòèôèêàöèè ïîëó÷àþò ñòàòèñòè-
÷åñêèìè ìåòîäàìè. Â ýòîé ñâÿçè â äàííîì ïîñîáèè ñîáðàíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòî-



a) b)

Ðèñ. 1: Ôîòîãðàôèè èç áàçû a) è ôîòî äëÿ ñðàâíåíèÿ b)

äû êëàññèôèêàöèè. Ïðèëîæåíèÿ ê êîíêðåòíûì çàäà÷àì ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü
ïîçæå.

2 Ïîñòðîåíèå êëàññèôèêàòîðîâ

2.1 Îñíîâíûå ïðîáëåìû â çàäà÷å èäåíòèôèêàöèè

Ïðîáëåìû, ñîïóòñòâóþùèå áèîìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè, ðàññìîòðèì íà ïðèìå-
ðå èäåíòèôèêàöèè ïî ôîòîãðàôèè. Íà Ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû ôîòîãðàôèè
èç áàçû è ôîòîãðàôèè, ïî êîòîðîé íóæíî îñóùåñòâèòü ñðàâíåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî
ïðÿìîå ñðàâíåíèå ôîòîãðàôèé íå èìååò ñìûñëà. Ïåðâàÿ ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî îäíà ôîòãðàôèÿ ñäåëàíà àíôàñ, à äðóãàÿ � êîãäà ãîëîâà ïîâåðíóòà. Êðîìå
òîãî, ðàçìåðû ëèöà íà ôîòîãðàôèÿõ ñèëüíî ðàçíÿòñÿ. Äëÿ ñðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî
ïðèâåñòè âòîðóþ ôîòîãðàôèþ ê íåêîòîðîìó ñòàíäàðòíîìó âèäó. Äàëåå áóäåò ñêà-
çàíî, êàêèì îáðàçîì ýòî ìîæíî ñäåëàòü, õîòÿ àáñîëþòíîãî ðàâåíñòâà âñåõ óñëîâèé
ôîòîãðàôèðîâàíèÿ è îñâåùåííîñòè äîáèòüñÿ íå óäàåòñÿ.
Êàæäàÿ ðàñòðîâàÿ ôîòîãðàôèÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íàáîð ñòðîê. Îäíàêî
äàæå ïîñëå âûðàâíèâàíèÿ ôîòîãðàôèé ñðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîê íå èìååò
ñìûñëà èç-çà ðàçíèöû â îñâåùåííîñòè îäèíàêîâûõ òî÷åê ëèöà íà ðàçíûõ ôîòîãðà-
ôèÿõ. Íåîáõîäèìî èçâëå÷ü èç ýòèõ ñòðîê èíôîðìàöèþ, íå çàâèñÿùóþ îò óêàçàííûõ
îáñòîÿòåëüñòâ. Åñëè ðàñòðîâàÿ ôîòîãðàôèÿ èìååò ðàçìåðû m × n, òî ìû èìååì äå-
ëî ñ mn ïèêñåëÿìè, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì äëèíû 3. Ïåðâûé øàã
â çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â óìåíüøåíèè ðàçìåðíîñòü îáúåêòà. Öâåòíîå
èçîáðàæåíèå çàìåíÿåòñÿ òðåìÿ òîíîâûìè èçîáðàæåíèÿìè, êàæäîå èç êîòîðûõ èçó-
÷àåòñÿ íåçàâèñèìî îò äðóãèõ, îäíàêî, íà ïîñëåäíåì ýòàïå ðåçóëüòàòû îáúåäèíÿþòñÿ.
Äàæå òîíîâîå èçîáðàæåíèå ÷àñòî ñîäåðæèò èçáûòî÷íóþ èíôîðìàöèþ, è åãî çàìåíÿ-
þò áèíàðíûì èçîáðàæåíèåì. Ýòîò ýòàï ñæàòèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì, âîçìîæíû è
äàëüíåéøèå øàãè, íàïðàâëåííûå íà óìåíüøåíèå ðàçìåðíîñòè çàäà÷è. Áîëåå ïîäðîá-



íî î ìåòîäàõ ñæàòèÿ áóäåò ñêàçàíî â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ.
Íà êàêîì-òî øàãå ôîòîãðàôèÿì áóäóò îòâå÷àòü âåêòîðû îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè,
è íóæíî áóäåò îòíåñòè ïîëó÷åííûå âåêòîðû ê îäíîìó èëè ê ðàçíûì êëàññàì. Ýòî
äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ äèñêðèìèíàíòíûõ ôóíêöèé, ê èçó÷åíèþ êîòîðûõ ìû ïåðåõîäèì.
Çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ýòàïà:

1. ïîëó÷åíèå òðåíèðîâî÷íîãî ìíîæåñòâà è ïîñòðîåíèå ñ åãî ïîìîùüþ äèñêðèìè-
íàíòíîé ôóíêöèè;

2. ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ äëÿ çàäàííîãî âåêòîðà ïî çíà÷åíèÿì ïîñòðîåííîé ôóíêöèè.

Åñëè âûáîð äèñêðèìèíàíòíîé ôóíêöèè óæå ñäåëàí, òî ïåðâûé ýòàï ñâîäèòñÿ ê îöåíêå
ïàðàìåòðîâ ýòîé ôóíêöèè. ×òî êàñàåòñÿ âòîðîãî ýòàïà, òî çäåñü ñóùåñòâóþò ñèòóà-
öèÿ, êîãäà âîçìîæåí îòêàç îò ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ.

2.2 Ëèíåéíàÿ êëàññèôèêàöèÿ

Ïðè èçëîæåíèè äàííîãî ïóíêòà áóäåì ñëåäîâàòü êíèãå [1]. Ïðîñòåéøåé äèñêðèìè-
íàíòíîé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ èëè íàáîð òàêèõ ôóíêöèé. Ïóñòü
çàäàíî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ðàçìåðíîñòè d. Ëþáàÿ ãèïåðïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå
óêàçàííîé ðàçìåðíîñòè çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

f(α) = f(a1, . . . , ad) =
d∑

i=1

wiai + w0 = 0

Êîýôôèöèåíòû wi, i = 1, . . . , d íàçîâåì âåñàìè, à êîýôôèöèåíò w0 � ñäâèãîì. Â äàëü-
íåéøåì âñå âåêòîðû ñ÷èòàþòñÿ ñòîëáöàìè. Ïîëîæèì ωT =< w1, . . . , wd >, αT =<
a1, . . . , ad > . Óêàçàííîå óðàâíåíèå çàïèøåì â ôîðìå

ωTα+ w0 = 0 (1)

Ýòà ãèïåðïëîñêîñòü ðàçáèâàåò ïðîñòðàíñòâî íà äâå ÷àñòè, îïðåäåëÿåìûå íåðàâåí-
ñòâàìè f(α) > 0 è f(α) < 0.

2.2.1 Ðàçáèåíèå íà äâà êëàññà. Ïåðñåïòðîí

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî âñå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ C ðàçáèòî íà 2 êëàññà C1, C2.
Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü òàêóþ äèñêðèìèíàíòíóþ ôóíêöèþ, ÷òî f(α) > 0, åñëè α ∈ C1

è f(α) < 0, åñëè α ∈ C2. Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà ïðîèñõîäèò îòêàç îò ðåøåíèÿ. Óæå
â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíû ïðîáëåìû. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, ïðåäñòàâëåííûé íà Ðèñ.2.
Çäåñü ÷åòûðå òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå äâóì êëàññàì. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
íå ñóùåñòâóåò ëèíåéíîé äèñêðèìèíàíòíîé ôóíêöèè äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà âåêòî-
ðîâ. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, îíî ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ ïîìîùüþ
àëãîðèòìà ïåðñåïòîíà. Ìîäèôèöèðóåì óðàâíåíèå (1). Ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèå ω äëÿ



A

B

A

A

Ðèñ. 2: Ïðèìåð íåâîçìîæíîãî ðàçáèåíèÿ íà äâà êëàññà ëèíåéíîé ôóíêöèåé

âåêòîðà < w0, w1, . . . , wd >, îáîçíà÷åíèå α äëÿ âåêòîðà < 1, a1, . . . , ad > . Â ýòîì
ñëó÷àå óðàâíåíèå (1) ïðèìåò ôîðìó

ωTα = 0

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ äèñêðèìèíàíòíàÿ ôóíêöèÿ. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð ω0, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

ωT
0 α > 0, α ∈ C1, ωT

0 β < 0, β ∈ C2

Çàìåíèâ β íà −β, ñâåäåì çàäà÷ó ê îòûñêàíèþ âåêòîðà ω0, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà ωT

0 γ > 0 äëÿ âñåõ òî÷åê γ ∈ C. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî C ïðåäïîëàãàåòñÿ
êîíå÷íûì, ïîñëåäíåìó óñëîâèþ ìîæíî ïðèäàòü âèä

ωT
0 γ > B > 0 ∀γ ∈ C, (2)

ãäå B � íåêîòîðîå ÷èñëî. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, âåêòîð ω0 ñóùåñòâóåò íå âñåãäà.
Åñëè æå îí ñóùåñòâóåò, òî åãî ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà èòåðàöèé.
Ýòîò àëãîðèòì ïîëó÷èë íàçâàíèå àëãîðèòìîì îáó÷åíèÿ ïåðñåïòðîíà � ïðîñòåéøåé
íåéðîííîé ñåòè.

Òåîðåìà 1 Åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ äèñêðèìèíàíòíàÿ ôóíêöèÿ, òî îíà ìîæåò

áûòü íàéäåíà çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ àëãîðèòìà îáó÷åíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì â êà÷åñòâå âåêòîðà ω(1) ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð
ïîäõîäÿùåé äëèíû. Åñëè âåêòîð ω(k) óæå íàéäåí, è ñóùåñòâóåò âåêòîð γk, äëÿ êîòî-
ðîãî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ω(k)Tγk < B, òî ω(k+1) = ω(k)+ γk.. Àëãîðèòì îñòàíàâëè-
âàåòñÿ, åñëè íà êàêîì-òî øàãå ïîëó÷åí âåêòîð ω0 = ω(k), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî (2).
Äîïóñòèì, ÷òî ó çàäà÷è èìååòñÿ ðåøåíèå, íî íà êàæäîì øàãå ñ íîìåðîì k íàõîäèòñÿ
òàêîé âåêòîð γk, äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

ω(k)Tγk < B, k = 1, 2, . . . (3)

Èìååì

|ω(k+1)||ω0| ≥ |(ω(k+1), ω0)| = |(ω(1) + γ1 + · · ·+ γk, ω0)| > kB − |(|(ω(1), ω0)|.



Îòñþäà ñëåäóåò

|ω(k+1)| > kB −D

|ω0|
(4)

ãäå D íåêîòîðîå ÷èñëî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

|ω(k+1)|2 = |ω(k)|2 + |γk|2 + 2(ω(k, γk)

èëè
|ω(k+1)|2 − |ω(k)|2 < |γk|2 + 2B

|ω(k)|2 − |ω(k−1)|2 < |γk−1|2 + 2B

Ñêëàäûâàÿ íàéäåííûå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì, ÷òî

|ω(k+1)|2 − |ω(1)|2 < (F + 2B)k,

ãäå F = max|γi|2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

|ω(k+1)| <
√
(F + 2B)k + |ω(1)|2 (5)

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò (4) ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ k, ÷òî çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî.
Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî âåêòîðà ω(1) ñëå-
äóåò âûáèðàòü âåêòîð ïðîïîðöèîíàëüíûé ñóììå âåêòîðîâ γi. Ñðàâíåíèå íåðàâåíñòâ
(5,4) äàåò îöåíêó ÷èñëà èòåðàöèé, êîãäà ñëåäóåò îñòàíîâèòü ïðîöåäóðó, åñëè ðåøåíèå
åùå íå íàéäåíî.
Åñëè çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ èìååò ðåøåíèå, òî ïðîèçâîëüíûé âåêòîð γ
îòíåñåì ê ïåðâîìó ìíîæåñòâó, åñëè ωT

0 γ > B, è êî âòîðîìó ìíîæåñòâó, åñëè ωT
0 γ <

−B. Åñëè íè îäíî èç íåðàâåíñòâ íå èìååò ìåñòî, ïðîèñõîäèò îòêàç îò ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèÿ. Èíîãäà ñòàâèòñÿ óñëîâèå, ÷òîáû ðåøåíèå ïðèíèìàëîñü â ëþáîì ñëó÷àå.
Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, îïðåäåëèâ, ê êàêîìó íåðàâåíñòâó îêàçàëîñü áëèæå ïîëó÷åííîå
çíà÷åíèå. Ïðè ýòîì ñëåäóåò óêàçàòü íà âîçíèêøåå îáñòîÿòåëüñòâî.

2.2.2 Ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ

Ïóñòü òðåíèðîâî÷íîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ C =
⋃N

i=1 Ci åñòü îáúåäèíåíèå íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ. Ïóñòü äëÿ êàæäîé ïàðû ïîäìíîæåñòâ Ci, Cj, i < j óäàëîñü
ïîñòðîèòü âåêòîðû ωij è ÷èñëà Bij òàêèì îáðàçîì, ÷òî ωT

ijγ < −Bij äëÿ γ ∈ Ci è
ωT
ijγ > Bij äëÿ γ ∈ Cj. Îïðåäåëèì äèñêðèìèíàíòíóþ ôóíêöèþ disij(γ) ðàâíóþ -1 â

ïåðâîì ñëó÷àå è 1 âî âòîðîì. Åñëè íè îäíî èç íåðàâåíñòâ íå âûïîëíåíî, ôóíêöèÿ
íå îïðåäåëåíà. Êëàññèôèêàöèÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà γ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ñîñòàâèì ìàòðèöó Sol ðàçìåðà N×N, ãäå Sol[i|i] = 0, Sol[i|j] = disij(γ), i <
j, Sol[i|j] = Sol[j|i]. Ïóñòü îïðåäåëåíû âñå ýëåìåíòû ýòî ìàòðèöû. Èùåì ñòðîêó ñ
íîìåðîì j âèäà 1, . . . , 1, 0,−1, . . . − 1. Íàçîâåì òàêóþ ñòðîêó ïðàâèëüíîé. Åñëè ýòà
ñòðîêà ïðàâèëüíàÿ, òî âåêòîð îòíîñèì ê êëàññó Cj, åñëè ïðàâèëüíûå ñòðîêè îòñóò-
ñòâóþò, òî îòêàçûâàþòñÿ îò ðåøåíèÿ. Íóæíî òîëüêî ïîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò



äâóõ ïðàâèëüíûõ ñòðîê â îäíîé ìàòðèöå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè åñòü äâå ïðàâèëüíûå
ñòðîêè ñ íîìåðàìè j, k, j < k. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Sol[j|k] = −1, Sol[k|j] = 1, íî ýòî
ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû.

3 Ëèíåéíûå êëàññèôèêàòîðû 2

Âûøå áûë ðàññìîòðåí ïåðñåïòðîí, ïðèìåíèìîñòü êîòîðîãî îãðàíè÷èâàëàñü ñëó÷à-
åì ëèíåéíîé ñåïàðàáåëüíîñòè ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ. Äàæå ïðè íàëè÷èè óêàçàííîãî
óñëîâèÿ ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñî ñëó÷àåì îòêàçà îò ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ. Íèæå ïðåäëàãà-
þòñÿ ïîäõîäû ê ðåøåíèþ çàäà÷è ñâîáîäíûå îò ýòèõ îãðàíè÷åíèé.

3.1 Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

Ïðè èçëîæåíèè äàííîãî ïóíêòà áóäåì ñëåäîâàòü êíèãå [1] Ïóñòü èìååòñÿ òðåíèðî-
âî÷íîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ C, ñîñòîÿùåå èç N âåêòîðîâ è ðàçáèòîå íà K íåïåðå-
ñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ: C =

⋃
Ci. Âñå âåêòîðû èìåþò îäíó è òó æå äëèíó n.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâàÿ êîìïîíåíòà êàæäîãî âåêòîðà
ðàâíà 1. Êàæäîìó âåêòîðó γi ∈ Cj ñîïîñòàâèì âåêòîð µi äëèíû K, â êîòîðîì âñå êîì-
ïîíåíòû, êðîìå j-îé, íóëåâûå, à j-àÿ êîìïîíåíòà ðàâíà 1. Ñîñòàâèì èç âñåõ ñòîëáöîâ
γ ìàòðèöó X, èç âñåõ ñòîëáöîâ µ ìàòðèöó M, ïðè÷åì âåêòîð γi è ñîîòâåòñòâóþùèé
åìó âåêòîð µi çàíèìàþò â ñâîèõ ìàòðèöàõ îäèíàêîâûå ïîçèöèè. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü
ìàòðèöó W ðàçìåðà K × n òàêóþ, ÷òîáû

tr((M −WX)(M −WX)T )→ min (6)

Ñîäåðæàòåëüíî ðàâåíñòâî (6) îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü òàêóþ ìàò-
ðèöó W, ÷òîáû ïîñëå óìíîæåíèÿ íà íåå âñåõ âåêòîðîâ èç êëàññà Cj ïîëó÷àëñÿ âåêòîð
áëèçêèé ê µj. Ýòî îáû÷íàÿ çàäà÷à ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ðåøåíèå íàõîäèò-
ñÿ ïðèðàâíèâàíèåì íóëþ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ýëåìåíòàì ìàòðèöûW. Ðàâåíñòâî
(6) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåé ôîðìå

∂

∂W [i|p]
∑
k

(M [i|k]−
∑
j

W [i|j]X[j|k)2 = 0

Îòñþäà ñëåäóåò ∑
k

M [i|k]X[p|k] =
∑
k

∑
j

W [i|j]X[j|k]X[p|k]

èëè
(MXT )[i|p] = (WXXT )[i|p], ∀(i, p)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî MXT = WXXT , à èñêîìàÿ ìàòðèöà

W = (MXT )(XXT )−1

Ïðè ýòîì, âîçìîæíî, îáðàòíóþ ìàòðèöó íàäî çàìåíèòü íà ïñåâäîîáðàòíóþ. Êëàññè-
ôèêàöèÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà γ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âû÷èñëÿåì



µ = Wγ è îòíîñèì âåêòîð ê êëàññó, íîìåð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ïîçèöèåé ìàêñèìàëü-
íîé êîìïîíåíòû âåêòîðà µ.

3.2 Ìåòîä Ôèøåðà äëÿ äâóõ êëàññîâ

Ïóñòü èñõîäíîå òðåíèðîâî÷íîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ äëèíû n ðàçáèòî íà äâà êëàññà
C1, C2 αi ∈ C1, i = 1, . . . , K, βj ∈ C2, j = 1, . . . , L.. Âûáåðåì âåêòîð γ òîé æå äëèíû,
ïîëó÷èì ÷èñëà xi = γTαi, yj = γTβj. Äëÿ ïîëó÷åííûõ ÷èñåë íàéäåì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ

m1 =
1

K

∑
xi, m2 =

1

L

∑
yj

è ïîäáåðåì âåêòîð γ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

J(γ) =
(m1 −m2)

2∑
(xi −m1)2 +

∑
(yj −m2)2

→ max (7)

Ïî îïðåäåëåíèþ

m1 =
1

K
γT
∑

αi = γTα,

ãäå α íåêîòîðûé âåêòîð. Àíàëîãè÷íî

m2 = γTβ,

Òåïåðü m1 −m2 = γT (α− β) = γT δ, ïîýòîìó

(m1 −m2)
2 = γT δδTγ = γTAγ, (8)

ãäå A � ìàòðèöà. Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî óñëîâèå (7) ïðè-
íèìàåò âèä

J(γ) =
γTAγ

γTBγ
→ max (9)

Ìîæåì ñ÷èòàòü çíàìåíàòåëü â (9) ðàâíûì 1, ïîñëå ÷åãî çàäà÷à ïðåâðàùàåòñÿ â îáû÷-
íóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè, ðåøàåìóþ ìåòîäîì Ëàãðàíæà. Îíà ñâî-
äèòñÿ ê óñëîâèþ ïàðàëëåëüíîñòè âåêòîðîâ Aγ è Bγ. Ïî ïîñòðîåíèþ, ìàòðèöà A èìååò
ðàíã 1, ïîýòîìó âåêòîð Aγ âñåãäà ïàðàëëåëåí âåêòîðó δ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð
γ ìîæíî âçÿòü â âèäå B−1δ.
Åñëè òåïåðü âåêòîð γ íàéäåí, òî êëàññèôèêàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà µ ïîäñ÷èòûâàþò = γTµ, è îòíîñÿò âåêòîð ê òîìó
êëàññó, äëÿ êîòîðîãî ðàçíîñòü |c − mi èìååò ìåíüøåå çíà÷åíèå. Áîëåå òî÷íîå âû-
ðàæåíèå äëÿ äèñêðèìèíàíòíîé ôóíêöèè ìîæíî ïîëó÷èòü, ñäåëàâ äîïîëíèòåëüíûå
ïðåäïîëîæåíèÿ î ðàñïðåäåëåíèè âåêòîðîâ.
Çàìå÷àíèå Óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè âåêòîðîâ Aγ è Bγ ïðèâîäèò ê ìíîæåñòâó ðå-
øåíèé, íî âñå, êðîìå îòìå÷åííîãî, ïðè óñëîâèè |B| 6= 0 áóäóò íóëåâûìè.



3.3 Ìåòîä Ôèøåðà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà êëàññîâ

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà êëàññîâ ñóùåñòâóåò àíàëîãè÷íàÿ ìîäåëü, îäíàêî, îíà ÿâ-
ëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ. Âìåñòî ýòîãî ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü ìåòîä ãîëîñîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåííûé âûøå. Ïóñòü íàäî ðåøèòü, ïðèíàäëåæèò
ëè äàííûé âåêòîð α çàäàííîìó êëàññó C1. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî óæå ïîñòðîåíû êðèòåðèè,
ðàçëè÷àþùèå êëàññ C1 ñî âñåìè îñòàëüíûìè êëàññàìè. Åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ êëàññîâ
C1 è Ci, i > 1 ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå î ïðèíàäëåæíîñòè α ∈ C1, òî ïðèíèìàåòñÿ îêîí-
÷àòåëüíîå ðåøåíèå î ïðèíàäëåæíîñòè âåêòîðà äàííîìó êëàññó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
îòêàçûâàþòñÿ îò ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ, ëèáî ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå î ïðèíàäëåæíîñòè
óêàçàííîìó êëàññó ñ íåêîòîðûì âåñîì ìåíüøå 1.

4 Êëàññèôèêàöèÿ íà îñíîâå ìåòîäà Áàéåñà

Íàèáîëåå ïîëíîå èçëîæåíèå ýòîãî ìàòåðèàëà ìîæíî íàéòè â [1]

4.1 Êëàññè÷åñêèé ïîäõîä

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíûå àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ òîãî èëè èíîãî âåê-
òîðà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îòíåñåíèÿ âåêòîðà ê îäíîìó èç äâóõ êëàññîâ. Èìååòñÿ
òðåíèðîâî÷íûå ìíîæåñòâà C1, C2, ñîñòîÿùèå èç N1 è N2 âåêòîðîâ ñîîòâåòñòâåííî, íî
òåïåðü äîïóñêàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâà èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
îäèí è òîò æå âåêòîð α ìîæåò ïîïàñòü â êàæäîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ ñ âåðîÿòíîñòÿìè
P (α|C1), P (α|C2). Ïîëîæèì N = N1 + N2, P (C1) = N1/N, P (C2) = N2/N. Ñîãëàñíî
èçâåñòíîé ôîðìóëå Áàéåñà

P (C1|α) =
P (α|C1)P (C1)

P (α|C1) + P (α|C2)P (C2)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

a = ln

(
P (α|C1)P (C1)

P (α|C2)P (C2)

)
Òîãäà

P (C1|α) = s(a) =
1

1 + exp(−a)
(10)

Ôóíêöèÿ s(a) íîñèò íàçâàíèå ëîãèñòè÷åñêîé ñèãìîèäíîé (ïîõîæåé íà áóêâó S) ôóíê-
öèè. Î÷åâèäíî ðàâåíñòâî

a = ln
(

s

1− s

)
Çàäàííûé âåêòîð α îòíîñèòñÿ ê ïåðâîìó èëè âòîðîìó êëàññó â çàâèñèìîñòè îò òî-
ãî, êàêàÿ èç âåðîÿòíîñòåé P (C1|α), P (C2|α) áîëüøå. Äàííûé ìåòîä íåïîñðåäñòâåííî
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî êëàññîâ. Ïîëîæèì

ak = ln(P (α|Ck)P (Ck))



Òîãäà

P (Ck|α) =
exp(ak)∑
j exp(aj)

(11)

Îáúåêò îòíîñèòñÿ ê êëàññó, äëÿ êîòîðîãî óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü, ïîäñ÷èòàííàÿ ñî-
ãëàñíî (11) áóäåò ìàêñèìàëüíîé.

5 Íåéðîííûå ñåòè

Ðàññìîòðåííûå äèñêðèìèíàíòíûå ôóíêöèè, îñíîâàííûå íà ëèíåéíûõ ôóíêöèÿõ, íåñóò
î÷åâèäíûå îãðàíè÷åíèÿ. Ñòàíäàðòíàÿ feed-forward íåéðîííàÿ ñåòü ïðåäñòàâëÿåò íî-
âûé îáøèðíûé êëàññ ôóíêöèé. Íèáîëåå ïîëíîå èçëëîæåíèå òåîðèè íåéðîííûõ ñå-
òåé èìååòñÿ â [2]. Íåéðîííûå ñåòè ýòî ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà âåêòîðàõ α =<
a1, . . . , an > äëèíû n. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

yk = ωk
Tα+ wk,0 (12)

Êîìïîíåíòû âåêòîðà ωk íàçûâàþòñÿ âåñàìè, à ÷èñëà wk,0 � ñäâèãàìè. Ïóñòü h(x)
íåêîòîðàÿ íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îò îäíîãî àðãóìåíòà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç zk = h(yk).
Íàáîð ôóíêöèé zk îáðàçóþò ñëîé íåéðîííîé ñåòè, íà âõîä êîòîðîãî ïîäàþòñÿ âõîäíûå
ñèãíàëû α. Âûõîäû ñëîÿ ñàìè â ñâîþ î÷åðåäü ìîãóò áûòü âõîäîì ñëåäóþùåãî ñëîÿ.
Òàêèõ ñëîåâ ìîæåò áûòü ìíîãî. Íàêîíåö, èìååòñÿ ñëîé, âûõîäû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
âûõîäàìè âñåé ñåòè. Ýòîò ñëîé íàçûâàåòñÿ âûõîäíûì, à âñå îñòàëüíûå ñëîè íàçûâà-
þòñÿ ñêðûòûìè. Ôóíêöèÿ h(x) íàçûâàþòñÿ ôóíêöèåé îòêëèêà íåéðîíà. Â êà÷åñòâå
ôóíêöèé h îáû÷íî âûáèðàþòñÿ ñèãìîèäíûå ôóíêöèè, íàïðèìåð h(x) = tanh(x) èëè
h(x) = 1/(1+exp(−x)). Îáëàñòüþ çíà÷åíèé ïåðâîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë (-1,1),
à âî âòîðîì ñëó÷àå � èíòåðâàë (0,1). Îäíàêî, ýòè ôóíêöèè íå îáÿçàíû áûòü íåïðå-
ðûâíûìè. ×àñòî èñïîëüçóåòñÿ h(x) = sign(x), ïðèíèìàþùàÿ òîëüêî òðè çíà÷åíèÿ �
-1,0 è 1. Íàïðèìåð, ñåòü ñ äâóìÿ ñêðûòûìè ñëîÿìè è îäíèì âûõîäîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå

z = h1(
M∑
k=1

ukh(yk) + u0), (13)

ãäå yk îïðåäåëåíû ñîãëàñíî (12). Îáû÷íî, ôóíêöèè îòêëèêà âíóòðè îäíîãî ñëîÿ îäíè
è òå æå, õîòÿ ýòî íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì. Â êà÷åñòâå ôóíêöèè îòêëèêà
ìîæíî áðàòü òîæäåñòâåííóþ ôóíêöèþ, ýòî ìîäåëèðóåò ïåðåäà÷ó ñèãíàëà ñ íèæíå-
ãî ñëîÿ íà âûõîä, ìèíóÿ ïðîìåæóòî÷íûé ñëîé. Ïîäáîð âåñîâ è ñäâèãîâ íàçûâàþò
îáó÷åíèåì ñåòè.

5.1 Òðåíèðîâêà íåéðîííîé ñåòè

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â àïïðîêñèìàöèè çíà÷åíèé ìíîãîìåðíîé ôóíêöèè, çàäàííîé íà
íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå, ñ ïîìîùüþ íåéðîííîé ñåòè. Èìåþòñÿ âåêòîðû α1, . . . , αN è



÷èñëà z1, . . . , zN . Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü òàêóþ ñåòü net(ω, α), ÷òîáû çíà÷åíèÿ net(ω, αi)
áûëè áëèçêè âåëè÷èíàì zi. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ áëèçîñòè âûáåðåì óñëîâèå

F (ω) =
∑
i

||net(ω, αi)− zi||2 → min
ω

Âûáîð óêàçàííîãî êðèòåðèÿ óäîáåí òåì, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ñòàíîâèòñÿ ãëàäêîé, è
äëÿ îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äèôôåðåíöèðîâàíèå
öåëåâîé ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî íàõîäèì òî÷êè, â êîòîðûõ îáíóëÿåòñÿ ïîëíûé äèô-
ôåðåíöèàë dF (ω) = 0. Òàêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè. Îíè èùóòñÿ, êàê
ïðàâèëî, ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííûõ ïðîöåäóð è çàâèñÿò îò âûáîðà íà÷àëüíîãî çíà÷å-
íèÿ . Íàèëó÷øåå çíà÷åíèå íàõîäÿò ýêñïåðèìåíòàëüíî áåç îáîñíîâàíèÿ äîñòèæåíèÿ
ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ïðîöåäóðó îòûñêàíèÿ ñòàöèî-
íàðíûõ òî÷åê.
Ïóñòü èìååòñÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ G(x1, . . . , xn. Â ðåçóëüòàòå çàìåíû xi íà xi + dxi

ôóíêöèÿ ïîëó÷àåò ïðèðàùåíèå

dG(x1, . . . , xn) =
∑
i

∂G

∂xi

dxi

Åñëè íóæíî óìåíüøèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè, òî íóæíî âûáðàòü ñìåùåíèå àðãóìåíòîâ
â âèäå

< dx1, . . . , dxn >= −η <
∂G

∂x1

, . . . ,
∂G

∂xn

>, (14)

ãäå η > 0 íåêîòîðûé êîýôôèöèåíò. Âûáîð çíà÷åíèé ýòîãî êîýôôèöèåíòà ÿâëÿåòñÿ
êëþ÷åâûì ìîìåíòîì. Ïðè ìàëîì çíà÷åíèè áóäåò ìåäëåííîå ïðîäâèæåíèå ê ñòàöèî-
íàðíîé òî÷êå, ïðè áîëüøîì çíà÷åíèè âîçìîæåí ïðîïóñê ýòîé òî÷êè. Îäíàêî, â ñëó÷àå
íåéðîííîé ñåòè âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíàÿ òðóäíîñòü � ïîäñ÷åò ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ. Ìåòîä ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû, èçâåñòíûé êàê àëãîðèòì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ îøèáêè (back propogation), ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå ñåòè ñ äâóìÿ ñêðûòûìè
ñëîÿìè. Ïóñòü

y(αp) = net(ω, αp) =
K∑
i

uih(
n∑
j

vijapj), αp =< ap1, . . . , apn >,

à ôóíêöèÿ îòêëèêà h(x) = tanh(x). Ïîëîæèì

βi
T =< vi1, . . . , vin >, hip = h(βi

Tαp)

Äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà âåêòîðîâ α1, . . . , αN òðåáóåòñÿ ïîäîáðàòü âåñà òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû

F (ω) =
1

2

N∑
p

(y(αp)− zp)
2 → min (15)

Èìååì
∂F

∂ui

=
∑
p

(y(αp)− zp)hip =
∑
p

Fphip, Fp = y(αp)− zp



Äàëåå, ïîñêîëüêó h′(x) = 1− h2(x),

∂hip

∂vij
= (1− hip

2)apj,

ïîýòîìó
∂F

∂vij
=
∑
p

Fpui(1− hip
2)apj.

Òàêèì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿþòñÿ âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå öåëåâîé ôóíê-
öèè ïî ïàðàìåòðàì.

5.2 Ïðàêòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå âåñîâ

Ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ïðîöåäóðû îïòèìèçàöèè ñîãëàñíî (15) îñíîâíàÿ òðóä-
íîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå ïàðàìåòðà η â (14) è íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ âåñîâ.
Ïåðâûé ïàðàìåòð îòâå÷àåò çà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, âòîðîé � çà ïîëîæåíèå ëîêàëü-
íîãî ìèíèìóìà, ê êîòîðîìó ñõîäèòñÿ ïðîöåäóðà. Îáû÷íî ïàðàìåòð η ìåíÿåòñÿ îò
øàãà ê øàãó, èçâåñòíû ìíîãî÷èñëåííûå ñïîñîáû åãî ìîäèôèêàöèè, êîòîðûå ðåàëè-
çîâàíû â ðàçëè÷íûõ ïàêåòàõ. ×òî êàñàåòñÿ âûáîðà íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé, òî çäåñü
îïòèìàëüíûé âûáîð äåëàåòñÿ íà îñíîâå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, êîãäà íà-
÷àëüíûå çíà÷åíèÿ âûáèðàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ãåíåðàòîðîâ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.

5.3 Ìåòîä äåôîðìèðóåìîãî ìíîãîãðàííèêà â çàäà÷å òðåíè-

ðîâêè íåéðîííîé ñåòè

Ìåòîä îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè ãîäèòñÿ ëèøü äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé. Åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíåíî, ëèáî âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ îò ôóíêöèè
îòêëèêà ñâÿçàíî ñ íåêîòîðûìè òðóäíîñòÿìè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîäû, íå èñïîëü-
çóþùèå ïðîèçâîäíûå. Âìåñòî ýòîãî ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîäû, ñâÿçàííûå ñ ïîëíûì
èëè ÷àñòè÷íûì ïåðåáîðîì. Îäíèì èç òàêèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä äåôîðìèðóåìî-
ãî ìíîãîãðàííèêà (Ìåòîä Íåéäëåðà-Ìèäà). Ýòî ýìïèðè÷åñêèé ìåòîä, ïðåäíàçíà÷åí-
íûé äëÿ îòûñêàíèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèè. Â îñíîâå ìåòîäà ëåæèò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
çíà÷åíèå ôóíêöèè â íåèçâåñòíîé òî÷êå ìîæíî ïðåäñêàçàòü ïî çíà÷åíèÿì ýòîé ôóíê-
öèè â íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ òî÷êàõ. Ó ýòîãî ìåòîäà èìååòñÿ ìíîãî ìîäèôèêàöèé,
ðàçëè÷àþùèõñÿ äåòàëÿìè, íî âñå îíè èìåþò îáùóþ ÷àñòü. Ïóñòü èìååòñÿ ôóíêöèÿ
f(x0, x2, . . . , xn), ìèíèìóì êîòîðîé íàäî íàéòè.

1. Âûáèðàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå n + 1 òî÷êà α0, α1, . . . , αn è âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ
zi = f(αi), i = 0, . . . , n.

2. Íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ñîðòèðóþòñÿ. Ïåðåíóìåðóåì òî÷êè, è ïóñòü çíà÷åíèÿ z0, zn
ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè è ìàêñèìàëüíûìè ñîîòâåòñòâåííî.

3. Òðåáóåòñÿ íàéòè íîâóþ òî÷êó α, çíà÷åíèå â êîòîðîé z = f(α) áóäåò ìåíüøå,
÷åì zn. Ïîñëå ýòîãî òî÷êà αn çàìåíÿåòñÿ íà α, è ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ
ïîð, ïîêà íà áóäåò íàéäåíî ïðèåìëåìîå çíà÷åíèå ìèíèìóìà ôóíêöèè



Âñå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà ðàçëè÷àþòñÿ ñïîñîáîì îòûñêàíèÿ âåêòîðà α. Îáû÷íî ñ ýòîé
öåëüþ âû÷èñëÿþò âåêòîð

αc =
1

n

n−1∑
i=0

αi

è ïîëàãàþò
α = 2αc − αn

Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî f(α) < f(αn) íå èìååò ìåñòà, òî ïðîáóþò â êà÷åñòâå
èñêîìîãî âåêòîðà

αg =
1

n+ 1

n∑
i=0

αi

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåçóëüòàò çàâèñèò îò ïåðâîíà÷àëüíîãî âûáîðà òî÷åê, è êàê ïðàâè-
ëî, çàïóñêàþòñÿ íåñêîëüêî ïðîöåññîâ ñ ðàçíûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè, ïîñëå ÷åãî
âûáèðàþò ëó÷øåå èç íàéäåííûõ çíà÷åíèé.
Îïèøåì åùå îäíó ìîäèôèêàöèþ ñïîñîáà îòûñêàíèÿ âåêòîðà α. Â ýòîì ñëó÷àå

1. Âû÷èñëÿþò çíà÷åíèÿ zc = f(αc), zg = f(αg).

2. Ñòîÿò ïàðàáîëó p(t) = at2 + bt + c ïî òî÷êàì (t, p(t) âèäà (0, zc), (l, zg), (m, zn),
ãäå l,m äëèíû âåêòîðîâ αc − αg αc − αn ñîîòâåòñòâåííî.

3. Åñëè a < 0, íàõîäÿò êîðíè ïàðàáîëû t0, t1, åñëè a > 0, íàõîäÿò òî÷êó t2, â
êîòîðîé ïàðàáîëà äîñòèãàåò ìèíèìóìà.

4. Íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè αc, αn îòêëàäûâàþò íàéäåííûå çíà÷åíèÿ
ti, ñ÷èòàÿ òî÷êó αc çà íà÷àëî êîîðäèíàò, íàõîäÿò ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû,
êîòîðûå ïðîâåðÿþò íà ðîëü èñêîìîãî âåêòîðà α.

5.4 Íåéðîííàÿ ñåòü íà îñíîâå ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè, êîãäà òðåíèðîâî÷íîå ìíîæåñòâî ðàçáèòî íà äâà
êëàññà C1, C2. Íóæíî ïîñòðîèòü íåéðîííóþ ñåòü, îñóùåñòâëÿþùóþ ýòó êëàññèôèêà-
öèþ. Çàäà÷à óñëîæíÿåòñÿ, åñëè õîòÿ áû îäíà èç îáëàñòåé èìååò ñëîæíóþ êîíôèãó-
ðàöèþ (ñì. Ðèñ.3) Êàê âèäíî, îäíà èç îáëàñòåé íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé. Ïðåäñòàâèì
åå â âèäå îáúåäèíåíèÿ òðåõ âûïóêëûõ îáëàñòåé.
Êàæäóþ âûïóêëóþ îáëàñòü ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ïåðåñå÷åíèåì îáëàñòåé Li âèäà

aix+ biy + ci > 0, i = 1, . . . , N

Ïîëîæèì di(x, y) = 0.5 ∗ [sign(aix + biy + ci) + 1], ñ÷èòàÿ sign(0) = 0. Ïåðåíóìåðó-
åì îáëàñòè Li òàê, ÷òî îáëàñòü G1 çàäàíà íåðàâåíñòâàìè ñ íîìåðàìè 1,2,3, îáëàñòü
G2 íåðàâåíñòâàìè ñ íîìåðàìè 4,5,6,îáëàñòü G3 íåðàâåíñòâàìè ñ íîìåðàìè 7,8,9,10,
îáëàñòü G4 íåðàâåíñòâàìè ñ íîìåðàìè 11, 12, 13. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè, çàäàííûìè
óðàâíåíèÿìè

y1(x, y) = d1 ∧ d2 ∧ d3V d4 ∧ d5 ∧ d6V d7 ∧ d8 ∧ d9 ∧ d10



a)

G4

b)

G1

G2

G3

Ðèñ. 3: a) Èñõîäíûå îáëàñòè. b) Ðàçáèåíèå íà âûïóêëûå ÷àñòè

y2(x, y) = d11 ∧ d12 ∧ d13

Òî÷êà ïðèíàäëåæèò ïåðâîìó ìíîæåñòâó, åñëè y1(x, y) = 1, è êî âòîðîìó ìíîæåñòâó,
åñëè y2(x, y) = 1. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïðîèñõîäèò îòêàç îò ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ. Î÷å-
âèäíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè ðåàëèçîâàíû íåéðîííîé ñåòüþ, ãäå ôóíêöèè
îòêëèêà íåéðîíîâ ÿâëÿþòñÿ áóëåâûìè ôóíêöèÿìè.
Äàííûé ìåòîä î÷åâèäíûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî êëàñ-
ñîâ. Äëÿ âåêòîðîâ ðàçìåðíîñòè áîëüøå 3 ïîñòðîåíèÿ ìåíåå íàãëÿäíûå, õîòÿ è â ýòîì
ñëó÷àå ëþáîé ïîëèýäð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ âûïóêëûõ ïîëèýäðîâ.
Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåññ îòûñêàíèÿ âûïóêëûõ ïîëèýäðîâ ïîòðåáóåò çíà÷èòåëü-
íûõ âû÷èñëåíèé, åñëè ÷èñëî òî÷åê âåëèêî. Ýòî äåëàåòñÿ, íàïðèìåð, ñîðòèðîâêîé
òî÷åê ïî ïåðâîé êîîðäèíàòå è ïîñëåäóþùèì ðàçáèåíèåì íà íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà.
Çàòåì âíóòðè êàæäîãî èç ïîäìíîæåñòâ ïðîèçâîäèòñÿ ñîðòèðîâêà ïî âòîðîé êîîðäè-
íàòå è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå ïîëèýäð áóäåò ïðåäñòàâëåí â âèäå îáúåäèíåíèÿ ãèïåðêóáîâ.
Âàðüèðóÿ ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ïîäìíîæåñòâàõ, ñòàðàþòñÿ ñâåñòè îáùåå ÷èñëî ãèïåð-
êóáîâ ê ìèíèìóìó.

6 Êëàñòåðèçàöèÿ

Ïîä êëàñòåðèçàöèåé ïîíèìàåòñÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âåêòîðîâ íà íåïðåñåêàþùèå-
ñÿ ïîäìíîæåñòâà, ïðè÷åì â êàæäîå ïîäìíîæåñòâî îáúåäèíÿþòñÿ âåêòîðû, èìåþùèå
íåêîòîðîå îáùåå ñâîéñòâî. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ áëèçîñòü
ê íåêîòîðîìó îäíîìó âåêòîðó � öåíòðó êëàñòåðèçàöèè. Ìåòîäû ðàçëè÷àþòñÿ ñïîñî-
áîì íàõîæäåíèÿ öåíòðà è âûáðàííîé ìåòðèêîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ áëèçîñòè. Ñëåäóåò
îòìåòèòü, ÷òî áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ íîñÿò ýìïèðè÷åñêèé õàðàêòåð, à
ïîëåçíîñòü àëãîðèòìà äîêàçûâàåòñÿ äåìîíñòðàöèåé ïðèìåðîâ. Ðàçëè÷àþò àëãîðèò-
ìû, â êîòîðûõ ÷èñëî êëàñòåðîâ çàäàåò ïîëüçîâàòåëü, è àëãîðèòìû, àâòîìàòè÷åñêè
îïðåäåëÿþùèå îïòèìàëüíîå ÷èñëî êëàñòåðîâ.



6.1 Àëãîðèòì K-means

Îïèøåì àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè, ïîëó÷èâøèé íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå è íîñÿ-
ùèé íàçâàíèå K-means (Ê-ñðåäíèå). Â ýòîì ñëó÷àå ïîëüçîâàòåëü çàðàíåå îïðåäåëÿåò
÷èñëî Ê æåëàåìûõ êëàñòåðîâ, à àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ñîçäàòü ýòè êëàñòåðû. Èñõîä-
íûìè äàííûìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿ Φ äëÿ ïîäñ÷åòà êà÷åñòâà êëàñòåðèçàöèè, ñïîñîá
ïåðåñ÷åòà öåíòðîâ êëàñòåðèçàöèè, ôóíêöèÿ r äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
âåêòîðàìè, âåêòîðû α1, . . . , αN , èìåþùèå äëèíó n, ÷èñëî K è ÷èñëî M � ïðåäåëüíîå
âîçìîæíîå ÷èñëî èòåðàöèé. Îáùàÿ ñõåìà àëãîðèòìà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Ïðîèçâîëüíî ãåíåðèðóþòñÿ K âåêòîðîâ β1, . . . , βK äëèíû n, êîòîðûå âûáèðà-
þòñÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ öåíòðîâ êëàñòåðèçàöèè

2. Ïîäñ÷èòûâàþòñÿ ÷èñëà dij = r(βi, βj), i 6= j è íàõîäèòñÿ d = min(dij).

3. Îáðàçóþòñÿ K êëàñòåðîâ Ci ñîãëàñíî ïðàâèëó r(α, βi) < d/2⇒ α ∈ Ci.

4. Åñëè îñòàëèñü òî÷êè, íåïîïàâøèå íè â êàêîé êëàñòåð, òî êàæäàÿ èç òàêèõ òî÷åê
α ïîïàäàåò â êëàñòåð Ci, äëÿ êîòîðîãî r(α, βi) äîñòèãàåò ìèíèìóìà.

5. Ïîäñ÷èòûâàåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè Φ. Åñëè äîñòèãíóòî æåëàåìîå êà÷åñòâî êëà-
ñòåðèçàöèè èëè èñ÷åðïàíî ÷èñëî âîçìîæíûõ èòåðàöèé, òî ïðîöåññ îñòàíàâëè-
âàåòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ âåêòîðû βi, è óïðàâëåíèå ïåðå-
äàåòñÿ íà øàã 2.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû êîìïîíåíòîâ àëãîðèòìà. Â êà÷åñòâå ôóíêöèè

r(α, β) = r(< x1, . . . , xn >,< y1, . . . , yn >)

âûáèðàþò åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå èëè åãî êâàäðàò,
∑

i |xi−yi|, èëè maxi |xi−yi|. Ïåðå-
ñ÷åò öåíòðîâ êëàñòåðèçàöèè ïî ðåçóëüòàòàì òåêóùåé êëàñòåðèçàöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ
ñîãëàñíî ôîðìóëàì

βi =
1

Ni

∑
αi′ , αi′ ∈ Ci (16)

èëè βi = median(αi′ , ) ãäå ìåäèàíà ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ïî êàæäîé êîîðäèíàòå. Â ôîðìó-
ëå (16) Ni ÷èñëî âåêòîðîâ â êëàñòåðå Ci. Â êà÷åñòâå ôóíêöèè êà÷åñòâà êëàñòåðèçàöèè
îáû÷íî áåðåòñÿ

Φ =
∑
i

1

Ni

∑
i′

r(αi′ , βi) αi′ ∈ Ci

Âû÷èñëåíèå íîâîãî öåíòðà êëàñòåðèçàöèè ñ ïîìîùüþ ñðåäíåãî ïðèâîäèò ê ÷óâñòâè-
òåëüíîñòè ê îòäåëüíûì âûáðîñàì, îò ÷åãî ñâîáîäåí ìåòîä íà îñíîâå ìåäèàíû. Äëÿ
ðàññòîÿíèÿ â âèäå êâàäðàòà åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ èçâåñòíî, ÷òî âûáîð öåíòðà ñî-
ãëàñíî (16) ïðèâîäèò ê ìèíèìèçàöèè âåëè÷èíû∑

i′
r(αi′ , βi), αi′ ∈ Ci

Âûáîð ÷èñëà K ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ìîìåíòîì â äàííîì ìåòîäå. Ó ïîëüçîâàòåëÿ
äîëæíà áûòü àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ îá ýòîì çíà÷åíèè. Íåóäà÷íûé âûáîð ÷èñëà K
ïðèâîäèò ê çàâèñèìîñòè ðåçóëüòàò îò íà÷àëüíîãî âûáîðà âåêòîðîâ βi.



x0 x1

x2

x0

Ðèñ. 4: Ïðèìåð ðàäèàëüíîé èíòåðïîëÿöèè

7 Ðàäèàëüíûå ñåòè

Èçëîæåíèå äàííîãî ðàçäåëà îñíîâàíî íà [3]

7.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó èíòåðïîëÿöèè, êîãäà àðãóìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ âåùå-
ñòâåííûå âåêòîðû äëèíû n, à çíà÷åíèÿ ôóíêöèè � âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Òðåáóåòñÿ
íàéòè ôóíêöèþ h(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

h(xi) = ti, i = 1, . . . , N, xi ∈ Rn, ti ∈ R

Ðåøåíèå èùåòñÿ â ôîðìå
h(x) =

∑
i

vif(|x− xi|) (17)

Çäåñü |x−xi| îáû÷íîå åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó âåêòîðàìè, à f(u) � ôóíêöèÿ, çà-
äàííàÿ íà âåùåñòâåííîé îñè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìàòðèöó ïîðÿäêà N, îïðåäåëåííóþ
ðàâåíñòâàìè

A[i|j] = f(|xi − xj|)

Åñëè ôóíêöèÿ f(u) âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî |A| 6= 0, òî êîýôôèöèåíòû vi â (17)
íàõîäÿòñÿ îäíîçíà÷íî. Ôóíêöèé, îáëàäàþùèõ óêàçàííûì ñâîéñòâàì äîñòàòî÷íî ìíî-
ãî. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè íåóäà÷íîì âûáîðå ýòîé ôóíêöèè âåëè÷èíà
h(x0), êîãäà çíà÷åíèå ðàçíîñòè |x0−xi| ìàëî, ìîæåò çíà÷èòåëüíî îòëè÷àòüñÿ îò h(xi).
Ðàññìîòðèì ïðèìåð ôóíêöèè f(u) = u((u−1)+1). Ïî îïðåäåëåíèþ f(0) = 0, f(1) = 1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðè òî÷êè x1, x2, x3 îáðàçóþò âåðøèíû ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà
ñî ñòîðîíîé 1. Â ýòîì ñëó÷àå

h(x) = f(|x− x1|) + f(|x− x2|) + f(|x− x3|)



ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è h(xi) = 2. Ïîñòðîèì òî÷êó x0. Îïóñòèì âûñîòó èç âåð-
øèíû x1, ïîìåòèì òî÷êó x0 íà ïðîäîëæåíèè âûñîòû íà ðàññòîÿíèè 1 îò âåðøèíû x1

(ñì. Ðèñ.4) . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî |x0 − x3|2 = 2 +
√
3. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

h(x0) = f(1) + 2f(
√
2 +
√
3) ' 8.5

Òî åñòü, ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå äàëåêî îò îæèäàåìîãî.

7.2 Ðåàëèçàöèÿ íà îñíîâå ëîêàëèçîâàííîãî áàçèñà

Èç ïðåäñòàâëåííîãî âûøå ïðèìåðà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà, èìåþùå-
ãî ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå, èñïîëüçóåìàÿ ôóíêöèÿ f íå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé.
Èäåÿ, ïðåäñòàâëåííàÿ íèæå, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû áîëüøèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
áûëè ñîñðåäîòî÷åíû â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå, çíà÷åíèÿ h(x) áóäóò áëèç-
êè ê h(x0), åñëè ðàçíîñòü |x − x0| äîñòàòî÷íî ìàëà. Ôóíêöèè, îáëàäàþùèå äàííûì
ñâîéñòâîì, íàçûâàþòñÿ ëîêàëèçîâàííûìè. Ïðèìåðàìè òàêèõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ

f(x) = exp(−x2

a2
),

êîòîðàÿ ïîëó÷èëà íàçâàíèå �Ãàóññèàí�, è ôóíêöèÿ

f(x) = (x2 + a2)−b2

Çäåñü a, b ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè, îïðåäåëÿþùèìè ñòåïåíü ëîêàëèçàöèè. Ïðè ïðàê-
òè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè äàííîãî ìåòîäà, êîãäà òî÷åê ìíîãî , òðåáóåòñÿ âûáðàòü
ëèøü íåñêîëüêî èç íèõ äëÿ ðåàëèçàöèè ôóíêöèè. Îáû÷íî â êà÷åñòâå òàêèõ òî÷åê
èñïîëüçóþòñÿ öåíòðû êëàñòåðèçàöèè.

8 Ìåòîäû ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè

Èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ïðåäñòàâëåíà, îáû÷íî, â âèäå
íàáîðà âåêòîðîâ α1, . . . , αN îäèíàêîâîé äëèíû n. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óïðîñòèòü äàëü-
íåéøèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëåçíî ïîïûòàòüñÿ ïîíèçèòü ðàçìåðíîñòü ýòèõ âåêòîðîâ,
íå òåðÿÿ ñîäåðæàùåéñÿ â íèõ èíôîðìàöèè. Óêàçàííûå ïðîöåäóðû íîñÿò íàçâàíèå �
ìåòîäû ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè�, èëè � ìåòîäàìè ñæàòèÿ� . Âñå îíè îðãàíèçîâàíû
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáèðàþòñÿ âåêòîðû β1, . . . , βm òîé æå ðàçìåðíîñòè, è êàæäûé
âåêòîð αi ïðèáëèæàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ βj

αi ≈
m−1∑
k=0

bikβk (18)

Â ðåçóëüòàòå èñõîäíûé âåêòîð αi äëèíû n çàìåíÿåòñÿ âåêòîðîì< bi1, . . . , bim > äëèíû
m. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñæàòèÿ ñâîäèòñÿ ê âûáîðó âåêòîðîâ βj è ê ðåàëèçàöèè
ïðîöåäóðû àïïðîêñèìàöèè (18) Çäåñü ìû äàäèì î÷åíü êðàòêèé îáçîð ñóùåñòâóþùèõ
ìåòîäîâ ñæàòèÿ



8.1 Ðàçëîæåíèå ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó

Íàèáîëåå ïðîñòî ðàññìîòðåííàÿ âûøå ñõåìà ðåàëèçóåòñÿ, êîãäà â ïðîñòðàíñòâå âåê-
òîðîâ äëèíû n ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ε1, . . . , εn. Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷å-
ñòâå âåêòîðîâ β áåðåòñÿ íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî èç ýòîãî áàçèñà. Ïðè ïðîèçâîëüíîì
âûáîðå ýòîãî ïîäìíîæåñòâà ïðèäåòñÿ âìåñòå ñ êàæäûì êîýôôèöèåíòîì ðàçëîæåíèÿ
bik óêàçûâàòü è íîìåð ñîîòâåòñòâóþùåãî áàçèñíîãî âåêòîðà. Â ñèëó ýòîãî, ÷àñòî â
êà÷åñòâå âåêòîðîâ β âûáèðàþò m ïåðâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ â íåêîòîðîé íóìåðàöèè,
êîòîðàÿ áóäåò îäíîé äëÿ âñåõ âåêòîðîâ.

8.1.1 Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (DFT)

Â ýòîì ñëó÷àå áàçèñ ñîñòîèò èç âåêòîðîâ

βk =< exp(2πikp/n), p = 0, . . . , n− 1 >

Åñëè α =< a0, . . . , an−1 >, òî êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ íàõîäÿòñÿ ñîãëàñíî ôîðìó-
ëàì

bk =
1√
n

n−1∑
p=0

ap exp(−2πikp/n),

à èñõîäíûé âåêòîð âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî êîýôôèöèåíòàì ðàçëîæåíèÿ

α =
1√
n

n−1∑
k=0

bkβk

Îñòàâèâ â ýòîé ôîðìóëå ëèøü íåñêîëüêî ñëàãàåìûõ, ïîëó÷àåì èñêîìîå ñæàòèå.
Ýòîò áàçèñ ïîäõîäèò ê ñèòóàöèè, êîãäà èñõîäíûå âåêòîðû èìåþò ïåðèîäè÷åñêóþ ïðè-
ðîäó. Íîìåðà k òðàêòóþòñÿ êàê ÷àñòîòû. Âûáèðàþòñÿ òå âåêòîðû, êîòîðûå îõâà-
òûâàþò ÷àñòîòíûé äèàïàçîí, íàèáîëåå èíòåðåñíûé ñ èíôîðìàòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ.
Îñíîâíûì äîñòîèíñòâîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìîäóëè êîýôôè-
öèåíòîâ íå ÷óâñòâèòåëüíû ê öèêëè÷åñêèì ñäâèãàì êîìïîíåíòîâ èñõîäíûõ âåêòîðîâ.
Íåäîñòàòîê ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ âåùåñòâåííûõ âåêòîðîâ êîýôôèöè-
åíòû ðàçëîæåíèÿ îêàçûâàþòñÿ êîìïëåêñíûìè. Â ýòîì ñëó÷àå bk = b̄n−k, ïîýòîìó
ðàññìàòðèâàþò ëèøü êîýôôèöèåíòû ñ íîìåðàìè k ≤ [n/2].

8.1.2 Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Õàðòëè (DHT)

Ïðè èçëîæåíèå äàííîãî ïóíêòà ñëåäóåì ðàáîòå [4]. Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ âåêòîðîâ
âûáèðàþòñÿ ôóíêöèè

κk =< cas(2πikp/n), p = 0, . . . , n− 1 >, cas(t) = cos(t) + sin(t)

Ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ ôîðìóëû èìåþò âèä

hk =
1√
n

n−1∑
p=0

apcas(2πikp/n),



α =
1√
n

n−1∑
k=0

hkκk

Ïîñêîëüêó äëÿ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èìåþòñÿ áûñòðûå ñõåìû âû÷èñëå-
íèÿ, ïðåîáðàçîâàíèå Õàðòëè âû÷èñëÿþò ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñîãëàñíî
ôîðìóëå

hk = Re(bk)− Im(bk)

Êàê è â ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ðåçóëüòàòàì ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàðòëè ìîæíî
ïðèäàòü ÷àñòîòíûé õàðàêòåð. Äîñòîèíñòâîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàðòëè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
âåùåñòâåííîìó âåêòîðó áóäåò îòâå÷àòü âåùåñòâåííûé âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ðàçëî-
æåíèÿ. Ê íåäîñòàòêàì ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëåäóåò îòíåñòè ÷óâñòâèòåëüíîñòü ðåçóëüòàòà
ê öèêëè÷åñêîìó ñäâèãó.

8.1.3 Äèñêðåòíîå êîñèíóñ ïðåîáðàçîâàíèå (DCT)

Äèñêðåòíîå êîñèíóñ ïðåîáðàçîâàíèå îêàçàëîñü íàèáîëåå âîñòðåáîâàííûì ñïîñîáîì
ñæàòèÿ âåùåñòâåííûõ âåêòîðîâ. Îíî ëåæèò â îñíîâå òàêèõ ôîðìàòîâ êàê JPEG è
MP3. Èçëîæåíèå âåäåòñÿ ñîãëàñíî [5] Â îñíîâå DCT ëåæèò DFT. Ïî èñõîäíîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè a0, . . . , an−1 ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

< z0, . . . , z2n−1 >=< an−1, . . . , a0, a0, . . . , an−1 >

Âû÷èñëÿåòñÿ îáû÷íîå DFT îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè < z0, . . . , z2n−1 >. Â ñèëó ñèì-
ìåòðèè èñõîäíûõ äàííûõ äåëî ñâîäèòñÿ òîëüêî ê n êîýôôèöèåíòàì. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì

vk = ck
n−1∑
p=0

ap cos

(
π(2p+ 1)k

2n

)
, c0 =

1√
n
, ck =

√
2

n
, k > 0.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì

ap =
n−1∑
k=0

ckvk cos

(
π(2p+ 1)k

2n

)

8.1.4 Ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà (Hadamard transform)

Ïîä ìàòðèöåé Àäàìàðà ïîíèìàåòñÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ñîñòàâëåííàÿ èç ±1, ïðè÷åì
ðàçíûå ñòðîêè ìàòðèö ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû. Â îñíîâå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ëåæèò
èçâåñòíàÿ ñåðèÿ ìàòðèö Àäàìàðà ïîðÿäêà n = 2q. Ñåðèÿ ñòðîèòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëå

H0 = (1), Hq+1 =

(
Hq Hq

Hq −Hq

)

Ïðåîáðàçîâàíèå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

< v0, . . . , vn−1 >
T= Hq < a0, . . . , an−1 >

T



Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäàåòñÿ òîé æå ôîðìóëîé

< a0, . . . , an−1 >
T= Hq < v0, . . . , vn−1 >

T

Ôîðìàëüíî, äëèíà âåêòîðà äîëæíà áûòü ñòåïåíüþ 2, íî çàïîëíèâ íåäîñòàþùèå ïî-
çèöèè íóëÿìè, ìîæåì ïðèìåíèòü ýòó òåõíèêó äëÿ âåêòîðîâ ïðîèçâîëüíîé äëèíû.
Ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà îðèåíòèðîâàíî íà ñëó÷àé, êîãäà âåêòîðû èìåþò öåëûå êî-
îðäèíàòû. Èìåþòñÿ ñõåìû áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ ìèíèìèçèðóåòñÿ
÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

8.1.5 Áàçèñ Õîòåëèíãà-Êàðóíåíà-Ëîýâà

Ýòîò áàçèñ áûë íåçàâèñèìî îòêðûò íåñêîëüêèìè àâòîðàìè â ðàçíûõ êîíòåêñòàõ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîñòåéøèé èç íèõ, ïðèíàäëåæàùèé Õîòåëèíãó (Hotelling). Â ïðåäûäóùèõ
ïóíêòàõ áûëî èçó÷åíî ðàçëîæåíèå ïî íåêîòîðûì ôèêñèðîâàííûìè áàçèñàì, íå çà-
âèñÿùèõ îò ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Â äàííîì ïóíêòå ïîêàçûâàåòñÿ, êàê ìîæíî
ïîëó÷èòü îïòèìàëüíûé áàçèñ, îñíîâàííûé íà âõîäíûõ äàííûõ. Ïðîáëåìà ôîðìóëè-
ðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äàíû âåêòîðû α0, . . . , αN−1 ðàçìåðíîñòè n. Òðåáóåòñÿ
íàéòè òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî L, dim(L) = m < n, ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ òîé æå
ðàçìåðíîñòè n è îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì:

N−1∑
k=0

|αk − α′
k|2 → min, (19)

ãäå α′ åñòü ïðîåêöèÿ âåêòîðà α íà ïîäïðîñòðàíñòâî L. Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå L îð-
òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ βk, k = 0, . . . ,m− 1. Ñìûñë ïðîöåäóðû ñæàòèÿ çàêëþ÷àåòñÿ
â ñëåäóþùåì. Âåêòîð

α′
k =

∑
j

bkjβj

ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî áàçèñó, è äëÿ åãî õðàíåíèÿ äîñòàòî÷íî òîëüêî m ÷èñåë. Ïîñëå
çàìåíû âåêòîðà α åãî ïðîåêöèåé α′ ïðîèñõîäèò çàìåíà âåêòîðà äëèíû n íà âåêòîð
äëèíû m. Ðåøåíèå ïðîáëåìû (19) ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà
βk. Åñëè áàçèñ íàéäåí, òî

α′
k =

∑
j

(αj, βj)βj

Óñëîâèå (19) ñâîäèòñÿ ê ∑
k

|αk −
∑
j

(αj, βj)βj|2 → min

Çàìåíÿÿ êâàäðàò äëèíû âåêòîðà ñêàëÿðíûì êâàäðàòîì, ñâåäåì äåëî ê óñëîâèþ∑
kj

(αk, βj)
2 → max



Ñ÷èòàåì, ÷òî âñå âåêòîððû ÿâëÿþòñÿ ñòðîêàìè, ïîýòîìó

(α, β) = αβT = βαT , (α, β)2 = βαTαβT

Èìååì ∑
kj

(αk, βj)
2 =

∑
j

βj(
∑
k

αT
k αk)β

T
j =

∑
j

βjAβ
T
j , A =

∑
k

αT
k αk

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåëàñü ê îòûñêàíèþ îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ βk, äëÿ
êîòîðûõ ∑

j

βjAβ
T
j → max (20)

Ýòî õîðîøî èçâåñòíàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à. Îáîçíà÷èì ÷åðåç c0 ≥ c1 ≥ . . . ≥
cm−1 m íàèáîëüøèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A. Ïðîñòðàíñòâî L åñòü ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, áàçèñîì êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå ñîáñòâåí-
íûì ÷èñëàì c0, . . . , cm−1. Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíûé áàçèñ, à
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñóììû â ëåâîé ÷àñòüè (20) îò áàçèñà íå çàâèñèò. Â òî æå âðå-
ìÿ, áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îáëàäàåò ðÿäîì çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ, êîòîðûå
ôîðìóëèðóþòñÿ â âåðîÿòíîñòíûõ òåðìèíàõ. Íåäîñòàòêîì äàííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî âìåñòå ñî ñæàòûìè âåêòîðàìè íàäî õðàíèòü è ñàìè áàçèñíûå âåêòîðû, åñëè
òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü èñõîäíûå âåêòîðû ( ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ) ïî ñæàòûì
âåêòîðàì. Â òî æå âðåìÿ, äàííûé ïîäõîä íàøåë áîëüøîå ïðèìåíåíèå â çàäà÷àõ ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ.

8.2 Àïïðîêñèìàöèÿ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà âåê-

òîðîâ

Èçëîæåíèå âåäåòñÿ ñîãëàñíî [6]. Ïóñòü èìåþòñÿ âåêòîð α è ñèñòåìà âåêòîðîâ β0, . . . , βN−1

èç îäíîãî è òîãî æå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Åäèíñòâåííûì óñëîâèåì, íàëîæåííûì
íà âåêòîðû βi, ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå íîðìèðîâàííîñòè ýòèõ âåêòîðîâ. Àëãîðèòì àïïðîê-
ñèìàöèè âåêòîðà α ñ ïîìîùüþ âåêòîðîâ βi âûãëÿäèò ñëåäóþùèé âèä

1. Âûáèðàåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî M è ÷èñëî ε

2. Ïîëàãàåì k = 1, αk = α

3. Âû÷èñëÿþòñÿ ÷èñëà aj = (α, βj). Èùåòñÿ èíäåêñ jk, äëÿ êîòîðîãî |aj| äîñòèãàåò
ìàêñèìóìà

4. αk+1 ← αk − ajkβjk

5. k ← k + 1

6. Åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî k > M èëè |αk+1| < ε, âûõîäèì èç ïðîöåäóðó, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåõîäèì ê øàãó ñ íîìåðîì 3



Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ïðîöåäóðû ïîëó÷àåì âåêòîð∑
k

ajkβjk ,

àïïðîêñèìèðóþùèé èñõîäíûé âåêòîð.
Åñëè âåêòîðû βj îáðàçóþò áàçó ïðîñòðàíñòâà, òî â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà
ìîæíî äîáèòüñÿ ëþáîé òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè. Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòè, ÷òî èìå-
åòñÿ áàçèñ β0, . . . , βn−1, è

(∀k)|αk| > δ (21)

Òî, ÷òî äëèíà âåêòîðà αk íå ìåíÿåòñÿ, îçíà÷àåò, ÷òî (∀j)(αk, βj)→ 0, k →∞. Èìååì

αk =
∑
i

biβi,

îòêóäà
(αk, βj) =

∑
i

bi(βi, βj) (22)

Èç íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ βj ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà èç ýëåìåíòîâ cij = (βi, βj) ÿâëÿåò-
ñÿ íåâûðîæäåííîé. Èç (22) ñëåäóåò, ÷òî ðåøàÿ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî bi ïîëó÷èì, ÷òî
ñ ðîñòîì k ýòè êîýôôèöèåíòû ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èòü ïðåäïîëîæåíèþ
(21).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè äàæå âåêòîðû βj îáðàçóþò áàçó ïðîñòðàíñòâà, íåëüçÿ óòâåð-
æäàòü, ÷òî íà íåêîòîðîì øàãå ïîëó÷àåòñÿ íåâÿçêà ε = 0.Íàïðèìåð, ïóñòü α(1, 1), β0 =
(1, 0), β1 = (1, 2). Ñîãëàñíî àëãîðèòìó, íà êàæäîì øàãå íåâÿçêà ïîëó÷àåòñÿ îðòîãî-
íàëüíîé ëèáî âåêòîðó β0, ëèáî âåêòîðóβ1, ïîýòîìó íà ñëåäóþùåì øàãå íåâÿçêà íå
ìîæåò áûòü íóëåâîé.

8.3 Âåéâëåò ïðåîáðàçîâàíèå

Îñíîâíûì èñòî÷íèêîì ÿâëÿåòñÿ [7].

8.3.1 Íåïðåðûâíîå âåéâëåò ïðåîáðàçîâàíèå

Ïóñòü èìååòñÿ ôóíêöèÿ f(t), îïðåäåëåííàÿ íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè. Âûáèðàåòñÿ
ôóíêöèÿ φ(t), íàçûâàåìàÿ âåéâëåòîì (wavelet), îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè∫ ∞

−∞
|φ(t)|2dt <∞,

∫ ∞

−∞
φ(t)dt = 0

Âåéâëåò ïðåîáðàçîâàíèåì ôóíêöèè f(t) ïðè ïîìîùè âåéâëåòà φ(t) íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèÿ

W (a, b) =
1√
a

∫ ∞

−∞
f(t)φ

(
t− b

a

)
dt, a 6= 0 (23)

Ñóùåñòâóåò îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîçâîëÿþùåå âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ ôóíê-
öèþ f(t) ïî W (a, b). Ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè óêàçàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
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Ðèñ. 5: Ïðèìåð âåéâëåòà � ìåêñèêàíñêàÿ øëÿïà�

ïîëüçîâàòåëåé èìååò äåëî ñ öèôðîâûì ïðåäñòàâëåíèåì èñõîäíîé ôóíêöèè. Â ýòîé
ñâÿçè, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîöåäóð ñæàòèÿ áîëåå èíòåðåñåí ïîäõîä, ïðåäñòàâëåííûé â
ïðåäûäóùåé ñåêöèè. Â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé L2 ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé

(f, g) =
∫ ∞

−∞
f(t)ḡ(t)dt

Â ýòîé ñâÿçè ôóíêöèè âèäà

φ

(
t− b

a

)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ àïïðîêñèìèðóåò-
ñÿ ôóíêöèÿ f(t). Ñíà÷àëà íàõîäÿòñÿ ïàðàìåòðû a0, b0, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ |W (a, b)|
äîñòèãàåò ìàêñèìóìà. Ïîñëå ýòîãî ñîñòàâëÿåòñÿ íåâÿçêà âèäà

f1(t) = f(t)− 1√
a0

W (a0, b0)φ

(
t− b0
a0

)
,

ïîñëå ÷åãî ïðîöåäóðà ïðîäîëæàåòñÿ òàê, êàê óêàçàíî âûøå. Íà ïðàêòèêå, äàííûé
ïîäõîä îêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì, êîãäà ìîùíîñòü ôóíêöèè f(t) ñîñðåäîòî÷åíà íà
ìàëîì èíòåðâàëå. Íî ïðè ýòîì è ôóíêöèÿ φ(t) äîëæíà îáëàäàòü òåì æå ñâîéñòâîì.
Íà Ðèñ.5 ïðåäñòàâëåí ïðèìåð òàêîé ôóíêöèè, ïîëó÷èâøåé íàçâàíèå �ìåêñèêàíñêàÿ
øëÿïà� Ýòà ôóíêöèÿ èìååò ìàêñèìóì â òî÷êå 0. Ïàðàìåòð b0 äàåò ïîëîæåíèå ìàê-
ñèìóìà èñõîäíîé ôóíêöèè f(t), à ïàðàìåòð a0 � ôîðìó êðèâîé.

8.3.2 Äèñêðåòíîå âåéâëåò ïðåîáðàçîâàíèå (DWT)

Òåîðèÿ âåéâëåò ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñåðüåçíûì äîñòèæåíèåì â òåîðèè îáðàáîò-
êè ñèãíàëîâ çà ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ. Ðàçëè÷àþò íåïðåðûâíîå è äèñêðåòíîå âåéâëåò
ïðåîáðàçîâàíèÿ. Î íåïðåðûâíîì ïðåîáðàçîâàíèè áóäåò ñêàçàíî íèæå.



Ïóñòü èìååòñÿ ñèãíàë γ =< g0, . . . , gn > . Ïîä ìîùíîñòüþ ñèãíàëà áóäåì ïîíèìàòü
âåëè÷èíó Pow =

∑
g2k, à íîñèòåëåì âåêòîðà íàçîâåì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ñ íåíóëå-

âûìè êîìïîíåíòàìè. Ëþáîé ñèãíàë ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî êàæäîìó èç ðàññìîò-
ðåííûõ âûøå áàçèñîâ, îäíàêî, âñå ýòè áàçèñû îáëàäàþò îäíèì ñâîéñòâîì. Åñëè β
ïðîèçâîëüíûé áàçèñíûé âåêòîð β =< b0, . . . , bn−1 >, òî ìîùíîñòü ëþáîãî èíòåðâà-
ëà < bk, . . . , bm > îäíîé è òîé æå äëèíû áóäåò ïðèìåðíî îäèíàêîâîé. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ êîìïðåññèè, ýôôåêòèâíîé ïðîöåäóðà ñæàòèÿ áóäåò äëÿ âåêòî-
ðîâ, êîòîðûå îáëàäàþò òåì æå ñâîéñòâîì. Åñëè æå ïðåäûäóùåå óñëîâèå äëÿ ñèãíàëà
íå èìååò ìåñòà, íàïðèìåð, ìîùíîñòü ñèãíàëà ñîñðåäîòî÷åíà íà êîðîòêîì èíòåðâàëå,
òî èñïîëüçîâàíèå ðàññìîòðåííûõ âûøå áàçèñîâ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî êîýôôèöèåíòû
ðàçëîæåíèÿ áóäóò èìåòü áëèçêèå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèÿ. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïîäîáíûõ
âåêòîðîâ íóæåí áàçèñ, îáëàäàþùèé òåì æå ñâîéñòâîì � ìîùíîñòü (íîñèòåëü) ñîñðå-
äîòî÷åíà íà íåáîëüøîì èíòåðâàëå. Ðàññìîòðèì êëàññ äèñêðåòíûõ âåéâëåò ïðåîáðà-
çîâàíèé, ñâÿçàííûõ ñ èìåíåì Äîáåøè (I.Daubechies). Íèæå âî âñåõ ñóììàõ èíäåêñû
ïåðåìåííûõ ïðîáåãàþò âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
Ïóñòü óäàëîñü íàéòè ÷èñëà p0, . . . , p2N−1, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì

∑
k≥0

pkpk+2m = 0,
2N−1∑
k=0

pk = 2,
2N−1∑
k=0

pk
2 = 2 (24)

äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèé m, äëÿ êîòîðûõ (24) èìååò ñìûñë. Ïî ýòèì ÷èñëàì
ïîñòðîèì ÷èñëà qk = (−1)kp2N−k−1. Èìååì∑

k≥0

qkqk+2m =
∑
k≥0

(−1)kp2N−k−1(−1)k+2mp2N−k−2m−1

Åñëè k′ = 2N − 2k − 2m− 1, òî 2N − k − 1 = k′ + 2m, îòêóäà ñëåäóåì, ÷òî∑
k≥0

qkqk+2m = 0

Äàëåå, ∑
k≥0

pkqk+2m =
∑
k≥0

pk(−1)kp2N−k−2m−1,m = 0, 1, . . .

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ñóììå ÷åòíîå è âìåñòå
ñî ñëàãàåìûì

pk(−1)kp2N−k−2m−1,

îòâå÷àþùèì èíäåêñó k, â ñóììå ïðèñóòñòâóåò ñëàãàåìîå, îòâå÷àþùåå èíäåêñó 2N −
k− 2m− 1. Óêàçàííûå èíäåêñû èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå ÷åòíîñòè, ïîýòîìó ñîîòâåò-



ñòâóþùèå ñëàãàåìûå óíè÷òîæàòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà

Q =
1√
2



. p0 p1 p2 . . p2N−1 . . .

. . . p0 p1 p2 . . p2N−1 .

. . . . . p0 p1 . . .

. . . . . . . . . .

. q0 q1 q2 . . q2N−1 . . .

. . . q0 q1 q2 . . q2N−1 .

. . . . . q0 q1 . . .

. . . . . . . . . .


ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé. Ìàòðèöà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàçáèâàåòñÿ íà äâà áëîêà:

Q =

(
Q1

Q2

)

è èìååò èìååò áåñêîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ âåêòîð α =<
a0, a1, . . . , a2M−1 > . Ýòîò âåêòîð ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîð áåñêîíå÷íîé äëè-
íû, â êîòîðîì âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû íóëåâûå. Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòîò âåêòîð òåì
æå ñèìâîëîì. Íàéäåì ïðîèçâåäåíèå βT = QαT . Âåêòîð α âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî âåê-
òîðó β óìíîæåíèåì íà ìàòðèöó QT . Âåêòîð β ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ÷àñòè: β =< δ, γ >,
ãäå δT = Q1α

T , δT = Q2α
T . Êàæäàÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà γ èìååò âèä

gm =
∑
k≥0

pkak+2m,

à êàæäàÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà δ èìååò âèä

dm =
∑
k≥0

qkak+2m,

ãäå m öåëîå ÷èñëî. Ââåäåì íóìåðàöèþ äëÿ ñòðîê ìàòðèöû Q

µk =< 0, . . . , 0, p0, . . . , p2N−1, 0, . . . , >

νk =< 0, . . . , 0, q0, . . . , q2N−1, 0, . . . , >

ãäå k ëþáîå öåëîå ÷èñëî. Îäíîé èç ñòðîê òèïà µ ïðèñâîèì èíäåêñ 0, âñå ñòðîêè,
ðàñïîëîæåííûå âûøå, áóäóò èìåòü îòðèöàòåëüíûå èíäåêñû, à ðàñïîëîæåííûå íèæå
� ïîëîæèòåëüíûå. Àíàëîãè÷íûå íóìåðàöèÿé ïðîèçâîäèòñÿ äëÿ ñòðîê òèïà ν. Â ýòèõ
îáîçíà÷åíèÿõ âåêòîð α åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ µk è νk.

α =
∑
k

[(α, µk)µk + (α, νk)νk] (25)

Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû â (25) åñòü ýëåìåíòû âåêòîðà β.
Âåêòîðû µk, νk èìåþò íîñèòåëü äëèíû íå áîëåå 2N, ïîýòîìó îíè îðèåíòèðîâàíû íà
àïïðîêñèìàöèþ âåêòîðîâ, ìîùíîñòü êîòîðûõ ñîñðåäîòî÷åíà íà íåáîëüøîì îòðåçêå.



Ðàçëîæåíèå (25) ïðèâîäèò ê ðÿäó çàìå÷àòåëüíûõ ñëåäñòâèé. Êîýôôèöèåíòû gm ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò ôèëüòðàöèè âåêòîðà α FIR ôèëüòðîì ñ êîýôôèöè-
åíòàìè c0, . . . , c2N−1, ck = p−k, ïðè÷åì â îòôèëüòðîâàííîì ñèãíàëå óäàëåíû êîìïî-
íåíòû ñ íå÷åòíûìè èíäåêñàìè. Àíàëîãè÷íî èíòåðïðåòèðóþòñÿ êîýôôèöèåíòû dm.
Ïðè ýòîì ïåðâûé ôèëüòð ÿâëÿåòñÿ ôèëüòðîì íèçêèõ ÷àñòîò, à âòîðîé ôèëüòð �
ôèëüòðîì âûñîêèõ ÷àñòîò. Äðóãèìè ñëîâàìè, âåêòîðû γ è δ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ðåçóëüòàòû ôèëüòðàöèè èñõîäíîãî âåêòîðà α. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò îñó-
ùåñòâèòü ïðîöåäóðó êðàòíîìàñøòàáèðîâàííîé (multiresolution) àïïðîêñèìàöèè èñ-
õîäíîãî âåêòîðà. Ñóòü ïðîöåäóðû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Íà ïåðâîì øàãå âû-
äåëÿåòñÿ íèçêî÷àñòîòíàÿ ÷àñòü âåêòîð γ, êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç γ1. Çàòåì òà æå
ïðîöåäóðà ïðèìåíÿåòñÿ ê âåêòîðó γ1, â ðåçóëüòàòà ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ âåêòîð γ2. Ïî-
ñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì, íà êàæäîì øàãå
ñðàâíèâàåòñÿ äëèíà âåêòîðà γk ñ äëèíîé èñõîäíîãî âåêòîðà α. Êàê òîëüêî ðàñõîæ-
äåíèå ïðåâûñèò çàäàííûé ïîðîã, ïðîöåäóðà îñòàíàâëèâàåòñÿ. Âûáðàâ âûñîêî÷àñòîò-
íóþ ñîñòàâëÿþùóþ íóëåâîé, ïî êàæäîìó âåêòîðó γk ìîæíî âîññòàíîâèòü ñ ïîìîùüþ
îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîð ᾱ � ïîëó÷åííóþ àïïðîêñèìàöèþ è ñðàâíèòü åå ñ
îðèãèíàëîì ïî ëþáîìó êðèòåðèþ. Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî îñíîâíàÿ ìîùíîñòü ñèãíàëà
ñîñðåäîòî÷åíà â âûñîêî÷àñòîòíîé îáëàñòè, àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó ìîæíî ïðèìå-
íèòü è ê íåé. Êîýôôèöèåíòû âåéâëåòîâ Äîáåøè ïðîñ÷èòàíû äëÿ ðàçëè÷íûõ N. Âèä
íóæíîãî âåéâëåòà âûáèðàåòñÿ, èñõîäÿ èç êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè, äîñòèãíóòîãî çà
äàííîå ÷èñëî øàãîâ. Âèä ìàòåðèíñêîé ôóíêöèè ìîæíî ïîëó÷èòü, âîññòàíàâëèâàÿ
ñèãíàë, äëÿ êîòîðîãî γk =< 1 > .

9 Ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðî-

èçâîëüíîé äëèíû

Âûøå áûëà ðàññìîòðåíà ñèòóàöèÿ, êîãäà òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü ñæàòîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå âåêòîðîâ îäèíàêîâîé äëèíû. Ïðåäñòàâèì òåïåðü, ÷òî îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ
ÿâëÿþòñÿ çâóêîâûå ôàéëû, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå çàïèñè îäíîãî è òîãî æå ñëî-
âà. Î÷åâèäíî, ÷òî òåïåðü âñå çàïèñè èìåþò ðàçíûå äëèíû, è äëÿ èõ ñæàòîãî îïèñà-
íèÿ äîëæíû ïðèìåíÿòüñÿ ìåòîäû, îñíîâàííûå íà óñðåäíåíèè íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ.
Åñëè ðå÷ü èäåò î çâóêîâûõ ôàéëàõ, òî òàêèìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ ðàçíîãî ðî-
äà ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè, î êîòîðûõ áóäåò ñêàçàíî ïðè èçó÷åíèè ïðîáëåìû
àóòåíòèôèêàöèè ïî ãîëîñó. Â äàííîì ïóíêòå ðàññìîòðèì ïîäõîä, ïðèìåíèìûé ê ïðî-
èçâîëüíûì âåêòîðàì, õîòÿ â åãî îñíîâå ëåæèò îïèñàíèå ñêðûòûõ ìàðêîâñêèõ öåïåé.
Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α =< a0, . . . , aN−1 >, ýëåìåíòû êîòîðîé ïðèíàä-
ëåæàò êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó M, |M | = m. Ýëåìåíò ýòîãî ìíîæåñòâà ñ èíäåêñîì
i îáîçíà÷èì ÷åðåç M [i]. Ïîñòðîèì ìàòðèöó P ðàçìåðà m × m ïî ñëåäóþùåìó ïðà-
âèëó. Ïîëîæèì Bi ðàâíûì ÷èñëó êîìïîíåíò â α, ñîâïàäàþùèõ ñ M [i], à ÷åðåç Bij

îáîçíà÷èì ÷èñëî ïàð âèäà < ak, ak+1 >, ãäå ak = M [i], ak+1 = M [j]. Òåïåðü

P [i|j] = Bij

Bi



Äàííîå îïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû ïåðåõîäà îäíîðîäíîé ìàð-
êîâñêîé öåïè ñ m ñîñòîÿíèÿìè. Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî åñëè äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îòâå÷àþò îäíîìó è òîìó æå ÿâëåíèþ, â ÷åðåäîâàíèè ýëåìåíòîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè äîëæíà áûòü êàêàÿ-òî çàêîíîìåðíîñòü. Ìàòðèöà P è ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ îïè-
ñàíèÿ ýòîé çàêîíîìåðíîñòè. Íà ïðàêòèêå â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà M âûáèðàåòñÿ íåêîå
ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïî-
íÿòíî, ÷òî ðåçóëüòàò áóäåò çàâèñåòü îò âûáîðà ýòîãî ðàçáèåíèÿ. Îáû÷íî, ðàçáèåíèå
ïðîâîäÿò íà îñíîâå ãèñòîãðàììû, ïîñòðîåííîé ïî ìíîæåñòâàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
òàê, ÷òîáû â êàæäîå ïîäìíîæåñòâî ïîïàëî ïðèìåðíî îäíî è òî æå ìíîæåñòâî ýëå-
ìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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