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Ðàññìîòðèì äâóñâÿçíóþ ïëîñêóþ îáëàñòü D ñ íåâûðîæäåííîé
ãðàíèöåé. Îäíîé èç åå âàæíåéøèõ õàðàêòåðèñòèê ÿâëÿåòñÿ êîíôîðì-
íûé ìîäóëüm(D). Ïî îïðåäåëåíèþ, åñëèD êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíà
êîëüöó {r1 < |z| < r2}, òî

m(D) :=
1

2π
ln

r2
r1

.

Ìîäóëü ìîæíî âû÷èñëèòü è ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà ýêñòðåìàëüíûõ
äëèí. Òàê, m(D) = λ(Γ), ãäå λ(Γ) � ýòî ýêñòðåìàëüíàÿ äëèíà ñåìåé-
ñòâà êðèâûõ Γ, ñîåäèíÿþùèõ â D åå ãðàíè÷íûå êîìïîíåíòû. Êðîìå
òîãî, m(D) = 1/λ(Γ′), ãäå Γ′ � ñåìåéñòâî êðèâûõ, ðàçäåëÿþùèõ â
D ãðàíè÷íûå êîìïîíåíòû. Íàêîíåö, m(D) = 1/Cap(C), ãäå Cap(C)
� ýòî êîíôîðìíàÿ åìêîñòü êîíäåíñàòîðà, ïîëåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
îáëàñòü D, à ïëàñòèíàìè � ãðàíè÷íûå êîìïîíåíòû D.

Ìîäóëè äâóñâÿçíûõ îáëàñòåé êàê â ñëó÷àå ïîëèãîíàëüíûõ ãðà-
íèö, òàê è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáëàñòåé, â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ îáúåêòîì èíòåíñèâíîãî èçó÷åíèÿ (ñì., íàïð., [1], [2]).

Ìîäóëü èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé, à
ïðè êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèÿõ îí êâàçèèíâàðèàíòåí: åñëè f
� H-êâàçèêîíôîìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè D íà D̃, òî

1

H
m(D) ≤ m(D̃) ≤ Hm(D).

Îäíèì èç ïðîñòåéøèõH-êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿåò-
ñÿ ðàñòÿæåíèå âäîëü îñè àáñöèññ fH : x+iy 7→ Hx+iy, H > 1. Ïðîô.
Ì. Âóîðèíåí ïîñòàâèë çàäà÷ó: èññëåäîâàòü, êàê êîíôîðìíûé ìîäóëü
îáëàñòè D èñêàæàåòñÿ ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ fH , â ÷àñòíîñòè,
êàêîâà àñèìïòîòèêà ìîäóëÿ ïðè H → ∞?

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ äâóñâÿçíóþ îáëàñòü D, óäî-
âëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 11-01-00762
è 12-01-97015_ð_ïîâîëæüå.).
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1) D èìååò êîíå÷íóþ ïëîùàäü S;
2) äîïîëíåíèå D ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè C1 è C2,

îäíà èç êîòîðûõ îãðàíè÷åíà è ñîäåðæèò äâå òî÷êè z1 = x1 + iy1 è
z2 = x2 + iy2 òàêèå, ÷òî |x1 − x2| = δ;

3) dist(C1, C2) = d.
Íåòðóäíî óñòàíîâèòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü DH = fH(D). Òîãäà

d2

SH
≤ m(DH) ≤ S

4δ2H
.

Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 1

m(DH) ≃ H−1, H → ∞.

Íàøåé çàäà÷åé áóäåò íàõîæäåíèå äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà
îáëàñòåé D, äëÿ êîòîðûõ m(DH) ∼ const ·H−1, H → ∞, è îïðåäåëå-
íèå ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû â ýòîì óñëîâèè ÷åðåç ãåîìåòðè-
÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îáëàñòè D èëè åå ãðàíèöû.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàðÿäó ñ ìîäóëÿìè äâóñâÿçíûõ îá-
ëàñòåé íàì ïîíàäîáèòñÿ ðàññìàòðèâàòü êîíôîðìíûå ìîäóëè ÷åòû-
ðåõñòîðîííèêîâ, ò. å. æîðäàíîâûõ îáëàñòåé ñ ÷åòûðüìÿ ðàçëè÷íû-
ìè îòìå÷åííûìè òî÷êàìè (âåðøèíàìè) íà ãðàíèöå. Ýòè òî÷êè äå-
ëÿò ãðàíèöó îáëàñòè íà ÷åòûðå æîðäàíîâûõ äóãè. Îäíà èõ ïàð ïðî-
òèâîïîëîæíûõ (íåïåðåñåêàþùèõñÿ) äóã íàçûâàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíû-
ìè ñòîðîíàìè ÷åòûðåõñòîðîííèêà, à äðóãàÿ � âåðòèêàëüíûìè. Åñ-
ëè êîíôîðìíî îòîáðàçèòü ÷åòûðåõñòîðîííèê G íà ïðÿìîóãîëüíèê
Π := [0, a] × [0, b] òàê, ÷òîáû ãîðèçîíòàëüíûå ñòîðîíû ïåðåøëè G â
ãîðèçîíòàëüíûå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà, à âåðòèêàëüíûå � â âåð-
òèêàëüíûå, òî ïî îïðåäåëåíèþ êîíôîðìíûé ìîäóëü G ðàâåí

m(G) :=
b

a
.

Êîíôîðìíûé ìîäóëü G ðàâåí ýêñòðåìàëüíîé äëèíå ñåìåéñòâà êðè-
âûõ, ñîåäèíÿþùèõ â G âåðòèêàëüíûå ñòîðîíû è îáðàòåí âåëè÷èíå
ýêñòðåìàëüíîé äëèíû ñåìåéñòâà êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ â G ãîðèçîí-
òàëüíûå ñòîðîíû. Îí èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíûõ îòáðà-
æåíèé è êâàçèèíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî êâàçèêîíôîðìíûõ, â ÷àñò-
íîñòè, ïðè îòîáðàæåíèè ðàñòÿæåíèÿ fH .

2



Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èñêàæåíèå ìîäóëÿ G ïðè îòîáðàæåíèè fH
çàâèñèò îò òîãî, êàê ëèíèè, ïåðåõîäÿùèå â ãîðèçîíòàëüíûå îòðåçêè,
ñîåäèíÿþùèå âåðòèêàëüíûå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà Π, ðàñïîëîæå-
íû îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ, òî÷íåå, êàêèå óãëû îáðàçóåò êàñàòåëü-
íàÿ ê ýòèì êðèâûì ñ îñüþ àáñöèññ. ×åì ãîðèçîíòàëüíåå ýòè êðèâûå,
òåì ñèëüíåå óìåíüøàåòñÿ ìîäóëü ÷åòûðåõñòîðîííèêà.

Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ äâóñâÿçíîé îá-
ëàñòè D, îãðàíè÷åííîé æîðäàíîâûìè êðèâûìè, åå ìîäóëü â äâà ðàçà
ìåíüøå ìîäóëÿ ÷åòûðåõñòîðîííèêà D+, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé
ïîëîâèíîé D (âåðøèíàìè D+ ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèöû
D ñ îñüþ àáñöèññ, à ãîðèçîíòàëüíûìè ñòîðîíàìè � îòðåçêè ýòîé îñè,
âõîäÿùèå â ñîñòàâ ãðàíèöû ∂D+). Åñëè ê òîìó æå D ñèììåòðè÷íà è
îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò, òî ìîäóëüD â ÷åòûðå ðàçà ìåíüøå ìîäóëÿ
÷àñòè îáëàñòè D, ðàñïîëîæåííîé â ïåðâîé ÷åòâåðòè; âåðòèêàëüíûìè
ñòîðîíàìè ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷åòûðåõñòîðîííèêà áóäóò îòðåçêè ïî-
ëîæèòåëüíûõ ÷àñòåé îñåé êîîðäèíàò, ñîäåðæàùåñÿ â D. Ýòî ìîæíî
äîêàçàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà ñèììåòðèè.

Â äàëüíåéøåì îñíîâíûì îáúåêòîì íàøåãî èññëåäîâàíèÿ áóäåò
äâóñâÿçíàÿ îáëàñòü D, ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ, ñ
ãðàíèöåé, ñîñòîÿùåé èç äâóõ êðèâûõ

Γ1 = {x+ iy : |y| = f(x), a ≤ x ≤ b},

Γ2 = {x+ iy : |y| = g(x), c ≤ x ≤ d},

c < a < b < d. Çäåñü

(i) ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b],

(ii) ôóíêöèÿ g íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [c, d],

(iii) f(x) < g(x), x ∈ [a, b],

(iv) f(x) > 0, x ∈ (a, b), g(x) > 0, x ∈ (c, d),

(v) f(a) = f(b) = g(c) = g(d) = 0.

Îáîçíà÷èì DH = fH(D).

Òåîðåìà 2. Ïðè H → ∞

m(DH) ∼ 1

2cH
, ãäå c =

b∫
a

dx

g(x)− f(x)
.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 îñíîâàíî íà èçó÷åíèè àñèìïòîòèêè
ìîäóëÿ ÷åòûðåõñòîðîííèêà D+. Ñíà÷àëà èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà
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D+ îãðàíè÷åíà ëîìàíûìè. Â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòü D̃+ îáëàñòè D+, ëå-
æàùóþ â ïîëîñå {a ≤ x ≤ b}, ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî
òðàïåöèé T j , 1 ≤ j ≤ n. Àñèìïòîòèêà ìîäóëÿ òðàïåöèè (êàê ÷åòû-
ðåõñòîðîííèêà ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè � âåðøèíàìè òðàïåöèè) ïðè
ðàñòÿæåíèè fH îïèñûâàåò íåòðóäíî äîêàçûâàåìàÿ

Ëåììà 1. Ïóñòü òðàïåöèÿ T èìååò âèä

T = {(x, y) : α1x+ β ≤ y ≤ α2x+ β, x1 ≤ x ≤ x2},

ãäå α1 < α2, 0 < x1 < x2. Òîãäà

m(fH(T )) ∼ 1

H

α2 − α1

lnx2 − lnx1
, H → ∞.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷àñòü D+, ëåæàùàÿ âíå ïî-
ëîñû {a ≤ x ≤ b} íå âëèÿåò íà àñèìïòîòèêó ìîäóëÿ.

Ëåììà 2. Ïóñòü D+
H = fH(D+), D̃+

H = fH(D̃+). Òîãäà

m(D+
H) ∼ m(D̃+

H), H → ∞.

Â ëåììå 3 îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè áîëüøèõ H àñèïòîòèêà ìîäóëÿ
ðàñòÿíóòîãî ìíîãîóãîëüíèêà D̃+

H ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç àñèìïòî-
òèêè òðàïåöèé T j , ðàñòÿíóòûõ îòîáðàæåíèåì fH .

Ëåììà 3. Èìååò ìåñòî ýêâèâàëåíòíîñòü

m−1(D̃+
H) ∼

n∑
j=1

m−1(T j
H), H → ∞,

ãäå T j
H = fH(T j).

Ñïðàâåäëèâîñòü ëåìì 2 è 3 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåì î
ñâÿçè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáëàñòåé ñî ñõîäèìîñòüþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé, óñòàíîâëåííûõ Êàðà-
òåîäîðè, Ðàäî, Ã.Ä. Ñóâîðîâûì, è èõ îáîáùåíèé. Âîçìîæíîñòü ïðè-
ìåíåíèÿ ýòèõ ÷èñòî êà÷åñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ èçó÷åíèÿ àñèìï-
òîòèêè ìîäóëåé áûëà âïåðâûå èñïîëüçîâàíà â [2].

Èç ëåìì 1�3 ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 2 äëÿ ïîëèãîíàëü-
íûõ îáëàñòåé. Îáùèé ñëó÷àé óñòàíàâëèâàåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2 ìîæíî ïîëó÷èòü, â ÷àñòíîñòè, àñèìïòîòè-
êó ìîäóëÿ ðàñòÿíóòîãî êðóãîâîãî êîíöåíòðè÷åñêîãî êîëüöà ïðè ðàñ-
òÿæåíèè. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðàñòÿæåíèè êîëüöà ãðàíè÷íûå îêðóæ-
íîñòè ïåðåõîäÿò â ýëëèïñû, êîòîðûå íå áóäóò ñîôîêóñíûìè, ïîýòîìó
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íå óäàåòñÿ â ÿâíîì âèäå óñòàíîâèòü êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ðàñ-
òÿíóòîãî êîëüöà íà êîíöåíòðè÷åñêîå êîëüöî.

Òåîðåìà 3. Åñëè D = {z ∈ C : r < |z| < R}, òî

m(DH) ∼ 1

kH
, H → ∞, ãäå

k =
1

R2 − r2

(
πr2 + 2R2 arcsin

r

R
+ 2r

√
R2 − r2

)
.

Òåîðåìà 2 äîïóñêàåò îáîáùåíèÿ íà áîëåå øèðîêèå êëàññû îáëà-
ñòåé. Åå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî, êîãäà, íàïðèìåð, âíåøíÿÿ êîìïî-
íåíòà ãðàíèöû íåîãðàíè÷åíà (ôóíêöèÿ g îïðåäåëåíà íà âñåé îñè) èëè
â ñëó÷àå, êîãäà ãðàíè÷íûå êðèâûå ñîäåðæàò âåðòèêàëüíûå ó÷àñò-
êè. Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ãðàíè÷íûå êðèâûå îáëàñòè D ÿâëÿþò-
ñÿ ïðÿìîóãîëüíèêàìè ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì
îñÿì èëè ðîìáàìè ñ âåðøèíàìè íà ýòèõ îñÿõ, àñèìïòîòè÷åñêèå ôîð-
ìóëû äëÿ ìîäóëÿ m(DH) áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [2], [3].

Ïðèìåð. Â êà÷åñòâå òåñòîâîãî ïðèìåðà íàìè áûëà ðàññìîòðåíà
îáëàñòü D, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ïîëîñû {|y| < 1} âûáðàñûâàíèåì
êâàäðàòà {|x|+ |y| ≤ 1/2}. Òåîðåìà 2 äàåò

(m(DH))−1 ∼ (8 ln 2)H, H → ∞.

Èñïîëüçîâàíèå èíòåãðàëîâ Êðèñòîôôåëÿ-Øâàðöà ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷èòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíò ïîêà-
çûâàåò, ÷òî ïðè H, áëèçêèõ ê 20, çíà÷åíèå (m(DH))−1 îòëè÷àåòñÿ
îò (8 ln 2)H ìåíåå, ÷åì íà 1%. Ïðè ýòîì, ïðè íàõîæäåíèå ìîäóëÿ ñ
ïîìîùüþ èíòåãðàëîâ Êðèñòîôôåëÿ-Øâàðöà ïðè áîëüøèõH èñïîëü-
çóþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäàK(k) ñ ïàðàìåòðîì k,
÷ðåçâû÷àéíî áëèçêèì ê åäèíèöå. Òàê, ïðè H, áîëüøèõ 20, âåëè÷èíà
1−k ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå 10−17, è êîìïüþòåð îòêàçûâàåòñÿ âû÷èñëÿòü
çíà÷åíèå ìîäóëÿ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì èíòåðåñíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ, íà íàø âçãëÿä, îöåí-
êà îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîé ôîðìóëû

m(DH) ≈ 1

2cH

ïðè áîëüøèõ H.
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