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Çàìåíà ïåðåìåííûõ (I).

10. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â âûðàæåíèÿõ, ñîäåðæàùèõ îáûêíîâåííûå

ïðîèçâîäíûå.

Íà ýòîì çàíÿòèè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âûðàæåíèÿ âèäà

A = Φ(x, y; y′x, y
′′
x, . . .),

ãäå Φ � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííîé x, ôóíêöèè y = y(x) è åå ïðîèç-
âîäíûõ ïî x. Îáû÷íî òàêèå âûðàæåíèÿ èìåþò ñìûñë äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ðåøåíèå êîòîðûõ ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåí-
íûõ � âìåñòî x è y ââîäÿòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå t è u. Ðàññìîòðèì äâà
ñïîñîáà ââåäåíèÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ.

1). Ïðÿìàÿ çàìåíà:

x = f(t, u), y = g(t, u), (1)

ãäå u = u(t) � íîâàÿ ôóíêöèÿ, çàìåùàþùàÿ y = y(x), à t � íîâàÿ ïåðåìåí-
íàÿ. Ìåòîä çàìåíû ñîñòîèò â âûðàæåíèè y′x, y

′′
x, . . . ÷åðåç t, u; u′t, u

′′
t , . . .

¾Îáðàòèì¿ ðàâåíñòâà (1), ââîäÿ ôóíêöèè t = t(x, y) è u = u(x, y).
Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðàâåíñòâà (1) ïî ïåðåìåííîé x, ó÷èòûâàÿ, ÷òî y =
y(x), è ÷òî u = u(t) åñòü ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ îò x, òàê êàê t = t(x, y(x)).
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Êàê îáû÷íî, f ′1, f
′
2 è g

′
1, g

′
2 áóäóò îçíà÷àòü ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé f(t, u) è

g(t, u) ïî ñîîòâåòñòâóþùèì àðãóìåíòàì: t→ 1, u→ 2.
Èòàê, äèôôåðåíöèðóåì (1).

1 = f ′1t
′
x + f ′2u

′
t · t′x, (2)

y′x = g′1t
′
x + g′2u

′
t · t′x. (3)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì

t′x = [f ′1 + f ′2u
′
t]
−1 (4)

è ïîäñòàâëÿåì âî âòîðîå óðàâíåíèå:

y′x =
g′1t
′
x + g′2u

′
t

f ′1 + f ′2u
′
t

.

Òàêèì îáðàçîì, â âûðàæåíèè A ìû ìîæåì çàìåíèòü x, y è y′x íà íîâóþ
ïåðåìåííóþ t, ôóíêöèþ u(t) è åå ïðîèçâîäíóþ u′t.

×òîáû çàìåíèòü ïðîèçâîäíóþ y′′x, ïðîäèôôåðåíöèðóåì òåïåðü (2) è
(3) ïî x, íå çàáûâàÿ, ÷òî f ′1 = f ′1(t, u), f ′2 = f ′2(t, u), g′1 = g′1(t, u), g′2 =
f ′1(t, u); u′t = u′t(t), t

′
x = t′x(x).

Èòàê, èùåì ôîðìóëó äëÿ çàìåíû y′′x, äèôôåðåíöèðóÿ ñíà÷àëà (2) ïî
x :

0 = (f ′′11 ·t′x+f ′′12 ·u′t t′x) t′x+f ′1 t
′′
xx+(f ′′21 ·t′x+f ′′22 ·u′t t′x)u′t t

′
x+f ′2 (u′′tt (t′x)2+u′t t

′′
xx).

Òåïåðü äèôôåðåíöèðóåì ïî x (3):

y′′xx = (g′′11·t′x+g′′12·u′t t′x) t′x+g′1 t
′′
xx+(g′′21·t′x+g′′22·u′t t′x)u′t t

′
x+g′2 (u′′tt (t′x)2+u′t t

′′
xx).

Ïîäñòàâëÿåì â ýòè óðàâíåíèÿ ïîëó÷åííîå ðàíåå t′x (ñì. ôîðìóëó (4)), íàõî-
äèì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ t′′xx è ïîäñòàâëÿåì âî âòîðîå. Òåïåðü âñå ãîòîâî,
÷òîáû y′′xx çàìåíèòü íà u

′′
tt.

Åñòåñòâåííî, â êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ âñå âûãëÿäèò íå òàê ãðîìîçäêî,
äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà çàìåíÿþòñÿ áîëåå ñòàðøèå, ÷åì âòîðàÿ, ïðîèç-
âîäíûå îò y(x).

Ñëåäóþùèé ïðèìåð èëëþñòðèðóåò òèïè÷íóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ ïðè
ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïðèìåð 1. Ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèå

y′ y′′′ − 3 (y′′)2 = x,
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ïðèíÿâ y çà íîâóþ íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ, à x � çà ôóíêöèþ.

Ðåøåíèå. Â ýòîì ïðèìåðå ìû èìååì ïðîñòåéøóþ çàìåíó x = u, y = t.
Äèôôåðåíöèðóÿ x = u ïî x, ïîëó÷àåì 1 = u′t · t′x, îòêóäà íàõîäèì

t′x = 1/u′t. Äèôôåðåíöèðóÿ y = t ïî x, ïîëó÷àåì y′x = t′x. Òàêèì îáðàçîì,
èìååì çàìåíó äëÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé: y′x = 1/u′t.

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî è èñïîëüçóÿ t′x = 1/u′t, ïîëó÷àåì ôîð-
ìóëó äëÿ çàìåíû âòîðîé ïðîèçâîäíîé:

y′′xx = − u
′′
tt · t′x
(ut)2

= − u′′tt
(u′t)

3
.

Íàêîíåö, äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïî x, ïîëó÷àåì çàìåíó
äëÿ òðåòüåé ïðîèçâîäíîé:

y′′′xxx = − u
′′′
ttt · t′x − 3 (u′t)

2 · u′′tt · t′x · u′′tt
(u′t)

6
= − u′′′

(u′)4
+

3 (u′′)2

(u′)5
.

Òàê êàê â ïðåäëîæåííîé çàäà÷å òðåáîâàëîñü çàìåíèòü ôóíêöèþ y =
y(x) íà ôóíêöèþ x = x(y), òî â òåðìèíàõ ïîñëåäíåé ôóíêöèè ïîëó÷åííûå
ôîðìóëû çàìåíû u = x ïðèîáðåòàþò âèä

y′ =
1

x′
, y′′ = − x′′

(x′)3
, y′′′ = − x′′′

(x′)4
+

3 (x′′)2

(x′)5
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ôîðìóëû äëÿ y′, y′′, y′′′ â èñõîäíîå óðàâíåíèå y′ y′′′ −
3 (y′′)2 = x, ïîëó÷àåì íîâîå, ïðåîáðàçîâàííîå óðàâíåíèå

x′′′ + x (x′)5 = 0.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð íà çàïèñü äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïðèìåð 2. Ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèå

d y

d x
=
x+ y

x− y
,

ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì r = r(ϕ), ïîëàãàÿ

x = r cosϕ, y = r sinϕ. (5)
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Â ýòîé çàìåíå ðîëü t èãðàåò ϕ = ϕ(x), à ðîëü u � ôóíêöèÿ r = r(ϕ).
×òîáû çàìåíèòü y′ = y′x íà r′ = r′ϕ, âîçüìåì ïðîèçâîäíûå ïî x îò îáåèõ
÷àñòåé ðàâåíñòâ (5):

1 = −r sinϕ · ϕ′x + cosϕ · r′ϕ · ϕ′x,

y′x = r cosϕ · ϕ′x + sinϕ · r′ϕ · ϕ′x.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì ϕ′x = [ r′ϕ cosϕ−r sinϕ ]−1 è ïîäñòàâëÿåì
âî âòîðîå óðàâíåíèå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ çàìåíû y′x :

d y

d x
=

r cosϕ+ r′ sinϕ

r′ϕ cosϕ− r sinϕ
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò
âèä

r cosϕ+ r′ sinϕ

r′ϕ cosϕ− r sinϕ
=

cosϕ+ sinϕ

cosϕ− sinϕ.

Íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, îñíîâàííûå íà ïåðåìíîæåíèè ÷èñëèòåëåé è
çíàìåíàòåëåé â ýòîì óðàâíåíèè, ïðèâîäÿò ê îêîí÷àòåëüíîìó âèäó óðàâíå-
íèÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ:

d r

dϕ
= r.

Î÷åâèäíî, ÷òî îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü ôóíêöèÿ r = C eϕ,
ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

2). Îáðàòíàÿ çàìåíà.

Â âûðàæåíèè
A = Φ(x, y; y′x, y

′′
x, . . .),

ãäå Φ � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííîé x, ôóíêöèè y = y(x) è åå ïðî-
èçâîäíûõ ïî x, òðåáóåòñÿ ïåðåéòè ê íîâûì ïåðåìåííûì t è u, èñïîëüçóÿ
çàìåíó (x, y) ïåðåìåííûõ â íåÿâíîé ôîðìå:

t = f(x, y), u = g(x, y), (6)

ãäå u = u(t), à x = x(t, u), y = y(t, u).
Ïîíÿòíî, ÷òî çàïèñü A â íîâûõ ïåðåìåííûõ ñîïðÿæåíà ñ ðåøåíèåì

óðàâíåíèé (6) îòíîñèòåëüíî x è y, íî èíîãäà ýòîãî ìîæíî èçáåæàòü, åñëè
âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè âûêëàäêàìè.
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Äèôôåðåíöèðóåì îáà óðàâíåíèÿ â (6) ïî x :

t′x = f ′x + f ′yy
′
x, (7)

u′t · t′x = g′x + g′yy
′
x. (8)

Ïðîèçâîäíóþ t′x èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîäñòàâëÿåì âî âòîðîå è ðåøàåì
åãî îòíîñèòåëüíî y′x :

y′x =
u′t f

′
x − g′x

g′y − u′t f ′y
.

Åñëè óäàåòñÿ íàéòè x = x(t, u) è y = y(t, u), òî, ïîäñòàâèâ èõ â ïðàâóþ
÷àñòü ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ, à ïîòîì âñå ýòî â A, ïîëó÷èì ðåøåíèå ïî-
ñòàâëåííîé çàäà÷è íà çàìåíó ïåðåìåííûõ â ÷àñòè x, y è y′x. Ïîñëåäóþùèå
ïðîèçâîäíûå, êàê è â ñëó÷àå ïðîñòîé çàìåíû, íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ñî-
ñòàâëåíèÿ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿåìûõ äèôôåðåíöèðîâàíèåì óðàâíåíèé (7)
è (8).

20. Çàìåíà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ â âûðàæåíèÿõ, ñîäåðæàùèõ

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.

Àíàëîãè÷íî âûðàæåíèþ A â îáûêíîâåííûõ ïðîèçâîäíûõ, ðàññìîòðèì
âûðàæåíèå, ñîäåðæàùåå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

A = Φ(x, y, z; z′x, z
′
y, z
′′
xx, z

′′
xy, z

′′
yy, . . .),

ãäå z = z(x, y) � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ.

1). Ïðÿìàÿ çàìåíà:

x = f(u, v), y = g(u, v),

îïðåäåëÿåò íîâóþ ôóíêöèþ z = z(f(u, v), g(u, v)) îò íåçàâèñèìûõ ïåðå-
ìåííûõ u è v. Çàäà÷à ñîñòîèò â çàìåíå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ z(x, y) ïî x
è y â âûðàæåíèè A íà ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè

z = z(f(u, v), g(u, v)) (9)

ïî u è v.
Ïåðâûå ïðîèçâîäíûå íàõîäÿòñÿ äîâîëüíî ïðîñòî. Îíè íàõîäÿòñÿ èç ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé, ïîëó÷åííîé äèôôåðåíöèðîâàíèåì (9) ïî u è v :
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∂z

∂u
=
∂z

∂x
· ∂f
∂u

+
∂z

∂y
· ∂g
∂u
, (10)

∂z

∂v
=
∂z

∂x
· ∂f
∂v

+
∂z

∂y
· ∂g
∂v
. (11)

Èç ýòîé ñèñòåìû íàõîäèì z′x, z
′
y è ïîäñòàâëÿåì â A.

Òðè âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ z′′xx, z
′′
xy, z

′′
yy â êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ ïðîùå

íàõîäèòü, âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíûå ïî u è v îò íàéäåííûõ

z′x = z′x(f ′u, f
′
v; g

′
u, g

′
v), z′y = z′y(f

′
u, f

′
v; g

′
u, g

′
v),

íî ìîæíî ñîñòàâèòü äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé, äèôôåðåíöè-
ðóÿ (10) ïî u è v, à ïîòîì (11) ïî v :

∂ 2z

∂ u 2
=

(
∂ 2z

∂ x 2

∂f

∂u
+

∂ 2z

∂x∂y

∂g

∂u

)
∂f

∂u
+
∂z

∂x

∂ 2f

∂ u 2
+

(
∂ 2z

∂y∂x

∂f

∂u
+
∂ 2z

∂ y 2

∂g

∂u

)
∂g

∂u
+
∂z

∂y

∂ 2g

∂ u 2
,

∂ 2z

∂u∂v
=

(
∂ 2z

∂ x 2

∂f

∂v
+

∂ 2z

∂x∂y

∂g

∂v

)
∂f

∂u
+
∂z

∂x

∂ 2f

∂u∂v
+

(
∂ 2z

∂y∂x

∂f

∂v
+
∂ 2z

∂ y 2

∂g

∂v

)
∂g

∂u
+
∂z

∂y

∂ 2g

∂u∂v
,

∂ 2z

∂ v 2
=

(
∂ 2z

∂ x 2

∂f

∂v
+

∂ 2z

∂x∂y

∂g

∂v

)
∂f

∂v
+
∂z

∂x

∂ 2f

∂ v 2
+

(
∂ 2z

∂y∂x

∂f

∂v
+
∂ 2z

∂ y 2

∂g

∂v

)
∂g

∂v
+
∂z

∂y

∂ 2g

∂ v 2
.

Èç ýòîé ñèñòåìû íàõîäèì z′′xx, z
′′
xy, z

′′
yy è ïîäñòàâëÿåì â A.

Íå îòêëàäûâàÿ â äîëãèé ÿùèê, äàâàéòå ñðàçó ðåøèì çàäà÷ó îáðàòíîé
çàìåíû, à ïîòîì ðàññìîòðèì ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå ìåòîäû çàìåíû
ïåðåìåííûõ.

2). Îáðàòíàÿ çàìåíà:

u = f(x, y), v = g(x, y).

Ïðè òàêîé çàìåíå ôóíêöèþ z = z (u, v) = z (f(x, y), g(x, y)) îò íîâûõ
íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ u è v ñëåäóåò äèôôåðåíöèðîâàòü ïî x è y :

∂z

∂x
=
∂z

∂u
· ∂f
∂x

+
∂z

∂v
· ∂g
∂x
, (10′)

∂z

∂y
=
∂z

∂u
· ∂f
∂y

+
∂z

∂v
· ∂g
∂y
. (11′)

Øòðèõè â íóìåðàöèè ýòèõ ôîðìóë ïðîñòàâëåíû äëÿ òîãî, ÷òî ñðàâíèòü
èõ ñ ôîðìóëàìè (10) è(11): ïî âèäó ýòî òå æå ñàìûå ôîðìóëû (10) è (11)

6



ñ çàìåíîé x íà u è u íà x, à òàêæå y íà v è v íà y. Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ âûâîäà ôîðìóë çàìåíû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèìè ôîðìóëàìè ïðÿìîé çàìåíû ñ ïåðåñòàíîâêàìè x⇔ u è
y ⇔ v. Ïîíÿòíî, ÷òî âñå ðàâíî ïðèäåòñÿ ðåøàòü èñõîäíûå óðàâíåíèÿ u =
f(x, y), v = g(x, y) îòíîñèòåëüíî x è y. Ðàññìîòðèì ïðèìåð íà îáðàòíóþ
çàìåíó, ïîêàçàâ êàê ñâåñòè çàäà÷ó îáðàòíîé çàìåíû ê ïðÿìîé.

Ïðèìåð 3.Ïðèíèìàÿ u è v çà íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, ïðåîáðàçîâàòü
óðàâíåíèå

x
∂z

∂x
+
√

1 + y2
∂z

∂y
= xy

åñëè u = lnx, v = ln(y +
√

1 + y2).

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèÿ çàìåíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìîíîòîííî âîçðàñòà-
þùèå ôóíêöèè îò x è y, ïðè÷åì ýòè óðàâíåíèÿ ëåãêî ðàçðåøèòü îòíîñè-
òåëüíî x è y.

x = eu, ev = y +
√

1 + y2 =⇒ y =
e2v − 1

2ev
= shv. (12)

Òåì íå ìåíåå, äàâàéòå ñîâåðøèì ïåðåõîä ê íîâûì ïåðåìåííûõ â ðàìêàõ
îáðàòíîé çàìåíû, êîãäà äèôôåðåíöèðîâàòü ïî x è y. ñëåäóåò ôóíêöèþ

z = z (u, v) = z (f(x, y), g(x, y)) = z(lnx, ln(y +
√

1 + y2))

Äèôôåðåíöèðóåì (ñì.(10′) è (11′)):

∂z

∂x
=
∂z

∂u
· 1

x
+
∂z

∂v
· 0,

∂z

∂y
=
∂z

∂u
· 0 +

∂z

∂v
·

(
1 +

1√
1 + y2

) /
(y +

√
1 + y2).

Óáèðàÿ íóëåâûå ñëàãàåìûå è óïðîùàÿ âûðàæåíèå â êîíöå âòîðîãî óðàâ-
íåíèÿ, ïîëó÷àåì íåîáõîäèìûå äëÿ çàìåíû ôîðìóëû

∂z

∂x
=
∂z

∂u
· 1

x
,

∂z

∂y
=
∂z

∂v

1√
1 + y2

.

Ïîäñòàâèì ýòè ïðåîáðàçîâàííûå ïðîèçâîäíûå â èñõîäíîå äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå

x
∂z

∂x
+
√

1 + y2
∂z

∂y
= xy =⇒ ∂z

∂u
+
∂z

∂v
= xy.
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Èñïîëüçóÿ íàéäåííûå ðàíåå âûðàæåíèÿ (12) äëÿ x è y â òåðìèíàõ íî-
âûõ ïåðåìåííûõ u è v, ïîëó÷àåì óðàâíå6íèå â íîâûõ ïåðåìåííûõ:

∂z

∂u
+
∂z

∂v
= eushv.

Çàäàíèå 56

Ðåøåíèå ñëåäóþùèõ çàäà÷, âçÿòûõ èç çàäà÷íèêà Äåìèäîâè÷à, âûñûëà-
þòñÿ ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå volodinstudent@gmail.com â âèäå ôîòîãðàôèé
ñ áîëüøèìè ïîëÿìè ââåðõó è âíèçó. Íåêîòîðûå èç ýòèõ çàäà÷ ìîãóò ïîêà-
çàòüñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè, îñîáåííî òà, ÷òî îòìå÷åíà çâåçäî÷êîé, íî,
çàòî, èõ ðåøåíèå îöåíèâàþòñÿ áîëåå âûñîêèì áàëëîì.

3434. Ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèå

x2y′′ + x y′ + y = 0

ê íîâûì ïåðåìåííûì t è u, åñëè y = u, x = et, u = u(t).

3440. Ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèå

(1 + x2)2y′′ = y

ê íîâûì ïåðåìåííûì t è u, åñëè

x = tg t, y =
u

cos t
, u = u(t).

3450∗. Ïðåîáðàçîâàòü d 2y/d x2 ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì

x = r cosϕ, y = r sinϕ; r = r(ϕ).

3458. Ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèå

∂z

∂x
=
∂z

∂y

ê íîâûì ïåðåìåííûì ξ è η, åñëè

ξ = x+ y, η = x− y, z = z(ξ, η).

Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ïðåîáðàçîâàííîãî óðàâíåíèÿ.
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3506∗. Ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå

∂ 2z

∂ x 2
+ 2xy2

∂z

∂x
+ 2(y − x)

∂z

∂y
+ x2y2z = 0

íå ìåíÿåò ñâîåãî âèäà ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ x = uv, y = 1/v ê íåçàâèñè-

ìûì ïåðåìåííûì u è v.
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