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CS-ÐÈÊÊÀÐÒÎÂÛ ÌÎÄÓËÈ

Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ ðèêêàðòîâûì, åñëè äëÿ êàæäîãî

φ ∈ S = EndR(M) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Kerφ = eM , ãäå

e2 = e ∈ S . Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ CS-ìîäóëåì, åñëè êàæäûé

åãî ïîäìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ïîäìîäóëåì â íåêîòî-

ðîì ïðÿìîì ñëàãàåìîì ìîäóëÿ M . Ãîâîðÿò, ÷òî ïîäìîäóëü N

ìîäóëÿ M ëåæèò íàä ïðÿìûì ñëàãàåìûì ìîäóëÿ M , åñëè ñó-

ùåñòâóþò òàêèå ïîäìîäóëè N1 è N2 , ÷òî N1 ⊕N2 =M , N1 ⊂
⊂ N è N2∩N ìàë â N2 . Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ d-CS-ìîäóëåì,

åñëè êàæäûé åãî ïîäìîäóëü ëåæèò íàä ïðÿìûì ñëàãàåìûì ìî-

äóëÿ M . Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ CS-ðèêêàðòîâûì ìîäóëåì,

åñëè Kerφ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ïîäìîäóëåì â íåêîòîðîì

ïðÿìîì ñëàãàåìîì ìîäóëÿ M äëÿ êàæäîãî φ ∈ S . Ìîäóëü M

íàçûâàåòñÿ d-CS-ðèêêàðòîâûì ìîäóëåì, åñëè Imφ ëåæèò íàä

ïðÿìûì ñëàãàåìûì ìîäóëÿ M äëÿ êàæäîãî φ ∈ S .

Ðèêêàðòîâû ìîäóëè èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [1, 2]. Â ðàáîòàõ

[3, 4] ðàññìàòðèâàëèñü CS-ðèêêàðòîâû êîëüöà. Êîëüöà, íàä êî-

òîðûìè êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðîåêòèâíûé ïðàâûé

ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ðèêêàðòîâûì, áûëè îïèñàíû â ðàáîòå [2].

Òåîðåìà 1. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû äëÿ êîëüöà

R è ôèêñèðîâàííîãî n ∈ N :
(1) êàæäûé n-ïîðîæäåííûé ïðîåêòèâíûé ïðàâûé R -

ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ CS-ðèêêàðòîâûì ìîäóëåì;

(2) ñâîáîäíûé R -ìîäóëü R
(n)
R ÿâëÿåòñÿ CS-ðèêêàðòîâûì

ìîäóëåì;

(3) Matn(R) ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì CS-ðèêêàðòîâûì êîëüöîì;
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(4) êàæäûé n-ïîðîæäåííûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà R èìå-

åò âèä P ⊕ S , ãäå P � ïðîåêòèâíûé R -ìîäóëü è S � ñèíãó-

ëÿðíûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà R .

Òåîðåìà 2. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû äëÿ êîëüöà

R :

(1) êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðîåêòèâíûé ïðàâûé

R -ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ CS-ðèêêàðòîâûì ìîäóëåì;

(2) ñâîáîäíûé R -ìîäóëü R
(n)
R ÿâëÿåòñÿ CS-ðèêêàðòîâûì

ìîäóëåì äëÿ êàæäîãî n ∈ N ;
(3) Matn(R) ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì CS-ðèêêàðòîâûì êîëüöîì

äëÿ êàæäîãî n ∈ N ;
(4) êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà R

èìååò âèä P ⊕S , ãäå P � ïðîåêòèâíûé R -ìîäóëü è S � ñèí-

ãóëÿðíûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà R .

Ìîäóëü MR íàçûâàåòñÿ SIP-ìîäóëåì, åñëè ïåðåñå÷åíèå ëþ-

áûõ äâóõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ìîäóëÿ MR ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëà-

ãàåìûì ìîäóëÿ MR . Ìîäóëü Ì íàçûâàåòñÿ SSP-ìîäóëåì, åñëè

ñóììà ëþáûõ äâóõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ìîäóëÿ MR ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìûì ñëàãàåìûì ìîäóëÿ MR . Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ SIP-

CS ìîäóëåì, åñëè ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ

ìîäóëÿ MR ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ïîäìîäóëåì â íåêîòîðîì

ïðÿìîì ñëàãàåìîì ìîäóëÿ M . Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ SSP-d-

CS ìîäóëåì, åñëè ñóììà ëþáûõ äâóõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ìîäó-

ëÿ MR ëåæèò íàä ïðÿìûì ñëàãàåìûì ìîäóëÿ M .

Òåîðåìà 3.

(1) Êàæäûé CS-ðèêêàðòîâ ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ SIP-CS ìîäó-

ëåì.

(2) Êàæäûé d-CS-ðèêêàðòîâ ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ SSP-d-CS

ìîäóëåì.
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Âîçäåéñòâèå çàõâà÷åííûõ âîëí â øåëüôîâîé çîíå âåëèêî

çà ñ÷åò áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ýíåðãèè, êîòîðîå ïåðåðàñïðåäå-

ëÿåòñÿ âäîëü ëèíèè áåðåãà. Îíè âîçäåéñòâóþò íà ôîðìèðîâà-

íèå áåðåãîâîé ëèíèè, ïåðåíîñ ïðèìåñåé è äîííûõ îòëîæåíèé,

à òàêæå âçàèìîäåéñòâóþò ñ ïðèáðåæíûìè òå÷åíèÿìè. Ïîýòî-

ìó çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îïàñíûõ

çàõâà÷åííûõ âîëí (ê ïðèìåðó, òîïîãðàôè÷åñêèõ çàõâà÷åííûõ,

øåëüôîâûõ âîëí) ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé.

Îñîáåííîñòüþ äàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ðàçäðîáëåííîñòü

äàííûõ è ïðåäñòàâëåíèé î çàõâà÷åííûõ âîëíàõ êàê åäèíîì
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öåëîì. Â ëèòåðàòóðå óïîìèíàíèå î òàêèõ âîëíàõ çà÷àñòóþ

âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî ñ ïîçèöèè îáùåãî ïîíèìàíèÿ ðàçëè÷íûõ

ìåõàíèçìîâ çàõâàòà è ñôîêóñèðîâàíî òîëüêî íà îäíîì èç òè-

ïîâ âîëí.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷, áûë ðàçðàáîòàí

ïðîãðàììíî-àíàëèòè÷åñêèé êîìïëåêñ, âêëþ÷àþùèé ÷èñëåí-

íîå ðåøåíèå íà îñíîâå ìîäèôèöèðîâàííûõ êîíå÷íî-ðàçíîñíûõ

è ïñåâäîñïåêòðàëüíûõ ìåòîäîâ, ñîâìåñòíî ñ àíàëèòè÷åñêèìè

ðåøåíèÿìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÖÏ �Íàó÷-

íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè� íà

2009-2013 ãîäû (ñîãëàøåíèå � 14.132.21.1814) è ñòèïåíäèè Ïðå-

çèäåíòà ÐÔ ìîëîäûì ó÷åíûì è àñïèðàíòàì, îñóùåñòâëÿþùèõ

ïåðñïåêòèâíûå íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ è ðàçðàáîòêè ïî ïðèî-

ðèòåòíûì íàïðàâëåíèÿì ìîäåðíèçàöèè ðîññèéñêîé ýêîíîìèêè

íà 2013-2015 ãã. (ÑÏ-202.2013.5).

Ä.Þ.Àõìåòîâ, À.Ì.Åëèçàðîâ, Å.Ê.Ëèïà÷¼â
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Â ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅ

ÝËÅÊÒÐÎÍÍÎÃÎ ÍÀÓ×ÍÎÃÎ ÆÓÐÍÀËÀ

Ïðåäëîæåí ìåòîä àâòîìàòèçàöèè ïðîöåññà ïåðâè÷íîé îá-

ðàáîòêè íàó÷íîé ñòàòüè, èñïîëüçóþùåé TEX-íîòàöèþ, â æóð-

íàëüíóþ èíôîðìàöèîííóþ ñèñòåìó (ñì., íàïð., [1]). Ïåðâè÷-
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íàÿ îáðàáîòêà ïðåäïîëàãàåò âàëèäàöèþ ýëåêòðîííîãî äîêóìåí-

òà, âêëþ÷àÿ àíàëèç ýëåêòðîííîãî äîêóìåíòà íà ñîîòâåòñòâèå

òðåáîâàíèé ðåäàêöèè ïî ñòèëåâîìó îôîðìëåíèþ ïóáëèêàöèè,

à òàêæå TEX-êîìïèëÿöèþ äîêóìåíòà. Ñèñòåìà ïîçâîëÿåò íà

ýòàïå çàãðóçêè ñòàòüè èñêëþ÷èòü âîçìîæíûå îòêëîíåíèÿ îò

ðåäàêöèîííûõ ïðàâèë è ñîîáùèòü àâòîðó îá îáíàðóæåííûõ

îøèáêàõ ïðè ïîäãîòîâêå ýëåêòðîííîé ïóáëèêàöèè.

Â îáùèõ ÷åðòàõ, ñõåìà àâòîìàòè÷åñêîé îáðàáîòêè ýëåê-

òðîííûõ ïóáëèêàöèé ñîâïàäàåò ñî ñõåìîé, ðåàëèçîâàííîé â

ýëåêòðîííîì ìàòåìàòè÷åñêîì æóðíàëå Lobachevskii Journal of

Mathematics (ñì. [2]). Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ íàñòîÿùå-

ãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäîâ àâòîìàòèçàöèè ðåäàê-

öèîííûõ ïðîöåññîâ íà ïëàòôîðìå Open Journal Systems (OJS)

(ñì., íàïð., [3]).

Ñèñòåìà OJS ïîçâîëÿåò çàãðóæàòü ñòàòüþ â âèäå îäíîãî îñ-

íîâíîãî ôàéëà, êàê ïðàâèëî, ôîðìàòà .pdf èëè .doc, ÷òî äîñòà-

òî÷íî äëÿ áîëüøèíñòâà íàó÷íûõ æóðíàëîâ ãóìàíèòàðíîãî ïðî-

ôèëÿ. Äëÿ ýëåêòðîííûõ æóðíàëîâ ôèçèêî�ìàòåìàòè÷åñêîãî

íàïðàâëåíèÿ äîëæíà áûòü ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü çàãðóç-

êè è îáðàáîòêè äîêóìåíòîâ ôîðìàòà TEX.

Â ðàáîòå [4] ðàññìîòðåí ïðîöåññ îáðàáîòêè TEX-äîêóìåíòîâ

íà ýòàïå Layout-ðåäàêòèðîâàíèÿ. Íàøåé çàäà÷åé áûëà àâòîìà-

òèçàöèÿ îáðàáîòêè TEX-äîêóìåíòîâ íåïîñðåäñòâåííî â ìîìåíò

çàãðóçêè íàó÷íîé ñòàòüè àâòîðîì.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ TEX-äîêóìåíò ñîñòîèò èç íåñêîëü-

êèõ ôàéëîâ â ôîðìàòå TEX è ôàéëîâ â ôîðìàòàõ .png èëè .eps,

ñîäåðæàùèõ ðèñóíêè. Âûõîäîì èç ýòîé ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ çà-

ãðóçêà zip-àðõèâà, â êîòîðîì ñîäåðæàòñÿ âñå ôàéëû äîêóìåí-

òà. Öåëåñîîáðàçíî îñíîâíîé ôàéë ñòàòüè îáîçíà÷àòü èìåíåì

main.tex. Àëãîðèòì ñòèëåâîé ïðîâåðêè âêëþ÷àåò ýòàï èçâëå÷å-
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íèÿ TEX-äîêóìåíòîâ èç àðõèâà è ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå

â ôîðìàò .pdf.

Ñëåäóþùåé îñîáåííîñòüþ àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâà-

íèå íà ñåðâåðå, îáñëóæèâàþùèì ïëàòôîðìó OJS, ïîëíîôóíê-

öèîíàëüíîãî TEX-êîìïèëÿòîðà, â êà÷åñòâå êîòîðîãî íà ýòàïå

àïðîáàöèè ïðèìåíåí ïàêåò MikTEX.

Â ñèñòåìå OJS ïðåäóñìîòðåí ìåõàíèçì èçìåíåíèÿ ïî-

âåäåíèÿ âñòðîåííûõ ôóíêöèé è ðàñøèðåíèÿ èõ âîçìîæíî-

ñòåé ïóòåì èíòåãðàöèè ñïåöèàëüíûõ ïëàãèíîâ [5], íàïèñàí-

íûõ íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ PHP. Òåêóùàÿ ðåàëèçà-

öèÿ àëãîðèòìà ïðåäïîëàãàåò èçìåíåíèå ñèñòåìíîãî ôàéëà

\www\classes\�le\ArticleFileManager.inc.php ïëàòôîðìû OJS.

Ðàçðàáîòàíà ôóíêöèÿ

CompileTeXtoPDF ($dir, $new − Fi− le−Na−me),

ïîçâîëÿþùàÿ ïî èìåíè ïàïêè, ñîäåðæàùåé ôàéë $newFileName

(çàãðóæåííûé àðõèâ), îñóùåñòâëÿòü ðàñïàêîâêó àðõèâà è êîì-

ïèëÿöèþ ôàéëà main.tex. Êðîìå òîãî, ýòà ôóíêöèÿ îñóùåñòâ-

ëÿåò çàìåíó zip-àðõèâà îòêîìïèëèðîâàííûì pdf-ôàéëîì, åñëè

òàêîâîé èìååòñÿ, è âûâîäèò ïîëüçîâàòåëþ îò÷åòû êîìïèëÿöèé.

Àðõèòåêòóðà OJS (ñì., íàïð., [6]) è ñèíòàêñèñ ÿçûêà PHP

(ñì., íàïð., [7]) íàêëàäûâàþò ñïåöèôè÷íûå îãðàíè÷åíèÿ íà ñî-

çäàííóþ ôóíêöèþ:

• òàê êàê â ñèñòåìå èñïîëüçóåòñÿ åäèíàÿ òî÷êà âõîäà äëÿ

ëþáûõ çàïðîñîâ, ïîñëå âûçîâà êîìàíä êîìïèëÿöèè TEX- è

dvi-ôàéëîâ íåîáõîäèìî îñóùåñòâëÿòü ïðîãðàììíûé ïåðå-

õîä íà êàòàëîã ñàéòà âî èçáåæàíèå íåêîððåêòíîé ðàáîòû

ïðè âûïîëíåíèè êîìàíäû chdir($dirMain);
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• âûçîâ êîìïèëÿòîðîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè îïåðà-

òîðà exec($compiler, $�le), ãäå $compiler � ïóòü ê êîìïèëÿ-

òîðó, îáðàçîâàííûé èç äâóõ ïåðåìåííûõ: $dirMain � ïóòü

ê êàòàëîãó ñàéòà è $stroka � ïóòü ê êîìïèëÿòîðó îòíî-

ñèòåëüíî ïåðåìåííîé $dirMain; ïåðåìåííàÿ $stroka ñîäåð-

æèò â êà÷åñòâå ðàçäåëèòåëÿ ïàïîê çíàê �/�, ò. å. ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ñòðîêó âèäà �/texmf/miktex/bin/latex�

è, â ñëó÷àå ðàçìåùåíèÿ ïëàòôîðìû OJS íà Linux�

ñåðâåðå, ðàçäåëèòåëè �/� ñëåäóåò îïðåäåëÿòü àâòîìàòè-

÷åñêè: de�ne ('DIPSEP',DIRECTORY_SEPARATOR), â

äàííîì âûðàæåíèè ïåðåìåííàÿ DIPSEP ÿâëÿåòñÿ ðàç-

äåëèòåëåì, âûñ÷èòàííûì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèîííîé ñè-

ñòåìû.

Âûçîâ ôóíêöèè CompileTeXtoPDF($dir,$newFileName) îñó-

ùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ïðîâåðêè òèïà çàãðóæåííîãî ôàéëà âíóòðè

ôóíêöèè handleWrite(). Åñëè çàãðóæåí àðõèâ, òî îñóùåñòâëÿ-

åì âûçîâ íàçâàííîé ôóíêöèè, èíà÷å èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíûé

àëãîðèòì OJS.

Îáðàáîòêà àðõèâà ïðîèçâîäèòñÿ ñòàíäàðòíûìè ñðåäñòâà-

ìè ÿçûêà PHP è, êàê ñëåäñòâèå, ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçî-

âàíèå òîëüêî zip-ôîðìàòà (ñì., íàïð. [7]). Ïîñëå îáðàáîòêè

zip-àðõèâà ïðîèñõîäèò ýìóëÿöèÿ äåéñòâèé ñèñòåìû OJS è îñó-

ùåñòâëÿåòñÿ çàìåíà çàãðóæåííîãî zip-àðõèâà ïîëó÷åííûì pdf-

ôàéëîì. Äàííûé ýòàï àëãîðèòìà ðåàëèçîâàí äâóìÿ ñïîñîáà-

ìè: ïîâòîðíûì âûçîâîì ôóíêöèè handleWrite() èç ôóíêöèè

CompileTeXtoPDF(), à òàêæå ïðîãðàììíûì ïåðåîïðåäåëåíèåì

çàãðóæåííîãî ôàéëà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêòû �� 12-07-00667 è 12-07-97018-ð_ïîâîëæüå).



10 È.Á.ÁÀÄÐÈÅÂ, Â.Â.ÁÀÍÄÅÐÎÂ

Ë È Ò Å Ð À Ò Ó Ð À

1. Tools and Platforms. � URL: http://www.openoasis.org/

2. ÅëèçàðîâÀ.Ì., Ëèïà÷¼âÅ.Ê., ÌàëàõàëüöåâÌ.À. Âåá-

òåõíîëîãèè â ðàáîòå ýëåêòðîííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî æóð-

íàëà Lobachevskii Journal of Mathematics // Íàó÷íûé ñåðâèñ

â ñåòè ÈÍÒÅÐÍÅÒ: Òð. Âñåðîññ. íàó÷í. êîíô. � Ì.: Èçä�âî

ÌÃÓ, 2007. � Ñ. 355�356.

3. Open Journal Systems | Public Knowledge Project. � URL:

http://pkp.sfu.ca/ojs/.

4. Chen S.  LàTEX Galley Plugin for Open Journal Systems. �

Simon Fraser University and Zhejiang University, 2010.

5. OJS in an Hour. � URL: http://pkp.sfu.ca/�les/OJSinan-

Hour.pdf.

6. OJS Technical Reference. � URL: http://pkp.sfu.ca/ojs/OJS-

TechnicalReference.pdf.

7. ÊîòåðîâÄ.Â., ÊîñòàðåâÀ.Ô. PHP 5. � ÑÏá.: ÁÕÂ�Ïå-

òåðáóðã, 2005. � 1120 ñ.

È.Á.Áàäðèåâ, Â.Â.Áàíäåðîâ

Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

victor.banderov@ksu.ru, ildar.badriev1@mail.ru

ÎÁ ÈÒÅÐÀÖÈÎÍÍÛÕ ÌÅÒÎÄÀÕ ÐÅØÅÍÈß

ÂÀÐÈÖÈÎÍÍÛÕ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂ ÒÅÎÐÈÈ

ÌßÃÊÈÕ ÑÅÒ×ÀÒÛÕ ÎÁÎËÎ×ÅÊ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè ïîëîæåíèÿ ðàâíî-

âåñèÿ ìÿãêîé ñåò÷àòîé îñåñèììåòðè÷íîé îáîëî÷êè, ïðåäñòàâ-

ëÿþùåé èç ñåáÿ â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè öèëèíäð çà-

äàííîãî ðàäèóñà r0 äëèíû l . Ñåò÷àòàÿ îáîëî÷êà îáðàçîâàíà
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äâóìÿ ñåìåéñòâàìè âçàèìíî ïåðåñåêàþùèõñÿ àðìèðóþùèõ íè-

òåé â ïðîäîëüíîì è öèðêóëÿðíîì íàïðàâëåíèÿõ. Â ðàáîòå [1]

ïîêàçàíî, ÷òî ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ âàðèàöèîííîãî

íåðàâåíñòâà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íåîáõîäèìîñòü ïðè-

âëå÷åíèÿ àïïàðàòà âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ âûçâàíà òåì, ÷òî

ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì îïèñàíèè çàäà÷è íàäî èñïîëüçîâàòü îãðà-

íè÷åíèå íà ïåðåìåùåíèÿ, åñòåñòâåííî âîçíèêàþùåå ïðè ðàñ-

ñìîòðåíèè îñåñèììåòðè÷íîé îáîëî÷êè, îçíà÷àþùåå îòñóòñòâèå

åå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ â ïðîäîëü-

íûõ íèòÿõ çàâèñèìîñòü ìîäóëÿ ñèëû íàòÿæåíèÿ îò ñòåïåíè

óäëèíåíèÿ íåïðåðûâíà, íå óáûâàåò è èìååò ñòåïåííîé ðîñò íà

áåñêîíå÷íîñòè. Îãðàíè÷åíèé íà ðîñò ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùåé

â öèðêóëÿðíûõ íèòÿõ çàâèñèìîñòü ìîäóëÿ ñèëû íàòÿæåíèÿ îò

ñòåïåíè óäëèíåíèÿ, íå íàêëàäûâàåòñÿ. Óñòàíîâëåíû ñâîéñòâà

îïåðàòîðà, âõîäÿùåãî â âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî � ïñåâäîìî-

íîòîííîñòü [2] è êîýðöèòèâíîñòü. Ýòî äàëî âîçìîæíîñòü äëÿ

èññëåäîâàíèÿ åãî ðàçðåøèìîñòè èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ðå-

çóëüòàòû òåîðèè ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ [2].

Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ôóíê-

öèé, õàðàêòåðèçóþùåé ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ â íèòÿõ, óñòà-

íîâëåíî, ÷òî îïåðàòîð â âàðèàöèîííîì íåðàâåíñòâå ÿâëÿåòñÿ

ïîòåíöèàëüíûì è îãðàíè÷åííî ëèïøèö-íåïðåðûâíûì [3]. Ïî-

ýòîìó äëÿ åãî ðåøåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåííûé ðà-

íåå â [4] èòåðàöèîííûé ìåòîä. Äîêàçàíî, ÷òî èòåðàöèîííàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà è âñå åå ñëàáî ïðåäåëüíûå òî÷êè

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà.

Êàæäûé øàã èòåðàöèîîííîãî ïðîöåññà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ

âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà ñ îïåðàòîðîì äâîéñòâåííîñòè [2],

îáëàäàþùåãî ëó÷øèìè ñâîéñòâàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûì
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âûðîæäàþùèìñÿ îïåðàòîðîì.

Â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèè, õàðàêòåðèçóþùèå ôèçè÷åñêèå ñî-

îòíîøåíèÿ â íèòÿõ, ÿâëÿþòñÿ ëèïøèö-íåïðåðûâíûìè, äîêàçà-

íî, ÷òî îïåðàòîð, âõîäÿùèé â âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî, ÿâ-

ëÿåòñÿ îáðàòíî ñèëüíî ìîíîòîííûì [5], ïðè ýòîì óñòàíîâëåíà

ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê íåêî-

òîðîìó ðåøåíèþ èñõîäíîãî âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêòû �� 12-01-00955, 12-01-97026, 12-01-31515, 13-01-00908).
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Èçó÷àþòñÿ óñòàíîâèâøèåñÿ ïðîöåññû ïîäçåìíîé ôèëüòðà-

öèè íåñæèìàåìûõ âûñîêîâÿçêèõ æèäêîñòåé, ñëåäóþùèõ ìíî-

ãîçíà÷íûì çàêîíàì ôèëüòðàöèè ñ ïðåäåëüíûì ãðàäèåíòîì [1].

Îáîáùåííûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ñìåøàí-

íûõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ îáðàòíî ñèëüíî ìîíîòîííûì

îïåðàòîðîì è âûïóêëûì, ëèïøèö-íåïðåðûâíûì, âîîáùå ãîâî-

ðÿ, íåäèôôåðåíöèðóåìûì, ôóíêöèîíàëîì. Ê óêàçàííûì çàäà-

÷àì ñâîäÿòñÿ çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè ãðàíèö ïðåäåëüíî-ðàâíî-

âåñíûõ öåëèêîâ îñòàòî÷íîé âÿçêî-ïëàñòè÷åñêîé íåôòè [2].

Äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ îïåðàòîðàìè ìî-

íîòîííîãî òèïà ïðåäëîæåíû èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðàñùåïëå-

íèÿ, íå òðåáóþùèå îáðàùåíèÿ èñõîäíîãî îïåðàòîðà. Îñíîâíóþ

òðóäíîñòü ïðè ýòîì ïðåäñòàâëÿåò ðåøåíèå âîçíèêàþùèõ íà

êàæäîé èòåðàöèè çàäà÷ ìèíèìèçàöèè. Â ñëó÷àå çàäà÷ ôèëüòðà-

öèè ýòó çàäà÷ó óäàëîñü ðåøèòü â ÿâíîì âèäå áëàãîäàðÿ òîìó,

÷òî ìîæíî ýôôåêòèâíî âû÷èñëèòü ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíêöè-

îíàëà, ñîïðÿæåííîãî ê ìèíèìèçèðóåìîìó. Ïðè ýòîì êàæäûé

øàã èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ñâîäèòñÿ ôàêòè÷åñêè ê ðåøåíèþ

êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðåäëîæåííûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò

íàõîäèòü ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ íå òîëüêî ñàìîãî ðåøåíèÿ,

íî è åãî õàðàêòåðèñòèê, äëÿ çàäà÷ ôèëüòðàöèè � ýòî ïðèáëè-
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æåííûå çíà÷åíèÿ ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ, à òàêæå ïðèáëèæåííûå

çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé ôèëüòðàöèè íà ìíîæåñòâàõ, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ òî÷êàì ìíîãîçíà÷íîñòè â çàêîíå ôèëüòðàöèè (â ÷àñòíîñòè,

ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ ìîæíî

îïðåäåëÿòü ãðàíèöû ïðåäåëüíî-ðàâíîâåñíûõ öåëèêîâ îñòàòî÷-

íîé âÿçêî-ïëàñòè÷åñêîé íåôòè), ÷òî âåñüìà ïîëåçíî ñ ïðàêòè-

÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

Áûë ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì â ñðåäå MatLab. Ïðî-

âåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷. Èññëå-

äîâàíà çàâèñèìîñòü ãðàíèö çàñòîéíûõ çîí (ìíîæåñòâ â îáëàñòè

ôèëüòðàöèè, ãäå ìîäóëü ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ ìåíüøå ïðåäåëü-

íîãî, ò. å. äâèæåíèå ôèëüòðóþùåéñÿ æèäêîñòè îòñóòñòâóåò) îò

âåëè÷èíû ñêà÷êà â ìíîãîçíà÷íîì çàêîíå ôèëüòðàöèè.
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Íà ðèñóíêàõ 1�5 èçîáðàæåíû ãðàíèöû çàñòîéíûõ çîí â ñëó-

÷àå ôèëüòðàöèè â êâàäðàòíîì åäèíè÷íîì ïëàñòå ïðè íàëè÷èè

ñêâàæèíû ñ äåáèòîì q = 1 â öåíòðå ïëàñòà. Çíà÷åíèå ïðå-

äåëüíîãî ãðàäèåíòà β ðàâíî 1, çíà÷åíèå θ âåëè÷èíû ñêà÷êà â
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ìíîãîçíà÷íîì çàêîíå ôèëüòðàöèè ìåíÿëîñü îò 0.1 äî 1. Êàê

âèäíî èç ðèñóíêîâ, çàñòîéíûå çîíû ïðè ýòîì óâåëè÷èâàþòñÿ,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ôèçèêå ìîäåëèðóåìîãî ÿâëåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêòû �� 12-01-00955, 12-01-97022).

Ë È Ò Å Ð À Ò Ó Ð À

1. ËàïèíÀ.Â. Îá èññëåäîâàíèè íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ çà-

äà÷ òåîðèè ôèëüòðàöèè // Æóðíàë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìà-

òèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 1979. � Ò. 19. � � 3. � Ñ. 689�

700.

2. ÅíòîâÂ.Ì., ÏàíêîâÂ.Í., ÏàíüêîÑ.Â. Ìàòåìàòè÷å-

ñêàÿ òåîðèÿ öåëèêîâ îñòàòî÷íîé âÿçêîïëàñòè÷íîé íåô-

òè. � Òîìñê: Èçä-âî Òîìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà,

1989. � 196 ñ.

Â. Â. Áàíäåðîâ, Â.Ñ.Æåëòóõèí, Â.Þ.×åáàêîâà

Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Victor.Banderov@ksu.ru, vzheltukhin@gmail.com,

vchebakova@mail.ru

ÏÐÎÃÐÀÌÌÛÉ ÊÎÌÏËÅÊÑ ÐÀÑ×ÅÒÀ

ÎÑÍÎÂÍÛÕ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ

ÂÛÑÎÊÎ×ÀÑÒÎÒÍÎÃÎ ÅÌÊÎÑÒÍÎÃÎ ÐÀÇÐßÄÀ

Â ÀÐÃÎÍÅ

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î íàõîæäåíèå îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ íå-

ñòàöèîíàðíîãî âûñîêî÷àñòîòíîãî åìêîñòíîãî (Â×Å) ðàçðÿäà

ïîíèæåííîãî äàâëåíèÿ â îäíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè, êîòîðàÿ,
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êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [1], ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåëèíåéíóþ ñè-

ñòåìó êðàåâûõ è íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷. À èìåííî, óðàâíå-

íèå Ïóàññîíà äëÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, óðàâíåíèÿ

äèôôóçèè�êîíâåêöèè äëÿ èîííîé è ýëåêòðîííîé êîíöåíòðà-

öèè, óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ ìåòàñòàáèëèé, è óðàâíåíèÿ

äëÿ ýëåêòðîííîé è ãàçîâîé òåìïåðàòóð.

Äàííàÿ ñèñòåìà êðàåâûõ è íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ õàðàê-

òåðèçóåòñÿ íåñêîëüêèìè îñîáåííîñòÿìè, îñëîæíÿþùèìè ðàçðà-

áîòêó àëãîðèòìà è ÷èñëåííîãî ìåòîäà åå ðåøåíèÿ. Âî-ïåðâûõ,

îíà ñîñòîèò èç çàäà÷ ðàçíîãî òèïà: íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà è

êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé âòîðîãî ïîðÿäêà, â êîòîðûõ âðåìÿ âõîäèò êàê ïàðàìåòð.

Âî-âòîðûõ, íàëè÷èå ðàçíûõ âðåìåííûõ ìàñøòàáîâ èçìåíåíèÿ

îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê óñòàíîâèâøåãîñÿ ñîñòîÿíèÿ Â×Å-ðàç-

ðÿäà ïîíèæåííîãî äàâëåíèÿ. Â-òðåòüèõ, âîçíèêíîâåíèå áîëü-

øèõ ãðàäèåíòîâ ïëîòíîñòè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö è íàïðÿæåííîñ-

òè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïðèýëåêòðîäíûõ ñëîÿõ íà ãðàíèöàõ

ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, òî åñòü åñëè â êâàçèíåéòðàëüíîé îáëàñòè

ìû èìååì ïðîöåññ ñ äîìèíèðîâàíèåì äèôôóçèè (ðåãóëÿðíî

âîçìóùåííàÿ çàäà÷à), òî â ïðèýëåêòðîäíûõ îáëàñòÿõ íàáëþäà-

åòñÿ ñëó÷àé ñèëüíîãî äîìèíèðîâàíèÿ êîíâåêöèè (ñèíãóëÿðíî

âîçìóùåííàÿ çàäà÷à). Ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ îáëàñòåé

ñèëüíîãî èçìåíåíèÿ ðåøåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ïîãðàíè÷íûìè è

âíóòðåííèìè ïåðåõîäíûìè ñëîÿìè. Â-÷åòâåðûõ, ïðåäñòàâëåí-

íàÿ ñèñòåìà çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé, êàê ïî îòäåëüíûì

âõîäÿùèì â íåå óðàâíåíèÿì, òàê è â öåëîì.

Äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìîäåëè èñïîëüçîâàëàñü íåÿâ-

íàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñ ðàâíîìåðíûì ðàçáèåíèåì ñåò-

êè è ñíîñîì íåëèíåéíîñòè íà ïðåäûäóùèé ñëîé, à òàêæå
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ëèíåàðèçàöèåé ïî ìåòîäó Íüþòîíà. Îïåðàòîð êîíâåêòèâíî-

ãî ïåðåíîñà àïïðîêñèìèðîâàëñÿ ìåòîäîì íàïðàâëåííûõ ðàç-

íîñòåé. Ïðèìåíåíèå èíòåãðî-èíòåðïîëÿöèîííîãî ìåòîäà îáåñ-

ïå÷èëî êîíñåðâàòèâíîñòü êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìû [2].

Ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì â ñðåäå Matlab, ñ ïîìîùüþ

êîòîðîãî ïðîèçâîäèëîñü ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ðàññìàòðè-

âàåìûõ ïðîöåññîâ. Ïðîãðàììû íàïèñàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ

ìîäóëüíûì ïðèíöèïîì, ÷òî ïîçâîëèëî îñóùåñòâèòü ðàçäåëü-

íîå ïðîãðàììèðîâàíèå, îòëàäêó è òåñòèðîâàíèå ñîñòàâíûõ ÷à-

ñòåé ïàêåòà ïðîãðàìì, à òàêæå ïðîñòóþ ìîäåðíèçàöèþ è íà-

ñòðîéêó ïàêåòà íà ðåøåíèå çàäà÷ ðàçëè÷íîãî óðîâíÿ ñëîæíî-

ñòè. Äëÿ ñîçäàíèÿ ãðàôè÷åñêîãî èíòåðôåéñà èñïîëüçîâàëàñü

ñïåöèàëèçèðîâàííàÿ ñðåäà GUIDE (ñì. [3, 4]).

Äëÿ ðÿäà ìîäåëüíûõ çàäà÷ áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñ-

ïåðèìåíòû. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äî âûõîäà ïðîöåññà íà óñòà-

íîâèâøèéñÿ ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì, êîãäà äîñòèãàëñÿ ïîëíûé

áàëàíñ çàðÿäà â ìåæýëåêòðîäíîì ïðîìåæóòêå: çàðÿä, êîòîðûé

óíîñèòñÿ çà ïåðèîä íà ýëåêòðîä ýëåêòðîíàì, è â òî÷íîñòè êîì-

ïåíñèðóåòñÿ âûíîñîì ïîëîæèòåëüíîãî çàðÿäà èîíàìè. Ðåçóëü-

òàòû ðàñ÷åòîâ, ïðîâåäåííûõ íàìè, ïîêàçàëè õîðîøåå êà÷åñò-

âåííîå ñîâïàäåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè, ïðèâåäåííûìè â [5].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêòû �� 11-01-00864, 12-01-00955, 13-01-00908, 13-01-31515) è

Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ ÐÔ (ñîãëàøåíèå � 14.Â37.21.1948).
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Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå è ÷èñëåííîé ðåà-

ëèçàöèè ìåòîäèêè ðåøåíèÿ çàäà÷ äåôîðìèðîâàíèÿ ýëåìåíòîâ

òðåõìåðíûõ êîíñòðóêöèé, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé è
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ñ îêðóæàþùèì èõ ôèçè÷åñêè íåëèíåéíûì ãðóíòîâûì ìàññè-

âîì, ñ ó÷åòîì êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ñ ïîìîùüþ ñîçäàí-

íîé ìåòîäèêè ðåøåíà çàäà÷à ïî îïðåäåëåíèþ íåñóùåé ñïîñîá-

íîñòè îïîðû ìîñòîâîãî ïåðåõîäà [1], ïðîâåäåí ðàñ÷åò îñàäêè

ãðóíòîâîãî ìàññèâà â çîíå ïðîêëàäêè òîííåëåé ìåòðîïîëèòåíà

[2, 3], à òàêæå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ôó-

òëÿðà ìàãèñòðàëüíîãî òðóáîïðîâîäà âûñîêîãî äàâëåíèÿ, ïðî-

õîäÿùåãî ïîä æåëåçíîäîðîæíûì ïîëîòíîì. Ïðåäëîæåííàÿ ìå-

òîäèêà ðàñ÷åòà ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ðåøàòü òðåõìåðíûå çà-

äà÷è ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ãðóíòîâûõ ìàññèâîâ, âçà-

èìîäåéñòâóþùèõ ñ ðàñïîëîæåííûìè â íèõ êîíñòðóêöèÿìè, â

óñëîâèÿõ ñëîæíîãî ñèëîâîãî íàãðóæåíèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü,

÷òî ðàçðàáîòàííàÿ ÷èñëåííàÿ ìåòîäèêà äàåò ðåçóëüòàòû, õîðî-

øî ñîãëàñóþùèåñÿ ñ äàííûìè íàòóðíûõ èñïûòàíèé. Ñëåäîâà-

òåëüíî, íà åå îñíîâå ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü ïîäîáíûå êîíñòðóê-

öèè è ïîëó÷àòü äîñòîâåðíûå ðåçóëüòàòû.
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Î Σ0
2 -ÍÀ×ÀËÜÍÛÕ ÑÅÃÌÅÍÒÀÕ ÂÛ×ÈÑËÈÌÛÕ

ËÈÍÅÉÍÛÕ ÏÎÐßÄÊÎÂ

Îäíî èç íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé âû÷èñëèìûõ ëèíåé-

íûõ ïîðÿäêîâ ñîñðåäîòî÷åíî íà èçó÷åíèè àëãîðèòìè÷åñêîé

ñëîæíîñòè íà÷àëüíûõ ñåãìåíòîâ. Ì. Ðîó [1] ïîêàçàë, ÷òî Π0
1 -

íà÷àëüíûé ñåãìåíò âû÷èñëèìîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà èìååò âû-

÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èì áûë ïîñòðîåí

ïðèìåð âû÷èñëèìîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà ñ Π0
3 -íà÷àëüíûì ñåã-

ìåíòîì, íå èìåþùèì âû÷èñëèìîé êîïèè. Ð. Êîóëç, P. Äîóíè

è Á. Õóñàèíîâ [2] ïîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìûé ëè-

íåéíûé ïîðÿäîê ñ Π0
2 -íà÷àëüíûì ñåãìåíòîì, íå èçîìîðôíûì

íèêàêîìó âû÷èñëèìîìó ëèíåéíîìó ïîðÿäêó. Ê. Àìáîñ-Øïèñ,

Ñ. Á. Êóïåð è Ñ. Ëåìïï [3] â ñîâìåñòíîé ðàáîòå óñòàíîâèëè, ÷òî

Σ0
2 -íà÷àëüíûé ñåãìåíò ëþáîãî âû÷èñëèìîãî ëèíåéíîãî ïîðÿä-

êà èìååò âû÷èñëèìóþ êîïèþ. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé âû÷èñ-

ëèìûé ïîðÿäîê, íå èìåþùèé íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà, ÿâëÿåòñÿ

Σ0
2 -íà÷àëüíûì ñåãìåíòîì, íàïåðåä çàäàííîé Σ0

2 -ñòåïåíè, íåêî-

òîðîãî âû÷èñëèìîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî âû÷èñëèìîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà L =

= ⟨L,< L⟩ áåç íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà è ëþáîãî ìíîæåñòâà

M ∈ Σ0
2 , ñóùåñòâóåò òàêîé âû÷èñëèìûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê

L̃ = A+ η , ÷òî A ∼= L è A ≡ T M .
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ÌÅÒÎÄÈÊÀ ÐÀÑ×ÅÒÀ ÎÄÍÎÐÎÄÍÛÕ,
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È ÎÁÎËÎ×ÅÊ ÑÐÅÄÍÅÉ ÒÎËÙÈÍÛ

Ïðè ïîñòðîåíèè ôèçè÷åñêèõ ìîäåëåé ìíîãîñëîéíûõ îðòî-

òðîïíûõ îáîëî÷åê èñïîëüçóþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïîäõîäû, îñíî-

âàííûå êàê íà ðàçëè÷íûõ ãèïîòåçàõ äëÿ êàæäîãî ñëîÿ îáîëî÷-

êè, òàê è íà åäèíûõ ãèïîòåçàõ äëÿ âñåõ ñëîåâ òîíêîñòåííîé

êîíñòðóêöèè. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîðÿäîê ðàçðåøàþùåé ñèñòå-

ìû çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà ñëîåâ. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîðÿäîê

ñèñòåìû íå çàâèñèò îò ÷èñëà ñëîåâ, ÷òî îòêðûâàåò, â ÷àñò-

íîñòè, øèðîêèå âîçìîæíîñòè äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ

ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. ×àñòî îðòîòðîïíûå ìíîãîñëîé-

íûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû (ÊÝ) ïîëó÷àþò íà îñíîâå òðåõìåð-

íîãî èçîòðîïíîãî âîñüìèóçëîâîãî ÊÝ îáîëî÷êè, ïîëó÷åííîãî

ïðè äèñêðåòèçàöèè òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè â
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êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è èñïîëüçîâàíèè íåêîòîðûõ

îáîëî÷å÷íûõ ãèïîòåç.

Â äàííîé ðàáîòå ââîäÿòñÿ àïïðîêñèìàöèè ðàäèóñ-âåêòîðà,

êîâàðèàíòíûõ è êîíòðàâàðèàíòíûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ, ìåòðè-

÷åñêèõ òåíçîðîâ, ïåðåìåùåíèé, òåíçîðîâ äåôîðìàöèé è íàïðÿ-

æåíèé. Òåõíîëîãèÿ èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà äâîéíîé àïïðîêñè-

ìàöèè ïî òî÷êàì ñóïåðñõîäèìîñòè è ìåòîäèêà ïîíèæåíèÿ ïî-

ðÿäêà àïïðîêñèìàöèé äåôîðìàöèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà â òðåõ-

ìåðíîé ïîñòàíîâêå ïîäðîáíî îïèñàíû â [1]. Îïðåäåëÿåòñÿ ìàò-

ðèöà óïðóãèõ êîíñòàíò äëÿ îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà. Óïðóãèå

õàðàêòåðèñòèêè è óãëû íàìîòêè ìîãóò áûòü â îáùåì ñëó÷àå

ðàçëè÷íû äëÿ êàæäîãî ñëîÿ êîíå÷íîãî ýëåìåíòà.

Â çàêëþ÷åíèè ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàçðàáîòàííàÿ ÷èñ-

ëåííàÿ ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî

îðòîòðîïíûõ è ìíîãîñëîéíûõ ïëàñòèí è îáîëî÷åê äàåò ðåçóëü-

òàòû, õîðîøî ñîãëàñóþùèåñÿ ñ òåîðåòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè

è ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, íà åå îñíîâå

ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü ïîäîáíûå êîíñòðóêöèè è ïîëó÷àòü äîñòî-

âåðíûå ðåçóëüòàòû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå

ÐÔÔÈ (ïðîåêòû �� 12-01-00955, 12-01-97026, 12-01-31212, 13-

97057, 13-01-97058).
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Êàê èçâåñòíî, íåîòúåìëåìûì ýëåìåíòîì ñîâðåìåííîãî âåá-

ïîðòàëà ÿâëÿåòñÿ ñåðâèñ ôîðìèðîâàíèÿ íîâîñòåé (íîâîñòíàÿ

ëåíòà). Êàê ïðàâèëî, âñå ýëåêòðîííûå íàó÷íûå èçäàíèÿ èìåþò

ñîáñòâåííûå âåá-ïîðòàëû, à äëÿ ýëåêòðîííûõ íàó÷íûõ æóðíà-

ëîâ íåìàëîâàæíûì ÿâëÿåòñÿ ìåõàíèçì ñâîåâðåìåííîãî îïîâå-

ùåíèÿ ïîëüçîâàòåëåé èíôîðìàöèåé î ïðîõîæäåíèè ïðåäñòàâ-

ëåííûõ èìè ñòàòåé, à òàêæå î ãðàíòàõ, êîíêóðñàõ è äðóãèõ

àêòóàëüíûõ íîâîñòÿõ.

Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ñáîðà èíôîðìàöèè ñ íî-

âîñòíûõ ëåíò âûáðàííîãî íàáîðà íàó÷íûõ æóðíàëîâ, ïîñëåäó-

þùåãî àíàëèçà è ðàñïðåäåëåíèÿ íîâîñòåé ïî êàòåãîðèÿì è ñòå-

ïåíè âàæíîñòè, íà îñíîâå êîòîðûõ ñîçäàþòñÿ íîâîñòíûå ëåí-

òû, ñîãëàñîâàííûå ñ óñëîâèÿìè è íàñòðîéêàìè èíäèâèäóàëüíîé

ïîäïèñêè. Àëãîðèòì ðåàëèçîâàí ñ ïðèìåíåíèåì òåõíîëîãèé îá-

ëà÷íûõ âû÷èñëåíèé (ñì., íàïð., [1]). Îáåñïå÷åíà ïîääåðæêà ìî-

áèëüíûõ óñòðîéñòâ íà ïëàòôîðìå Windows Phone, IOS, Android

âåðñèè 2.1 è âûøå.

Ñåðâèñ íà ñòîðîíå ñåðâåðà ðàçðàáîòàí ñ èñïîëüçîâàíèåì

ÿçûêà WSDL (ñì. [2]). Äëÿ ïåðåäà÷è ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñî-

îáùåíèé ïðèìåíÿåòñÿ ïðîòîêîë SOAP (Simple Object Access

Protocol). Âçàèìîäåéñòâèå êëèåíòñêîé ÷àñòè ñ ñåðâèñîì îñó-

ùåñòâëÿåòñÿ â ñèíõðîííîì ðåæèìå (ñì., íàïð., [3]), ÷òî îáåñïå-

÷èâàåò ñâîåâðåìåííîå îáíîâëåíèå íîâîñòåé êëèåíòó äëÿ ÷òåíèÿ
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ëåíò íîâîñòåé.

Èíôîðìàöèîííàÿ ñèñòåìà ñîäåðæèò èíñòðóìåíòû àíàëè-

òèêè, ïîçâîëÿþùèå îòñëåæèâàòü àêòèâíîñòü ïîëüçîâàòåëåé,

îòîáðàæàòü ìåñòîíàõîæäåíèå ìîáèëüíûõ ïîëüçîâàòåëåé, îïðå-

äåëÿòü ïðåäïî÷òåíèÿ ïîäïèñ÷èêîâ è âûäåëÿòü íàèáîëåå ïðî-

ñìàòðèâàåìûå íîâîñòè. Ìîäóëü àíàëèòèêè ðåàëèçîâàí íà îñ-

íîâå îáëà÷íîãî ñåðâèñà Google Analytics (ñì., íàïð., [4, 5]).

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîâîäèòñÿ âíåäðåíèå ðàçðàáîòàííîé

ñèñòåìû â âèäå ïèëîòíîãî ïðîåêòà â èíôîðìàöèîííîé ñè-

ñòåìå ýëåêòðîííîãî íàó÷íîãî æóðíàëà �Ýëåêòðîííûå áèá-

ëèîòåêè� (www.elbib.ru).

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ÐÔÔÈ (ïðîåêòû �� 12-07-00667, 12-

07-97018-ð_ïîâîëæüå).
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ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È Ñ ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÌ

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÛÌ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Rn, Γ � ãðàíèöà Ω ,

QT = Ω × (0, T ) . Â îáëàñòè QT ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ

íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó

∂u

∂t
−

n∑
i=1

∂

∂xi
(ai(x, u)ki(x,∇u,Bu)) = f, (1)

u(x, 0) = u0(x) x ∈ Ω, u |Γ= 0, (2)

ãäå B � îïåðàòîð âèäà Bu(t) =
∫
Ω

g(x)u(x, t) dx , g � èçâåñò-

íàÿ ôóíêöèÿ.

Óðàâíåíèÿ âèäà (1) âîçíèêàþò, íàïðèìåð, ïðè ìàòåìàòè÷å-

ñêîì îïèñàíèè äèôôóçèè ïîïóëÿöèè áàêòåðèé, êîãäà ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ â òî÷êå îïðåäåëÿåòñÿ

ãëîáàëüíûì ñîñòîÿíèåì ñðåäû (ñì., íàïðèìåð, [1]).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ai(x, ξ0) è ki(x, ξ, ν), (i = 1, . . .

. . . , n), íåïðåðûâíû ïî ξ0 , ν è ξ , èçìåðèìû ïî àðãóìåíòó x

è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì, îáåñïå÷èâàþùèì îãðàíè÷åííîñòü,

êîýðöèòèâíîñòü è ìîíîòîííîñòü ïî ãðàäèåíòó îïåðàòîðà

Lu = −
n∑
i=1

∂

∂xi
(ai(x, u)ki(x,∇u,Bu)),

äåéñòâóþùåãî èç
◦
W 1
p (Ω) â W−1

p′ (Ω), 1/p+ 1/p ′ = 1.
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Îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(2) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíî-

øåíèÿìè

u ∈ Lp(0, T ;
◦
W 1
p (Ω))

∩
L∞(0, T ;L2(Ω)),

u(x, 0) = u0(x) ï. âñ. â Ω,
∂u

∂t
∈ Lp′(0, T ;W

−1
p′ (Ω))

è óðàâíåíèåì (1), ïîíèìàåìûì êàê ðàâåíñòâî ýëåìåíòîâ â ïðî-

ñòðàíñòâå Lp′(0, T ;W
−1
p′ (Ω)).

Â ðàáîòå [2] äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ

çàäà÷è (1) � (2) ïðè f ∈ Lp′(0, T ;W
−1
p′ (Ω)), u0 ∈ L2(Ω)

∩ ◦
W 1
p

(Ω) . Â [3] äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ïðè óñëîâèè, ÷òî L

� ñèëüíî ìîíîòîííûé îïåðàòîð è ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåä-

ïîëîæåíèÿõ íà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1) è îïåðàòîð B .

Òàêæå äëÿ çàäà÷è (1)�(2) â ñëó÷àå, êîãäà Ω � n -ìåðíûé

ïàðàëëåëåïèïåä, èññëåäîâàíû íåÿâíàÿ è ÿâíàÿ ðàçíîñòíûå ñõå-

ìû. Äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ýòèõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ïðè ìèíèìàëü-

íûõ óñëîâèÿõ íà ãëàäêîñòü èñõîäíûõ äàííûõ. Äëÿ ÿâíîé ðàç-

íîñòíîé ñõåìû òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ñïðàâåäëèâà â ïðåäïîëî-

æåíèè, ÷òî

τ 6 c
h2

4n2/p
, 1 < p < 2; τ 6 c

hp+n(p−2)/2

2pn
, p > 2;

è

τ
n

hp+n(p−2)/2
→ 0, åñëè p > 2; τ

n2/p

h2
→ 0, åñëè 1 < p < 2;

ïðè τ, h → 0 . Çäåñü τ � øàã ïî t, h = min
1>i>n

hi, hi � øàã ïî

îñè xi.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêòû �� 12-01-00955, 12-01-97022, 12-01-31515).
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ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ êâàçèëèíåéíîãî ýë-

ëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà äèâåðãåíòíîãî âèäà

−div a(x, u,∇u) + a0(x, u,∇u) = f(x), x ∈ Ω, (1)

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω, (2)

ãäå Ω ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ ìíîãîóãîëüíàÿ îáëàñòü, Γ � ãðà-

íèöà îáëàñòè Ω , a(x, η) = (a1(x, η), a2(x, η)) , a0(x, η) � çà-

äàííûå ôóíêöèè, íåïðåðûâíûå ïðè η̄ = (η0, η) ∈ R3 , äëÿ âñåõ

x ∈ Ω .
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Îïðåäåëèì, ñëåäóÿ [1], êîíå÷íîýëåìåíòíûå ïðîñòðàíñòâà

Mh = {vh ∈ Lp; vh|K ∈ Pk(K) ∀K ∈ Th} ,
Nh = {qh ∈ Hq; q|K ∈ Nk(K) ∀K ∈ Th} ,
Xh =Mh ×Nh,

ãäå ÷åðåç Nk(K) îáîçíà÷åíî îäíî èç ïðîñòðàíñòâ BDMk(K) ,

RTk(K) , BDM[k](K) , RT[k](K) . Ïîä ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì

çàäà÷è (1), (2), àíàëîãè÷íî [2], ïîíèìàåòñÿ ïàðà (uh, jh) ∈ Xh

òàêàÿ, ÷òî∫
Ω

(a(x, uh, jh(uh))·jh(vh)+a0(x, uh, jh(uh))vh)dx =

∫
Ω

fvh(x)dx

∀vh ∈Mh,∫
Ω

jh(uh) · qhdx+

∫
Ω

uhdivqhdx = 0 ∀qh ∈ Nh.

Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ïðè p > 1 âûïîëíåíû óñëîâèÿ

|ā(x, ξ)| 6 c1(1 + |ξ|p−1) ∀x ∈ Ω, ξ ∈ R3,

(ā(x, ξ)− ā(x, η)) · (ξ − η) > 0 ∀x ∈ Ω, ξ, η ∈ R3,

ā(x, ξ) · ξ > c2|ξ|p − c3 ∀x ∈ Ω, ξ ∈ R3,

ãäå c1, c2, c3 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, à ÷åðåç ā(·) îáî-

çíà÷åíà âåêòîð-ôóíêöèÿ âèäà ā(·) = (a0(·), a1(·), a2(·)) . òî ñó-
ùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé uh è jh(uh) è ôóíêöèÿ

u∗ òàêèå, ÷òî uh ⇀ u∗, jh(uh) ⇀ ∇u∗ â Lp(Ω), ïðè÷åì ôóíê-

öèÿ u∗ ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2).

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òèïà ñèëüíîé ýëëèïòè÷íîñòè è

îãðàíè÷åííîé íåëèíåéíîñòè(
ā(x, η̄)− ā(x, ξ̄)

)
· (η − ξ) · (|η|+ |ξ|)2−p > c0|η − ξ|2

∀η̄, ξ̄ ∈ R3, η, ξ ∈ R2, x ∈ Ω,
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∣∣ā(x, η̄)− ā(x, ξ̄)
∣∣ 6 c1|η̄ − ξ̄|p−1 ∀ η̄, ξ̄ ∈ R3, x ∈ Ω,

â ñëó÷àå 1 < p < 2, è(
ā(x, η̄)− ā(x, ξ̄)

)
·(η − ξ) > c2|η−ξ|p ∀η̄, ξ̄ ∈ R3, η, ξ ∈ R2 x ∈ Ω,∣∣ā(x, η̄)− ā(x, ξ̄)
∣∣ 6 c3|η̄ − ξ̄| ·

(
|η̄|+ |ξ̄|

)p−2 ∀ η̄, ξ̄ ∈ R3, x ∈ Ω,

â ñëó÷àå p > 2 ; c0, c1, c2, c3 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, ïî-

ëó÷åíû îöåíêè òî÷íîñòè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà â ñîáîëåâñêèõ

ïðîñòðàíñòâàõ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêòû �� 11-01-00667, 12-01-00955, 12-01-97022).
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È ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ Â ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎ

ÂÛÏÓÊËÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ

Ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ ðàçëè÷íûìè ïðîÿâëåíèÿìè

íåóñòîé÷èâîñòè (íåêîððåêòíîñòè) â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè, îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è, â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷àõ âûïóêëîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ, õîðîøî èçâåñòíû. Îíè âîçíèêàþò óæå â

�ñàìûõ ïðîñòûõ� ïî âèäó îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷àõ (ñì., íà-

ïðèìåð, [1]) è íàõîäÿò âûðàæåíèå â ôàêòàõ íåñóùåñòâîâàíèÿ

êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé êàê ïðÿìûõ, òàê è äâîéñòâåííûõ çà-

äà÷, íåóñòîé÷èâîñòè ýòèõ ðåøåíèé ïðè âîçìóùåíèè èñõîäíûõ

äàííûõ. Â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ ðåàëüíûõ çàäà÷, â òîì

÷èñëå è ìíîãèõ çàäà÷ ñîâðåìåííîãî åñòåñòâîçíàíèÿ, òðåáóþ-

ùèõ äëÿ ñâîåãî ðåøåíèÿ ïðèìåíåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ è

èñïîëüçîâàíèÿ êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé, óêàçàííûå ïðîáëå-

ìû íåñóùåñòâîâàíèÿ, íåóñòîé÷èâîñòè ÿâëÿþòñÿ öåíòðàëüíûìè

è òðåáóþò èõ îáÿçàòåëüíîãî ó÷åòà.

Îêàçûâàåòñÿ, ïðåîäîëåâàòü ïðîáëåìû íåêîððåêòíîñòè â çà-

äà÷àõ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, à òàêæå â ñâîäÿùèõñÿ

ê íèì çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îáðàòíûõ çàäà÷àõ

ìîæíî íà ïóòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè äâîéñòâåííîñòè,

ðåãóëÿðèçàöèè è îäíîâðåìåííîãî ïåðåõîäà ê ðàññìîòðåíèþ ïî-

íÿòèÿ ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîïóñòèìûõ ýëå-



À.À. ÃÎÐØÊÎÂ 33

ìåíòîâ â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ïîíÿòèÿ îïòèìèçàöèîííîé òåîðèè,

òî åñòü, äðóãèìè ñëîâàìè, ïåðåõîäà ñ ÿçûêà îïòèìàëüíûõ ýëå-

ìåíòîâ íà ÿçûê ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé [1].

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè:

f0(z) → min, A0z = h0, g0i (z) 6 0, i = 1, ...,m, z ∈ D ⊂ Z, (1)

ãäå f0 : D → R � ëèïøèöåâûé ñòðîãî ðàâíîìåðíî âûïóêëûé

íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë, A0 : Z → H � ëèíåéíûé íåïðåðûâ-

íûé îïåðàòîð, g0i : D → R, i = 1, ...,m � ëèïøèöåâû íåïðå-

ðûâíûå âûïóêëûå ôóíêöèîíàëû, g0(z) ≡ (g01(z), ..., g
0
m(z))

∗ ,

h0 ∈ H � çàäàííûé ýëåìåíò, D � âûïóêëîå çàìêíóòîå îãðà-

íè÷åííîå ìíîæåñòâî, Z, H � ðàâíîìåðíî âûïóêëûå ïðîñòðàí-

ñòâà.

Ìåòîä äâîéñòâåííîé ðåãóëÿðèçàöèè ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà-

÷ó (1), à ñëåäîâàòåëüíî è îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è ñâîäÿùèåñÿ

ê íåé [2]. Ðàññìîòðåíèå çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â

ðåôëåêñèâíûõ (â ÷àñòíîñòè ðàâíîìåðíî âûïóêëûõ) ïðîñòðàí-

ñòâàõ ñ îãðàíè÷åíèÿìè, êîòîðûå çàäàþòñÿ îïåðàòîðàìè, äåé-

ñòâóþùèìè òàêæå â ðåôëåêñèâíûå ïðîñòðàíñòâà, ñóùåñòâåí-

íî ðàñøèðÿåò êëàññ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îáðàò-

íûõ çàäà÷, êîòîðûå ìîãóò íåïîñðåäñòâåííî ê íèì áûòü ñâå-

äåíû. Ïðåæäå âñåãî, ýòî ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ïðèñîåäèíåíèÿ ê

íåìó íîâûõ îïòèìèçàöèîííûõ è îáðàòíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ

ñ óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïîñëåäíåå îáúÿñíÿ-

åòñÿ, â ÷àñòíîñòè: 1) óëó÷øåíèåì ñâîéñòâ ðåãóëÿðíîñòè ðåøå-

íèé óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ óâåëè÷åíèåì ñòåïåíè

ñóììèðóåìîñòè èõ êîýôôèöèåíòîâ è, êàê ñëåäñòâèå, óëó÷øå-

íèåì ñâîéñòâ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè Ëàãðàíæà çàäà-

÷è; 2) óëó÷øåíèåì àíàëîãè÷íûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé ñîïðÿæåí-

íûõ óðàâíåíèé ïðèíöèïà ìàêñèìóìà â çàäà÷àõ îïòèìàëüíî-

ãî óïðàâëåíèÿ ïðè ïîãðóæåíèè îáðàçîâ îïåðàòîðîâ, çàäàþùèõ
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îãðàíè÷åíèÿ, â ôóíêöèîíàëüíûå êëàññû ñóììèðóåìûõ ñ p -îé

ñòåïåíüþ ôóíêöèé ïðè 1 < p < 2, p > 2, p ̸= +∞ .

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 12-01-

00199-à) è Ìèíîáðíàóêè ÐÔ(øèôð çàÿâêè 1.1907.2011).
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Â ðàìêàõ êèíåòè÷åñêîãî ïîäõîäà ïîñòðîåíî àíàëèòè÷åñêîå

(â âèäå ðÿäà Íåéìàíà) ðåøåíèå çàäà÷è î òå÷åíèè Ïóàçåéëÿ.

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî êèíåòèêó ïðî-

öåññà, èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü Âèëüÿìñà êèíåòè÷åñêîãî óðàâíå-

íèÿ Áîëüöìàíà, à â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ñòåíêàõ

êàíàëà � ìîäåëü äèôôóçíîãî îòðàæåíèÿ [1]. Ïðè ïîñòàíîâêå

çàäà÷è èçìåíåíèå äàâëåíèÿ íà ñðåäíåé äëèíå ñâîáîäíîãî ïðî-

áåãà ìîëåêóë ãàçà ïîëàãåòñÿ ìàëûì, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü
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ðåøåíèå çàäà÷è â ëèíåàðèçîâàííîì âèäå. Â ýòîì ñëó÷àå îòûñ-

êàíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà ïî êîîðäèíàòàì è

ñêîðîñòÿì ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

µ
∂ψ

∂x
+ ψ(x, µ, C) +

1

C
=

=
3

4

1∫
−1

(1− µ′
2
) dµ′

+∞∫
0

exp(−C ′2)C ′5ψ(x, µ′, C ′) dC ′, (1)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

ψ(−d, µ, C) = 0, 0 < µ < 1, (2)

ψ(d, µ, C) = 0, −1 < µ < 0. (3)

Îáùåå ðåøåíèå (1) íàéäåíî â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ

ôóíêöèé. Ïîäñòàíîâêà â ïîñòðîåííîå îáùåå ðåøåíèå ãðàíè÷-

íûõ óñëîâèé (2), (3) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå äâóõ ñâÿçàííûõ ñèí-

ãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÿäðîì òèïà Êîøè, êîòî-

ðûå ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñâîäÿòñÿ ê êðàåâîé çàäà÷å Ðèìà-

íà íà äåéñòâèòåëüíîé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè. Êîýôôèöèåíòû

â ðàçëîæåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ïî ñîáñòâåííûì âåêòî-

ðàì äèñêðåòíîãî ñïåêòðà íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ ðåçðåøèìîñòè

ïîñòðîåííîé êðàåâîé çàäà÷è Ðèìàíà. Èñïîëüçîâàíèå ôîðìóë

Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â ðàç-

ëîæåíèè ðåøåíèÿ (1) ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì íåïðåðûâíî-

ãî ñïåêòðà ïðèâîäèò ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà

âòîðîãî ðîäà, ðåøåíèå êîòîðîãî èùåòñÿ â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà.

Ñ ó÷åòîì íàéäåííîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñòðîåí ïðî-

ôèëü ìàññîâîé ñêîðîñòè ãàçà â êàíàëå è âû÷èñëåíî çíà÷åíèå

ïðèõîäÿùåãîñÿ íà åäèíèöó øèðèíû êàíàëà ïîòîêà ìàññû ãàçà.

Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé. Ïðîâå-

äåíî ñðàâíåíèå ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè

â [2] � [5].
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Ñ ÂÍÓÒÐÅÍÍÅÉ ÌÅÒÐÈÊÎÉ È ÈÕ ÃÐÓÏÏ

ÏÎÄÎÁÈÉ

Îïðåäåëåíèå 1. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâà-

åòñÿ îäíîðîäíûì (ïîäîáíî îäíîðîäíûì), åñëè ãðóïïà åãî èçî-

ìåòðèé (ïîäîáèé) äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà X .
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Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ïîäîáíî îäíîðîäíîãî íåîäíîðîäíî-

ãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ÿâëÿåòñÿ

îòêðûòàÿ åâêëèäîâà ïîëóïðÿìàÿ. Â òåîðåìå 2.1 ñòàòüè [1] äî-

êàçàíî, ÷òî ïîäîáíî îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíî òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ïîëíî.

Ïðåäëîæåíèå 1. (ñì. [1]) Ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïîäîáíî

îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé äîïóñêàåò

òðàíçèòèâíóþ ìåòðèçóåìóþ ñâÿçíóþ ëîêàëüíî êîìïàêòíóþ

(îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèè) ãðóïïó ïî-

äîáèé G .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R+ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó ïîëîæè-

òåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è ÷åðåç α : G→ R+ êîýôôèöèåíò

ïîäîáèÿ. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü (X, ρ) � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïîäîáíî

îäíîðîäíîå íåîäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðè-

êîé; G � ñâÿçíàÿ òðàíçèòèâíàÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ ãðóï-

ïà ïîäîáèé ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) , ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé ãà-

ðàíòèðîâàíî ïðåäëîæåíèåì 1; I � ïîäãðóïïà èçîìåòðèé ïðî-

ñòðàíñòâà (X, ρ) â ãðóïïå G . Òîãäà

1) òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà G èçîìîðôíà ïîëóïðÿìîìó òîïîëî-

ãè÷åñêîìó ïðîèçâåäåíèþ R+ i I .

2) ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó òîïîëîãè÷åñêî-

ìó ïðîèçâåäåíèþ c−1(a)×R+ , ãäå c
−1(a) � ïðîèçâîëüíîå ìíî-

æåñòâî óðîâíÿ ôóíêöèè c (ðàäèóñà ïîëíîòû) íà (X, ρ) .

Â [2] ïîñòðîåí ïðèìåð ëîêàëüíî ïîëíîãî ïîäîáíî îäíîðîä-

íîãî íåîäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîêàçûâàþùèé ñóùåñòâåí-

íîñòü óñëîâèÿ ëîêàëüíîé êîìïàêòíîñòè â òåîðåìå 1. Â [3] òåî-

ðåìà 1 áûëà äîêàçàíà ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà ïðî-

ñòðàíñòâî, êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíîå ïðîñòðàíñòâó (X, ρ) .
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Ëåììà Ï. Ä. Àíäðååâà. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) è

ãðóïïû G , I óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 1 . Åñëè òî-

ïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà G äîïóñêàåò íåïðåðûâíûé ãîìîìîðôèçì

Θ: R+ → G , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

α(Θ(t)) = t äëÿ ëþáîãî t ∈ R+ ,

òî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó òîïîëîãè÷å-

ñêîìó ïðîèçâåäåíèþ c−1(1)×R+ , à ãðóïïà G èçîìîðôíà R+iI .

Ïðåäëîæåíèå 2. (ñì. [4]) Äëÿ ëþáîé ñâÿçíîé ëîêàëüíî

êîìïàêòíîé ãðóïïû G ñóùåñòâóåò êîìïàêòíàÿ ãðóïïà K ,

îäíîñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè L è ëîêàëüíî èçîìîðôíûé ýïèìîðôèçì

π : K × L→ G .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1, îñíîâàííîå íà ëåììå Ï. Ä. Àí-

äðååâà, ïðåäëîæåíèè 2 è êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòàõ â òåîðèè

òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï, äàåò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ãèïîòå-

çû Áåðåñòîâñêîãî, ñôîðìóëèðîâàííîé â [1]. Òåîðåìà 1 îñòàåòñÿ

âåðíîé äëÿ ãðóïïû âñåõ ïîäîáèé ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) .
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ÎÊÎÍ

Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ êîíôîðìíûõ ìîäóëåé äâóñâÿçíûõ îá-

ëàñòåé, ÷åòûðåõñòîðîííèêîâ è åìêîñòåé êîíäåíñàòîðîâ â êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïðåäñòàâëÿåò íåñîìíåííûé èíòåðåñ, ïî-

ñêîëüêó èìååò âàæíûå ïðèëîæåíèÿ â ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè

ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Â äàííîé ðàáîòå ìû çàíè-

ìàåìñÿ èçó÷åíèåì èñêàæåíèÿ ìîäóëåé ïðè êâàçèêîíôîðìíûõ

îòîáðàæåíèÿõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðàñòÿæåíèÿìè âäîëü îäíîé

èç êîîðäèíàòíûõ îñåé, è íàõîæäåíèåì àñèìïòîòèêè ìîäóëÿ

äâóñâÿçíîé ðîìáîâèäíîé îáëàñòè, êîãäà êîýôôèöèåíò ðàñòÿ-

æåíèÿ M → ∞ . Òåì ñàìûì ìû äàåì ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå ïðî-

áëåìû, ïîäíÿòîé ïðîô. Ì. Âóîðèíåíîì.

6

-

y y

-

Ðèñ. 1

x+ iy 7→Mx+ iy

-

6

x x

kMM

GMG1

Ïóñòü äàíà äâóñâÿçíàÿ îáëàñòü

G1 = {(x, y) | 1 < |x|+ |y| < k}, k > 1,
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êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ äâóõ ãîìîòåòè÷íûõ ðîìáîâ. Òðå-

áóåòñÿ èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ìîäóëÿ ýòîé îáëàñòè ïðè íåîãðà-

íè÷åííîì ðàñòÿæåíèè åå âäîëü îäíîé èç îñåé êîîðäèíàò.

Ïóñòü ðàñòÿæåíèå ïðîèñõîäèò âäîëü îñè OX , ò. å. èìååò

âèä x+ iy 7→Mx+ iy , ãäå M > 0 � êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ.

Òîãäà G1 ïåðåõîäèò â îáëàñòü

GM = {(x, y) | 1 < |x/M |+ |y| < k} .

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ êîíôîðìíîãî ìîäóëÿ äâóñâÿçíîé

îáëàñòè, ïðèíöèïà ñèììåòðèè äëÿ êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé

è äëÿ ñåìåéñòâ êðèâûõ, òåîðèþ ñõîäèìîñòè ê ÿäðó ïî Êàðà-

òåîäîðè è òåîðèþ ïðîñòûõ êîíöîâ Ã. Ä. Ñóâîðîâà, ñíà÷àëà äëÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðàìåòðîâ

Mn =
n(k − 1) +

√
n2(k − 1)2 − 4

2
,

à çàòåì è äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ M äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Ìîäóëü äâóñâÿçíîé îáëàñòè GM , êîòîðàÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ äâóõ ãîìîòåòè÷íûõ ðîìáîâ, ýêâèâàëåíòåí
k − 1

4M
, M → ∞ , ãäå k � êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ ðîìáîâ.
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Ðÿä ïðèêëàäíûõ çàäà÷ [1, 3] ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè. Ïðè ðåøåíèè

äàííîãî óðàâíåíèÿ èòåðàöèîííûì ìåòîäîì ãðàäèåíòíîãî ñïóñ-

êà äëÿ ôóíêöèîíàëà ïëîùàäè S(u) ïîÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ñêî-

ðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Ñêîðîñòü ñõîäèìî-

ñòè èòåðàöèîííîãî ìåòîäà íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñî çíà÷åíèåì êîí-

ñòàíòû â àíàëîãå íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå íà òðèàíãóëÿöèÿõ.

Íàïîìíèì, ÷òî íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå èìååò âèä

∫
Ω

|u|2dx 6 C

∫
Ω

udx

2

+

∫
Ω

n∑
k=1

(
∂u

∂xk

)2

dx

 ,
ãäå ôóíêöèÿ u(x) ∈ W 1

2 (Ω) . Êîíñòàíòà C ó÷àñòâóåò â îïðå-

äåëåíèè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïðèáëè-

æåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè.

Ïóñòü îáëàñòü Ω1 = [a, b] × [c, d] ðàçáèòà íà ïðÿìîóãîëü-

íèêè âèäà [xi, xi+1] × [yj , yj+1] , ãäå xi = a + i
n(b − a) , i =

= 0, 1, . . . , n , yj = c + j
m(d − c) , j = 0, 1, . . . ,m . Ïîëîæèì

h = b−a
n è τ = d−c

m . Ðàçîáüåì êàæäûé èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ

íà äâà òðåóãîëüíèêà äèàãîíàëüþ, ïðîâåäåííîé ñ íèæíåãî ëå-

âîãî óãëà â âåðõíèé ïðàâûé óãîë. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäîé

òî÷êå (xi, yj) , 0 6 i 6 n , 0 6 j 6 m , çàäàíî çíà÷åíèå ñåòî÷-

íîé ôóíêöèè uij . Ðàíåå áûëà äîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü àíàëîãà

íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå ñíà÷àëà â ñëó÷àå uij = 0 íà ãðàíèöå îá-

ëàñòè Ω1 , à çàòåì è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé.
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Ìû ðàññìàòðèâàåì îáëàñòè áîëåå îáùåãî âèäà.

Ïóñòü îáëàñòü Ω2 èìååò ñëåäóþùèé âèä [2] Ω2 = {(x, y) :
a 6 x 6 b, φ(x) 6 y 6 ψ(x)} , ãäå φ(x) è ψ(x) � çàäàííûå íà

îòðåçêå [a, b] ëèïøèöåâû ôóíêöèè, òî åñòü
∣∣∣ψ(xt+1)−ψ(xt)

xt+1−xt

∣∣∣ 6 L1

è
∣∣∣φ(xt+1)−φ(xt)

xt+1−xt

∣∣∣ 6 L2 , ãäå L1, L2 � const. Ïóñòü a = x0 < x1 <

< . . . < xn = b � ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b] . Ïîëîæèì fτ (x) =

= τψ(x) + (1 − τ)φ(x) . Ðàçîáüåì îòðåçîê [0, 1] òî÷êàìè 0 =

= τ0 < τ1 < . . . < τm = 1 è â îáëàñòè Ω2 ðàññìîòðèì ñåòêó,

çàäàâàåìóþ ñèñòåìîé òî÷åê: A(xi, yj) = (xi, fτj (xi)) , i = 0, 1, . . .

. . . , n , j = 0, 1, . . . ,m .

Ðàçáèâàÿ îäíîé èç äèàãîíàëåé âñå òðàïåöèè âèäà AijAi+1,j

Ai,j+1Ai+1,j+1 , ãäå i = 0, 1, . . . , n−1 , j = 0, 1, . . . ,m−1 , ïîëó÷èì

òðèàíãóëÿöèþ îáëàñòè Ω2 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäîé òî÷êå

Aij , 0 6 i 6 n , 0 6 j 6 m , çàäàíî çíà÷åíèå ñåòî÷íîé ôóíêöèè

uij .

Òåîðåìà. Â îáëàñòè Ω2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

n∑
i=0

m∑
j=0

u2ij 6 C

 n∑
i=0

m−1∑
j=0

ã2ij +

m∑
j=0

n−1∑
i=0

b̃2ij

+

 n∑
i=0

m∑
j=0

uij

2

,

ãäå ãkj =
∂u
∂x |Tkj , b̃kj =

∂u
∂y |Tkj , λ = max

06k6n
(ψ(xk) − φ(xk)) , C =

= 8max2 [λ, b− a] ·max
[
1,max2(L1, L2) +

1
2

]
.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêò � 13-01-97034 ð_ïîâîëæüå_à).
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ÑÂßÇÍÎÑÒÜÞ

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (M,F ) ãëàäêîå ñëîåíèå êîðàçìåð-

íîñòè q íà n -ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M , à ÷åðåç XF (M) � ìî-

äóëü ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé (íàä àëãåáðîé ãëàäêèõ ôóíê-

öèé), êàñàòåëüíûõ ê ýòîìó ñëîåíèþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëîå-

íèå (M,F ) çàäàíî N -êîöèêëîì {Ui, fi, {kij}}i,j∈J .
Åñëè íà ìíîãîîáðàçèè N ñóùåñòâóåò òàêàÿ ëèíåéíàÿ ñâÿç-

íîñòü ∇N , ÷òî êàæäûé ëîêàëüíûé äèôôåîìîðôèçì kij ÿâ-

ëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ëèíåéíûõ ñâçíîñòåé, èíäóöèðîâàííûõ

ñâÿçíîñòüþ ∇N íà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâàõ fi(Ui ∩ Uj) è

fj(Ui ∩ Uj), òî ìû ãîâîðèì, ÷òî (M,F ) � ñëîåíèå ñ òðàíñ-

âåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå (N,∇N ) -êîöèêëîì

{Ui, fi, {kij}}i,j∈J .
Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå X ∈ X(M) íàçûâàåòñÿ ñëî-

åíûì èëè áàçîâûì, åñëè äëÿ ëþáîãî Y ∈ XF (M) ñêîáêà Ëè

[X,Y ] ïðèíàäëåæèò XF (M) [1].
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Ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ∇ íà M íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèðóåìîé

îòíîñèòåëüíî ñëîåíèÿ (M,F ) , åñëè íà N ñóùåñòâóåò òàêàÿ

ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ∇0 , ÷òî êàæäàÿ ñóáìåðñèÿ f : U → V èç

N -êîöèêëà, îïðåäåëÿþùåãî (M,F ) , óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

f∗(∇XU
YU ) = ∇0

f∗(XU )f∗(YU )

äëÿ ëþáûõ ñëîåíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X,Y íà M .

Ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå N íà ìíîãîîáðàçèè ëèíåéíîé ñâÿç-

íîñòè (M,∇) íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíûì [2], åñëè

äëÿ ëþáûõ x ∈ M è X ∈ Nx ãåîäåçè÷åñêàÿ γX(s) , óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì γX(0) = x è γ̇X(0) = X , ÿâëÿåò-

ñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé ðàñïðåäåëåíèÿ N .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ãðóïïó Ëè GL(R, q) , à ÷åðåç h =

= gl(R, q) åå àëãåáðó Ëè. Ïóñòü π : P → M � ïðîåêöèÿ

ðàññëîåíèÿ òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ äëÿ ñëîåíèÿ (M,F ) . Òî-

ãäà P (M,H) � ãëàâíîå H -ðàññëîåíèå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëü-

íóþ ñâÿçíîñòü Q â ýòîì H -ðàññëîåíèè, òî åñòü, q -ìåðíîå H -

èíâàðèàíòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîãîîáðàçèè P . Ïðè ýòîì íà

P îïðåäåëåíà h-çíà÷íàÿ 1 -ôîðìà ñâÿçíîñòè ω . Áóäåì ãîâî-

ðèòü, ÷òî ñëîåíèå (M,F ) ÿâëÿåòñÿ ñëîåíèåì ñ òðàíñâåðñàëü-

íî ïðîåêòèðóåìîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ â ñìûñëå Ìîëèíî [1],

åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîå ïîëÿ X , êàñàòåëüíîãî ê ñëîåíèþ

(M,F ) , âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà ðàâåíñòâà:

1) iX(ω) = 0, 2) iX(dω) = 0,

òî åñòü, åñëè ω è dω � áàçîâûå ôîðìû.

Òåîðåìà. Ïóñòü (M,F ) � ãëàäêîå ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè

q íà n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M . Òîãäà ñëåäóþùèå òðè óñëî-

âèÿ ýêâèâàëåíòíû:
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1) (M,F ) � ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíî-

ñòüþ, çàäàííîå (N,∇N )-êîöèêëîì {Ui, fi, {kij}}i,j∈J ;
2) (M,F ) � ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíî ïðîåêòèðóåìîé ëè-

íåéíîé ñâÿçíîñòüþ â ñìûñëå Ìîëèíî;

3) äëÿ ëþáîãî q -ìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ M , òðàíñâåðñàëü-

íîãî ñëîåíèþ (M,F ) , íà ìíîãîîáðàçèè M ñóùåñòâóåò òðàíñ-

âåðñàëüíî ïðîåêòèðóåìàÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ∇M, îòíîñè-

òåëüíî êîòîðîé îáà ðàñïðåäåëåíèÿ M è TF ãåîäåçè÷åñêè èí-

âàðèàíòíû.

Ïðåäëîæåíèå. Ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ∇M, óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ óñëîâèÿì ïðåäûäóùåé òåîðåìû, íå èìååò êðó÷åíèÿ òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå M èíòåãðèðóåìî.

Çàìå÷àíèå. Ïîñòðîåííàÿ íàìè ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ

ñâÿçíîñòü ∇M ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëàñü ïðè çàäàíèè

ñòðóêòóðû áåñêîíå÷íîìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ìîäåëèðóåìî-

ãî íà LF -ïðîñòðàíñòâàõ, â ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ ñëîåíèÿ

(M,F ) ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ [3] .

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÔÖÏ �Íàó÷íûå è íàó÷íî-

ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè íà 2012 � 2013 ãî-

äû� (ïðîåêò � 14.Â37.21.0361) è ÍÈÐ ïî çàäàíèþÌèíîáðíàóêè

ÐÔ (ïðîåêò � 1.1907.2011).
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ÇÀÍÈÌÀÒÅËÜÍÛÕ ÈÃÐ

Èãðû èçäàâíà çàíèìàëè îäíî èç âàæíûõ ìåñò â æèçíè äå-

òåé. Êàæäûé øêîëüíèê ìîæåò ðàññêàçàòü ñâîè ñîáñòâåííûå

ïðåäñòàâëåíèÿ î òàêòèêå âåäåíèÿ èãð îò êðåñòèêîâ-íîëèêîâ

è ìîðñêîãî áîÿ äî øàøåê èëè øàõìàò. Íî ìàëî êòî èç íèõ

ïðåäñòàâëÿåò, ÷òî èìåííî ìàòåìàòèêà îáúÿñíÿåò: ïî÷åìó òîò

èëè èíîé øàã âåäåò ê ïîáåäå èëè ïðîèãðûøó. Íà çàíÿòèÿõ ìà-

òåìàòè÷åñêîãî êðóæêà î÷åíü ïîëåçíî áûëî áû íàó÷èòü ðåáÿò

ïîíèìàòü è èñïîëüçîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ïîèñêà îïòè-

ìàëüíûõ ñòðàòåãèé â èãðàõ.

Èãðû, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò äâà èãðîêà, ÿâëÿþòñÿ àíòàãî-

íèñòè÷åñêèìè � âûèãðûø îäíîãî èãðîêà îçíà÷àåò ïðîèãðûø

äðóãîãî. Êðîìå òîãî, èãðû òàêæå áûâàþò ñ ïîëíîé è íåïîë-

íîé èíôîðìàöèåé. Ïðèìåðàìè èãð ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé ÿâ-

ëÿþòñÿ êðåñòèêè-íîëèêè, øàøêè èëè øàõìàòû, à ñ íåïîëíîé �

ìîðñêîé áîé, äîìèíî èëè êàðòî÷íûå èãðû.

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîöåññà ëþáîé èãðû ìîæíî èñïîëüçî-

âàòü ìîäåëü îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà èëè äåðåâà, îïèñûâàþ-

ùåãî âñåâîçìîæíûå õîäû. Â ðåàëüíûõ èãðàõ äåðåâüÿ ïîçèöèé

ðàçâåòâëÿþòñÿ äîâîëüíî øèðîêî, ÷òî äåëàåò ïîèñê âûèãðûø-

íîãî õîäà äîâîëüíî ñëîæíûì. Îäíàêî åñëè ó èãðû ñóùåñòâóåò

ñâîÿ îïðåäåëåííàÿ ñòðàòåãèÿ, òî ñ èñïîëüçîâàíèåì íåêîòîðûõ
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ìàòåìàòè÷åñêèõ çàêîíîâ ìîæíî ïîïûòàòüñÿ �ïðîñ÷èòàòü� ñèòó-

àöèþ íàïåðåä.

Íàïðèìåð, â îñíîâå äîìèíî ëåæàò àðèôìåòè÷åñêèå è öèô-

ðîâûå çàêîíû. Ìîðñêîé áîé îáëàäàåò îïðåäåëåííûìè ãåîìåò-

ðè÷åñêèìè òîíêîñòÿìè. Êðåñòèêè-íîëèêè îáúåäèíÿþò â ñåáå è

àðèôìåòè÷åñêèå, è ãåîìåòðè÷åñêèå íþàíñû. Òåîðèè êàðòî÷íûõ

èãð è øàõìàòàì ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ñïåöèàëèçèðîâàííîé ëè-

òåðàòóðû, â êîòîðîé îïèñàíû ìàòåìàòè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè

ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ýòèõ èãð.

Ïîìèìî ïîèñêà âûèãðûøíûõ ñòðàòåãèé îñîáûé èíòåðåñ âû-

çûâàþò ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ äàííûìè èãðàìè.

Ïîëåçíî áóäåò ïîçíàêîìèòü ðåáÿò ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè ýòþäàìè,

îòðàæàþùèìè òó èëè èíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ èäåþ. Âîò ïðèìå-

ðû ïîäîáíûõ çàäàíèé:

1.Ïóñòü â äîìèíî èãðàþò ÷åòâåðî, ïðè÷åì êàæäûé ñàì çà

ñåáÿ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé ðàñêëàä, ïðè êîòîðîì ïåðâûé èãðîê

âûèãðûâàåò, à âòîðîìó è òðåòüåìó íå óäàåòñÿ âûëîæèòü íè

îäíîé êîñòè? (Èñïîëüçîâàíèå àðèôìåòè÷åñêèõ íàâûêîâ.)

2.Ìîæíî ëè ïîêðûòü êîñòÿìè äîìèíî êâàäðàò 8×8 , èç êî-

òîðîãî âûðåçàíû ïðîòèâîïîëîæíûå óãëû? (Èñïîëüçóåòñÿ èäåÿ

�øàõìàòíîãî äîìèíî�, ò. å. ðàñêðàñêè äîñêè â äâà öâåòà.)

3.Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî âûñòðåëîâ äîñòàòî÷íî ïðîèçâå-

ñòè ïî äîñêå êàðòû ìîðñêîãî áîÿ 10 × 10 , ÷òîáû íàâåðíÿêà

ïîïàñòü â ëèíêîð? (Èñïîëüçóåòñÿ èäåÿ ðàñêðàñêè ïîëÿ â 4 ðàç-

íûõ öâåòà.)

4.Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïðàâèëüíîé èãðå â êðåñòèêè-íîëèêè

�ïÿòü â ðÿä� èëè âîîáùå � n â ðÿä� � íà áåñêîíå÷íîé äîñêå,

êðåñòèêàì ïðè ëþáîì n ãàðàíòèðîâàíà íè÷üÿ. (Èñïîëüçóåòñÿ

ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî.)

5. Ðàññòàâüòå íà ïóñòîé øàõìàòíîé äîñêå âîñåìü ôåðçåé
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òàê, ÷òîáû îíè íå íàïàäàëè äðóã íà äðóãà. (Èñïîëüçóåòñÿ èäåÿ

ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè íà ãåîìåòðè÷åñêèå ôèãóðû.)

Èòàê, ðåøàÿ çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ òîé èëè èíîé èãðîé, ó÷à-

ùèåñÿ ñ îäíîé ñòîðîíû ïîëó÷àþò âîçìîæíîñòü âñïîìíèòü îá

îñîáåííîñòÿõ äàííûõ èãð, à ñ äðóãîé � ïîçíàêîìèòüñÿ ñ èíòå-

ðåñíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ïîäõîäàìè, èìåþùèõ ïðÿìîå îòíî-

øåíèå ê ýòèì èãðàì.
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Â îáëàñòè D = {x0 < x < x1, y0 < y < y1} ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé

φ1(x, y) = a11(x, y)
x∫
x0

[λ(t, y)φ1(t, y) + µ(t, y)φ2(t, y)]dt+

+a12(x, y)
y∫
y0

[ν(x, τ)φ1(x, τ) + σ(x, τ)φ2(x, τ)]dτ + f1(x, y),

φ2(x, y) = a21(x, y)
x∫
x0

[λ(t, y)φ1(t, y) + µ(t, y)φ2(t, y)]dt+

+a22(x, y)
y∫
y0

[ν(x, τ)φ1(x, τ) + σ(x, τ)φ2(x, τ)]dτ + f2(x, y),

(1)
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∆(x, y) = det ∥aik(x, y)∥ ̸= 0.

Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûäåëåíèå ñëó÷àåâ ðàçðåøèìî-

ñòè ýòîé ñèñòåìû â ÿâíîì âèäå.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ñôîìóëèðîâàíû â òåð-

ìèíàõ îáîçíà÷åíèé

α = λa11 + µa21 + (ln∆)x, β = λa12 + µa22,

γ = νa11 + σa21, δ = νa12 + σa22 + (ln∆)y
(2)

è òîæäåñòâ

(lnβ)xy + 2α[δ + (lnβ)y] ≡ αy − δx + βγ, (3)

2α[δ + (lnβ)y] ≡ βγ, (4)

δx ≡ αy − (lnβ)xy, (5)

βγ − 2α[δ + (lnβ)y] ≡ ξ1(x)η1(y), (6)

2δ[α+ (ln γ)x] ≡ βγ, (7)

(ln γ)xy + 2δ[α+ (ln γ)x] ≡ δx − αy + βγ, (8)

δx ≡ αy + (ln γ)xy, (9)

βγ − 2δ[α+ (ln γ)x] ≡ ξ2(x)η2(y). (10)

Ñóùåñòâåííóþ ðîëü ïðè ýòîì èãðàþò ïðåäïîëîæåíèÿ

β ̸= 0, γ ̸= 0. (11)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïðè âûïîëíåíèè ïåðâîãî íåðàâåíñòâà èç

(11) èìååò ìåñòî õîòü îäíî èç òîæäåñòâ (3), (4) , èëè íàé-

äóòñÿ òàêèå ôóíêöèè ξ1(x), η1(y) , ÷òî îäíîâðåìåííî ñ (5)

óäîâëåòâîðÿåòñÿ (6). Òîãäà ñèñòåìà (1) ðàçðåøèìà â êâàäðà-

òóðàõ.
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Òåîðåìà 2. Òåîðåìà 1 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè çà-

ìåíèòü ïåðâîå íåðàâåíñòâî (11) âòîðûì, à òîæäåñòâ

(3), (4), (5), (6) ñîîòâåòñòâåííî íà (7), (8), (9), (10). Ïðè ýòîì

ðîëü ξ1(x), η1(y) äîëæíû èãðàòü ξ2(x), η2(y) .

Ïîíÿòíî, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (3) � (11) ìîãóò áûòü çàïèñàíû

íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (1): äëÿ ýòîãî

äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü â íèõ çíà÷åíèÿ (2).

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî èçëîæåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó-

÷åíû ïóòåì ðàçâèòèÿ îñíîâíîé èäåè ðàáîòû [1].
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Ïî ìåðå ðàçâèòèÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ êîìïàíèé âñå áîëü-

øóþ ïîïóëÿðíîñòü ïðèîáðåòàþò êîìïëåêñíî-èíôîðìàöèîííûå

ñèñòåìû. Îíè â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îáëåã÷àþò óïðàâëåíèå ïðåä-

ïðèÿòèåì, âåäåíèå äîêóìåíòàöèè, èíôîðìèðîâàíèå è âíóòðåí-

íåå îáùåíèå ñîòðóäíèêîâ, îáåñïå÷èâàÿ íàäåæíîå õðàíåíèå è

ñîâìåñòíîå èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ äîêóìåíòîâ.
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðûíîê èíòåðíåò-ïîðòàëîâ ÿâëÿåòñÿ îä-

íèì èç íàèáîëåå áûñòðîðàñòóùèõ. Âñå áîëüøåå êîëè÷åñòâî ðó-

êîâîäèòåëåé ðåøàþò óêðåïèòü ðûíî÷íóþ ïîçèöèþ ñâîåé êîì-

ïàíèè ïóòåì âíåäðåíèÿ ñîâðåìåííûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíî-

ëîãèé. Ïîýòîìó çà ïîñëåäíèå ãîäû íà ðîññèéñêèé ðûíîê âûøëî

ìíîãî ðàçëè÷íûõ ïîðòàëüíûõ ðåøåíèé, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò

äðóãà âîçìîæíîñòÿìè, óäîáñòâîì, òðåáîâàíèÿìè è öåíîé. Íåêî-

òîðûå êîìïàíèè, íàõîäÿ áîëåå ïðèåìëåìûå äëÿ ñåáÿ ðåøåíèÿ,

ïðèíèìàþò ðåøåíèè îá èçìåíåíèè èñïîëüçóåìûõ èíôîðìàöè-

îííûõ ñèñòåì. Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò âîïðîñ î íåîáõîäèìîñòè

èíòåãðàöèè äàííûõ ìåæäó ýòèìè ñèñòåìàìè. Äëÿ åå îñóùåñòâ-

ëåíèÿ áîëüøèíñòâî ñèñòåì èìååò îãðîìíûå âîçìîæíîñòè. Çà-

äà÷à ñòîèò ëèøü â âûáîðå ñïîñîáà, íàñòðîéêå è îðãàíèçàöèè

îáìåíà.

Â ðàìêàõ ðàáîòû ðàçðàáîòàí ìåòîä èíòåãðàöèè êîìïëåêñíî-

èíôîðìàöèîííîé ñèñòåìûMicrosoft SharePoint 2010 c 1C: Ïðåä-

ïðèÿòèåì 8.2 ïóòåì ñèíõðîíèçàöèè äàííûõ ìåæäó ýòèìè ñèñòå-

ìàìè, îñóùåñòâëÿåìîé ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ soap-çàïðîñîâ. Ñ

ïîìîùüþ soap-çàïðîñîâ ìîæíî äîáàâëÿòü, óäàëÿòü, ðåäàêòèðî-

âàòü ñïèñêè, ðàáîòàòü ñ ôàéëàìè è âûïîëíÿòü ìíîãèå äðóãèå

äåéñòâèÿ. Âîçìîæíîñòè 1Ñ è SharePoint îáðàáàòûâàòü òàêèå

çàïðîñû ïîçâîëÿþò íàèáîëåå áûñòðî è ïðîñòî ïåðåíîñèòü èí-

ôîðìàöèþ èç áàçû äàííûõ îäíîé ñèñòåìû â äðóãóþ, îáåñïå÷è-

âàÿ ñîõðàííîñòü ïåðåíîñèìûõ äàííûõ.
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ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÎÊ

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðóïïó C âñåõ âû÷èñëèìûõ ïåðå-

ñòàíîâîê íà ω è êëàññ P ⊂ C âñåõ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ

ïåðåñòàíîâîê. Ïóñòü ⟨P⟩ ýòî íàèìåíüøàÿ ïîäãðóïïà, ñîäåðæà-
ùàÿ P.

Äëÿ êàæäîãî n > 0 îïðåäåëèì ïîäêëàññû P+
n è P−

n èç

ïîäãóïïû ⟨P⟩ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P+
n = {π1π−1

2 π3 . . .π
(−1)n+1

n : π1, . . . , πn ∈ P};

P−
n = {π−1

1 π2π
−1
3 . . .π(−1)n

n : π1, . . . , πn ∈ P}.

Äëÿ ëþáîãî n > 1 P+
n åñòü êëàññ âñåõ �ñóïåðïîçèöèé äëè-

íû, íå áîëüøåé n� ïåðåñòàíîâîê, ïðèíàäëåæàùèõ P+
1 ∪P−

1 , èç

êîòîðûõ çàïèñàííàÿ ñëåâà ïðèíàäëåæèò P+
1 .

ßñíî, ÷òî P = P+
1 , P+

n ∪ P−
n ⊆ P+

n+1 ∩ P−
n+1 äëÿ âñåõ n .

Òàêæå âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

äëÿ íå÷¼òíûõ n : {p−1| p ∈ P+
n } = P−

n & {p−1| p ∈ P−
n } =

= P+
n

äëÿ ÷¼òíûõ n : {p−1| p ∈ P+
n } = P+

n & {p−1| p ∈ P−
n } = P−

n

Ãðàôèêîì ïåðåñòàíîâêè p áóäåì íàçûâàòü ñëåäóþùåå ìíî-

æåñòâî:

graph p = {⟨x, y⟩ : y = p(x)}.

Çàäà÷à, êîòîðóþ â [2] ðàññìîòðåë Â. Â. Êîçüìèíûõ, ñîñòîÿ-

ëà â òîì, ÷òîáû ïðîâåðèòü óñëîâèå (P+
k+1∩P

−
k+1)/(P

+
k ∪P−

k ) ̸= ∅
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äëÿ ëþáîãî k = 1, 5 , ò. å. óñòàíîâèòü, ñóùåñòâóåò ëè ïðèìèòèâ-

íî ðåêóðñèâíàÿ ïåðåñòàíîâêà q ∈ (P+
k+1 ∩ P−

k+1)/(P
+
k ∪ P−

k ) .

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è Â. Â. Êîçüìèíûõ äëÿ êàæäîãî êëàñ-

ñà P+
k è P−

k ïîñòðîèë ñâîé êðèòåðèé ïðèíàäëåæíîñòè ê íåìó

ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ ïåðåñòàíîâîê.

Ìû, â ñâîþ î÷åðåäü, õîòèì óñèëèòü ýòîò ðåçóëüòàò è ïî-

ñòðîèòü âû÷èñëèìóþ ïåðåñòàíîâêó q ñ óñëîâèåì q2 = e . Òîãäà

íàøà çàäà÷à ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ñëó÷àÿ:

1) Ïðè k = 2n äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü âû÷èñëèìóþ ïåðåñòà-

íîâêó q òàêóþ
’
÷òî, q ∈ P+

2n+1/(P
+
2n ∪ P−

2n) äëÿ n = 1, 2 .

2) Ïðè k = 2n+1 íàäî ïîñòðîèòü âû÷èñëèìóþ ïåðåñòàíîâ-

êó q òàêóþ, ÷òî q ∈ (P+
2n+2 ∩ P−

2n+2)/P
+
2n+1 äëÿ n = 0, 2 .

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ k = 1, 2 ìîæíî ñôîðìóëèðî-

âàòü â âèäå ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåì. (Ñëó÷àè k = 3, 5 èññëå-

äóþòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ).

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ïåðåñòàíîâêà

q ∈ (P+
2 ∩ P−

2 )/(P+
1 ∪ P−

1 ) òàêàÿ, ÷òî q2 = e.

Ëåììà 1. Ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà p , òàêàÿ, ÷òî

graph p ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûì è p ̸= αi(x) , ãäå

{αi}i∈ω ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìîé íóìåðàöèåé âñåõ ïðèìèòèâíî

ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ïåðåñòàíîâêà

q ∈ (P+
3 ∩ P−

3 )/(P+
2 ∪ P−

2 ) òàêàÿ, ÷òî q2 = e.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå

äâå ëåììû:

Ëåììà 2. Ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ïåðåñòàíîâêà p ∈
∈ P+

2 /P
−
2 òàêàÿ, ÷òî p2 = e .
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Ëåììà 3. Ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ïåðåñòàíîâêà r ∈
∈ P−

2 /P
+
2 òàêàÿ, ÷òî r2 = e .

È. Ø. Êàëèìóëëèí â ñâîåé ñòàòüå [1] ïîñòàâèë âîïðîñ: âîç-

ìîæíî ëè ïåðåíåñòè ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [2], íà ñëó÷àé

ïåðåñòàíîâîê, âû÷èñëèìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Â ïîëèíîìèàëüíîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîãî n > 0 îïðåäåëèì

ïîäêëàññû Pol+n è Pol−n ïåðåñòàíîâîê, âû÷èñëèìûõ çà ïîëè-

íîìèàëüíîå âðåìÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Pol+n = {π1π−1
2 π3 . . .π

(−1)n+1

n : π1, . . . , πn ∈ Pol};

Pol−n = {π−1
1 π2π

−1
3 . . .π(−1)n

n : π1, . . . , πn ∈ Pol}.

Â [1] áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ êàæäîé âû÷èñëèìîé ïåðåñòà-

íîâêè p ñóùåñòâóþò âû÷èñëèìûå çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïå-

ðåñòàíîâêè πi , ãäå 1 6 i 6 3 , òàêèå, ÷òî p = π1π
−1
2 π3π

−1
1 π2π

−1
1 .

Òàêæå â [1] áûëè íàéäåíû êðèòåðèè â ïîëèíîìèàëüíîì ñëó÷àå

äëÿ êëàññîâ Pol+2 è Pol−2 .
Íà äàííîì ýòàïå èññëåäîâàíèÿ ñòîèò ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ

êðèòåðèåâ ïðèíàäëåæíîñòè ïåðåñòàíîâîê, âû÷èñëèìûõ çà ïî-

ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, ê îñòàëüíûì êëàññàì Pol+k è Pol−k èç

èåðàðõèè âû÷èñëèìûõ ïåðåñòàíîâîê. Òîãäà ñòàíåò âîçìîæíûì

ïîñòðîåíèå èåðàðõèè ãðóïï âû÷èñëèìûõ ïåðåñòàíîâîê â ïîëè-

íîìèàëüíîì ñëó÷àå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêòû �� 12-01-31389, 12-01-97008) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà Ðîñ-

ñèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè ìîëîäûõ

ðîññèéñêèõ ó÷¼íûõ - äîêòîðîâ íàóê ÌÄ-4838.2013.1.
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ïåíè: Èçó÷åíèå âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé è âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëÿ-
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Êàçàíñê. ìàòåì. îáù-âà, 2000. � 576 c.
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ÓÑËÎÂÈÅÌ ÄËß ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ Â-ãèïåðáîëè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ ñ èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì âòîðîãî ðîäà è äîêàçûâà-

åòñÿ åäèíñòâåííîñòü åå ðåøåíèÿ.

Ïóñòü D = {(x, t)|0 < x < l, 0 < t < T} � ïðÿìîóãîëüíàÿ îá-
ëàñòü â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxt .

Â îáëàñòè D ðàññìîòðèì B -ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå

�Bu =
∂2u

∂t2
−Bxu = 0, (1)

ãäå Bx = x−k ∂
∂x(x

k ∂
∂x) =

∂2

∂x2
+ k

x
∂
∂x � îïåðàòîð Áåññåëÿ.
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Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u(x, t) , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëî-

âèÿì:

u(x, t) ∈ C2(D) ∩ C1(D ∪ Γ0 ∪ Γ1) ∩ C(D), (2)

�Bu(x, t) = 0, (x, t) ∈ D, (3)

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0, (4)

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), 0 6 x 6 l, (5)

u(l, t) +

∫ l

0
u(x, t)xk dx = 0, t > 0, (6)

ãäå φ(x) è ψ(x) � çàäàííûå, äîñòàòî÷íî ãëàäêèå

ôóíêöèè, Γ0 = {(x, t)| 0 6 t 6 T, x = 0} , Γ1 =

= {(x, t)| 0 6 x 6 l, t = 0} .

Òåîðåìà. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à (2) − (6) íå ìîæåò èìåòü

áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è âîñ-

ïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü u1 è u2 � äâà ïðåä-

ïîëàãàåìûõ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) � (6). Òîãäà èõ ðàçíîñòü ω =

= u1 − u2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2) � (4), îäíîðîäíûì íà-

÷àëüíûì óñëîâèÿì

ω|t=0 = 0, ωt|t=0 = 0, (50)

è èíòåãðàëüíîìó óñëîâèþ

ω(l, t) +

∫ l

0
ω(x, t)xk dx = 0. (60)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

xkvt�Bv ≡ 1

2

∂

∂t

{
xk

[(
∂v

∂t

)2

+

(
∂v

∂x

)2
]}

− ∂

∂x

(
xk
∂v

∂t

∂v

∂x

)
.
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Ïîëàãàÿ çäåñü v = ω , ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ω óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ (2), ïîëó÷èì

1

2

∂

∂t

{
xk

[(
∂ω

∂t

)2

+

(
∂ω

∂x

)2
]}

≡ ∂

∂x

(
xk
∂ω

∂t

∂ω

∂x

)
.

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïî x íà îòðåçêå [0, l ] è

äèôôåðåíöèðóÿ äâà ðàçà ïî t óñëîâèå (60) , ïîñëå íåêîòîðûõ

ïðåîáðàçîâàíèé ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ∂ω
∂t = 0, ∂ω

∂x = 0 , è,

ñëåäîâàòåëüíî, ω = c . Èç ýòîãî ðàâåíñòâà è íà÷àëüíûõ óñëî-

âèé (50) ñëåäóåò, ÷òî c = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ω = 0 è u1 = u2 .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà äëÿ ðåøåíèÿ îá-

ùåé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé èññëåäîâàëèñü â ðÿäå

ðàáîò (ñì. [1], [2]), â êîòîðûõ ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå áûëî âû-

÷èñëåíî ñ ïîìîùüþ ëèíåàðèçàöèè ñèñòåìû (çàìåíû ïåðåìåí-

íîé ñïåöèàëüíîãî âèäà). Èäåÿ ëèíåàðèçàöèè àëãåáðàè÷åñêîãî
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óðàâíåíèÿ ïðèíàäëåæèò Ìåëëèíó. Â ðàáîòå [3] âû÷èñëÿåòñÿ

ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà ìîíîìèàëüíîé ôóíêöèè ðåøåíèÿ îá-

ùåé ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòåìû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíî

èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå òèïà Ìåëëèíà-Áàðíñà ìîíîìèàëü-

íîé ôóíêöèè âåêòîð-ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ñïåöèàëüíîãî âèäà ñ óêàçàíèåì ìíîæåñòâà ñõîäèìîñòè.

Ðàññìîòðèì ïðèâåäåííóþ ñèñòåìà äâóõ ïîëèíîìèàëüíûõ

óðàâíåíèé

ymi
i + xiy

λ(i) − 1 = 0, i = 1, 2, (1)

ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè x1, x2 ∈ C. Ñîñòàâèì
ìàòðèöû èç ïîêàçàòåëåé ìîíîìîâ ñèñòåìû (1):

Ψ =

(
λ
(1)
1 λ

(2)
1

λ
(1)
2 λ

(2)
2

)
, Ψ̃ =

(
λ
(1)
1 −m1 λ

(2)
1

λ
(1)
2 λ

(2)
2 −m2

)
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî △̃ := det Ψ̃ > 0. Ââåäåì âåêòîðû

ψ̃⊥
1 =

(
λ
(2)
1 ,m1 − λ

(1)
1

)
, ψ̃⊥

2 =
(
m2 − λ

(2)
2 , λ

(1)
2

)
,

îðòîãîíàëüíûå âåêòîð-ñòðîêàì ìàòðèöû Ψ̃.

Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1. Ìîíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ 1
yµ(−x) , ñîñòàâëåííàÿ

èç êîîðäèíàò ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) , ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþ-

ùèì èíòåãðàëîì Ìåëëèíà-Áàðíñà

1

(2πi)2

∫
γ+iR2

2∏
i=1

Γ
(
µi
mi

+ 1
mi

⟨ψ̃i, z⟩
)
Γ(zi)

Γ
(
µi
mi

+ 1
mi

⟨ψi, z⟩+ 1
)
×

×Q(z1, z2)x
−z1
1 x−z22 dz1dz2,

ãäå ïîëèíîì

Q(z1, z2) =
1

m1m2

(
µ1µ2 + µ1λ

(1)
2 z1 + µ2λ

(2)
1 z2 − △̃z1z2

)
,
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à âåêòîð γ ∈ R2 âûáèðàåòñÿ èç îòêðûòîãî ìíîæåñòâà

U =
{
u ∈ R2

+ : µi + ⟨ψ̃i, u⟩ > 0, i = 1, 2
}
.

Ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà (2) â ïåðåìåííûõ

θ = arg x îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâàìè

|θi| <
π

mi

(
mi − λ

(i)
i

)
,
∣∣∣⟨ψ̃⊥

i , θ
⟩∣∣∣ < π

mi
△̃, i = 1, 2.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêò � 12-01-31021-ìîë_à)).
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Èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ ýëåêòðîííûõ îáó÷àþùèõ êóðñîâ

ïîçâîëÿåò âèçóàëèçèðîâàòü ó÷åáíûé ìàòåðèàë è ðàçâèâàòü ïî-

çíàâàòåëüíóþ äåÿòåëüíîñòü ñòóäåíòîâ. Îäíàêî ïðè ñîçäàíèè

òàêèõ êóðñîâ âîçíèêàþò âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ îòñóòñòâèåì

óíèâåðñàëüíîé òåõíîëîãèè èõ ðàçðàáîòêè, â ÷àñòíîñòè âàðè-

àòèâíîñòüþ âûáîðà äèäàêòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ. Â äàííîé ðà-

áîòå ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû ïîäõîäîâ ê ïðåäñòàâëåíèþ äèäàê-

òè÷åñêîãî ìàòåðèàëà (êîíòåíòà) â îáó÷åíèè äèñöèïëèíå �Ìàòå-

ìàòè÷åñêèé àíàëèç�, áàçèðóþùèõñÿ íà îñíîâå èíòåãðàöèè ìà-

òåìàòè÷åñêèõ è èíôîðìàöèîííûõ äèñöèïëèí. Òàêèå ïîäõîäû

â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðåàëèçóþòñÿ â èíñòèòóòå êîñìè÷åñêèõ è

èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ÑÔÓ ïðè ïîääåðæêå ýëåêòðîí-

íûõ îáó÷àþùèõ êóðñîâ [1]. Â îáó÷åíèè ñî÷åòàþòñÿ òðàäèöèîí-

íûå ôîðìû ëåêöèîííûõ è ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé ñ ñàìîñòîÿ-

òåëüíîé äîìàøíåé ðàáîòîé â îíëàéí-ðåæèìå ñ èñïîëüçîâàíèåì

ëè÷íîñòíî îðèåíòèðîâàííîé âåá-ïðîãðàììû.

Íåîáõîäèìîñòü ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà îáðàçîâàíèÿ â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè, ïðåäñòàâëåííûìè â êîìïåòåíòíîñòíîì

ôîðìàòå ñòàíäàðòîâ òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ ÔÃÎÑ, àêòóàëèçèðóåò

òåîðåòè÷åñêèå è ìåòîäè÷åñêèå ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ ôîðìè-

ðîâàíèåì ïðîôåññèîíàëüíîé êîìïåòåíòíîñòè ñòóäåíòîâ âóçîâ

íà îñíîâå êîìïëåêñíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ â
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îáó÷åíèè, îïèðàþùèõñÿ íà ðàçëè÷íûå îáðàçîâàòåëüíûå ïàðà-

äèãìû: êîìïåòåíòíîñòíóþ, çíàíèåâóþ, ëè÷íîñòíî îðèåíòèðî-

âàííóþ è äð. Ôàêòè÷åñêè îáó÷åíèå ñëåäóåò îñóùåñòâëÿòü íà

îñíîâå ïîëèïàðàäèãìàëüíîãî ïîäõîäà ïðè âåäóùåé ðîëè êîì-

ïåòåíòíîñòíîãî ïîäõîäà [2]. Â äàííîé ðàáîòå âîïðîñû, ñâÿçàí-

íûå ñ ðàçðàáîòêîé ýëåêòðîííûõ îáó÷àþùèõ êóðñîâ äëÿ ðàçëè÷-

íûõ äèñöèïëèí â ðàìêàõ ïîëèïàðàäèãìàëüíîãî ïîäõîäà, ñïî-

ñîáñòâóþùåãî ôîðìèðîâàíèþ ïðîôåññèîíàëüíîé êîìïåòåíòíî-

ñòè ñòóäåíòîâ èíæåíåðíûõ âóçîâ, ðàññìàòðèâàþòñÿ íà ïðèìåðå

îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå è ôîðìèðîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé êîìïå-

òåíòíîñòè. Êîíöåïöèÿ îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå íà îñíîâå ïîëè-

ïàðàäèãìàëüíîãî ïîäõîäà îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå ïðèíöèïû

îáó÷åíèÿ: ïðîëîíãèðîâàííîé êîìïåòåíòíîñòè, ïðîôåññèîíàëü-

íîãî êîíòåêñòà, ïðèêëàäíîé çíà÷èìîñòè, ìåæäèñöèïëèíàðíîé

èíòåãðàöèè, ìàòåìàòèêî-èíôîðìàöèîííîãî äîïîëíåíèÿ, îïåðà-

òèâíîé ðåôëåêñèâíîñòè, èñòîðè÷åñêîé ïðååìñòâåííîñòè.
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ÒÅËÀ Â ÌÀÃÍÈÒÍÛÕ ÎÏÎÐÀÕ ÇÀ Ñ×ÅÒ

ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Èìååòñÿ ìîäåëü, â êîòîðîé íåáîëüøîå ôåððîìàãíèòíîå

æåñòêîå òåëî ìàññû m äîëæíî óäåðæèâàòüñÿ íà ðàññòîÿíèè

z0 îò ìàãíèòà. Íà òåëî äåéñòâóåò ñèëà òÿæåñòè è ìàãíèòíàÿ

ñèëà.

Äàííàÿ ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíå-

íèé:
mz̈ = −mg + L0Z0

2 · (I0−I)2
(z0−z)2 ;

L(z)İ +RI = U.
(1)

Çäåñü L(z) = L0
1− z

z0

� èíäóêòèâíîñòü ýëåêòðîìàãíèòà, I � òîê

óïðàâëåíèÿ.

Äàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé [5], ïîýòîìó, ÷òî-

áû óäåðæàòü òåëî â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ, íåîáõîäèìî ââåñòè

ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå íåóñòîé÷èâîñòü áóäåò ïà-

ðèðîâàòüñÿ çà ñ÷åò óïðàâëåíèÿ ïî íàïðÿæåíèþ.

Ñèñòåìà (1) � àâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà òðåòüåãî

ïîðÿäêà, â êîòîðîé (z, ż, I) � ôàçîâûå ïåðåìåííûå. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî íàïðÿæåíèå U ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáè-

íàöèþ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ α, β, γ è èìååò âèä: U = αz+

+ βż + γI .

Óïðàâëåíèå íóæíî îñóùåñòâëÿòü òàêèì îáðàçîì: ñ óñòàíîâ-

êè, ñîñòîÿùåé èç ýëåêòðîìàãíèòà è ôåððîìàãíèòíîãî æåñòêîãî

òåëà, èçìåðèòåëüíîé ñèñòåìîé ñíèìàþòñÿ ïîêàçàòåëè òåêóùåé
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êîîðäèíàòû è òîêà, à òàêæå âû÷èñëÿåòñÿ ñêîðîñòü. Â çàâèñèìî-

ñòè îò ýòèõ ïîêàçàòåëåé ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâ íà óïðàâëÿþùèå

ïàðàìåòðû α, β è γ ôîðìèðóåòñÿ óïðàâëÿþùåå íàïðÿæåíèå,

êîòîðîå âîçâðàùàåò ñèñòåìó â ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ.
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

Íåáîëüøèå ãëóáèíû èññëåäîâàíèÿ (äî 100 ì) îáû÷íî ïðåä-

îïðåäåëÿþò âûáîð ìåòîäà ïðåëîìëåííûõ âîëí (ÌÏÂ) êàê

îñíîâíîãî â èíæåíåðíîé ñåéñìîðàçâåäêå. Ìàëàÿ ãëóáèííîñòü

èññëåäîâàíèé äèêòóåò íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàòü âûñîêî÷à-

ñòîòíóþ ìîäèôèêàöèþ ìåòîäà, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü áîëåå äå-

òàëüíîãî ðàñ÷ëåíåíèÿ ðàçðåçà ïî óïðóãèì ñâîéñòâàì. Â òî æå

âðåìÿ çíà÷èòåëüíàÿ ñòåïåíü ïîãëîùåíèÿ â âåðõíåé ÷àñòè ãåîëî-

ãè÷åñêîãî ðàçðåçà ýíåðãèè óïðóãèõ âîëí îïðåäåëÿåò èñïîëüçî-

âàíèå ñèñòåì íàáëþäåíèÿ, ñîñòîÿùèõ èç êîðîòêèõ ãîäîãðàôîâ.

Îäíîé èç ìîäèôèêàöèé ñåéñìè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ïðèìåíè-

ìûõ ê èçó÷åíèþ ÇÌÑ è Â×Ð, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä MASW [1], îñ-

íîâàííûé íà âîññòàíîâëåíèè ðàçðåçà ïîïåðå÷íûõ ñêîðîñòåé ïî

ôîðìå äèñïåðñèîííîé êðèâîé ïîâåðõíîñòíîé âîëíû Ðåëåÿ. Îä-

íàêî îãðàíè÷åíèåì ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íåâîçìîæíî

ðàçäåëèòü íèçêî÷àñòîòíîå âîëíîâîå ïîëå ïî òèïàì âîëí âáëèçè

ïóíêòà âîçáóæäåíèÿ èç-çà èõ èíòåðôåðåíöèè ìåæäó ñîáîé.

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷èì âîçìîæíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ

ñâîéñòâ ñðåäû ïî äèíàìè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì åå îòêëè-

êà, íå âûäåëÿÿ â íåì îïðåäåëåííûå òèïû âîëí, à àíàëèçèðóÿ

âîëíîâîé ïðîöåññ, êàê îí åñòü. Äëÿ òîãî ÷òîáû èñïîëüçîâàòü
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ôîðìó êðèâîé îòêëèêà äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñâîéñòâ ðàçðåçà,

âîñïîëüçóåìñÿ êîìïëåêñîì ïîëíîâîëíîâîãî ÷èñëåííîãî ìîäå-

ëèðîâàíèÿ [2].

Äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è � âîññòàíîâëåíèÿ õàðàêòå-

ðèñòèê ðàçðåçà ïî åãî îòêëèêó íà èìïóëüñíîå âîçäåéñòâèå, çà-

ðàíåå áûëî ðåøåíî ìíîæåñòâî ïðÿìûõ çàäà÷ â óñëîâèÿõ ïëî-

ñêîïàðàëëåëüíîãî çàëåãàíèÿ ãðóïïû ïëàñòîâ, ïðè÷åì ìîäåëè-

ðîâàëèñü òàêæå è ñëó÷àè, êîãäà íèæåëåæàùèå ïëàñòû èìåþò

ïîíèæåííûå ñêîðîñòè îòíîñèòåëüíî âûøåëåæàùèõ â ðàçëè÷-

íûõ ìîäèôèêàöèÿõ.

Ïðîâåðêà ïðèíöèïèàëüíîé ðàáîòîñïîñîáíîñòè ìåòîäà ïðî-

èçâîäèëàñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Äëÿ

ýòîãî áûëî ïðîìîäåëèðîâàíî íåñêîëüêî òåñòîâûõ ðàçðåçîâ ñ

ðàçëè÷íûìè âèäàìè íåîäíîðîäíîñòåé â íèõ.

Âîññòàíîâëåíèå ñêîðîñòíîãî ðàçðåçà ïðîâîäèëîñü ïî ñëåäó-

þùåìó àëãîðèòìó. Äëÿ êàæäîé òî÷êè ïðîôèëÿ, ãäå áûë ïðî-

èçâåäåí óäàð, âûïîëíÿëñÿ ïîèñê ìàêñèìàëüíî ñõîæåé ôîðìû

îòêëèêà îò ýòîãî óäàðà ñ îòêëèêàìè â áàçå ìîäåëåé. Ñêîðîñò-

íîé ðàçðåç ìàêñèìàëüíî ñõîæåé ìîäåëè ïîäñòàâëÿëñÿ â òî÷êó

óäàðà. Â êà÷åñòâå ìåòðèêè ñõîæåñòè îòêëèêîâ áûë âçÿò êîýô-

ôèöèåíò êîððåëÿöèè Ïèðñîíà. Òàêèì îáðàçîì, áûë âîññòàíîâ-

ëåí êàæäûé òåñòîâûé ðàçðåç.

Èäåÿ èñïîëüçîâàòü îòêëèê ñðåäû ïîëíîñòüþ áåç ðàçäåëåíèÿ

åãî íà òèïû âîëí êàæåòñÿ âåñüìà ïåðñïåêòèâíîé ñ òî÷êè çðå-

íèÿ äåòàëüíîñòè è èíôîðìàòèâíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ. Î÷åâèä-

íî, ÷òî äàííûé ïîäõîä ñîïðîâîæäàåòñÿ ðåñóðñîåìêèìè âû÷èñ-

ëåíèÿìè, êîòîðûå, âåðîÿòíî, ñäåðæèâàëè åãî ðàçâèòèÿ ðàíåå.

Áåçóñëîâíî, ïðÿìîé ïåðåáîð âñåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ýòî íå

îïòèìàëüíûé ïóòü ðàçâèòèÿ òàêîãî ïîäõîäà. Â êà÷åñòâå àïðè-

îðíîé èíôîðìàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû óæå
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èçâåñòíûõ ìåòîäîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äàëüíåéøåå ðàçâèòèå

äàííîãî ïîäõîäà áóäåò ïðîèñõîäèòü â íàïðàâëåíèè ïîñëåäîâà-

òåëüíîãî àäàïòèâíîãî âîññòàíîâëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ìîäåëè

ñðåäû.
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ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÀß ÊÐÈÏÒÎÃÐÀÔÈß

1. Îïèñàíèå ðàáîòû òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî øèôðà

Øèôð áûë ðàçðàáîòàí Â.Ï.Ñèçîâûì è óñïåøíî ïðåäñòàâ-

ëåí íà Âñåðîññèéñêóþ êîíôåðåíöèþ �ÐóñÊðèïòî� â 2005 ãî-

äó [1].

Àëãîðèòì øèôðîâàíèÿ. Ïî êîîðäèíàòíîé îñè X ðàñ-

ñòàâëÿþòñÿ êîìïüþòåðíûå ñèìâîëû â ëþáîì ïîðÿäêå. Êàæäî-

ìó ñèìâîëó ñîîòâåòñòâóåò ñâîé ïîðÿäêîâûé íîìåð îò 1 äî 256 .

Âñåãî èñïîëüçóåòñÿ â êîìïüþòåðå 256 ñèìâîëîâ. Ïî îñè Y ðàñ-

ñòàâëÿåì òå æå ñàìûå ñèìâîëû â ëþáîì (òàêîì æå èëè äðóãîì)

ïîðÿäêå. Ôóíêöèÿ, ïîñèìâîëüíî ïåðåâîäÿùàÿ èñõîäíûé òåêñò
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â øèôðîòåêñò

Y = X + 256 · (cos(Z +N ·∆x)) mod 256,

ãäå X � ïîðÿäêîâûé íîìåð òîãî ñèìâîëà êîòîðûé íóæíî çà-

øèôðîâàòü; Z,∆x � ëþáûå ÷èñëà, ÿâëÿþùèåñÿ ñåêðåòíûìè ïà-

ðàìåòðàìè íàøåãî êëþ÷à. Îñòàëüíûå ïàðàìåòðû íå ÿâëÿþòñÿ

ñåêðåòíûìè. Z,∆x ∈ (−∞; +∞) N � íîìåð ïî ñ÷åòó øèôðó-

åìîãî ñèìâîëà â èñõîäíîì òåêñòå; 256 � ìîùíîñòü èñõîäíîãî

àëôàâèòà. Ìîùíîñòü èñõîäíîãî àëôàâèòà ìîæåò áûòü ëþáîé.

Àëãîðèòì äåøèôðîâêè. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé øèôð ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðèìåðîì ñèììåòðè÷íîãî àëãîðèòìà øèôðîâàíèÿ, ñëå-

äîâàòåëüíî:

X = Y − 256 · (cos(Z +N ·∆x)) mod 256.

2. Ìàòåìàòè÷åñêèå óÿçâèìîñòè è ãåíåòè÷åñêèé àë-

ãîðèòì

Â 2011 ãîäó áûë ðàçðàáîòàí ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì, ñòà-

âÿùèé ïîä ñîìíåíèå íàäåæíîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî øèôðà

[2]. Â íàøåì ïðèìåðå ìû âûáðàëè êîñèíóñ, èìåþùèé ïåðèîä

2π . Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

cos((Z + 2π) +N ·∆x) = cos(Z +N ·∆x),

cos(Z +N · (∆x+ 2π)) = cos(Z +N ·∆x).

Âòîðîå âûðàæåíèå ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ öåëîãî N , ÷òî

âûïîëíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à èìååò íå îäíî ðåøåíèå,

à öåëîå ìíîæåñòâî, êàæäîå èç êîòîðûõ îòëè÷àåòñÿ íà 2π ïî

ëþáîé êîîðäèíàòå. Ýòî �óÿçâèìîå ìåñòî� ñïðàâåäëèâî è äëÿ

îñòàëüíûõ ìîäèôèêàöèé êðèïòîñõåìû. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òåêñòà,

áëèçêîãî ê èñõîäíîìó, â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü íå òî÷êó (ïàðó ñåêðåòíûõ ïàðàìåòðîâ), à íåêîòîðóþ åå
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îêðåñòíîñòü. Ïðîñòûå ïðàêòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè,

÷òî â îêðåñòíîñòè 10−5 â òåêñòå óæå ëåãêî ïðîñëåæèâàåòñÿ

ñìûñë. Ýòîò ôàêò ñíèæàåò ïðîñòðàíñòâî ïîèñêà ñ R2 äî ïðÿ-

ìîóãîëüíèêà

0 < Z < 2π, 0 < ∆x < 2π.

Íà íåì ïîñòðîèì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ñ øàãîì h = 105 . Ðåøå-

íèÿìè áóäóò ñëóæèòü òî÷êè â óçëàõ ñåòêè. Äëÿ èõ ïðåäñòàâëå-

íèÿ ïîòðåáóåòñÿ õðàíèòü 5 ðàçðÿäîâ ïîñëå çàïÿòîé ïî êàæäîé

êîîðäèíàòå. Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé ñî-

ñòàâèò

(2π · 105)2 ≈ 4 · 1011.

Îäíàêî ðåøèòü äàæå òàêóþ çàäà÷ó ïîëíûì ïåðåáîðîì, â îò-

ëè÷èå îò ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà, çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ íå

ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.

3. Ñïîñîáû óëó÷øåíèÿ

Íà äàííûé ìîìåíò ñóùåñòâóåò äâà îñíîâíûõ ñïîñîáà óëó÷-

øåíèÿ àëãîðèòìà òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî øèôðà:

1) Èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèè ñ áîëüøèì ïåðèîäîì, òàê êàê ïåðè-

îä âëèÿåò íà êîëè÷åñòâî ïåðåáîðîâ âàðèàíòîâ êëþ÷à ñ íóæíîé

òî÷íîñòüþ. (Ïåðèîä kπ � êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ êëþ÷à ïðîïîð-

öèîíàëüíî k2 )

2) Ââåäåíèå òðåòüåãî ïàðàìåòðà êëþ÷à. Äàííîå óëó÷øåíèå ïîç-

âîëèò ïåðåéòè îò ïëîñêîñòè, íà îñÿõ êîòîðîé ðàñïîëîæåíû ïà-

ðàìåòðû êëþ÷à, ê îáúåìó. Òåïåðü äëÿ òîãî, ÷òî áû íàéòè òðîé-

êó ïàðàìåòðîâ ñ òî÷íîñòüþ 10−5 , ïîòðåáóåòñÿ óæå íå 1010 , à

1015 ïåðåáîðîâ.
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàëûå íèçêî÷àñòîòíûå ïëîñêèå èçãèá-

íûå êîëåáàíèÿ îäíîðîäíîãî ïðÿìîãî êîíñîëüíî çàêðåïëåííî-

ãî ñòåðæíÿ ñ ñæèìàþùåé ïðîäîëüíîé íàãðóçêîé íà ñâîáîäíîì

êîíöå. Âûâîä óðàâíåíèÿ è êðàåâûõ óñëîâèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ

èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà-Îñòðîãðàäñêîãî [1].

Ãðàíèöà óñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè äâóõ ðàç-

ëè÷íûõ ïîäõîäîâ. Ïåðâûé ïîäõîä ðåàëèçîâàí â âèäå îñíîâàí-

íîãî íà ìåòîäå Áóáíîâà-Ãàë¼ðêèíà ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîáëåìû

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ ïåðâûõ ôóíêöèé

ñðàâíåíèÿ [2, 3], â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷åíà ñèñòåìà äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà óðàâíåíèé â ïîëíûõ ïðîèç-

âîäíûõ. Â ðàçðàáîòàííîì àëãîðèòìå íà êàæäîì øàãå ìàëîãî

èçìåíåíèÿ íàãðóçêè îò íóëÿ äî íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ ñèñòå-

ìà èññëåäóåòñÿ íà óñòîé÷èâîñòü â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì
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Ðàóñà-Ãóðâèöà. Âòîðîé ïîäõîä ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè òî÷íîé

ôîðìóëèðîâêè ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïîëó÷åííàÿ â

ðåçóëüòàòå çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ ó÷¼òîì êðàåâûõ

óñëîâèé ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå èç äåñÿòè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ

äåñÿòüþ íåèçâåñòíûìè. Íà êàæäîì øàãå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà

íàãðóçêè ñèñòåìà ðåøàåòñÿ èòåðàöèîííûì ìåòîäîì Íüþòîíà,

ïðè÷¼ì â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé áåðóòñÿ çíà÷åíèÿ, ïðè-

âåä¼ííûå â ëèòåðàòóðå äëÿ ñòåðæíÿ ïðè îòñóòñòâèè íàãðóçêè

[4], à â äàëüíåéøåì çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå íà ïðåäûäóùåì øà-

ãå. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðàç-

ðàáîòàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå çàäà-

÷è, òàê êàê íå îãðàíè÷èâàåòñÿ òðàäèöèîííûì ó÷¼òîì òîëüêî

íåáîëüøîãî ÷èñëà íèçøèõ ôîðì êîëåáàíèé [5].

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñòåðæíÿ ïîñëå ïîòåðè óñòîé-

÷èâîñòè íåîáõîäèìî ðàññìîòðåíèå èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû ïî

ìåíüøåé ìåðå ÷åòûð¼õìåðíîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ñîîò-

âåòñòâèè ñ îáùèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñè-

ñòåì [6] è àíàëèçà ñóùíîñòè âîçíèêàþùèõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåñ-

ñîâ ñ ó÷¼òîì íåëèíåéíûõ ôàêòîðîâ è äåìïôèðîâàíèÿ ñëåäóåò

îæèäàòü áèôóðêàöèþ â âèäå ðîæäåíèÿ óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíî-

ãî öèêëà èç óñòîé÷èâîãî äî áèôóðêàöèè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà íåëèíåéíûõ ôîðì êîëåáàíèé [7 � 9]

ìîæíî íàéòè ôîðìó, ïî êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïîòåðÿ óñòîé÷è-

âîñòè, è ïîíèçèòü ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê ñèñòåìû äî âòîðîãî

è èññëåäîâàòü õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû ôàçîâîé ïëîñêî-

ñòè.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Ãèëüáåðòà äëÿ ôóíêöèé

àíàëèòè÷åñêèõ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Çàäà÷à ñîñòîèò â

îïðåäåëåíèè àíàëèòè÷åñêîé è îãðàíè÷åííîé â îáëàñòè D ôóíê-

öèè Φ(z) ïî çàäàííîìó êðàåâîìó óñëîâèþ:

a(t)ℜΦ(t)− b(t)ℑΦ(t) = c(t), t ∈ ∂D,

ãäå a(t) , b(t), c(t) � çàäàííûå íà êîíòóðå L íåïðåðûâíûå äåé-

ñòâèòåëüíûå ôóíêöèè òî÷êè t êîíòóðà L . Ñ÷èòàåì âûïîëíåí-

íûì óñëîâèå a(t)2 + b(t)2 ̸= 0 .

Ôóíêöèÿ ν(t) = arg[a(t)− ib(t)] ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â
âèäå:

ν(t) =

{
ν−tρ

−
+ ν̃(t), t < 0, 0 6 ρ− < 1,

ν+|t|ρ+ + ν̃(t), t > 0, 0 6 ρ− < 1,

ãäå ρ−, ρ+, ν− è ν+ ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè ÷èñëàìè. Ñ÷èòàåòñÿ,

÷òî (ρ−)2+(ρ+)2 ≠0. Ôóíêöèÿ ν̃(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëü-

äåðà íà âåùåñòâåííîé îñè, à âíå íåêîòîðîãî èíòåðâàëà (−R,R)
óñëîâèå Ãåëüäåðà ïðåäñòàåò â âèäå íåðàâåíñòâà

|ν̃(t1)− ν̃(t2)| 6 K

∣∣∣∣ 1t1 − 1

t2

∣∣∣∣α ,
ãäå K > 0, 0 < α 6 1 .

Îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Φ(z) = ieΓ(z)e(iP1(z)−Q1(z))e(iP2(z)−Q2(z))F (z),
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ãäå Γ(z) � èíòåãðàë Øâàðöà ñ ïëîòíîñòüþ ν̃(t) , F (z) � ïðîèç-

âîëüíàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåêîòîðûì îãðàíè-

÷åíèÿì íà ïîðÿäîê è ðîñò. Êîíñòðóêòèâíûå ïîñòðîåíèÿ ôóíê-

öèé P1(z) , Q1(z) , P2(z) , Q2(z) îáåñïå÷èâàþò àíàëèòè÷åñêóþ

ðåàëèçàöèþ îñîáåííîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèè ν(t) .

Ñòîèò îòìåòèòü,÷òî äàííàÿ çàäà÷à ïðè ρ− = ρ+ â áëèçêîé

ïîñòàíîâêå áûëà ðàññìîòðåíà â ðàáîòå [1] è ïðè òîì æå ñàìîì

óñëîâèè ρ− = ρ+ èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ [2], [3]. Ïîëó÷àåò-

ñÿ, ÷òî çàäà÷à ñ äâóñòîðîííèì ðàçíîãî ïîðÿäêà çàâèõðåíèåì

íå áåñêîíå÷íîñòè îòíîñèòñÿ ê åùå íå ðàññìîòðåííîìó ñëó÷àþ

çàäà÷è Ãèëüáåðòà.

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ â êëàññå îãðàíè÷åííûõ

ôóíêöèé íàéäåíû ôîðìóëû îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé è

íåîäíîðîäíîé çàäà÷. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé çà-

äà÷è ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ íåêîòîðîé öåëîé ôóíê-

öèè ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè. Áûëà ïðîâåäåíà ðàáîòà ïî ïîë-

íîìó èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè îäíîðîäíîé çàäà÷è â êëàññå

ôóíêöèé îãðàíè÷åííûõ è àíàëèòè÷åñêèõ â âåðõíåé ïîëóïëîñ-

êîñòè. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðå-

øåíèÿ çàäà÷è. Îïèñàíî ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è â ñëó÷àÿõ

íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ.
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Èçâåñòíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ðåæèìîâ è óñëîâèé íàãðó-

æåíèÿ è ñâîéñòâ ãåîìàòåðèàëà ðàçâèòèå äåôîðìàöèè ìîæåò

ïðîòåêàòü â ðåæèìàõ äèëàòàíñèè è óïëîòíåíèÿ. Íà îïðåäåëåí-

íîì èíòåðâàëå äàâëåíèé áîëüøèõ ðàçëè÷èé â îñîáåííîñòÿõ ïî-

âåäåíèÿ ãåîëîãè÷åñêèõ ñðåä íå ïðîÿâëÿåòñÿ. Â óñëîâèÿõ ñäâèãà

ïðî÷íîñòü ãðóíòà ñèëüíî çàâèñèò îò ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâ-

ëåíèÿ, à ñäâèãîâàÿ äåôîðìàöèÿ îáû÷íî ñîïðîâîæäàåòñÿ èç-

ìåíåíèåì îáúåìà. Ñ ðîñòîì äàâëåíèÿ ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå

ýôôåêòèâíîé ïðî÷íîñòè. Â õîäå ñäâèãîâîé äåôîðìàöèè èìå-

åò ìåñòî äèëàòàíñèÿ, ðàññåÿííîå íàêîïëåíèå ìèêðîòðåùèí ñ

óâåëè÷åíèåì ýôôåêòèâíîãî îáúåìà. Ðàçðóøåíèå â îñíîâíîì

ïðîòåêàåò ïî ìåæçåðåííûì ãðàíèöàì, à â ïîëîñàõ ëîêàëèçà-

öèè çàìåòíî ðàçðûõëåíèå ñðåäû. Ðàçëè÷èå â ïîâåäåíèè ïëîò-

íûõ è ïîðèñòûõ ïîðîä ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè äàâëåíèÿõ, ïðåâûøàþ-

ùèõ íåêîòîðóþ ïîðîãîâóþ âåëè÷èíó. Òîãäà ñ ðîñòîì äàâëåíèÿ

ýôôåêòèâíàÿ ïðî÷íîñòü ïîðèñòûõ ïîðîä íà÷èíàåò ñíèæàòüñÿ.

×åì âûøå ïîðèñòîñòü, òåì íèæå ýòîò ïîðîã. Ïðè òàêèõ äàâëå-

íèÿõ â ïîðèñòûõ ñðåäàõ íà÷èíàåòñÿ èíòåíñèâíîå ðàçðóøåíèå
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çåðåí, ñêåëåòà ïîðîäû, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîðîâîå ïðîñòðàí-

ñòâî ñîêðàùàåòñÿ, èìååò ìåñòî óïëîòíåíèå, èëè êîíòðàêöèÿ.

Â ýòîì ñëó÷àå ìîãóò ôîðìèðîâàòüñÿ íå òîëüêî ïîëîñû ëîêà-

ëèçîâàííîãî ñäâèãà ñ óïëîòíåíèåì, íî è çîíû ëîêàëèçîâàííîãî

óïëîòíåíèÿ, â êîòîðûõ ñäâèãîâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ìàëà.

Â çîíå ëîêàëèçàöèè èíîãäà ìîæíî âûäåëèòü íåñêîëüêî ñëî-

åâ, ðàçëè÷àþùèõñÿ ïî ñòåïåíè ïîâðåæäåííîñòè è ïîðèñòîñòè.

Ïðè îäíèõ óñëîâèÿõ ïîðèñòîñòü è ïîâðåæäåííîñòü ñðåäû ðàñ-

òóò îò êðàåâ ê öåíòðó ïîëîñû. Â äðóãèõ óñëîâèÿõ â öåíòðàëü-

íîì ñëîå íàáëþäàåòñÿ óïëîòíåíèå, ïðè êîòîðîì ïîðèñòîñòü

îêàçûâàåòñÿ íèæå, à â ñëîÿõ ïî êðàÿì ïîëîñû ëîêàëèçàöèè

ïîðèñòîñòü îêàçûâàåòñÿ âûøå, ÷åì â îêðóæàþùåì ìàòåðèà-

ëå. Ðàçëè÷èå â ïîâåäåíèè ïëîòíûõ è âûñîêîïîðèñòûõ ñðåä ïðè

áîëüøîì äàâëåíèè ïðîÿâëÿåòñÿ òàêæå â îðèåíòàöèè ïîëîñ ëî-

êàëèçàöèè äåôîðìàöèè. Â ïëîòíûõ, à òàêæå â âûñîêîïîðèñòûõ

ìàòåðèàëàõ ïðè äàâëåíèè íèæå ïîðîãîâîãî ïîëîñû ëîêàëèçà-

öèè îáðàçóþò óãîë ìåíåå 45◦ ê îñè íàèáîëüøåãî ñæàòèÿ. Â

âûñîêîïîðèñòûõ ñðåäàõ ïðè áîëüøèõ äàâëåíèÿõ ýòîò óãîë ïðå-

âûøàåò 45◦ .

Ïðè ôîðìóëèðîâêå óñëîâèé ðàçðóøåíèÿ, ïîñòðîåíèè ïî-

âåðõíîñòè ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò ïðî-

öåññû, õàðàêòåðíûå ëèøü äëÿ ïëîòíûõ èëè ïîðèñòûõ ìàòåðèà-

ëîâ. Äëÿ ïëîòíûõ ìàòåðèàëîâ èñïîëüçóþò êîíè÷åñêóþ ïîâåðõ-

íîñòü ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, à äëÿ ïîðèñòûõ - çàìêíóòóþ êîì-

áèíèðîâàííîé èëè ýëëèïòè÷åñêîé ôîðìû.

Óïëîòíåíèå ñðåäû îáû÷íî ðàçâèâàåòñÿ ñ óïðî÷íåíèåì ñðå-

äû. Äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ýòîãî ïðîöåññà íåîáõîäèìî óâåëè÷åíèå

äàâëåíèÿ, ò.ê. äðîáëåíèå çåðåí ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà

êîíòàêòîâ, ñëåäîâàòåëüíî, ê ðàñïðåäåëåíèþ è ñíèæåíèþ äåé-

ñòâóþùåé íà íèõ íàãðóçêè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïðåäåëüíàÿ
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ïîâåðõíîñòü ðàñøèðÿåòñÿ, âåëè÷èíà ïîðîãîâîãî äàâëåíèÿ ðàñ-

òåò. Ñäâèãîâàÿ äåôîðìàöèÿ ñ äèëàòàíñèåé äî îïðåäåëåííîãî

ïðåäåëà òàêæå ïðîòåêàåò ñ óïðî÷íåíèåì. Â õîäå ñäâèãà ìåíÿ-

åòñÿ ñöåïëåíèå, ñ êîòîðûì â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ñâÿçàíî óïðî÷-

íåíèå. Êðîìå òîãî, óâåëè÷åíèå ýôôåêòèâíîãî îáúåìà, îáóñëîâ-

ëåííîå äèëàòàíñèåé, ïðèâîäèò â ñòåñíåííûõ óñëîâèÿõ ê óâåëè-

÷åíèþ äàâëåíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî äèàãðàììå ïðåäåëü-

íîé ïîâåðõíîñòè, ê ðîñòó ýôôåêòèâíîé ïðî÷íîñòè. Âîçíèêàåò

ýôôåêò äèëàòàíñèîííîãî óïðî÷íåíèÿ. Íî ñóùåñòâóåò íåêîòî-

ðûé ïîðîã, ïîñëå ÷åãî äèëàòàíñèÿ ïðåêðàùàåòñÿ. Âåðîÿòíî,

ýòî ïðîèñõîäèò, êîãäà äèëàòàíñèÿ è óïëîòíåíèå êîìïåíñèðó-

þò äðóã äðóãà. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò âçàèìîñâÿçü ìåæ-

äó ïîðîãîâûì äàâëåíèåì, âåëè÷èíîé ïîðèñòîñòè, ñîîòâåòñòâó-

þùåé òåêóùåìó ñîñòîÿíèþ ñðåäû, è íà÷àëîì ðàçóïðî÷íåíèÿ,

ñîîòâåòñòâåííî, è íà÷àëîì èíòåíñèâíîãî ðàçðóøåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå

ÐÔÔÈ (ïðîåêòû �� 12-01-00955, 12-01-97026, 12-01-31212, 13-

97057, 13-01-97058).

Ì.È.Êèíäåð

Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

mkinder@rambler.ru

ÎÁ ÈÄÅÀËÜÍÛÕ È ÑÎÂÅÐØÅÍÍÛÕ

ÐÀÇÁÈÅÍÈßÕ ÍÀÒÓÐÀËÜÍÛÕ ×ÈÑÅË

Âñÿêîå ïðåäñòàâëåíèå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ñóììîé íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì ÷èñëà. Ðàçáèåíèÿ èçó-

÷àþòñÿ â çàäà÷àõ, ïðåæäå âñåãî, êîìáèíàòîðíîãî è òåîðåòèêî-

÷èñëîâîãî õàðàêòåðà. Ê êëàññè÷åñêèì êîìáèíàòîðíûì îòíî-

ñÿòñÿ çàäà÷è ïîäñ÷åòà è ïåðå÷èñëåíèÿ ðàçáèåíèé äàííîãî òèïà,
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â òåîðèè ÷èñåë ðåøàþò ïðîáëåìû îá àääèòèâíûõ ïðåäñòàâëå-

íèÿõ ÷èñåë ñ àðèôìåòè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ñëàãàåìûå.

Ðàçáèåíèå íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà M = m1 +m2 +

+ . . .+ms íàçîâåì èäåàëüíûì, åñëè êàæäîå öåëîå ÷èñëî m îò

0 äî M ìîæíî ïðåäñòàâèòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå m =

= α1m1+α2m2+ . . .+αsms , ãäå êàæäîå i ∈ {−1, 0, 1} , ïðè ýòîì
ïîâòîðÿþùèåñÿ ÷àñòè mi ñ÷èòàþòñÿ íåðàçëè÷èìûìè. Åñëè âñå

÷àñòè ðàçáèåíèÿ mi ðàññìàòðèâàòü êàê ðàçíîâåñû äëÿ âåñîâ,

êàæäîå òàêîå ïðåäñòàâëåíèå óêàçûâàåò åäèíñòâåííûé ñïîñîá

âçâåøèâàíèÿ ìàññû m ñ ïîìîùüþ ãèðü ìàññîé mi . Ïðè ýòîì

αi = 0 îçíà÷àåò, ÷òî ãèðÿ ñ ìàññîé mi íå ó÷àñòâóåò âî âçâåøè-

âàíèè, à â ñëó÷àå αi = −1 (αi = 1) ãèðÿ mi íàõîäèòñÿ íà òîé

æå (íà äðóãîé) ÷àøêå âåñîâ, ÷òî è ìàññà m .

Èçâåñòíî [1], [2], ÷òî êîëè÷åñòâî èäåàëüíûõ ðàçáèåíèé ÷èñ-

ëà ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì óïîðÿäî÷åííûõ ðàçëîæåíèé ÷èñëà

2M+1 â ïðîèçâåäåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë áåç åäèíè÷íûõ ìíî-

æèòåëåé. Ïóñòü N > 1 . Êîëè÷åñòâî íåòðèâèàëüíûõ óïîðÿäî-

÷åííûõ ôàêòîðèçàöèé ÷èñëà N = pn1
1 pn2

2 . . . pns
s çàâèñèò òîëüêî

îò ïîêàçàòåëåé n1, n2, . . . , ns , îáîçíà÷èì ýòî êîëè÷åñòâî ÷åðåç

T (n1, n2, . . . , ns) .

Òåîðåìà 1. Äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ðàçëîæåíèÿ êîòîðûõ

íå ñîäåðæàò êâàäðàòîâ ïðîñòûõ ÷èñåë, ñïðàâåäëèâî ðåêóð-

ðåíòíîå ñîîòíîøåíèå

T (1s) =

s−1∑
k=0

Cks T (1
k) , T (10) = 1.

Â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ îòìå÷àåòñÿ ñâÿçü èçâåñòíûõ êîìáè-

íàòîðíûõ ÷èñåë è ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé ñ ôóíêöèåé T (n1, n2) .
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Òåîðåìà 2. Êîëè÷åñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ôàêòîðèçàöèé

÷èñëà N = p1p2 . . . ps ðàâíî ýêñïîíåíöèàëüíîìó ÷èñëó Áåëëà

ïîðÿäêà s , òî åñòü

T (1, 1, . . . , 1) =
s∑

k=1

k !S(s, k) =

s∑
k=1

k∑
i=1

(−1)k−iCiki
s ,

ãäå S(s, k) � ÷èñëî Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà.

Òåîðåìà 3. Êîëè÷åñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ôàêòîðèçàöèé

÷èñëà N = pn1
1 p

n2
2 ðàâíî

T (n1, n2) = (−1)n12n2−1P (n2−n1, 0)
n1

(−3) =

=
2n1−n2−1

n1!
· dn1

dxn1

[
(1 + x)n1(1− x)n2

]∣∣∣∣
x=−3

,

ãäå P
(α, β)
n (x) � ìíîãî÷ëåí ßêîáè ñòåïåíè n .
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ÀÍÀËÈÇÀ

Ïëàñòè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ êðèñòàëëà (ìåòàëëà) ðàññìàòðè-

âàåòñÿ êàê ñêîëüæåíèå â âûäåëåííûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ïëîñêî-

ñòÿõ ëåãêîãî ñêîëüæåíèÿ. Òàêèõ ïëîñêîñòåé îáû÷íî íåñêîëüêî

äåñÿòêîâ äëÿ ðàñïðîñòðàíåííûõ ìåòàëëîâ ñ êðèñòàëëè÷åñêèìè

ðåøåòêàìè òèïà ÃÖÊ è ÎÖÊ. Ñóììàðíûé ñäâèã ïî ïëîñêîñòÿì

àññîöèèðóåòñÿ ñ ìàêðîñêîïè÷åñêîé äåôîðìàöèåé, òî åñòü ñ òåí-

çîðîì äåôîðìàöèè. Ñêîëüæåíèå âûçûâàåòñÿ ñèëàìè ïðèëîæåí-

íûìè ê ñîîòâåòñòâóþùåé ïëîñêîñòè è ïðèâîäèò ê ðàçìíîæå-

íèþ äèñëîêàöèé, âçàèìîäåéñòâèå êîòîðûõ âåäåò ê óïðî÷íåíèþ,

òî åñòü çàòðóäíÿåò ñêîëüæåíèå. Ñàìî ñêîëüæåíèå ðàññìàòðèâà-

åòñÿ óæå íà ìèêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå. Íà äàííîì ýòàïå ðàáîòû

ðàññìàòðèâàþòñÿ è ðåàëèçóþòñÿ â ïðîãðàììíîì êîäå äâå ñóùå-

ñòâóþùèõ è èñïûòàííûõ ìèêðîìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëè ïëàñòè÷-

íîñòè ñ öåëüþ äàëüíåéøåãî ñðàâíåíèÿ ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ

ðàñ÷åòîâ.

Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò íå òîëüêî îïèñàòü òåêó÷åñòü ìå-

òàëëè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ, íî è ïîëó÷èòü õàðàêòåðèñòèêè îáû÷-

íûõ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ìåòàëëîâ, íàïðèìåð, ïðåäåë òåêó-

÷åñòè è óïðî÷íåíèå, èñõîäÿ èç íåêîòîðîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ
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ìèêðîñêîïè÷åñêîãî ìàñøòàáà.

Ïåðâàÿ ìîäåëü ïëàñòè÷íîñòè êðèñòàëëîâ (CP-ìîäåëü Êîê-

ñà) ðåàëèçóåò ðàñ÷åò äåôîðìàöèé ìåòàëëè÷åñêèõ ñïëàâîâ íà

ìèêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå. CP-ìîäåëü ïî ñóòè óñðåäíÿåò äèñ-

êðåòíûå ïðîöåññû, ïðèâîäÿùèå ê ïëàñòè÷åñêîìó äåôîðìèðîâà-

íèþ ìåòàëëà (äâèæåíèå äèñëîêàöèé) è ðàññìàòðèâàåò ïðîöåñ-

ñû â êîíòèíóàëüíîé òåîðèè äåôîðìàöèè, êîòîðûå óæå ìîæ-

íî áûëî áû ñìîäåëèðîâàòü ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî-ýëåìåíòíîãî

àíàëèçà. CP-ìîäåëü ëó÷øå âñåãî ïðåäñòàâëÿåò äåôîðìàöèþ â

ìàñøòàáå íåñêîëüêèõ çåðåí, õîòÿ îíà òàêæå îíà ìîæåò áûòü

ðåàëèçîâàíà è äëÿ êðóïíûõ ìîíîêðèñòàëëîâ. CP-ìîäåëü îò-

ëè÷àåòñÿ îò ïðèâû÷íûõ ìîäåëåé ìàòåðèàëîâ ñïëîøíîé ñðåäû,

èñïîëüçóåìûõ â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì àíàëèçå òåì, ÷òî ñâîéñòâà

ìàòåðèàëà îïðåäåëÿþò äâà ðàçëè÷íûõ òèïà ïàðàìåòðîâ. Ïåð-

âûé òèï âêëþ÷àåò îáû÷íûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ óïðóãî-

ñòè, ðåîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà, êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøè-

ðåíèÿ è ò. ä. Âòîðîé òèï âêëþ÷àåò óãëû Ýéëåðà è íà÷àëüíûå

îðèåíòàöèè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè îòíîñèòåëüíî íåêîòî-

ðîé èñõîäíîé êîíôèãóðàöèè. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ êîíå÷íî-

ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü ïðèíèìàåò îäèí íàáîð ïàðàìåòðîâ ìàòåðè-

àëà è íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ îðèåíòàöèé êðèñòàëëà. Äëÿ ñïëàâà

ñ íåñêîëüêèìè ôàçàìè ìàòåðèàëû ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êàê

êîìáèíàöèè íåñêîëüêèõ íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ êðèñòàëëè÷åñêîé

ðåøåòêè è îðèåíòàöèé. Ê ñîæàëåíèþ, CP-ìîäåëü Êîêñà äîëæ-

íà ðàçëè÷àòü óïðóãóþ è ïëàñòè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùèå.

Âòîðàÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ ìèêðîìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü ïëà-

ñòè÷íîñòè (ìîäåëü Õàðäåðà) ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ðåàëèçàöèè

ðàñ÷åòà ïîâåäåíèÿ êðèñòàëëîâ ÷èñòûõ ÃÖÊ ìåòàëëîâ ïðè íèç-

êèõ òåìïåðàòóðàõ. Çàâèñÿùèå îò ñêîðîñòè óðàâíåíèÿ âêëþ÷à-

þò â ñåáÿ êèíåìàòè÷åñêîå è èçîòðîïíîå óïðî÷íåíèÿ ñ ôîðìóëè-
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ðîâêàìè, îñíîâàííûìè íà ïðîöåññàõ ñêîëüæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ñèñòåì ñêîëüæåíèÿ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâà-

íèÿ î÷åíü õîðîøî ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ýêñïåðèìåí-

òàìè ñ ìîíîêðèñòàëëàìè, íàïðèìåð íà ðàñòÿæåíèå, êîòîðûå

ïîäòâåðæäàþò êà÷åñòâî âûáðàííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà.

Ïîêàçàíî, ÷òî, êàê êèíåìàòè÷åñêèé, òàê è èçîòðîïíûé ïðîöåñ-

ñû îïðåäåëÿþò óïðî÷íåíèå êàê ðåçóëüòàò îñíîâíîãî âçàèìîäåé-

ñòâèÿ ñèñòåì ñêîëüæåíèÿ.
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïåðåõîäíûå ïðîöåññû, âîçíèêàþùèå ïðè

âûâîäå íà ýêñïëóàòàöèîííûé ðåæèì äîáûâàþùåé íåôòÿ-

íîé ñêâàæèíû, îáîðóäîâàííîé óñòàíîâêîé ìíîãîñòóïåí÷àòîãî
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ýëåêòðîöåíòðîáåæíîãî íàñîñà (ÓÝÖÍ). Èññëåäîâàíèÿ ïðîâî-

äÿòñÿ íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ

âçàèìîñâÿçàííûõ ïðîöåññîâ òåïëîìàññîïåðåíîñà, âîçíèêàþùèõ

ïðè äâèæåíèè ìíîãîôàçíûõ è îäíîôàçíûõ ïîòîêîâ â åäèíîé

ñèñòåìå, âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ íåôòÿíîé ïëàñò ñëîæíîãî ñòðîå-

íèÿ, òðóáû ñêâàæèíû, ïîãðóæíóþ óñòàíîâêó ÝÖÍ, ðàáîòà êî-

òîðîé êîíòðîëèðóåòñÿ íàçåìíîé ñòàíöèåé óïðàâëåíèÿ (ÑÓ).

Ðàñ÷åò òåðìî-ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ñëîèñòî-íå-

îäíîðîäíîì ïëàñòå îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ìîäåëè äâóõôàç-

íîé ôèëüòðàöèè ñ ó÷åòîì ñæèìàåìîñòè ïîðèñòîé ñðåäû è ôàç,

ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñâÿçè ìåæäó ïðîïëàñòêàìè â ïðåíåáðå-

æåíèè ñèëîé òÿæåñòè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê òðåõ-

ôàçíûõ ïîòîêîâ â òðóáàõ íàêëîííî-íàïðàâëåííîé ñêâàæèíû

è ïðîòî÷íûõ êàíàëàõ öåíòðîáåæíîãî íàñîñà èñïîëüçóþòñÿ ìà-

òåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, êîòîðûå ó÷èòûâàþò íåèçîòåðìè÷íîñòü,

ôàçîâûå ïåðåõîäû, ìàññîîáìåí ñ êîëüöåâûì çàòðóáíûì ïðî-

ñòðàíñòâîì ñêâàæèíû, òðåíèå, âëèÿíèå ñèëû òÿæåñòè, ðàçãàçè-

ðîâàíèå íåôòÿíîé ôàçû â ñêâàæèíå, ðàñòâîðåíèå ãàçà â íåô-

òè â êàíàëàõ íàñîñà, ñæèìàåìîñòü ôàç, èçìåíåíèå ñòðóêòóð-

íûõ ôîðì òå÷åíèÿ ñìåñè, âîçìîæíóþ èíâåðñèþ æèäêèõ ôàç è

ïðîñêàëüçûâàíèå äèñïåðñíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïîòîêà, åãî òåïëî-

îáìåí ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé. Ïåðåñ÷åò õàðàêòåðèñòèê ðàáîòû

ñòóïåíåé ÝÖÍ ñ âîäû íà íåîäíîðîäíûå ñðåäû áàçèðóåòñÿ íà

èçâåñòíîé ïîëóýìïèðè÷åñêîé ìåòîäèêå Ï.Ä. Ëÿïêîâà, ìîäèôè-

öèðîâàííîé ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ àëãîðèòìà âû÷èñëåíèé íàïîðà,

ìîùíîñòè, êïä ñòóïåíè ÝÖÍ è ïàðàìåòðîâ ðàáîòû ïîãðóæíîãî

ýëåêòðîäâèãàòåëÿ (ÏÝÄ) â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ ïåðåêà÷èâà-

åìîé òðåõôàçíîé ñìåñè è ÷àñòîòû ýëåêòðè÷åñêîé ñåòè.

Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû îñëîæíÿþòñÿ âîçíèêíîâåíèåì, ïåðå-

ìåùåíèåì è èñ÷åçíîâåíèåì ïîäâèæíûõ ãðàíèö ìåæäó îáëàñòÿ-
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ìè äâèæåíèÿ ñìåñè è âîäû â òðóáàõ ñêâàæèíû è íàñîñíîì óçëå.

Êðîìå òîãî, çäåñü ìîãóò ôîðìèðîâàòüñÿ îáëàñòè òå÷åíèÿ ãàçî-

æèäêîñòíûõ è æèäêîñòíûõ ïîòîêîâ ñ ïîäâèæíûìè ãðàíèöàìè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëåí-

íûå ìåòîäû, ðåàëèçîâàííûå â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå Oil-

RWP, ïîçâîëÿþùåì ïðîâîäèòü ìíîãîâàðèàíòíûå ðàñ÷åòû. Îñî-

áåííîñòüþ ðàáîòû ïàêåòà ÿâëÿåòñÿ åãî âçàèìîäåéñòâèå ñ âíåø-

íèì ñïåöèàëüíûì ïðîãðàììíûì ìîäóëåì KSU, èìèòèðóþùèì

ðàáîòó êîíòðîëëåðà ñòàíöèè óïðàâëåíèÿ. Ïóñêîâîé ðåæèì ñè-

ñòåìû è ïîñëåäóþùèå ïåðåõîäíûå ïðîöåññû èíèöèèðóþòñÿ

âêëþ÷åíèåì äâèãàòåëÿ ÓÝÖÍ ñ ïîìîùüþ ìîäóëÿ KSU. Îá-

ìåí äàííûìè ìåæäó îáåèìè ïðîãðàììàìè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ

ïîìîùüþ òåõíîëîãèè îáùåé ïàìÿòè: èç ïðèëîæåíèÿ Oil-RWP

â KSU ïîñòóïàþò �òåëåìåòðè÷åñêèå� äàííûå è òåêóùèå ïàðà-

ìåòðû ðàáîòû ÏÝÄ. Èìèòàòîð êîíòðîëëåðà KSU àíàëèçèðóåò

ïîëó÷åííóþ èíôîðìàöèþ è âûðàáàòûâàåò íåîáõîäèìûå ïàðà-

ìåòðû óïðàâëåíèÿ ïîãðóæíîé óñòàíîâêîé, ïåðåäàâàåìûå â Oil-

RWP.

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå

âûâîäû. 1) Âðåìÿ âûâîäà ñêâàæèíû íà ðàáî÷èé ðåæèì çàâèñèò

îò îáâîäíåííîñòè ïðîäóêöèè, ôèëüòðàöèîííî-åìêîñòíûõ ïàðà-

ìåòðîâ ïëàñòà, ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ôàç è õàðàêòåðè-

ñòèê ÝÖÍ è ÏÝÄ. 2) Ýòè ïàðàìåòðû âëèÿþò íà êîëè÷åñòâî

îòêëþ÷åíèé óñòàíîâêè êîíòðîëëåðîì íàçåìíîé ÑÓ ïðè îñâî-

åíèè ñêâàæèíû. 3) Ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è îñâîåíèÿ

ñêâàæèíû ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ïðàê-

òè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì îáðàòíîé êâàçèñòàöèîíàðíîé çà-

äà÷è ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ èñõîäíûõ äàííûõ.

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå ïàêåòà

Oil-RWP ïîçâîëÿþò âûïîëíèòü ïðàâèëüíûé ïîäáîð ÓÝÖÍ ê
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ñêâàæèíå è ïðîãíîçèðîâàòü äèíàìèêó ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ

òåïëîìàññîïåðåíîñà â ñèñòåìå �ïëàñò-ñêâàæèíà-ÓÝÖÍ�.
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Ñ Ó×ÀÑÒÊÀÌÈ ÏÎÐÀÆÅÍÈß ÊÎÆÈ

(ÌÅËÀÍÎÌÀ)

Â ñîâðåìåííîì ìèðå âñå áîëåå àêòóàëüíîé ñòàíîâèòñÿ ïðî-

áëåìà êîæíûõ çàáîëåâàíèé, â îñîáåííîñòè ýòî êàñàåòñÿ ðàêà

êîæè (ìåëàíîìû). Êîëè÷åñòâî ëåòàëüíûõ èñõîäîâ, ïðèõîäÿ-

ùèõñÿ íà ìåëàíîìó, ïîñòîÿííî ðàñòåò. Âûÿâëåíèå íà ðàííåì

ýòàïå êîæíûõ ïàòîëîãèé, õàðàêòåðíûõ äëÿ ðàêà êîæè, ÿâëÿåò-

ñÿ âàæíûì ýòàïîì â ëå÷åíèè äàííîãî çàáîëåâàíèÿ. Íî äîñòóï ê

äåðìàòîëîãàì îãðàíè÷åí âî ìíîãèõ ñòðàíàõ ìèðà, ïîýòîìó ìíî-

ãèå ïàöèåíòû ïðîõîäÿò îáñëåäîâàíèå ó âðà÷åé îáùåé ïðàêòè-

êè. Èñïîëüçîâàíèå áèîìåäèöèíñêèõ èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì

äèàãíîñòèêè ïîçâîëÿåò ñýêîíîìèòü âðåìÿ è ðåñóðñû äàííûì

ñïåöèàëèñòàì. Â ñòàòüå ðàññìîòðåí îäèí èç ïîäõîäîâ ê àâòîìà-

òè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè êîæíûõ ïîðàæåíèé äëÿ äèàãíîñòè÷å-

ñêèõ ñèñòåì, îñíàùåííûõ äåðìàòîñêîïîì èëè êàìåðîé.

Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ èñïîëüçîâàëèñü äåðìàñêîïè-

÷åñêèå ñíèìêè ñ ïîðàæåíèÿìè êîæè, ïîäåëåííûå íà 3 ãðóïïû:

ìåëàíîìà, çëîêà÷åñòâåííûå ïîðàæåíèÿ è äîáðîêà÷åñòâåííûå
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îïóõîëè. Èçîáðàæåíèÿ òðàíñôîðìèðîâàëèñü â greysñale (îò-

òåíêè ñåðîãî) ðàçðåøåíèåì 900õ900 ïèêñåëåé, ÷òî ïîçâîëÿëî

èíòåðïðåòèðîâàòü êàæäóþ òî÷êó èçîáðàæåíèÿ îäíèì ïàðàìåò-

ðîì, îïðåäåëÿþùèì íàñûùåííîñòü îòòåíêà. Âñåãî èñïîëüçîâà-

ëîñü 218 èçîáðàæåíèé ñ çàðàíåå èçâåñòíûìè äèàãíîçàìè. ×àñòü

èç ñíèìêîâ ïðîèçâîëüíî âûáèðàëàñü äëÿ îáó÷åíèÿ àëãîðèòìà,

îñòàëüíûå � â êà÷åñòâå òåñòîâîãî íàáîðà äëÿ åãî ïðîâåðêè. Äëÿ

óñòîé÷èâîñòè ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçîâàëàñü êðîññ-âàëèäàöèÿ.

Ëîêàëüíûå áèíàðíûå øàáëîíû (LBP) èñïîëüçóþòñÿ â çàäà-

÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ äëÿ êëàññèôèêàöèè òåêñòóð. Îíè

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåêîå îïèñàíèå îêðåñòíîñòè ïèêñåëÿ â

äâîè÷íîé ôîðìå. Öåíòðàëüíûé ïèêñåëü èñïîëüçóåòñÿ â êà÷å-

ñòâå ïîðîãà, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà ñòàòèñòè÷åñêèõ

îñîáåííîñòåé ïèêñåëåé, âõîäÿùèõ â åãî îêðåñòíîñòü, ïîëó÷àÿ

íåêèé áèíàðíûé êîä. Ïðè ýòîì âñå ïîëó÷åííûå îêðåñòíîñòè,

äëÿ äîñòèæåíèÿ èíâàðèàíòíîñòè, ìû äåëèëè íà ðàâíîìåðíûå è

íåðàâíîìåðíûå. Ðàâíîìåðíîé ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòü, èìåþùàÿ

íå áîëåå äâóõ ïåðåñòàíîâîê â êîäå (áèòîâàÿ ñòðîêà ñ÷èòàåòñÿ

çàìêíóòîé ïî êðóãó). Äëÿ 8-çíà÷íûõ îêðåñòíîñòåé 90% âñåõ

êîìáèíàöèé, âñòðå÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå, ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåð-

íûìè [1].

Èçîáðàæåíèÿ êâàíòîâàëèñü íà ðåãóëÿðíûå ðåøåòêè: 10õ10,

30õ30, 45õ45, 60õ60 è 90õ90 ïèêñåëåé. Â ïîëó÷åííîì ðàçáèåíèè

äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè ïîäñ÷èòûâàëîñü êîëè÷åñòâî ðàâíîìåðíûõ

LBP. Çàòåì èñêàëèñü óíèêàëüíûå ÿ÷åéêè äëÿ êàæäîãî òèïà

ðàçáèåíèÿ è ñíèìêà: òåì ñàìûì ëþáîå èçîáðàæåíèå ïðåäñòàâ-

ëÿëîñü êàê 5-ìåðíûé âåêòîð, â êàæäîì ïàðàìåòðå êîòîðîãî àê-

êóìóëèðîâàëîñü ÷èñëî óíèêàëüíûõ ÿ÷ååê (êëàñòåðîâ). Çàòåì

ñòðîèòñÿ ïðîñòðàíñòâî äëÿ êëàññèôèêàöèè, ãäå êàæäûé îáú-

åêò (èçîáðàæåíèå) � ýòî âåêòîð åãî õàðàêòåðèñòèê. Âñå âåê-
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òîðà ñóììàðíî îáðàçóþò ìàòðèöó, ê êîòîðîé ïðèñîåäèíÿåòñÿ

ñòîëáåö ñ èçâåñòíûì äèàãíîçîì. Êëàññèôèêàöèÿ îñóùåñòâëÿ-

åòñÿ â äâà ýòàïà: ñíà÷àëà âûÿâëÿåòñÿ òèï ïîðàæåíèÿ, çàòåì

âûíîñèòñÿ ðåøåíèå î õèðóðãè÷åñêîì âìåøàòåëüñòâå. Íàèëó÷-

øèå ðåçóëüòàòû ïîêàçàëè êîìáèíàöèè êëàññèôèêàòîðîâ òèïà

feature selection (âûáîð õàðàêòåðèñòèê) ñ ëèíåéíûìè è êâàäðà-

òè÷íûìè äèñêðèìèíàíòíûìè êëàññèôèêàòîðàìè ñ îáùèì ðå-

çóëüòàòîì: 84,2% è 73,9%. Ñõîæàÿ êàðòèíà íàáëþäàëàñü è â

ïðåäûäóùèõ èññëåäîâàíèÿõ íà äàííîì íàáîðå èñõîäíûõ äàí-

íûõ [2].
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Ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èññëåäóþòñÿ ïðîöåñ-

ñû ïðîõîæäåíèÿ âçðûâíîé óäàðíîé âîëíû ÷åðåç ïðåãðàäó,

ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ñëîè ìåòàëëè÷åñêèõ ïëåòåíûõ ñåòîê.

Ïàêåòû ìåòàëëè÷åñêèõ ïëåòåíûõ ñåòîê ðàçëè÷íîé ñòðóêòóðû,

ÿâëÿÿñü ïðîíèöàåìûìè äëÿ ãàçà, èñïîëüçóþòñÿ äëÿ óìåíüøå-

íèÿ àìïëèòóäû ïðîõîäÿùèõ óäàðíûõ âîëí [1]. Íà îñíîâå ñðàâ-

íåíèÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé çàäà÷ ñ ïðîíèöàåìîé ïðåãðàäîé è

áåç íåå îöåíèâàåòñÿ âëèÿíèå ïðåãðàäû íà ãàçîäèíàìè÷åñêîå

òå÷åíèå. Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíîãî êîì-

ïëåêñà STAR-CCM+ [2].

Óäàðíàÿ âîëíà îáðàçîâûâàëàñü îò âçðûâà öèëèíäðè÷åñêîãî

çàðÿäà ìàññîé 200 ã, äèàìåòðîì 40 ìì, âûñîòîé 100 ìì. Çà-

ðÿä ïîìåùàëñÿ âíóòðè öèëèíäðè÷åñêîãî ïàêåòà ïëåòåíîé ñåò-

êè âíóòðåííèì äèàìåòðîì 108 ìì è âíåøíèì äèàìåòðîì 118

ìì. Ïîñêîëüêó çàðÿä íå ÿâëÿåòñÿ íè ñôåðè÷åñêèì, íè áåñêî-

íå÷íî äëèííûì öèëèíäðè÷åñêèì, ïàðàìåòðû óäàðíîé âîëíû

îïðåäåëÿëèñü èç ðàñ÷åòà äâóìåðíîé îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è

î âçðûâå öèëèíäðè÷åñêîãî çàðÿäà êîíå÷íîé äëèíû â âîçäó-

õå ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû UPSGOD. Ïîëó÷åííûå ïàðàìåòðû

âîëíîâîãî ïîëÿ èñïîëüçîâàëèñü â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé

ïðè ðåøåíèè òðåõìåðíîé çàäà÷è äëÿ ôðàãìåíòà ïàêåòà ñåòêè.



88 À.Â.ÊÎ×ÅÒÊÎÂ, Ñ.Â.ÊÐÛËÎÂ, È.À.ÒÓÐÛÃÈÍÀ

Ôðàãìåíò ïàêåòà ñåòêè, èñïîëüçóåìûé â ðàñ÷åòàõ, ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì. Â êà÷åñòâå êðàåâûõ óñëîâèé íà ïëîñ-

êîñòÿõ ñèììåòðèè è íà ïîâåðõíîñòÿõ ïðîâîëî÷åê íîðìàëüíàÿ

ñêîðîñòü ãàçà ðàâíà íóëþ. Íà ïîâåðõíîñòÿõ íåïîäâèæíûõ ïðî-

âîëî÷åê ïî òåìïåðàòóðíîìó ðåæèìó çàäàþòñÿ àäèàáàòè÷åñêèå

óñëîâèÿ.

×èñëåííîå ðåøåíèå ñðàâíèâàåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè

äàííûìè [3] ïî ïàðàìåòðàì ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïðîíèöàåìóþ

ïðåãðàäó óäàðíîé âîëíû. Ïàêåò ñåòêè ñîñòîèò èç 10 ñëîåâ,

ðàçìåð ÿ÷åéêè 25 ìì, äèàìåòð ïðîâîëî÷êè 1.5 ìì, ÷òî äàåò

êîýôôèöèåíò ïðîíèöàåìîñòè îäíîãî ñëîÿ ðàâíûé 0.89. Èì-

ïóëüñ ïðîõîäÿùåé ñêâîçü ôðàãìåíò ïàêåòà ñåòêè âîëíû ðàñ-

ñ÷èòûâàåòñÿ è ñðàâíèâàåòñÿ ñ èìïóëüñîì âîëíû, ïðîõîäÿùèì

ïî ñâîáîäíîìó ïðîñòðàíñòâó. Óìåíüøåíèå àìïëèòóäû ïðîõîäÿ-

ùåé âîëíû â ýêñïåðèìåíòå ñîñòàâèëî 7.6%, â ðàñ÷åòàõ � 15.8%,

÷òî â öåëîì ìîæíî ñ÷èòàòü óäîâëåòâîðèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþ-

ùèì ýêñïåðèìåíòó ââèäó óïðîùåíèÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è, ÷èñ-

ëåííûõ îøèáîê ìîäåëèðîâàíèÿ, ðàçáðîñà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ

äàííûõ.

×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîäòâåðæäàåò, ÷òî ïðè ïðîõîæäå-

íèè óäàðíîé âîëíû ÷åðåç ïàêåò ìåòàëëè÷åñêèõ ïëåòåíûõ ñåòîê

ïðîèñõîäèò îñëàáëåíèå àìïëèòóäû è èìïóëüñà. Òàêèì îáðàçîì,

ïðåãðàäà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ïàêåò ìåòàëëè÷åñêîé ïëåòå-

íîé ñåòêè, âûïîëíÿåò ñâîè ôóíêöèè � ñíèæàåò íàãðóçêó êàê ïî

àìïëèòóäå, òàê è ïî âåëè÷èíå èìïóëüñà ïðîõîäÿùåé óäàðíîé

âîëíû. Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè âçàèìîäåéñòâèÿ âçðûâ-

íîé óäàðíîé âîëíû ñ ãàçîïðîíèöàåìîé ñðåäîé ïðîöåññû òåï-

ëîîáìåíà ìåæäó ìåòàëëîì è ãàçîì îêàçûâàþò íåçíà÷èòåëüíîå

âëèÿíèå íà ïðîöåññ ââèäó òîãî, ÷òî ïàêåò ñåòêè äàííîãî òèïà

îáëàäàåò âûñîêîé ïðîíèöàåìîñòüþ.
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Â ÏÎËÓËÈÍÅÉÍÎÌ ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÌ

ÓÐÀÂÍÅÍÈÈ

Â ïîëîñå G[0,T ] =
{
(t, x, z) | 0 6 t 6 T, (x, z) ∈ R2

}
ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

ut = uxx + uzz + ux + uz + up · λ(t, x, z) + f(t, x, z), (1)

t ∈ (0, T ), (x, z) ∈ R2 , p > 1 � öåëàÿ ïîñòîÿííàÿ, ñ íà÷àëüíûì

óñëîâèåì

u(0, x, z) = u0(x, z), (x, z) ∈ R2. (2)
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Çàäà÷à I. Îïðåäåëèòü óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ (1) è

óñëîâèþ (2) ôóíêöèè u(t, x, z) è λ(t, x, z) â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî íåèçâåñòíûé êîýôôèöèåíò èìååò âèä λ(t, x, z) = λ1(t, x) +

+ λ2(t, z) , ôóíêöèÿ u(t, x, z) çàäàíà íà äâóõ ïåðåñåêàþùèõ-

ñÿ ãèïåðïëîñêîñòÿõ: u(t, x, α) = φ1(t, x) , u(t, β, z) = ψ1(t, z) ,

α, β = const , è èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà âõîä-

íûå äàííûå:∣∣φ1(t, x)
∣∣ > δ1 > 0,

∣∣ψ1(t, z)
∣∣ > δ2 > 0, ∀ (t, x, z) ∈ G[0,T ],

ãäå δ1, δ2 = const.

Çàäà÷à II. Îïðåäåëèòü óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ (1) è

óñëîâèþ (2) ôóíêöèè u(t, x, z) è λ(t, x, z) â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî íåèçâåñòíûé êîýôôèöèåíò èìååò âèä λ(t, x, z) = λ3(t, x) ·
λ4(t, z) , ôóíêöèÿ u(t, x, z) çàäàíà íà äâóõ ãëàäêèõ êðèâûõ a(t)

è b(t) : u(t, x, a(t)) = φ2(t, x) , u(t, b(t), z) = ψ2(t, z) , è èìåþò

ìåñòî ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà âõîäíûå äàííûå:

|a(t)|+ |b(t)| 6 C, ∀ t ∈ [0, T ],∣∣φ2(t, x)
∣∣ > δ3 > 0,

∣∣ψ2(t, z)
∣∣ > δ4 > 0, ∀ (t, x, z) ∈ G[0,T ],

∣∣φt(t, b(t))− φxx(t, b(t))− ψzz(t, a(t))− φx(t, b(t))−

− ψz(t, a(t))− f(t, b(t), a(t))
∣∣ > δ5 > 0, ∀ t ∈ [0, T ],

ãäå C, δ3, δ4, δ5 = const .

Îòíîñèòåëüíî âõîäíûõ äàííûõ ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îíè ñî-

ãëàñîâàíû, ôóíêöèè f , u0 , φ1 , φ2 , ψ1 , ψ2 è èõ ïðîèçâîäíûå

íóæíûõ ïîðÿäêîâ ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè è îãðàíè÷åííûìè.

Äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà t∗ , 0 < t∗ 6 T ,

çàâèñÿùàÿ îò âõîäíûõ äàííûõ, òàêàÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííîå äîñòàòî÷íî ãëàäêîå è îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå u(t, x, z) ,

λ(t, x, z) = λ1(t, x) + λ2(t, z) çàäà÷è I.
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Äëÿ çàäà÷è II â ïîëîñå G[0,t∗] äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðå-

øåíèÿ u(t, x, z) , λ(t, x, z) = λ3(t, x) · λ4(t, z) â êëàññå ãëàäêèõ

îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ñëàáîé àïïðîêñè-

ìàöèè, ðàçâèòûé â ðàáîòàõ Í. Í. ßíåíêî, À. À. Ñàìàðñêîãî è

èõ ïîñëåäîâàòåëåé (ñì. [1], [2]). Ðàíåå â [3], [4] áûëè ðàññìîò-

ðåíû çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè êîýôôèöèåíòà ñïåöèàëüíîãî âèäà

ïðè ôóíêöèè èñòî÷íèêà â äâóìåðíîì ïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíå-

íèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêò � 12-01-31033).
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Èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ è ôîðìû êî-

íå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà ÷èñëåííîå ðåøåíèå â òðåõìåðíûõ çàäà-

÷àõ òåîðèè óïðóãîñòè. Àâòîðàì èçâåñòíà ëèøü îäíà ïóáëèêà-

öèÿ [1], â êîòîðîé ýìïèðè÷åñêè, íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ýêñïå-

ðèìåíòîâ, èçó÷àåòñÿ âëèÿíèå âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ êîíå÷-

íûõ ýëåìåíòîâ íà òî÷íîñòü ÷èñëåííûõ ðåøåíèé. Àíàëèòè÷å-

ñêîå èññëåäîâàíèå ìåòîäàìè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðåäñòàâëÿ-

åòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì, ïîñêîëüêó ÊÝ-àíàëèç îãðàíè÷èâàåòñÿ

èññëåäîâàíèåì îäíîãî ýëåìåíòà. Ìåòîäàìè, îïèñàííûìè â [2,

3], áûëè ïîñòðîåíû âàðèàíòû ñåòî÷íûõ àïïðîêñèìàöèé ñèñòå-

ìû óðàâíåíèé Ëàìå, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì ñïî-

ñîáàì ðàçáèåíèÿ ãåêñàýäðàëüíîé áàçîâîé ÿ÷åéêè ðàçíîñòíîé

ñåòêè íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû (òåòðàýäðû). Ðàññìîòðåíû ðàç-

ëè÷íûå âàðèàíòû ðàçáèåíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà íà 6 òåòðàýäðîâ

ñ ñèììåòðè÷íûì è íåñèììåòðè÷íûì ñïîñîáîì ðàçáèåíèÿ, à òàê-

æå íà 5 òåòðàýäðîâ. Êðîìå òîãî, ðàññìîòðåíà àæóðíàÿ ñõåìà

[4, 5]. Åå îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èç áàçîâîé ÿ÷åéêè

îñòàâëÿåòñÿ ëèøü îäèí öåíòðàëüíûé òåòðàýäð, ÿâëÿþùèéñÿ

ðàñ÷åòíûì ýëåìåíòîì. Ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè èññëåäîâàëñÿ

òðàäèöèîííûìè ìåòîäàìè òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì. Äëÿ ñðàâ-

íåíèÿ ïðèâåäåí àíàëèç àïïðîêñèìàöèè ñõåìû ïîëèëèíåéíîãî
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8-óçëîâîãî ÊÝ.

Àíàëèç àïïðîêñèìàöèè. Ðàññìàòðèâàëèñü ñëåäóþùèå

òèïû ñõåì è ýëåìåíòîâ: 8-óçëîâîé ïîëèëèíåéíûé, 8-óçëîâîé ñ

íåïîëíûì èíòåãðèðîâàíèåì (ñõåìà Óèëêèíñà), 4-óçëîâîé ëè-

íåéíûé (ñ ðàçáèåíèåì ãåêñàýäðà íà 5 òåòðàýäðîâ, ñ ñèììåòðè÷-

íûì ðàçáèåíèåì ãåêñàýäðà íà 6 òåòðàýäðîâ, ñ íåñèììåòðè÷íûì

ðàçáèåíèåì ãåêñàýäðà íà 6 òåòðàýäðîâ, àæóðíàÿ ñõåìà (áàçîâûé

âàðèàíò), �ñóïåðàæóðíàÿ� ñõåìà). Â ïåðâîì (áàçîâîì) âàðèàí-

òå àæóðíîé ñõåìû êîíå÷íûå ýëåìåíòû ñîõðàíÿëèñü â êàæäîì

ãåêñàýäðå, â �ñóïåðàæóðíîé� ñõåìå äîïîëíèòåëüíî óäàëÿëèñü

ýëåìåíòû â êàæäîì âòîðîì ãåêñàýäðå â øàõìàòíîì ïîðÿäêå, â

ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èëàñü ñõåìà ñ ñåòêîé ìèíèìàëüíîé ñâÿç-

íîñòè (â êàæäîì âíóòðåííåì óçëå ñõîäèëîñü ïî 4 ýëåìåíòà). Âñå

ñõåìû çàïèñûâàëèñü â êîíå÷íî-ðàçíîñòíîì âèäå, àíàëîãè÷íîì

ñèñòåìå óðàâíåíèé Ëàìå

(λ+ µ)

∣∣∣∣∣∣∣
D11u1 +D12u2 +D13u3

D21u1 +D22u2 +D23u3

D31u1 +D32u2 +D33u3

∣∣∣∣∣∣∣+ µD△

∣∣∣∣∣∣∣
u1

u2

u3

∣∣∣∣∣∣∣ = ρDtt

∣∣∣∣∣∣∣
u1

u2

u3

∣∣∣∣∣∣∣ , (1)

ãäå îïåðàòîðû Dij àïïðîêñèìèðóþò ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïî-

ðÿäêà ñîîòâåòñòâåííî ïî i -é è j -é êîîðäèíàòàì, Dtt àïïðîê-

ñèìèðóåò âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè. Âèä àïïðîêñèìè-

ðóþùèõ îïåðàòîðîâ çàâèñèò îò âàðèàíòà èññëåäóåìîé ñõåìû è

ìîæåò èìåòü ëèáî ïåðâûé, ëèáî âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè. Ñõå-

ìà ïîëèëèíåéíîãî ýëåìåíòà èìååò íåñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõ

ñëàãàåìûõ âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ñðàâíåíèþ

ñ (1). Ïî ðåçóëüòàòàì àíàëèçà ñäåëàíû ñëåäóþùèå âûâîäû.

Ñõåìû: ïîëèëèíåéíîãî ýëåìåíòà, àæóðíàÿ, ñ ñèììåòðè÷íûì

ðàçáèåíèåì íà 6 òåòðàýäðîâ èìåþò 2-é ïîðÿäîê àïïðîêñèìà-

öèè; îñòàëüíûå � 1-é ïîðÿäîê.
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×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Ðåøåíà òåñòîâàÿ çàäà÷à î êî-

ëåáàíèè áðóñà êâàäðàòíîãî ñå÷åíèÿ, çàêðåïëåííîãî íà òîðöàõ,

íàãðóæåííîãî â öåíòðàëüíîé ÷àñòè âíåçàïíî ïðèëîæåííîé ðàâ-

íîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïîâåðõíîñòíîé ñèëîé. Ðàñ÷åòû ïðî-

âîäèëèñü íà ñåòêàõ ñ ðàçëè÷íûì ðàçáèåíèåì ãåêñàýäðàëüíîé

áàçîâîé ÿ÷åéêè íà òåòðàýäðû, îïèñàííûõ âûøå. Â ðåçóëüòà-

òå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ íàèëó÷øóþ ñõîäèìîñòü ïîêàçà-

ëà àæóðíàÿ ñõåìà, ÷òî ìîæíî îáúÿñíèòü íàëè÷èåì ñêðûòûõ

ñâîéñòâ, àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííûì â [3].
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Ì.È.Êóçíåöîâ, À.À.Øìåëåâ

Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé

óíèâåðñèòåò èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî,

kuznets-1349@yandex.ru, Shmelev-aa@list.ru

ÀËÃÅÁÐÛ V 7 È V 8

Êîìïüþòåðíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðîñòûõ àëãåáð Ëè íàä F2

ðàçìåðíîñòè ìåíüøå 10, ïðîâåäåííàÿ Âîýí-Ëè [1], ñîäåðæèò 7-

ìåðíóþ àëãåáðó Ëè V 7 è 8-ìåðíóþ àëãåáðó Ëè V 8 , ïðåäñòàâ-

ëåííûå êàê 7 × 7 - è 8 × 8 -ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîçäíåå

Ýéê [2], ïðèìåíÿÿ íîâûé êîìïüþòåðíûé òåñò íà èçîìîðôèçì

àëãåáð Ëè, ïîêàçàëà, ÷òî V 7 èçîìîðôíà íåàëüòåðíèðîâàííîé

ãàìèëüòîíîâîé àëãåáðå Ëè P (2 : 1, 2) [3].

Àâòîðû èññëåäîâàëè äåôîðìàöèè ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè

g = W (1 : 2)′ ⊗ O+ < 1 ⊗ d > íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì

ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè äâà. Çäåñü W (1 : 2)′ � àëãåáðà Öàññåíõà-

óçà, O = F [x]/(x2), d = d/dx. Óñòàíîâëåíî, ÷òî dimH2(g, g) =

= 8 è V 7 âëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ïðîñòîé àëãåáðîé Ëè, êîòîðóþ

ìîæíî ïîëó÷èòü äåôîðìàöèåé àëãåáðû Ëè g . Êðîìå òîãî, V 7

ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûå ïîäàëãåáðû, òàêèå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ôèëüòðàöèè V 7 èìåþò àññîöèèðîâàííûå ãðàäóèðîâàííûå

àëãåáðû Ëè, èçîìîðôíûå g ñ íåâûðîæäåííîé è âûðîæäåííîé

ãðàäóèðîâêàìè â ñìûñëå Âåéñôåéëåðà.

Ïåðâûé àâòîð ïîêàçàë, ÷òî àëãåáðà Ëè P (2 : 1, n) åñòå-

ñòâåííî âîçíèêàåò â êëàññèôèêàöèè ïðîñòûõ àëãåáð Ëè ñ ðàç-

ðåøèìîé ìàêñèìàëüíîé ïîäàëãåáðîé íàä àëãåáðàè÷åñêè çà-

ìêíóòûì ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè p.
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Òåîðåìà. Ïóñòü L = L−1 + L0 + . . .+ Lr ïðîñòàÿ àëãåáðà

Ëè ñ ðàçðåøèìîé ïîäàëãåáðîé L0 íàä àëãåáðèà÷åñêè çàìêíó-

òûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p , L
(s)
0 ̸= 0, L

(s+1)
0 = 0 . Åñëè

L
(s)
0 íåöåíòðàëüíûé èäåàë L0, òî p = 2 è L ∼= P (2 : 1, n), n >

> 1.

Àëãåáðà P (2 : 1, n) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê Z2 -

ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà Ëè L = L0 + L1 , ãäå L0 = W (1 : n)′ ,

L1 = O(1 : n) � àëãåáðà ðàçäåëåííûõ ñòåïåíåé. Ïðèñîåäè-

íåííîå äåéñòâèå L0 íà L1 ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì äåéñòâèåì

W (1 : n)′ íà O(1 : n) , è äëÿ f, g ∈ L1 [f, g] = [f∂, g∂] â

W (1 : n)′ = L0 .

Àâòîðû ïîêàçàëè, ÷òî V 8 ÿâëÿåòñÿ íåðàñùåïëÿåìîé ôîð-

ìîé A2II êëàññè÷åñêîé ïðîñòîé àëãåðû Ëè òèïà A2 , ðàñùåï-

ëÿåìîé íàä F4 . Ýòîò ôàêò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç ñëåäóþùåé

òåîðåìû:

Òåîðåìà. Ïóñòü L � ïðîñòàÿ p-àëãåáðà Ëè íàä àëãåáðà-

è÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2 . Åñëè L ñîäåð-

æèò äâóìåðíóþ ïîäàëãåáðó Êàðòàíà ñ äâóìåðíûìè êîðíåâû-

ìè ïðîñòðàíñòâàìè, òî L ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé àëãåáðîé

Ëè òèïà A2 .

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ìèíèñòåðñòâà îá-

ðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ (ãðàíò 1.1907.2011).
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ÂÍÓÒÐÅÍÍÅÅ ÎÑÍÀÙÅÍÈÅ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ

ÑÅÌÅÉÑÒÂ ÃÈÏÅÐÏËÎÑÊÈÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ

Â ÏÐÎÅÊÒÈÂÍÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Â ìíîãîìåðíîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå ðàññìàòðèâàåò-

ñÿ ñåìåéñòâî ãèïåðïëîñêèõ ýëåìåíòîâ ñ îãèáàþùåé ïîâåðõ-

íîñòüþ öåíòðîâ. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòíîãî

îñíàùåíèÿ, âíóòðåííèì îáðàçîì ïðèñîåäèíåííîãî ê òàêîìó ñå-

ìåéñòâó. Ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ â ÷àñòíîì ñëó÷àå, õàðàêòåðèçó-

þùåìñÿ íåêîòîðûì óñëîâèåì íà ðàçìåðíîñòü ñëîåâ ñåìåéñòâà.

Ðåøåíèå îñíîâàíî íà ìåòîäå ïîäâèæíîãî ðåïåðà è èñ÷èñëåíèè

âíåøíèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì Ý. Êàðòàíà.

Ïóñòü PN � N -ìåðíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî (N 6 4).

Ãèïåðïëîñêèì ýëåìåíòîì â ïðîñòðàíñòâå PN íàçûâàåòñÿ ïàðà

L∗
N−1 = (LN−1, A) , ãäå LN−1 � ãèïåðïëîñêîñòü (íàçûâàåìàÿ

ïëîñêîñòüþ ýëåìåíòà L∗
N−1 ), A � òî÷êà, ëåæàùàÿ â LN−1 (íà-

çûâàåìàÿ öåíòðîì L∗
N−1 ).

Îïðåäåëåíèå 1. Ñåìåéñòâîì Bp,q áóäåì íàçûâàòü ãëàä-

êîå (p+q )-ìåðíîå ñåìåéñòâî ãèïåðïëîñêèõ ýëåìåíòîâ, óäîâëå-

òâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) öåíòðû âñåõ ýëåìåíòîâ ñåìåéñòâà îáðàçóþò ãëàäêóþ

p-ìåðíóþ ïîâåðõíîñòü Sp (p < N − 2);
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2) ïðîåêöèÿ π : Bp,q → Sp , äåéñòâóþùàÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: (LN−1, A) 7→ A , ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì ñ q -ìåðíûìè

ñëîÿìè, ãäå 1 6 q < N − p− 1 ;

3) êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü TA(Sp) ê Sp â òî÷êå A ëåæèò

â ïëîñêîñòè êàæäîãî ýëåìåíòà ñëîÿ π−1(A) .

Çàìå÷àíèå. Sp ÿâëÿåòñÿ p-ìåðíîé îãèáàþùåé ïîâåðõíî-

ñòüþ ñåìåéñòâà Bp,q .

Îïðåäåëåíèå 2. Êîìïîçèöèîííûì îñíàùåíèåì ñåìåéñòâà

íàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèíåíèå ê êàæäîìó åãî ýëåìåíòó òðîéêè

ïëîñêîñòåé Cp−1 , CN−p−2 , C0 ðàçìåðíîñòåé p−1 , N−p−2 è

0 ñîîòâåòñòâåííî, òàêèõ, ÷òî äëÿ êàæäîãî L∗
N−1 âûïîëíåíû

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) A /∈ Cp−1 ⊂ TA(Sp) ;

2) CN−p−2 ∩ TA(Sp) = ∅ , CN−p−2 ⊂ LN−1 ;

3) C0 /∈ LN−1 .

Òåîðåìà 1. Â îáùåì ñëó÷àå ê ñåìåéñòâó Bp,N−p−2 âíóò-

ðåííèì îáðàçîì ïðèñîåäèíÿåòñÿ êîìïîçèöèîííîå îñíàùåíèå.

Çàìå÷àíèå. Îáùèé ñëó÷àé õàðàêòåðèçóåòñÿ íåêîòîðû-

ìè óñëîâèÿìè ðåãóëÿðíîñòè, íàêëàäûâàåìûìè íà ñåìåéñòâî

Bp,N−p−2 .
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Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî,
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ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ ÊÎÃÎÌÎËÎÃÈÉ

ÀËÃÅÁÐ ËÈ ÍÀÄ ÏÎËÅÌ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ 2

ÏÐÈ ÏÎÌÎÙÈ ÑÈÑÒÅÌÛ MAPLE

Êëàññèôèêàöèÿ ïðîñòûõ àëãåáð Ëè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç öåí-

òðàëüíûõ ïðîáëåì òåîðèè àëãåáð Ëè. Îáùàÿ ñõåìà êëàññèôè-

êàöèè ïðîñòûõ àëãåáð Ëè íàä çàìêíóòûì àëãåáðàè÷åñêèì ïî-

ëåì õàðàêòåðèñòèêè p > 5 áûëà ðàçðàáîòàíà â 1966 ã. À.È.Êî-

ñòðèêèíûì è È.Ð.Øàôàðåâè÷åì. Îíè ñôîðìóëèðîâàëè îñíî-

âíóþ êëàññèôèêàöèîííóþ ãèïîòåçó, ñîãëàñíî êîòîðîé ëþáàÿ

ïðîñòàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ îãðàíè÷åííàÿ àëãåáðà Ëè íàä àëãåáðà-

è÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p > 5 ëèáî ÿâëÿåòñÿ

êëàññè÷åñêîé àëãåáðîé Ëè, ëèáî èçîìîðôíà àëãåáðå Ëè êàðòà-

íîâñêîãî òèïà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ ïðîñòûõ ìî-

äóëÿðíûõ àëãåáð Ëè íàä ïîëÿìè õàðàêòåðèñòèêè p > 3

(Õ.Øòðàäå, À.Ïðåìåò). Îäíèì èç ñàìûõ ñëîæíûõ ñëó÷àåâ

êëàññèôèêàöèîííîé ïðîáëåìû äëÿ ïðîñòûõ êîíå÷íîìåðíûõ

àëãåáð Ëè ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ ðàâíà 2

èëè 3. Çäåñü èçâåñòíî íåñêîëüêî ñåðèé ïðîñòûõ èñêëþ÷åëüíûõ

àëãåáð Ëè, îòëè÷íûõ îò êëàññè÷åñêè àëãåáð Ëè è àëãåáð Ëè

êàðòàíîâñêîãî òèïà. Áîëåå òîãî, ïðè ìàëûõ õàðàêòåðèñòèêàõ

îñíîâíîãî ïîëÿ êëàññè÷åñêèå àëãåáðû íå îïðåäåëÿþòñÿ îäíî-

çíà÷íî ñâîåé ñèñòåìîé êîðíåé.

Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòîâ ïî

êëàññèôèêàöèè ïðîñòûõ àëãåáð Ëè, áëèçêèõ ê êëàññè÷åñêèì,



100 Ý.Á.ËÀÂÐÎÂ, Ì.È.ÊÓÇÍÅÖÎÂ

íàä ïîëÿìè ìàëîé õàðàêòåðèñòèêè. Îäíèì èç íàïðàâëåíèé ðà-

áîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ïðîñòðàíñòâ êîãîìîëîãèé ïðîñòûõ ìî-

äóëÿðíûõ àëãåáð Ëè.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè ðàáîòû èñïîëüçóþòñÿ ñèñòåìû êîì-

ïüþòåðíîé àëãåáðû. Â õîäå ðàáîòû áûëà ðàçðàáîòàíà áèáëèîòå-

êà äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà MAPLE, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò âû-

÷èñëÿòü ïðîñòðàíñòâà êîãîìîëîãèé ðàçìåðíîñòåé 1 è 2 íàä ïî-

ëåì õàðàêòåðèñòèêè 2. Ïðè ïîìîùè ðàçðàáîòàííûõ ïðîãðàìì

áûëè íàéäåíû ïðîñòðàíñòâà êîãîìîëîãèé äëÿ àëãåáð òèïîâ A3 ,

B2 , B3 , G2 è äåôîðìàöèé àëãåáðû Ëè òèïà G2 � àëãåáð Ëè

L1 è L2 . Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â òàáë. 1.

Òèï àëãåáðû A3 B2 B3 G2 L1 L2

dimH1(L,L) 1 5 1 7 6 6

dimH2(L,L) 0 28 1 20 12 9

Òàáëèöà 1. Ïðîñòðàíñòâà êîãîìîëîãèé.

Ë È Ò Å Ð À Ò Ó Ð À

1. ÁóðáàêèÍ. Ãðóïïû è àëãåáðû Ëè. Ãðóïïû Êîêñòåðà è ñè-

ñòåìû Òèòñà. Ãðóïïû, ïîðîæäåííûå îòðàæåíèÿìè ñèñòåìû

êîðíåé. � Ì.: Ìèð, 1972. � 334 ñ.

2. ÃîòîÌ., ÃðîññõàíñÔ. Ïîëóïðîñòûå àëãåáðû Ëè. � Ì.:

Ìèð, 1981.

3. ÄæåêîáñîíÍ. Àëãåáðû Ëè. � Ì.: Ìèð, 1964. � 358 ñ.

4. ÑòåéíáåðãÐ. Ëåêöèè î ãðóïïàõ Øåâàëëå. � Ì.: Ìèð, 1975.

5. ÔóêñÄ.Á. Êîãîìîëîãèè êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð Ëè. � Ì.:

Íàóêà, 1984.

6. ÕàìôðèñÄæ. Ââåäåíèå â òåîðèþ àëãåáð Ëè è èõ ïðåäñ-

òàâëåíèé. � Ì.:ÌÖÍÌÎ, 2003. � 216 ñ.
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ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ ÍÀ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÑÒÈ ÐÅØÅÍÈÉ

ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÛÕ ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ

ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Â ÍÅÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ ÎÁËÀÑÒßÕ

Ïóñòü Ω � íåîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Rn = {x =

= (x1, x2, ..., xn)}, n > 2 . Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè D =

= {t > 0} × Ω ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâàÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à

(|u|k−2u)t =
n∑

α=1

(|uxα |
pα−2 uxα)xα ; (1)

u(t,x)
∣∣∣
S
= 0, S = {t > 0} × ∂Ω; (2)

u(0,x) = φ(x), φ(x) ∈ Lk(Ω), φxα(x) ∈ Lpα(Ω), α = 1, n. (3)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k 6 p1 6 p2 6 . . . 6 pn, k > 1 , â ñëó÷àå

p1 < k ðåøåíèå çà êîíå÷íîå âðåìÿ ñòàáèëèçèðóåòñÿ ê íóëþ.

Òåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

n∑
α=1

1/pα < 1 + n/pn, (4)

òî îáîáùåííîå ðåøåíèå u(t,x) çàäà÷è (1) � (3) ñ îãðàíè÷åííîé

íà÷àëüíîé ôóíêöèåé φ(x) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.

Äàëåå, áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáëàñòè, ðàñïîëîæåííûå âäîëü

âûäåëåííîé îñè Oxs, s ∈ 1, n (îáëàñòü Ω ëåæèò â ïîëóïðî-

ñòðàíñòâå R+
n[s] = {x ∈ Rn |xs > 0} , ñå÷åíèå γr = {x ∈

∈ Ω | xs = r} íå ïóñòî è îãðàíè÷åíî ïðè ëþáîì r > 0).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: Ωr = {x ∈ Ω | 0 < xs < r}, r > 0,
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∥ · ∥p,Q � íîðìà â Lp(Q), p > 1, çíà÷åíèå Q = Ω îïóñêàåòñÿ.

Ïóñòü íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò îãðàíè÷åííûé íîñèòåëü:

supp φ ⊂ Ωz0 , z0 > 0. (5)

Òåîðåìà 2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (4) , (5) , òî ñóùåñòâóþò

Cp1 , Ck > 0 è îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå u(t,x) çàäà÷è (1) � (3)

òàêèå, ÷òî äëÿ t > 0 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

∥u(t)∥k > ∥φ∥k (Cp1(φ)t+ 1)−1/(p1−k) , p1 > k,

∥u(t)∥k > ∥φ∥k exp (−Ck(φ)t) , p1 = k.

Ââåäåì ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ν1(r), µ1(r) :

ν1(r) = inf
{
∥gx1∥p1,γr

∣∣∣ g(x) ∈ C∞
0 (Ω), ∥g∥p1,γr = 1

}
, r > 0,

µ1(r) = inf
{
∥gx1∥p1,Ωr

∣∣∣ g(x) ∈ C∞
0 (Ω), ∥g∥k,Ωr = 1

}
, r > 0.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî∫ ∞

1
ν
p1/ps
1 (r)dr = ∞, lim

r→∞
µ1(r) = 0. (6)

Ïóñòü rp1(t), rk(t), t > 0 � ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå

ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå, ñîîòâåòñòâåííî, íåðàâåíñòâàì

exp

(
κ1

∫ rp1 (t)

1
ν
p1/ps
1 (ρ)dρ

)
> (µp11 (rp1(t))t)

1/(p1−k) , p1 > k.

µp11 (rk(t))t >
∫ rk(t)

1
ν
p1/ps
1 (ρ)dρ, p1 = k.

Òåîðåìà 3. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (4) � (6) è s ∈ 2, n , òî

íàéäóòñÿ M1,p1(φ, k, ps, k), k1(φ, k, ps) è îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå
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u(t, x) çàäà÷è (1) � (3) òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ t > 0 ñïðàâåäëèâû

îöåíêè

∥u(t)∥k 6M1,p1 (tµ
p1(rp1(t)))

−1/(p1−k) , p1 > k;

∥u(t)∥k 6M1,k exp

(
−k1

∫ rk(t)

1
ν
p1/ps
1 (ρ)dρ

)
∥φ∥k, p1 = k.

Å.Þ.Ëèííèê

Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî,
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÓÄÀÐÀ

È ÏÐÎÍÈÊÀÍÈß Â ÌßÃÊÈÅ ÃÐÓÍÒÎÂÛÅ

ÑÐÅÄÛ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ ÒÅË ÂÐÀÙÅÍÈß

Ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ìåòîäîâ ïîèñêà îïòèìàëüíîé ôîðìû òå-

ëà âðàùåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïðè åãî ïðîíèêàíèè

â ìÿãêèå ãðóíòîâûå ñðåäû. Ïðèìåíÿåòñÿ ìîäåëü ëîêàëüíîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ, â ñîîòâåòñòâèå ñ êîòîðîé äàâëåíèå â êàæäîé

òî÷êå áîêîâîé ïîâåðõíîñòè îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ äàâëåíèåì íà

âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè è ïðåäñòàâëÿåò-

ñÿ â âèäå êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè ïðîíèêàíèÿ

[1, 2]. Ñðàâíåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ðàñ÷åòàìè â îñåñèììåòðè÷-

íîé ïîñòàíîâêå â ðàìêàõ ãðóíòîâîé ñðåäû Ãðèãîðÿíà, êîòîðàÿ

çàïèñûâàåòñÿ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â âèäå ñè-

ñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è êîíå÷íûõ ñîîòíîøå-

íèé, ó÷èòûâàþùèõ ñâîéñòâà ñðåäû: óäàðíóþ ñæèìàåìîñòü è

ñîïðîòèâëåíèå ñäâèãó [3].
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Ïîèñê îïòèìàëüíîãî òåëà ñ ïðèìåíåíèåì ìîäåëè ëîêàëüíî-

ãî âçàèìîäåéñòâèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ â êëàññå çàòóïëåííûõ òåë.

Ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, êîãäà íàïðÿæåíèÿ îïðåäå-

ëÿþòñÿ òîëüêî êâàäðàòîì íîðìàëüíîé ñêîðîñòè. Ïðè ó÷åòå

äðóãèõ ñâîéñòâ ñðåäû, à òàêæå ïîâåðõíîñòíîì òðåíèè ðåøå-

íèå ïîëó÷åíî ÷èñëåííî.

Â îñåñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêå ðåøàåòñÿ äâóõïàðàìåòðè÷å-

ñêàÿ çàäà÷à áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè, ãäå â êà÷åñòâå öåëåâîé

ôóíêöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ âòîðîãî ïî-

ðÿäêà, ñîäåðæàùàÿ çíà÷åíèÿ ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ íà êâàçèñòà-

öèîíàðíîé ñòàäèè âíåäðåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷ó îïòèìèçà-

öèè ìîæíî ðåøàòü â îäíîìåðíîé ñëó÷àå ïðè ôèêñèðîâàííûõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, ÷òî óïðîùàåò ðàñ÷åòû. Â ðåçóëüòàòå

äëÿ çàäàííûõ äëèíû óäàðíèêà è äëèíû îñíîâàíèÿ ñ ó÷åòîì äî-

ïóñòèìîé ïîãðåøíîñòè 5% áûë ïîëó÷åí äèàïàçîí îïòèìàëüíûõ

ôîðì òåë âðàùåíèÿ. Íà ãðàôèêå ñïëîøíîé ëèíèåé îáîçíà÷åíà

îïòèìàëüíàÿ ôîðìà òåëà âðàùåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ñîïðîòèâ-

ëåíèÿ, øòðèõîâîé è øòðèõïóíêòèðíîé ëèíèÿì ñîîòâåòñòâóþò

äîïóñòèìûå îòêëîíåíèÿ ôîðìû.

Ðèñ 1. Ôîðìû òåëà âðàùåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ

Ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî ó÷åò ýôôåêòîâ îáòåêàíèÿ

â äâóìåðíûõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ â ðàìêàõ íåëèíåéíîé ìîäåëè
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ãðóíòîâîé ñðåäû ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óòî÷íèòü êàê ôîðìó,

òàê è ñèëîâûå è êèíåìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîíèêàþùèõ

òåë, ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñ÷åòàìè íà îñíîâå ìîäåëåé ëîêàëüíîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî â ðàìêàõ ïðîãðàììû Ïðåçèäåíòà

Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè êîë-

ëåêòèâîâ âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë Ðîññèè (ÍØ-2843.2012.8), à

òàêæå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ (ïðîåêòû �� 12-08-33106-ìîë_à_âåä,

13-08-00531_à, 14.Â37.21.1137).
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Â ÃÐÓÍÒÎÂÎÉ ÑÐÅÄÅ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðàñøèðåíèè ñôåðè÷åñêîé ïîëî-

ñòè èç òî÷êè â áåçãðàíè÷íîé ãðóíòîâîé ñðåäå [1] ñ ïîñòîÿííîé

ñêîðîñòüþ V0 . Äâèæåíèå ãðóíòîâîé ñðåäû â îáëàñòè ïëàñòè÷å-

ñêîãî òå÷åíèÿ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè íåðàçðûâíîñòè è èç-

ìåíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ â ýéëåðîâûõ ïåðåìåííûõ (ñôå-

ðè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ):{
ρ
(
∂v
∂r + 2vr

)
= −

(
∂ρ
∂t + v ∂ρ∂r

)
,

∂σr
∂r + 2f2

r = −ρ
(
∂v
∂t + v ∂v∂r

)
,

(1)

c = A+ λu, (2)

f2(θ) =

{
τ0 + µσ, 0 < σ 6 σm,

τm, σ > σm.
(3)

Ñðåäà õàðàêòåðèçóåòñÿ èçâåñòíîé óäàðíîé àäèàáàòîé (2),

ó÷åò âíóòðåííåãî òðåíèÿ ãðóíòà � óñëîâèåì ïëàñòè÷íîñòè

(3). Ïîäîáíàÿ ïîñòàíîâêà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîé äëÿ îïèñàíèÿ

äèíàìè÷åñêîé ñæèìàåìîñòè è ñîïðîòèâëåíèÿ ñäâèãó ìÿãêèõ

ãðóíòîâûõ ñðåä [2].

Ââåäåíèåì ïîäñòàíîâêè ξ = r
ct , ãäå c � ñêîðîñòü ïëàñòè÷å-

ñêîé óäàðíîé âîëíû, (1) ïðèíèìàåò âèä ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ
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äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [3]. Ðåøåíèå çàäà÷è îñóùåñòâ-

ëÿåòñÿ â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ � ñêîðîñòü U = v
c è íàïðÿ-

æåíèå S = σ
ρc2

.

Ïðè âûñîêèõ ñêîðîñòÿõ ðàñøèðåíèÿ ïîëîñòè è âûñîêèõ äàâ-

ëåíèÿõ èçìåíåíèå ïëîòíîñòè ìàë�o. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèáëè-

æåíèå ê ñèñòåìå â ïðåäïîëîæåíèè íåñæèìàåìîñòè çà ôðîíòîì

óäàðíîé âîëíû [4], çàïèñàííîå îòíîñèòåëüíî U , S :{
U ′ + 2Uξ = 0,

S′ + 2 f̃2ξ = (ξ − U)U ′,

ãäå f̃2 =
f2
ρc2

� óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè.

Àíàëèçèðóåòñÿ òàêæå îøèáêà ïðèìåíåíèÿ ëèíåéíîãî ïðè-

áëèæåíèÿ c = λ1/3V0 +A/3 , ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ ðàçëîæå-

íèÿ â ðÿä Òåéëîðà [4].

Â ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðå-

øåíèé è ðàññìàòðèâàåòñÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèé îò ïàðàìåòðîâ

âíóòðåííåãî òðåíèÿ è ñæèìàåìîñòè ãðóíòà. Ïîêàçàíî ñóùå-

ñòâåííîå âëèÿíèå êîýôôèöèåíòà âíóòðåííåãî òðåíèÿ ãðóíòà íà

ïàðàìåòðû êâàäðàòè÷íîé ÌËÂ.

Ïðîâåðåíû è ïîäòâåðæäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ [4] ñ

èñïîëüçîâàíèåì âîçìîæíîãî ñïåêòðà ïàðàìåòðîâ ðåøàåìîé çà-

äà÷è äëÿ ïàðàìåòðîâ µ â èíòåðâàëå [0;0,75] è ïàðàìåòðà λ â

èíòåðâàëå [1;3], à òàêæå âûâåäåíû çàâèñèìîñòè èñêîìûõ ôóíê-

öèé îò ýòèõ ïàðàìåòðîâ.

Ñðàâíåíèåì ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ â ïîëíîé

ïîñòàíîâêå ïîêàçàíà áëèçîñòü óêàçàííûõ ðåøåíèé ïðè ñâåðõ-

çâóêîâûõ ñêîðîñòÿõ ðàñøèðåíèÿ ïîëîñòè ñ ó÷åòîì âíóòðåííåãî

òðåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñèðîâàíèè â ðàìêàõ ïðîãðàì-

ìû Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ ãîñóäàðñòâåííîé
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ïîääåðæêè êîëëåêòèâîâ âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë Ðîññèè (ÍØ-

2843.2012.8), ÔÖÏ �Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû

èííîâàöèîííîé Ðîññèè� íà 2009-2013 ãîäû, à òàêæå ÐÔÔÈ

(ïðîåêòû �� 12-08-33106-ìîë_à_âåä, 13-08-00531-à).
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ÄÎÊÓÌÅÍÒÎÂ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÎÁËÀ×ÍÛÕ

ÒÅÕÍÎËÎÃÈÉ

Ñîâðåìåííûé ýòàï ðàçâèòèÿ ýëåêòðîííîãî êíèãîèçäàíèÿ

ñâÿçàí ñ ïðèìåíåíèåì ñåìàíòè÷åñêèõ ìåòîäîâ îðãàíèçàöèè íà-

ó÷íîé èíôîðìàöèè è îðèåíòàöèåé íà ìàøèíîîðèåíòèðîâàííóþ

îáðàáîòêó äàííûõ â ñåòè (ñì., íàïð., [1]). Ïðè ïîäãîòîâêå ìà-

òåìàòè÷åñêèõ òåêñòîâ èñïîëüçóþòñÿ êàê ñèñòåìû âåðñòêè íà

îñíîâå TEX, òàê è WYSIWYG�ðåäàêòîðû ôîðìóë îôèñíûõ ïà-

êåòîâ. Êîíâåðòàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêóìåíòîâ â ïîäõîäÿùèé

ôîðìàò ïðåäñòàâëÿåò îäíó èç ïîâñåäíåâíûõ çàäà÷. Ðåøåíèÿ íà

îñíîâå òåõíîëîãèé îáëà÷íûõ âû÷èñëåíèé ÿâëÿþòñÿ, â íàñòîÿ-

ùèé ìîìåíò, íàèáîëåå îïòèìàëüíûìè (ñì., íàïð. [2]).

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ìåòîäàì îáðàáîòêè ýëåêòðîííûõ äîêó-

ìåíòîâ, ñîäåðæàùèõ ìàòåìàòè÷åñêèå ôîðìóëû, è ñîçäàíèþ àë-

ãîðèòìîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ äîêóìåíòîâ ñ öåëüþ ïîâûøåíèÿ èõ

ñåìàíòè÷åñêîé âûðàçèòåëüíîñòè (ñì., íàïð., [3]). Ïðåäëîæåí

ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ ýëåêòðîííûõ äîêóìåíòîâ, ñîçäàííûõ â

îôèñíûõ ïàêåòàõ, â íîòàöèþ TEX, à òàêæå â ôîðìàò MathML

(ñì., íàïð., [1]).

Àëãîðèòì òðàíñôîðìàöèè äàííûõ ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå

ïðåîáðàçîâàíèé XSLT (ñì., íàïð., [1]). Èñïîëüçîâàëèñü òàá-

ëèöû ïðåîáðàçîâàíèé, íàõîäÿùèåñÿ â îòêðûòîì äîñòóïå. Äëÿ

ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë, çàäàííûõ â ôîðìàòå O�ce OpenXML,

â MathML ïðèìåíåíû ïðåîáðàçîâàíèÿ omml2mml.xsl. Ïðàâèëà
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ïðåîáðàçîâàíèÿ èç MathML â TEX�ôîðìàò, çàäàâàëèñü ñ ïî-

ìîùüþ ñòèëåâîé òàáëèöû mmltex.xsl. Äàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

áûëè îïòèìèçèðîâàíû è äîïîëíåíû òàáëèöåé ñòèëåé d2t.xsl,

ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êàðêàñà äîêóìåíòà. Àë-

ãîðèòì ðåàëèçîâàí â âèäå Java�ïðèëîæåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ

ðåêîìåíäàöèÿìè ïî ðàçðàáîòêå îáëà÷íûõ ñåðâèñîâ íà ïëàòôîð-

ìå Google App Engine (ñì., íàïð., [4, 5]). Ïðèëîæåíèå Java

èìååò ìîäóëüíóþ ñòðóêòóðó. Îñíîâíûìè êëàññàìè ïðèëîæå-

íèÿ ÿâëÿþòñÿ: êëàññ èçâëå÷åíèÿ ìåòàèíôîðìàöèè, êëàññ ïðå-

îáðàçîâàíèÿ ôîðìàòîâ, êëàññ îïòèìèçàöèè âûõîäíîãî ôàéëà.

Ïðèëîæåíèå ôóíêöèîíèðóåò êàê ñåðâèñ App Engine â îáëàêå

Google.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêòû �� 12-07-00667, 12-07-97018-ð_ïîâîëæüå).
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ÒÈÏÀ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âè-

äà [1]: 
dxj
dt =

n∑
i=1

aji(t)xi + fj(t, x), j = 1, q

dxj
dt =

n∑
i=1

aji(t)xi, j = q + 1, n
(1)

Òåîðåìà 1. Åñëè ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ z = 0 óðàâíåíèÿ

dz

dt
=
∑
j∈M0

λj(t, z),

ãäå λj(t, z) = λj(t, z, ..., z), óñòîé÷èâî, òî òðèâèàëüíîå ðåøå-

íèå ñèñòåìû (1) óñòîé÷èâî ïðè ïîñòîÿííî äåéñòâóþùèõ âîç-

ìóùåíèÿõ â ñëåäóþùåé ÷àñòè óðàâíåíèé

dxq+1

dt =
n∑
i=1

aq+1,i(t)xi,

..................................

dxn
dt =

n∑
i=1

an,i(t)xi.

Îáùèé ïîäõîä äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè ïðè ïî-

ñòîÿííî äåéñòâóþùèõ âîçìóùåíèÿõ â ÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåì

âîëüòåððîâñêîãî òèïà îñíîâàí íà ìåòîäå ñðàâíåíèÿ [1, 2].
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Âîçìîæíîñòè ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ïîêàçàíû äëÿ ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé Ëîòêè-Âîëüòåððà.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïè-

ñûâàþùóþ äèíàìèêó ñèñòåìû �õèùíèê-æåðòâà� [3]:

dx1
dt = rx1

(
1− x1

K

)
− αx1x2

a+x1
− qEx1,

dx2
dt = βx2x3

a+x3
− dx2 − γx22,

dx3
dt = 1

e (x1 − x3),

(pqx1 − c)E − s = 0,

(2)

ãäå x1, x2, x3 � ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèé õèùíèêà è äâóõ æåðòâ,

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ïàðàìåòðû ïîñòîÿííû è íåîòðèöàòåëü-

íû. r, K, α, β, γ, a, q, E, d, e, s, p � ïîëîæèòåëüíûå êîí-

ñòàíòû.

Äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè (2) âûáåðåì ñëåäóþùèå ïàðà-

ìåòðû: α = 0, 95, β = 0, 75, K = 100, q = 0, 5, a = 30,

d = 0, 002, p = 15, c = 1, e = 2, s = 0.

Òîãäà ñèñòåìà (2) ïðèìåò âèä:

dx1
dt = 2x1

(
1− x1

100

)
− 0,95x1x2

30+x1
− 0, 5Ex1,

dx2
dt = 0,75x2x3

30+x3
− 0, 002x2 − 0, 05x22,

dx3
dt = 1

2(x1 − x3),

(7, 5x1 − 1)E − 4(E − 3, 993) = 0.

(3)

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1 ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî òðèâèàëü-

íîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) ïðè âûáðàííûõ ïàðàìåòðàõ óñòîé÷èâî

ïðè ïîñòîÿííî äåéñòâóþùèõ âîçìóùåíèÿõ â òðåòüåì óðàâíå-

íèè.
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ÑÅÂÅÐÅ

Íàëè÷èå ïðåäïîñûëîê ê àíòðîïîãåííîìó ïîòåïëåíèþ êëè-

ìàòà è åãî âîçìîæíûå íåãàòèâíûå ïîñëåäñòâèÿ ïðèâåëè ê ðîñòó

âíèìàíèÿ ê ýòîé ïðîáëåìå â ìèðîâîì íàó÷íîì ñîîáùåñòâå.

Äëÿ Ðîññèè äåòàëèçèðîâàííûå ïî ðåãèîíàì îöåíêè íàáëþ-

äàåìûõ è ïðåäïîëàãàåìûõ èçìåíåíèé êëèìàòà îñîáî âàæíû,

ïîñêîëüêó èç-çà çíà÷èòåëüíûõ ïðèðîäíî-îáóñëîâëåííûõ ðàç-

ëè÷èé êëèìàòà íà òåððèòîðèè Ðîññèè èçìåíåíèÿ êëèìàòà â åå

ðåãèîíàõ ïðîÿâëÿþòñÿ êðàéíå íåðàâíîìåðíî [1, ñ. 4].

Íà îñíîâå àíàëèçà äàííûõ ìíîãîëåòíèõ èíñòðóìåíòàëü-

íûõ íàáëþäåíèé çà êëèìàòîì è îáîáùåíèÿ ìàòåðèàëîâ îòå÷å-

ñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ïî îöåíêå âîç-

ìîæíûõ èçìåíåíèé êëèìàòà â áëèæàéøåé ïåðñïåêòèâå ìîæíî
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ïðåäñòàâèòü íàèáîëåå âåðîÿòíûé ïðîãíîç îæèäàåìîãî ñîñòîÿ-

íèÿ êëèìàòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè è åå ðåãèîíîâ, â ÷àñòíîñòè

Åâðîïåéñêîãî Ñåâåðà.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ èäåò àêòèâíûé ïðîöåññ óêðåïëåíèÿ çà-

ùèòû ãåîïîëèòè÷åñêèõ è ýêîíîìè÷åñêèõ èíòåðåñîâ Ðîññèè â

Ñåâåðî-Àðêòè÷åñêîì ðåãèîíå [2]. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííàÿ

ìîäåëü èçìåíåíèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû â äàííîì ðåãèîíå ïîçâî-

ëèò ïîâûñèòü óñòîé÷èâîñòü ýêîíîìèêè è ïðîèçâîäñòâà ê ïðî-

èñõîäÿùèì íåãàòèâíûì èçìåíåíèÿì êëèìàòà, à òàêæå ïîâûñèò

ýôôåêòèâíîñòü ïðîèçâîäñòâà çà ñ÷åò ó÷åòà áëàãîïðèÿòíûõ èç-

ìåíåíèé.
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ðàùåíèÿ: 26.07.2013).
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Â ðàáîòå àâòîðà [1] ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïèðñîâñêîé öåïè ïîëó-

ìîäóëåé, àíàëîãà ïèðñîâñêîé öåïè êîëåö [2, 3], è äîêàçûâàþòñÿ
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íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòîé êîíñòðóêöèè. Ïîêàçàíî, â ÷àñòíîñòè,

÷òî íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîëóìîäóëåé ìîãóò �ïîäíèìàòüñÿ� (íà-

ñëåäîâàòüñÿ) îò íåðàçëîæèìûõ ôàêòîðïîëóìîäóëåé (íå èìå-

þùèõ íåòðèâèàëüíûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ) èëè mi -ôàêòîðîâ

(ìàêñèìàëüíûõ íåðàçëîæèìûõ ôàêòîðïîëóìîäóëåé) ê èñõîä-

íîìó ïîëóìîäóëþ. Â äàííîì äîêëàäå ïðèâåäåíà òåîðåìà, ïðî-

äîëæàþùàÿ èññëåäîâàíèÿ ïîëóìîäóëåé â òåðìèíàõ ïèðñîâñêèõ

öåïåé.

Ñ íåîáõîäèìûìè îïðåäåëåíèÿìè, ñâÿçàííûìè ñ ïîëóêîëü-

öàìè, ïîëóìîäóëÿìè è ïó÷êîâûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè, ìîæíî

ïîçíàêîìèòüñÿ â [4]; c îïðåäåëåíèÿìè õîðíîâñêîé ôîðìóëû è

å¼ èíòåðïðåòàöèé � â [5].

Äëÿ ïîëóìîäóëÿ M íàä ïîëóêîëüöîì S ÷åðåç ρ è µ îáî-

çíà÷èì êîíãðóýíöèè ïèðñîâñêîé öåïè, îáðàçóþùèå íåðàçëîæè-

ìûé ôàêòîðïîëóìîäóëü M/ρ è mi -ôàêòîð M/µ ñîîòâåòñòâåí-

íî [ñì. 1, 4].

Òåîðåìà Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëóìîäóëÿ M íàä ïîëóêîëü-

öîì S è õîðíîâñêîé ôîðìóëû X ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ:

1. Cóùåñòâóåò òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ σM ôîðìóëû X íà

ïîëóìîäóëå MS , ÷òî X � èñòèííà.

2. Cóùåñòâóåò òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ σM/ρ ôîðìóëû X

íà íåðàçëîæèìîì ôàêòîðïîëóìîäóëå M/ρ , ÷òî X � èñòèí-

íà.

3. Cóùåñòâóåò òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ σM/µ ôîðìóëû X

íà mi-ôàêòîðå M/µ , ÷òî X � èñòèííà.
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ÑÌÅØÀÍÍÎÃÎ ÒÈÏÀ Â ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÎÉ

ÎÁËÀÑÒÈ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

Lu = uxx + (sgny)uyy − q(x)u = 0 (1)

â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè D = {(x, y) | 0 < x < π,−α < y < β} ,
ãäå α > 0 , β > 0 � çàäàííûå ïîñòîÿííûå, q(x) � çàäàííàÿ íà

[0,π ] äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì q(x) > 0 .

Çàäà÷à. Íàéòè â îáëàñòè D ôóíêöèþ u(x, y) , óäîâëåòâî-

ðÿþùóþ óñëîâèÿì:

u(x, y) ∈ C1(D) ∩ C2(D− ∪D+); (2)
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Lu = 0, (x, y) ∈ D− ∪D+; (3)

u(0, y) = 0, u(π, y) = 0, −α 6 y 6 β; (4)

u(x,−α) = ψ(x), u(x, β) = φ(x), 0 6 x 6 π; (5)

ãäå ψ(x), φ(x) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè, ψ(0)=

=ψ(π)=0 , φ(0)=φ(π)=0 , D−=D ∩ {y<0}, D+=D ∩ {y >0} .
Íà÷àëüíî-ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî ïà-

ðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ñ èçâåñòíûì ïîòåíöèàëîì q(x)

áûëà ðàññìîòðåíà â ðàáîòå [1]. Â äàííîì ñîîáùåíèè äîêàçàíà

åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) � (5) íà îñíîâå ïîëíîòû

ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîìåðíîé

ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è. Ðåøåíèå ïîñòðîåíî â âèäå ñóììû ðÿäà

ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà α ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì,

ïîëó÷åíà îöåíêà îá îòäåëåííîñòè îò íóëÿ ìàëîãî çíàìåíàòåëÿ.

Ýòà îöåíêà ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèè q(x) , ψ(x) ,

φ(x) ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ïîñòðîåííîãî ðÿäà â êëàñ-

ñå (2).
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Â òåîðèè óïðàâëåíèÿ äèíàìèêîé ñèñòåì, ñîäåðæàùèõ ýëå-

ìåíòû ðàçëè÷íîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû, ðåøàþòñÿ çàäà÷è àíà-

ëèòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè ðåøåíèé, çàäàííûìè óðàâíåíèÿìè

ñâÿçåé. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíî-

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñîñòàâëåííûõ èç óðàâíåíèé äèíà-

ìèêè è óðàâíåíèé ñâÿçåé, âîçíèêàåò ïðîáëåìà ñòàáèëèçàöèè

ñâÿçåé. Â [1] ïðèâîäèòñÿ ìîäèôèêàöèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè

ñèñòåì ñî ñâÿçÿìè, ïîçâîëÿþùàÿ ðåøèòü ýòó çàäà÷ó. Â [2] ââî-

äÿòñÿ â ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèÿ ïðîãðàììíûõ ñâÿçåé.

Â çàäà÷àõ ìîäåëèðîâàíèÿ êèíåìàòèêè è äèíàìèêè ìåõàíè-

÷åñêèõ ñèñòåì ïîëó÷èë øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïðåäëîæåí-

íûé Í. Ï. Åðóãèíûì [3] ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà ñèñòåì

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èìåþùèõ çàäàííóþ èíòåãðàëü-

íóþ êðèâóþ íà ïëîñêîñòè. Â ÷àñòíîñòè, â [4] ðàññìîòðåíà çàäà-

÷à ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé, èìåþùèõ çàäàííûå èíòåãðàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ, ìåòîäîì,

ïðåäëîæåííûì â [3], è îïðåäåëåíà êîíñòðóêöèÿ ñèñòåì äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èç óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ýòèõ ìíî-

ãîîáðàçèé. Â [5] ïîñòðîåíà àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé ïî çàäàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ ôàçîâûõ òðà-

åêòîðèé íà ïëîñêîñòè, îïðåäåëåíû êîýôôèöèåíòû, ïðåäóñìîò-

ðåííûå â êîíñòðóêöèè ñèñòåìû, èñõîäÿ èç âèäà èíòåãðàëüíûõ

êðèâûõ è îñîáûõ òî÷åê. Â [6] ïðåäëîæåíà ñòðóêòóðà ñèñòåìû
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äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîçâîëÿþùàÿ îïèñàòü êèíåìà-

òè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòåìû óðàâíåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíûõ

ñâÿçåé. Èçëîæåííûå â [5, 6] ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ

ñèñòåì ýôôåêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ äâè-

æåíèÿ óïðàâëÿåìûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì [7, 8].

Ïðè ñîçäàíèè ìåòîäîâ àâòîìàòèçèðîâàííîãî ìîäåëèðîâà-

íèÿ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçëîæåííûé â [2] àíàëèòè÷åñêèé ìå-

òîä ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, îñíîâàííûé íà âàðèàöè-

îííîì ïðèíöèïå Äàëàìáåðà-Ëàãðàíæà. Â [9] óðàâíåíèÿ äèíà-

ìèêè ïîëó÷åíû íà îñíîâå èíòåãðàëüíîãî âàðèàöèîííîãî ïðèí-

öèïà Ãàìèëüòîíà-Îñòðîãðàäñêîãî.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêò � 13-08-00535).
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Ðå÷ü èäåò îá óðàâíåíèÿõ âèäà

(D1 +D2)u = f(x1, . . . , xn),

ãäå

D1 ≡
∂m1+...+mn

∂xm1
1 . . . ∂xmn

n
,
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à D2 � ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ïåðåìåííûìè

êîýôôèöèåíòàìè, ñîäåðæàùèé ïðîèçâîäíûå îò èñêîìîé ôóíê-

öèè u(x1, . . . , xn) , ïîëó÷àåìûå èç D1u îòáðàñûâàíèåì ïî êðàé-

íåé ìåðå îäíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Äàííîå óðàâíåíèå ìîæ-

íî çàïèñàòü â âèäå

L(u) ≡
∑

06qi6mi,

i=1,n

aq1q2...qn(x1, x2, . . . , xn)uxq11 x
q2
2 ...x

qn
n

=

= f(x1, x2, . . . , xn),

ãäå aq1q2...qn , f � çàäàííûå ôóíêöèè, am1m2...mn ≡ 1 . Î÷åâèä-

íî, ÷òî ñòàðøàÿ ïðîèçâîäíàÿ D1u îïðåäåëÿåò çäåñü è ïîðÿäîê

óðàâíåíèÿ, è âñþ åãî ñòðóêòóðó, âñëåäñòâèå ÷åãî å¼ åñòåñòâåííî

íàçûâàòü äîìèíèðóþùåé. Ê ðàññìàòðèâàåìîìó êëàññó ïðèíàä-

ëåæèò, íàïðèìåð, óðàâíåíèå Áèàíêè [1], [2], [3] äëÿ êîòîðîãî

D1 ≡
∂n

∂x1 . . . ∂xn
.

Õîðîøî èçâåñòíà ðîëü èíâàðèàíòîâ Ëàïëàñà â òåîðèè óðàâ-

íåíèÿ

uxy + a(x, y)ux + b(x, y)uy + c(x, y)u = 0. (1)

Â ÷àñòíîñòè, îíè èãðàþò îïðåäåëÿþùóþ ðîëü â êëàññèôèêàöèè

óðàâíåíèé âèäà (1) ñ òî÷êè çðåíèÿ ãðóïïîâîãî àíàëèçà. Íàïîì-

íèì îñíîâíîé êëàññèôèêàöèîííûé ðåçóëüòàò [4], [5, ñ. 116�125]

[6, ñ. 123�124], [7, ñ. 164] äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé. Äâà òàêèõ óðàâ-

íåíèÿ ýêâèâàëåíòíû ïî ôóíêöèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

èíâàðèàíòû Ëàïëàñà h = ax+ab− c , k = by+ab− c èìåþò äëÿ
îáîèõ óðàâíåíèé îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ. Àëãåáðà Ëè óðàâíåíèÿ

(1) åñòü L = Lr ⊕ L∞ , ãäå Lr îáðàçîâàíà îïåðàòîðàìè

X = ξ1(x, y)∂x + ξ2(x, y)∂y + σ(x, y)u∂u, (2)
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à L∞ � ïîäàëãåáðà ñ îïåðàòîðîì µ(x, y)∂u , µ � ðåøåíèå

(1). Îïåðàòîð u∂u äîïóñêàåòñÿ ëþáûì óðàâíåíèåì (1), ïîýòî-

ìó óêàçàííûé îïåðàòîð ìîæíî âêëþ÷èòü â L∞ è ñ÷èòàòü, ÷òî

σ(x, y) îïðåäåëÿåòñÿ â (1) ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàå-

ìîãî.

Åñëè h = k ≡ 0 , òî óðàâíåíèå (1) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

uxy = 0 è äîïóñêàåò áåñêîíå÷íîìåðíóþ àëãåáðó Ëè îïåðàòî-

ðîâ X = ξ1(x)∂x+ ξ
2(y)∂y ñ ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè ξ

1(x) ,

ξ2(y) . Åñëè h ̸= 0 , òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 [4], [5, ñ. 123]. Óðàâíåíèå (1) äîïóñêàåò áîëåå

÷åì îäíîìåðíóþ àëãåáðó Ëè îïåðàòîðîâ (2) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ôóíêöèè

p =
k

h
, q =

(lnh)xy
h

òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííû. Åñëè p è q ïîñòîÿííû, òî óðàâíå-

íèå (1) ðàâíîñèëüíî ëèáî óðàâíåíèþ Ýéëåðà-Ïóàññîíà ( q ̸= 0 )

uxy −
2/q

x+ y
ux −

2p/q

x+ y
uy +

4p/q2

(x+ y)2
u = 0,

ëèáî óðàâíåíèþ ( q = 0 )

uxy + xux + pyuy + pxyu = 0,

ïðè÷åì åãî àëãåáðà Ëè îïåðàòîðîâ (2) òðåõìåðíà.

1. Óðàâíåíèå Áèàíêè òðåòüåãî ïîðÿäêà. Ðàññìîòðèì

îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Áèàíêè òðåòüåãî ïîðÿäêà

uxyz + auxy + buyz + cuxz + dux + euy + fuz + gu = 0. (3)

Ñîâîêóïíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ (3)

x = α(x), y = β(y), z = γ(z), u = ω(x, y, z)u. (4)
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Äâà óðàâíåíèÿ âèäà (3) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ïî ôóíê-

öèè [5, ñ. 117], åñëè îíè ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè ïðåîáðàçî-

âàíèÿõ (4), â êîòîðûõ

α(x) = x, β(y) = y, γ(z) = z.

Â [8] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äâà óðàâíåíèÿ âèäà (3) ýêâèâàëåíò-

íû ïî ôóíêöèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ èíâàðèàíòû

Ëàïëàñà
H1 = ay + ac− d, H2 = ax + ab− e,

H3 = cx + bc− f, H4 = bz + ab− e,

H5 = by + bc− f, H6 = cz + ac− d,

H7 = axy + bd+ ce+ af − 2abc− g,

H8 = byz + bd+ ce+ af − 2abc− g,

H9 = cxz + bd+ ce+ af − 2abc− g

ñîâïàäàþò.

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [8] íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

Òåîðåìà 2. Äâà óðàâíåíèÿ âèäà (3) ñ íàáîðàìè èíâàðèàí-

òîâ Ëàïëàñà H1 , H2 , ..., H9 è H1 , H2 , ..., H9 ñîîòâåò-

ñòâåííî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿ-

þòñÿ ðàâåíñòâà

H1 = β′(y)γ′(z)H1, H2 = α′(x)γ′(z)H2,

H3 = α′(x)β′(y)H3, H4 = α′(x)γ′(z)H4,

H5 = α′(x)β′(y)H5, H6 = β′(y)γ′(z)H6,

Hi = α′(x)β′(y)γ′(z)H i, i = 7, 8, 9.

Åñëè èñêàòü äîïóñêàåìûé óðàâíåíèåì (3) îïåðàòîð

α∂x + β∂y + γ∂z + τ∂u,

òî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷àñòü ñèñòåìû îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé

ñîñòàâÿò

∂uα = ∂uβ = ∂uγ = 0, ∂2uτ = 0.
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Èçâåñòíî [5, ñ. 99�100], ÷òî â òàêîì ñëó÷àå àëãåáðà Ëè óðàâ-

íåíèÿ (3) åñòü L = Lr ⊕ L∞ , ãäå àëãåáðà Lr ðàçìåðíîñòè r

îáðàçîâàíà îïåðàòîðàìè âèäà

X = ξ1(x, y, z)∂x+ξ
2(x, y, z)∂y+ξ

3(x, y, z)∂z+σ(x, y, z)u∂u, (5)

à L∞ � òèïè÷íàÿ äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé àáåëåâà ïîäàëãåá-

ðà ñ îïåðàòîðîì µ(x, y, z)∂u , ãäå µ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3).

ßñíî, ÷òî îïåðàòîð u∂u äîïóñêàåòñÿ ëþáûì óðàâíåíèåì (3), ïî-

ýòîìó óêàçàííûé îïåðàòîð ìîæíî âêëþ÷èòü â L∞ è ñ÷èòàòü,

÷òî σ(x, y, z) îïðåäåëÿåòñÿ â (4) ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî

ñëàãàåìîãî.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îòíîøåíèÿ

p12 =
H3

H5
, p13 =

H2

H4
, p23 =

H1

H6
,

à òàêæå êîíñòðóêöèè

q1 =
(lnH1)yz

H1
, q2 =

(lnH2)xz
H2

, q3 =
(lnH3)xy

H3
,

q4 =
(lnH4)xz

H4
, q5 =

(lnH5)xy
H5

, q6 =
(lnH6)yz

H6
,

qi =
(lnHi)xyz

Hi
, i = 7, 8, 9.

Ïðèìåíåíèå òðèæäû ïðîäîëæåííîãî îïåðàòîðà X ê óðàâ-

íåíèþ (3) è ðàñùåïëåíèå îòíîñèòåëüíî ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ

ïðèâîäèò ê îïðåäåëÿþùèì óðàâíåíèÿì, êîòîðûå ìîãóò áûòü

çàïèñàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì èíâàðèàíòîâ Ëàïëàñà â âèäå

ξ1y = ξ1z = ξ2x = ξ2z = ξ3x = ξ3y = 0,

(σ + bξ1 + cξ2 + aξ3)x = (H3 −H5)ξ
2 + (H2 −H4)ξ

3,

(σ + bξ1 + cξ2 + aξ3)y = (H5 −H3)ξ
1 + (H1 −H6)ξ

3,

(σ + bξ1 + cξ2 + aξ3)z = (H4 −H2)ξ
1 + (H6 −H1)ξ

2,

H1xξ
1 + (H1ξ

2)y + (H1ξ
3)z = 0,
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H6xξ
1 + (H6ξ

2)y + (H6ξ
3)z = 0,

(H2ξ
1)x +H2yξ

2 + (H2ξ
3)z = 0, (6)

(H4ξ
1)x +H4yξ

2 + (H4ξ
3)z = 0,

(H3ξ
1)x + (H3ξ

2)y +H3zξ
3 = 0,

(H5ξ
1)x + (H5ξ

2)y +H5zξ
3 = 0,

(H7ξ
1)x + (H7ξ

2)y + (H7ξ
3)z = 0,

(H8ξ
1)x + (H8ξ

2)y + (H8ξ
3)z = 0,

(H9ξ
1)x + (H9ξ

2)y + (H9ξ
3)z = 0.

Ïåðâàÿ ñòðîêà â (6) ïîêàçûâàåò, ÷òî ξ1 = ξ1(x) , ξ2 = ξ2(y) ,

ξ3 = ξ3(z) . Âòîðàÿ, òðåòüÿ è ÷åòâåðòàÿ ñòðîêè èç (6) ïðåäñòàâ-

ëÿþò ñîáîé äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ôóíêöèè σ , ïîñëå òîãî êàê íàéäåíû ξ1 , ξ2 , ξ3 . Îòâåòñòâåí-

íûìè çà ðåçóëüòàòû ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè îêàçûâàþòñÿ

óðàâíåíèÿ, çàïèñàííûå íà÷èíàÿ ñ ïÿòîé ñòðîêè.

Â ðàáîòå [9] ïîñòðîåíî âîñåìü êëàññîâ óðàâíåíèé âèäà (3)

ñ óêàçàííûìè âûøå ïîñòîÿííûìè èíâàðèàíòàìè ïðåîáðàçîâà-

íèÿ (4), êîòîðûå äîïóñêàþò àëãåáðû Ëè Lr , ãäå r ïðèíèìàåò

çíà÷åíèÿ 1 , 3 , 4 è ∞ .

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ qi , i = 1, 6 , èíâàðèàíò

Hi ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ

(lnw)xy = qiw,

ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ êîòîðîãî èçâåñòíà [5, ñ. 123]. Àíàëî-

ãè÷íî, åñëè êàêàÿ-ëèáî èç êîíñòðóêöèé qi , i = 7, 9 , ïîñòîÿííà,

òî ñîîòâåòñòâóþùèé èíâàðèàíò Hi ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíå-

íèÿ

(lnHi)xyz = qiHi.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå èìååò òî÷íîå ðåøåíèå

Hi = − 6λ′(x)µ′(y)ν ′(z)

qi(λ(x) + µ(y) + ν(z))3
.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêîå óðàâíåíèå âèäà (3) ìîæåò ðàññìàò-

ðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå òðåõìåðíîãî àíàëîãà óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-

Ïóàññîíà (òî åñòü èìååò áëèçêèå ãðóïïîâûå ñâîéñòâà)?

Óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ïóàññîíà ñîãëàñíî òåîðåìå 1 õàðàêòåðè-

çóåòñÿ óñëîâèÿìè: p è q ïîñòîÿííû, q ̸= 0 . Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ

îòáîðà ñëåäóåò ïðèíÿòü, ÷òî òðåõìåðíûé àíàëîã

1) äîëæåí äîïóñêàòü àëãåáðó Lr íàèáîëüøåé êîíå÷íîé ðàçìåð-

íîñòè,

2) èìååò êîíñòðóêöèè qi , i = 7 , 8 , 9 , îòëè÷íûå îò íóëÿ,

3) êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ äîëæíû èìåòü äîñòàòî÷íî ïðî-

ñòóþ ñòðóêòóðó, ñõîäíóþ ñî ñòðóêòóðîé êîýôôèöèåíòîâ óðàâ-

íåíèÿ Ýéëåðà-Ïóàññîíà.

Óðàâíåíèå, ÿâëÿþùååñÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè 1)�

3), òðåõìåðíûì àíàëîãîì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ïóàññîíà, èìååò

âèä

uxyz −
2p23

q6(y + z)
uxy −

2

q6(y + z)
uxz+

+
4p23

q26(y + z)2
ux +

6

q7(x+ y + z)3
u = 0

è äîïóñêàåò àëãåáðó L2 , îáðàçîâàííóþ îïåðàòîðàìè

X1 = x∂x + y∂y + z∂z, X2 = ∂y − ∂z.

2. Óðàâíåíèå Áèàíêè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ðàññìîò-

ðèì óðàâíåíèå

ux1x2x3x4 + a1ux2x3x4 + a2ux1x3x4 + a3ux1x2x4 + a4ux1x2x3+

+a12ux3x4 +a13ux2x4 +a14ux2x3 +a23ux1x4 +a24ux1x3 +a34ux1x2+

+ a123ux4 + a124ux3 + a134ux2 + a234ux1 + a1234u = 0 (7)
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ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Äëÿ óðàâíåíèÿ (7) â [10] ïîñòðîåíû 28 èíâàðèàíòîâ Ëàïëà-

ñà:

hi,j = aixj + aiaj − aij ,

hi,jk = aixjxk + aiajk + ajaik + akaij − 2aiajak − aijk,

hi,jkl = aixjxkxl + aiajkl + ajaikl + akaijl + alaijk+

+aijakl + aikajl + ailajk − 2aiajakl − 2aiakajl−
−2aialajk − 2ajakail − 2ajalaik − 2akalaij+

+6aiajakal − aijkl, {i, j, k, l} = {1, 2, 3, 4}, j < k < l.

Çäåñü êîýôôèöèåíòû, ðàçëè÷àþùèåñÿ ïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ

èíäåêñîâ, ñ÷èòàåì ðàâíûìè (íàïðèìåð, a123 = a231 ). Äâà óðàâ-

íåíèÿ âèäà (7) ýêâèâàëåíòíû ïî ôóíêöèè òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ó íèõ ðàâíû âñå ñîîòâåòñòâóþùèå èíâàðèàíòû Ëàïëàñà.

Â òîé æå ðàáîòå çàïèñàíû îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ (7) â

èíâàðèàíòíîé ôîðìå.

Íåòðóäíî óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåð-

æäåíèÿ.

Òåîðåìà 3. Äâà óðàâíåíèÿ âèäà (7) ñ íàáîðàìè èíâàðè-

àíòîâ Ëàïëàñà h1,2 , h2,1 , ..., h1,23 , ..., h1,234 , ..., h4,123 è

h1,2 , h2,1 , ..., h1,23 , ..., h1,234 , ..., h4,123 ýêâèâàëåíòíû òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

hi,j = α′
i(xi)α

′
j(xj)hi,j , hi,jk = α′

i(xi)α
′
j(xj)α

′
k(xk)hi,jk,

hi,jkl = α′
i(xi)α

′
j(xj)α

′
k(xk)α

′
l(xl)hi,jkl,

i, j, k, l ∈ {1, 2, 3, 4}, i ̸= j ̸= k ̸= l.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îòíîøåíèÿ èíâàðèàíòîâ Ëàïëàñà

pij =
hj,i
hi,j

, i, j = 1, 4,
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à òàêæå êîíñòðóêöèè

qij =
(lnhi,j)xixj

hi,j
, i, j = 1, 4.

Ñ ïîìîùüþ óêàçàííûõ ôóíêöèé ïîñòðîåíû êëàññû óðàâíåíèé

âèäà (7), àíàëîãè÷íûå óêàçàííûì â ïóíêòå 1. Îòíîñèòåëüíî

ïîëó÷åííûõ êëàññîâ ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû. Àë-

ãåáðà Ëè óðàâíåíèÿ (7) åñòü L = Lr ⊕ L∞ , ãäå Lr îáðàçîâàíà

îïåðàòîðàìè âèäà

X =

4∑
i=1

ξi(x1, x2, x3, x4)∂xi + σ(x1, x2, x3, x4)u∂u,

à L∞ � ïîäàëãåáðà, îáðàçîâàííàÿ îïåðàòîðîì u∂u è îïåðà-

òîðàìè âèäà µ∂u , ãäå µ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) . Åñëè âñå

ôóíêöèè pij ( hi,j ̸= 0 ) ïîñòîÿííû, ëèáî hi,j = hj,i ≡ 0 , ïðè-

÷åì õîòÿ áû îäèí èç èíâàðèàíòîâ hk,l ̸= 0 , òî àëãåáðà Lr ìîæåò

áûòü áåñêîíå÷íîìåðíîé. Åñëè ðàçìåðíîñòü àëãåáðû Lr êîíå÷-

íà, òî äëÿ ðàññìîòðåííûõ êëàññîâ óðàâíåíèÿ (7) åå ìàêñèìàëü-

íîå çíà÷åíèå r = 6 .

3. Óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

uxxy + a20(x, y)uxx + a11(x, y)uxy + a10(x, y)ux+

+ a01(x, y)uy + a00(x, y)u = 0. (8)

Èíâàðèàíòû Ëàïëàñà äëÿ óðàâíåíèÿ (8) èìåþò âèä

h1 = 2a20x + a20a11 − a10, h2 = a11y + a20a11 − a10,

h3 = a11x +
a211
2 − 2a01,

h4 = 2a20xx − a20a
2
11 + 2a20a01 + a11a10 − 2a00,

h5 = a11xy − a20a
2
11 + 2a20a01 + a11a10 − 2a00.
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Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ (8) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû

â èíâàðèàíòíîé ôîðìå

ξy = 0, ηx = 0,

(2σ + 2a20η + a11ξ)y = (h2 − h1)ξ,

(2σ + 2a20η + a11ξ)x = (h1 − h2)η + ξxx,

(h1ξ)x + (h1η)y = 0, (h2ξ)x + (h2η)y = 0,

ξxxx − (h3ξ)x − h3ξx − h3yη = 0,

ξxxh1 + (h4ξ)x + h4ξx + (h4η)y = 0,

ξxxh2 + (h5ξ)x + h5ξx + (h5η)y = 0.

Äàëåå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì óðàâíåíèé (8), äëÿ êî-

òîðûõ âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé h1 ̸= 0 , h2 ̸= 0 .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

p12 =
h1
h2
, p21 =

h2
h1
, qi =

(lnhi)xy
hi

, i = 1, 2.

Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå: åñëè õîòÿ áû îäíà èç ôóíêöèé

p12 , p21 , q1 , q2 íå ðàâíà òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííîé, òî àëãåáðà

Ëè Lr îïåðàòîðîâ âèäà (2) íå áîëåå ÷åì îäíîìåðíà.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè qi ïîñòîÿííû, òî èíâàðèàíòû hi óäîâëå-

òâîðÿþò óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ.

Ñêîíñòðóèðîâàíû óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòà-

âèòåëÿìè êëàññîâ óðàâíåíèé âèäà (8), äîïóñêàþùèìè àëãåáðó

Ëè Lr íàèáîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Ïîñêîëüêó qi â ýòîì ñëó÷àå

ïîñòîÿííû, ñòðóêòóðà êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ óðàâíåíèé îïðåäå-

ëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ îäíîçíà÷íî.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå h21 + h22 ̸= 0 . Òî-

ãäà óðàâíåíèe (8) äîïóñêàþò áîëåå ÷åì îäíîìåðíóþ àëãåáðó

Ëè îïåðàòîðîâ (2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèè pij ,

qi ( i , j = 1 , 2 ) òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííû. Åñëè pij è qi

ïîñòîÿííû, òî íàèáîëüøàÿ ðàçìåðíîñòü äîïóñêàåìîé àëãåáðû
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Ëè Lr îïåðàòîðîâ (2) ðàâíà òðåì êàê â ñëó÷àå q21 + q22 ≡ 0 ,

òàê è â ñëó÷àå q21 + q22 ̸= 0 .

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Äëÿ óðàâíåíèÿ

uxxyy + a21(x, y)uxxy + a12(x, y)uxyy+

+ a20(x, y)uxx + a11(x, y)uxy + a02(x, y)uyy+

+ a10(x, y)ux + a01(x, y)uy + a00(x, y)u = 0

èíâàðèàíòû Ëàïëàñà èìåþò âèä

h1 = 2a21x + a21a12 − a11, h2 = 2a12y + a21a12 − a11,

h3 = 2a12x + a212 − 4a02, h4 = 2a21y + a221 − 4a20,

h5 = 2a21xy + a21a11 + 2a12a20 − a221a12 − 2a10,

h6 = 2a12yy + a21a11 + 2a12a20 − a221a12 − 2a10,

h7 = 2a21xx + a12a11 + 2a21a02 − a212a21 − 2a01,

h8 = 2a12xy + a12a11 + 2a21a02 − a212a21 − 2a01,

h9 = a21xxy + a21a01 + a12a10 + 2a20a02 − a21a12a11−
−a221a02 − a212a20 +

3
4a

2
21a

2
12 +

1
4a

2
11 − 2a00,

h10 = a12xyy + a21a01 + a12a10 + 2a20a02 − a21a12a11−
−a221a02 − a212a20 +

3
4a

2
21a

2
12 +

1
4a

2
11 − 2a00,

à äëÿ óðàâíåíèÿ

uxxxy + a30(x, y)uxxx + a21(x, y)uxxy + a20(x, y)uxx+

+ a11(x, y)uxy + a10(x, y)ux + a01(x, y)uy + a00(x, y)u = 0

óêàçàííûå èíâàðèàíòû ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ñëåäóþùåé ôîð-
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ìå

h1 = a21y + a30a21 − a20, h2 = 3a30x + a30a21 − a20,

h3 = a21x +
1
3a

2
21 − a11,

h4 = 3a30xx + a30a11 +
2
3a21a20 −

2
3a30a

2
21 − a10,

h5 = a21xy + a30a11 +
2
3a21a20 −

2
3a30a

2
21 − a10,

h6 = a21xx + a21a11 − 2
9a

3
21 − 3a01,

h7 = 3a30xxx + 3a30a01 + a21a10 + a20a11−
−2a30a21a11 − 2

3a
2
21a20 +

2
3a

3
21a30 − 3a00,

h8 = a21xxy + 3a30a01 + a21a10 + a20a11−
−2a30a21a11 − 2

3a
2
21a20 +

2
3a

3
21a30 − 3a00.

Äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé äîêàçàíû òåîðåìû, àíàëîãè÷íûå òåîðå-

ìå 4.

Ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê óðàâíåíèÿì ñ êðàòíûì äèôôå-

ðåíöèðîâàíèåì, ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ Ë.Á. Ìèðîíîâîé.
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ÏÐÀÂÄÎÏÎÄÎÁÈß

Îäíîé èç íàèáîëåå àêòóàëüíûõ çàäà÷ â ñåéñìîëîãèè ÿâëÿ-

åòñÿ îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâåííîãî ïîëîæåíèÿ è ìîìåíòà âîç-

íèêíîâåíèÿ ñîáûòèé â ãåîëîãè÷åñêîé ñðåäå. Íåîáõîäèìî óìåòü

îïðåäåëÿòü ìåñòîïîëîæåíèå èñòî÷íèêà, íàõîäÿùåãîñÿ â Çåìëå
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íà íåêîòîðîé ãëóáèíå, ïî äàííûì ïîëó÷àåìûì íà åå ïîâåðõíî-

ñòè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì âîïðîñû âîññòàíîâ-

ëåíèÿ ìåñòîïîëîæåíèÿ ñîáûòèÿ â ñïëîøíîé ñðåäå, èñïîëüçóÿ

ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, õîðîøî èçâåñòíûé â ìà-

òåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå [1]. Îñíîâîé ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ïîèñê â

ïîëåâûõ çàïèñÿõ îáðàçîâ ìèêðîñåéñìè÷åñêèõ èìïóëüñîâ, èñõî-

äÿùèõ èç íåêîòîðîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà.

Äëÿ ðàñ÷åòà îáðàçîâ ìèêðîñåéñìè÷åñêèõ èìïóëüñîâ ïðèìå-

íÿëîñü ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñåéñìè÷å-

ñêèõ âîëí â ñëîæíîé ãåîëîãè÷åñêîé ñðåäå. Íà ðàçðàáîòàííîì

ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå [2] áûëî ïðîèçâåäåíî òðåõìåðíîå ÷èñ-

ëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñïëîøíîé ñðåäû. Ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ íà

îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïî ÿâíîé ñõåìå. Èñïîëü-

çîâàëàñü ñëîèñòàÿ ñêîðîñòíàÿ ìîäåëü. Â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà

âîçáóæäåíèÿ âíóòðè ìîäåëè ïðèêëàäûâàëàñü ñèëà â òå÷åíèå

îäíîãî øàãà ìîäåëèðîâàíèÿ. Çàïèñûâàëèñü çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè

âåðòèêàëüíûõ è ãîðèçîíòàëüíûõ ïåðåìåùåíèé íà âåðõíåé ãðà-

íèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.

Ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ðàáî-

òîñïîñîáåí â çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ìíîæåñòâåííûõ ìèêðîñåé-

ñìè÷åñêèõ ñîáûòèé è óñòîé÷èâ ê àääèòèâíîìó øóìó.

Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà.
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ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÎÄÍÎÃÎ

ÂÛÐÎÆÄÀÞÙÅÃÎÑß ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ

ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÅÐÂÎÃÎ ÐÎÄÀ

Ñ ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÌ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÌ

Â E+
p ðàññìîòðèì âûðîæäàþùååñÿ ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíå-

íèå

T (U) = xmp

p−1∑
j=1

∂2U

∂xj2

+
∂2U

∂x2p
+ λ2xmp U = 0, (1)

ãäå m > 0 , p > 3 , λ ∈ R .
Ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ ïî ôîðìóëàì

ξj = xj , j = 1, p− 1, ξp =
2

m+ 2
x

m+2
2

p (2)

óðàâíåíèå (1) ïðèâîäèòñÿ ê ýëëèïòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ ñ ïî-

ëîæèòåëüíûì ïàðàìåòðîì

p−1∑
j=1

∂2U

∂ξ2j
+
∂2U

∂ξ2p
+

m

m+ 2

1

ξp

∂U

∂ξp
+ λ2U = 0. (3)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) áóäåì èñêàòü â âèäå

U(ξ) = V (r), r =

√√√√ p∑
i=1

ξ2i . (4)

Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ (4) â óðàâíåíèå (3), ïîëó÷àåì

V ′′ +
p− 1 + β

r
V ′ + λ2V = 0, (5)

ãäå β = m
(m+2) . ßñíî, ÷òî 0 < β < 1 ïðè m > 0 .
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Óìíîæàÿ óðàâíåíèå íà r2 , íàõîäèì

r2V ′′ + (p− 1 + β) rV ′ + λ2r2V = 0. (6)

Ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ ïî ôîðìóëàì

V (r) =

(
t

λ

)− p−2+β
2

W (t), r =
t

λ
(7)

óðàâíåíèå (6) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ

t2W ′′ + tW ′ +
(
t2 − ν2

)
W = 0, (8)

ãäå ν = p−2+β
2 . Èçâåñòíî [1], ÷òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8)

èìååò âèä

W (t) = C1Jν(t) + C2Yν(t), (9)

ãäå Jν(t) è Yν(t) � ôóíêöèè Áåññåëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäîâ

ñîîòâåòñòâåííî, C1 è C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.

Âîçâðàùàÿñü â (9) ê ïåðåìåííîé r , ñ ó÷åòîì ôîðìóë (7),

ïîëó÷èì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5)

V (r) = ar−ν (C1Jν(λr) + C2Yν(λr)) (10)

ãäå a � íîðìèðóþùàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Èç ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé Jν(t) è Yν(t) â ñòåïåííîé ðÿä ñëå-

äóåò, ÷òî ðåøåíèå (10) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

V (r) =
ã

2νπ
r−2ν + ψ(r), (11)

ãäå ψ(r) � ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò îñîáåííîñòü

âèäà r−2γ (γ < ν) .

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3) ñ îñîáåííîñòüþ â

òî÷êå ξ0ïðèìåíèì ê ôóíêöèè (11) îïåðàòîð îáîáùåííîãî ñäâè-

ãà T ξ0ξ è âåðíåìñÿ ê ïåðåìåííîé x . Ñ ó÷åòîì ôîðìóë (2) íàéäåì

E(x;x0)=
ãCβ(m+ 2)

m
4

21+ν+
m
4 π

Γ
(
β
2

)
Γ
(
p−2
2

)
Γ(1− ν)Γ (ν)

(xpxp0)
−m

4 ρ2−pxx0 +E∗(x;x0),

(12)
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ãäå ρxx0 =

√
p−1∑
j=1

(xj − xj0)
2 +

(
2

m+2

)2(
x

m+2
2

p − x
m+2

2
p0

)2

,

E∗(x, x0) � ðåãóëÿðíàÿ â E+
p ôóíêöèÿ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå (12) èìååò ñòåïåííóþ îñîáåí-

íîñòü âèäà ρ2−p è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) ñ îñîáåííîñòüþ â òî÷êå x0 .
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ÏÎÄÀËÃÅÁÐÛ ÀËÃÅÁÐÛ ÒÅÏËÈÖÀ È ÒÈÏ

ÀËÃÅÁÐÛ

Óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ C∗ -ïîäàëãåáðàìè Tn
è T (n) àëãåáðû Òåïëèöà, ïîðîæäåííûìè ìîíîìàìè èíäåêñà

Ôðåäãîëüìà, êðàòíîãî ÷èñëó n . Òàêæå, èñïîëüçóÿ òèï àëãåá-

ðû, îïðåäåëåííûé â ðàáîòå Ñ. À. Ãðèãîðÿíà [1], ìû ïîêàçûâàåì

êîíå÷íîñòü òèïà àëãåáðû Tn îòíîñèòåëüíî àëãåáðû T (n) .

Ïóñòü T � îïåðàòîð ñäâèãà íà l2(Z+) , êîòîðûé îòíîñèòåëü-

íî åñòåñòâåííîãî áàçèñà {en}∞n=0 îïðåäåëÿåòñÿ Ten = en+1 , è

T ∗ � îïåðàòîð ñîïðÿæåííûé ê îïåðàòîðó T . Àëãåáðîé Òåïëè-

öà íàçûâàåòñÿ çàìêíóòàÿ ïîäàëãåáðà ëèíåéíûõ, îãðàíè÷åííûõ

îïåðàòîðîâ íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå l2(Z+) , ïîðîæäåí-

íàÿ îïåðàòîðàìè T è T ∗ .

Êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå òàêèõ îïåðàòîðîâ íàçûâàåòñÿ ìîíî-

ìîì [2]. Êàæäûé ìîíîì èìååò êîíå÷íûé èíäåêñ Ôðåäãîëüìà.
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Îïðåäåëèì ýíäîìîðôèçì τ : T → T , ïîëàãàÿ τ(A) = TAT ∗ .

Îòìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ T ∗T = I ñëåäóåò, ÷òî τ åñòü âëîæåíèå

T â ñåáÿ.

Ïóñòü Tn � C∗ -ïîäàëãåáðà àëãåáðû Òåïëèöà T , ïîðîæäåí-

íàÿ ìîíîìàìè, èíäåêñ êîòîðûõ êðàòåí n , è ïóñòü T (n)� C∗ -

ïîäàëãåáðà Tn , ïîðîæäåííàÿ îïåðàòîðàìè Tn è T ∗n .

Ëåììà 1. Äëÿ àëãåáðû Tn ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå â ïðÿ-

ìóþ ñóììó:

Tn = T (n)⊕ τ(T (n))⊕ ...⊕ τn−1(T (n)). (1)

Ïóñòü çàäàííû àëãåáðû A è B , òàêèå ÷òî A ⊂ B . Ðàñ-

ñìîòðèì öåïî÷êó àëãåáð

A ( A1 ( .... ( An ( B.

Öåïî÷êà íàçûâàåòñÿ íåóïëîòíÿåìîé, åñëè íåëüçÿ âëîæèòü íè-

êàêóþ äðóãóþ àëãåáðó â ýòó öåïî÷êó. Òèïîì àëãåáðû B îòíî-

ñèòåëüíî àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ ÷èñëî tB(A) = sup{n}, ãäå
ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì íåóïëîòíÿåìûì öåïî÷-

êàì.

Èíûìè ñëîâàìè, êàêîâà áû íè áûëà öåïî÷êà

A ⊂ C1 ⊂ C2 ⊂ ... ⊂ Cn+k ⊂ B, k > 1,

ïîäàëãåáð àëãåáðû À, ïî êðàéíåé ìåðå äâå àëãåáðû â ýòîé öå-

ïî÷êå ñîâïàäàþò. Ñêàæåì, ÷òî àëãåáðà B ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé

êîíå÷íîãî òèïà îòíîñèòåëüíî àëãåáðû A , åñëè tB(A) <∞ .

Òåîðåìà 1. Òèï àëãåáðû Tn îòíîñèòåëüíî àëãåáðû T (n)

ðàâåí tTn(T (n)) = n− 1.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kn è K(n) àëãåáðû êîìïàêòíûõ îïåðàòî-

ðîâ [3] â Tn è T (n) ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 2. Òèï àëãåáðû Kn îòíîñèòåëüíî àëãåáðû K(n)

ðàâåí tKn(K(n)) = n− 1.

Òåîðåìà 3. Òèï àëãåáðû T îòíîñèòåëüíî àëãåáðû Tn êî-

íå÷åí è tT (Tn) < n.
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Ó×ÐÅÆÄÅÍÈÉ ÏÅÍÇÅÍÑÊÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ

Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÝÑÎ

Â äàííîé ñòàòüå ãîâîðèòñÿ î ñîçäàíèè åäèíîãî èí-

ôîðìàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäå-

íèé Ïåíçåíñêîé îáëàñòè ñ ïîìîùüþ àâòîìàòèçèðîâàííîé

èíôîðìàöèîííîé ñèñòåìû �ÁÀÐÑ.Web-Ýëåêòðîííàÿ Øêîëà�

� ýëåêòðîííàÿ ñèñòåìà îáðàçîâàíèÿ Ïåíçåíñêîé îáëàñòè
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(http://www.edu-penza.ru), êîòîðàÿ ðàçðàáîòàíà íà îñíîâå

èíôîðìàöèîííî-òåëåêîììóíèêàöèîííîé ñåòè �Èíòåðíåò�. Â îá-

ùåîáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèÿõ Ïåíçåíñêîé îáëàñòè íà îñ-

íîâå èíôîðìàöèîííî-òåëåêîììóíèêàöèîííîé ñåòè �Èíòåðíåò�

ðàçðàáîòàíà è àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ àâòîìàòèçèðîâàííàÿ èí-

ôîðìàöèîííàÿ ñèñòåìà �ÁÀÐÑ.Web-Ýëåêòðîííàÿ Øêîëà� �

ýëåêòðîííàÿ ñèñòåìà îáðàçîâàíèÿ Ïåíçåíñêîé îáëàñòè (äàëåå

ÝÑÎ). ÝÑÎ âíåäðåíî â îáùåîáðàçîâàòåëüíûå ó÷ðåæäåíèÿ Ïåí-

çåíñêîé îáëàñòè ñ öåëüþ âûïîëíåíèÿ ðàñïîðÿæåíèÿ Ïðàâè-

òåëüñòâà ÐÔ îò 17.12.2009 � 1993-ð (â ðåä. Ðàñïîðÿæåíèÿ

Ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ îò 07.09.2010 N 1506-ð) î ïðåäîñòàâëåíèè

ýëåêòðîííîãî äîñòóïà ãðàæäàí â ñôåðå îáðàçîâàíèÿ ê ãîñóäàð-

ñòâåííûì è ìóíèöèïàëüíûì óñëóãàì. Öåëü âíåäðåíèÿ ÝÑÎ �

ïîñòðîåíèå åäèíîãî èíôîðìàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà îáùåîáðà-

çîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèé Ïåíçåíñêîé îáëàñòè. Çàäà÷è:

• ïîâûøåíèå ýôôåêòèâíîñòè îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà â

îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèÿõ Ïåíçåíñêîé îáëàñòè;

• ðàñøèðåíèå êîììóíèêàòèâíûõ âîçìîæíîñòåé îáùåîáðà-

çîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèé Ïåíçåíñêîé îáëàñòè;

• ñîâåðøåíñòâîâàíèå ìåõàíèçìîâ óïðàâëåíèÿ îáùåîáðàçî-

âàòåëüíûìè ó÷ðåæäåíèÿìè Ïåíçåíñêîé îáëàñòè;

• ñîçäàíèå åäèíîé êîììóíèêàòèâíîé ñðåäû íà îñíîâå

èíôîðìàöèîííî-òåëåêîììóíèêàöèîííîé ñåòè �Èíòåðíåò�.

Íà äàííûé ìîìåíò ÝÑÎ ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ìîäóëåé.

1. Ñèñòåìà âèðòóàëüíîãî ïðèñóòñòâèÿ.

2. Ñèñòåìà îöåíêè êà÷åñòâà îáðàçîâàíèÿ.

3. Îáðàçîâàòåëüíûé ïðîöåññ.

4. Ìîíèòîðèíã ñèñòåìû îáðàçîâàíèÿ.
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Îïèñûâàåòñÿ ñòðóêòóðà êàæäîãî ìîäóëÿ.

Â ðåçóëüòàòå èñïîëüçîâàíèÿ ÝÑÎ îáùåîáðàçîâàòåëüíûå

ó÷ðåæäåíèÿ Ïåíçåíñêîé îáëàñòè ïåðåõîäÿò íà íîâóþ ñòó-

ïåíü èñïîëüçîâàíèÿ èíôîðìàöèîííî-êîììóíèêàöèîííûõ òåõ-

íîëîãèé â ó÷åáíî-âîñïèòàòåëüíîì ïðîöåññå, è ïðåäîñòàâëÿþò

âîçìîæíîñòü æèòåëÿì Ïåíçåíñêîé îáëàñòè ïîëó÷àòü ãîñóäàð-

ñòâåííûå è ìóíèöèïàëüíûå óñëóãè â ñôåðå îáðàçîâàíèÿ â ýëåê-

òðîííîì âèäå.

Ë.Â.Ïëîòíèêîâà
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Î ÊÓÑÎ×ÍÎ-ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÛÕ

ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÕ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒßÕ

Ïóñòü çàäàíà ìíîãîóãîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω ∈ R2 .

Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà íà òðåóãîëüíè-

êè T1, T2, ..., TN . Ïóñòü M1,M2, ...,Mk � âñå âåðøèíû ýòèõ òðå-

óãîëüíèêîâ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íè îäíà èç òî÷åê Mi íå

ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé äëÿ äàííûõ òðåóãîëüíèêîâ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êóñî÷íî êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè íóæíî ê

èìåþùèìñÿ âåðøèíàì òðåóãîëüíèêîâM1, ...,Mk äîáàâèòü ñå-

ðåäèíû âñåõ ðåáåð òðåóãîëüíèêîâ è çàäàòü â íèõ äîïîëíèòåëü-

íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u . Ïóñòü A1, A2, ..., Am � ïîëó÷èâøèéñÿ

íàáîð òî÷åê.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà çíà÷åíèé u1, u2, ..., um îïðåäå-

ëèì êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ u : Ω → R òàê, ÷òî

u(Ai) = ui, i = 1, ...,m è ôóíêöèÿ u â êàæäîì òðåóãîëüíèêå

Tk, k = 1, ..., N èìååò âèä: u(x, y) = ax2+2bxy+ cy2+dx+ ey+

+ f . Äàííàÿ ôóíêöèÿ áóäåò íåïðåðûâíîé â Ω .
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Ïëîùàäü ãðàôèêà ôóíêöèè u ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ôóíêöè-

åé ïåðåìåííûõ u1, u2, ..., um è èìååò âèä

S(u) =

N∑
k=0

∫∫
Tk

√
1 + u′2x + u′2y dxdy.

Ïóñòü â òî÷êàõ A1, A2, ..., Am çàäàíû íåêîòîðûì îáðà-

çîì çíà÷åíèÿ φ1, φ2, ..., φm . Ïîñòðîåííóþ ïî ýòèì çíà÷åíè-

ÿì ñîîòâåòñòâóþùóþ êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ îáî-

çíà÷èì ÷åðåç φ . Ïîñòàâèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ êóñî÷íî-

êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè u , íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì

ïëîùàäè S(u1, u2, ..., um) , óäîâëåòâîðÿþùåé ãðàíè÷íîìó óñëî-

âèþ, ò. å. çàäà÷ó

S(u1, u2, ..., um) → min, u(Ai) = φi, ∀Ai ∈ ∂Ω. (1)

Äàëåå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè

ñ âûáðàííîé òðèàíãóëÿöèåé. Ïóñòü Ω � ïðÿìîóãîëüíèê [a, b]×
× [c, d] . Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî m è ðàññìîòðèì

ðàçáèåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà, çàäàííîå òî÷êàìè xi = a + i
m(b −

− a), yj = c + j
m(d − c), i, j = 0, 1, ...,m. Êàæäûé èç

ïîëó÷èâøèõñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ [xi, xi+1] × [yj , yj+1], i, j =

= 0, 1, ...,m − 1 ðàçîáúåì ëþáîé äèàãîíàëüþ íà äâà òðåóãîëü-

íèêà.

Åñëè S(u1, u2, ..., um) � âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè êóñî÷íî-

êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè, òî ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâèå ìèíè-

ìàëüíîñòè ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ íà ãðàíèöå ïîëó÷à-

åòñÿ èç ðàâåíñòâ

∂S

∂ukl
= 0, k = 1,m− 1, l = 1,m− 1. (2)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç fK êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ òà-

êóþ, ÷òî fK(Ai) = f(Ai) . λ(Ω) � îñíîâíàÿ ÷àñòîòà îáëàñòè Ω .
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Òåîðåìà. Ïóñòü f ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè è u∗ êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íàÿ ôóíê-

öèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1) ñ φi = f(Ai), äëÿ âñåõ

Ai ∈ ∂Ω . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P0 = supΩ |∇f | < +∞ è P1 =

= sup |∇u∗| . Òîãäà

max
Ω

|fK − u∗| 6 4P 4/3

(
S(fK)− S(u∗)

λ(Ω)π

) 1
4

,

ãäå P = max{1, P0, P1} .
Ñëåäñòâèå Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u∗m ðàâíîìåðíî â Ω ñõî-

äèòñÿ ê ðåøåíèþ f .

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêò � 13-01-97034 ð_ïîâîëæüå_à)
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Î ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÈ ÐÅØÅÍÈß ÑÈÑÒÅÌ

ÑÎÑÒÀÂÍÎÃÎ ÒÈÏÀ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÂÈÄÀ

Ñ ÄÀÍÍÛÌÈ ÊÎØÈ

Ñ èñïîëüçîâàíèåì íåêîòîðîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè

î ðåøåíèè îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé ñîñòàâíîãî

òèïà ñâîäèòñÿ ê ïðÿìîé. Êàê ïðàâèëî, ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà èí-

òåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ èëè íåêëàññè÷åñêèõ �íàãðóæåííûõ�

óðàâíåíèé [1, 2]. Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ óñëîâè-

ÿõ ýòè âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è ðàçðåøèìû, à òàêæå èçó÷èòü

ñâîéñòâà èõ ðåøåíèé. Äðóãîé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâëåí

â [3].

Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíî îáîáùåíèå àëãîðèòìà èññëåäîâà-

íèÿ èç [4] äëÿ ñïåöèàëüíîãî êëàññà âñïîìîãàòåëüíûõ ïðÿìûõ

çàäà÷, ê êîòîðûì ñâîäÿòñÿ êîýôôèöèåíòíûå îáðàòíûå çàäà÷è â

ñëó÷àå îäíîìåðíîé ñèñòåìû ñîñòàâíîãî òèïà â íåîãðàíè÷åííîé

îáëàñòè ñ äàííûìè Êîøè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñ-

ïîëüçóåòñÿ ìåòîä ñëàáîé àïïðîêñèìàöèè, ÿâëÿþùèéñÿ ìåòîäîì

ðàñùåïëåíèÿ íà äèôôåðåíöèàëüíîì óðîâíå [5].

Â ïðîñòðàíñòâå E1 ïåðåìåííûõ x , âûáåðåì r ðàçëè÷-

íûõ òî÷åê αk , k = 1, r . Ðàññìîòðèì â ïîëîñå G[0,T ] =

= {(t, x)|0 6 t 6 T, x ∈ E1} çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû íàãðó-

æåííûõ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ut(t, x) = a1(t, φu(t), φv(t))uxx + b1(t, φu(t), φv(t))ux+

+f1(t, x, u, v, φu(t), φv(t)),

vt(t, x) = b2(t, φu(t), φv(t))vx + f2(t, x, u, v, φu(t), φv(t)),
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u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x), x ∈ E1,

÷åðåç φu(t)=
(
u(t, αk),

∂j

∂xj
u(t, αk)

)
, φv(t)=

(
v(t, αk),

∂j

∂xj
v(t, αk)

)
,

k = 1, r, j = 0, 1, . . . , p, îáîçíà÷åíû âåêòîð-ôóíêöèè, êîìïîíåí-

òû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñëåäàìè (çàâèñÿùèìè òîëüêî îò ïåðå-

ìåííîé t) ôóíêöèé u(t, x) è v(t, x) , à òàêæå ñîîòâåòñòâåííî

âñåõ èõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x äî

ïîðÿäêà p âêëþ÷èòåëüíî.

Äîêàçàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ

äàííîé çàäà÷è â êëàññàõ ãëàäêèõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêò � 12-01-31033).
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ÊÎÌÁÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÉ

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäèêè

ïîñòðîåíèÿ èçîïàðàìåòðè÷åñêîãî òðåõìåðíîãî êîíå÷íîãî ýëå-

ìåíòà (ÊÝ) ñïëîøíîé ñðåäû, ïðèñïîñîáëåííîãî äëÿ ðàñ÷åòà

îáîëî÷åê ñðåäíåé òîëùèíû ïðè îäíîñëîéíîé àïïðîêñèìàöèè ïî

òîëùèíå. Îáû÷íî â ïîäîáíûõ ýëåìåíòàõ óçëû ðàñïîëàãàþòñÿ

íà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè è â êà÷åñòâå ñòåïåíåé ñâîáîäû êðî-

ìå ïðîåêöèé âåêòîðà ïåðåìåùåíèé èñïîëüçóþò è óãëû ïîâîðîòà

íîðìàëüíîãî âîëîêíà. Íåêîòîðûé îáçîð òàêèõ ÊÝ ïðèâåäåí â

[1] � [3]. Îáû÷íî ýòè ýëåìåíòû äåìîíñòðèðóþò õîðîøóþ òî÷-

íîñòü è äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíû â ðàñ÷åòàõ îáîëî÷åê ìàëîé è

ñðåäíåé òîëùèíû, îäíàêî èõ èñïîëüçîâàíèå âåñüìà çàòðóäíè-

òåëüíî ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñîïðÿæåíèé îáîëî÷åê ñ ìàññèâíûìè

òåëàìè, òàê êàê íåîáõîäèìî âûðàæàòü óçëîâûå ïåðåìåùåíèÿ

òðåõìåðíûõ ýëåìåíòîâ ÷åðåç óãëû ïîâîðîòà îáîëî÷å÷íûõ ÊÝ.

Â ýòîì ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûå ïðîöå-

äóðû (ââåäåíèå ñïåöèàëüíûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, èñïîëü-

çîâàíèå ìåòîäà øòðàôà è ïîñòðîåíèå ñåìåéñòâà ñïåöèàëüíûõ
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ïåðåõîäíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ) äëÿ ñòûêîâêè òðåõìåðíûõ

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ýëåìåíòîâ îáîëî÷åê â åäèíóþ ðàñ÷åò-

íóþ ìîäåëü èëè ñòðîèòü ñïåöèàëüíûå òðåõìåðíûå êîíå÷íûå

ýëåìåíòû ñïëîøíîé ñðåäû, âêëþ÷àþùèå â êà÷åñòâå ñòåïåíåé

ñâîáîäû åùå è óãëû ïîâîðîòà. Ïîýòîìó ïîëó÷èëè ðàñïðîñòðà-

íåíèå ñïåöèàëüíûå ýëåìåíòû îáîëî÷åê, êîòîðûå èìåþò â êà÷å-

ñòâå óçëîâûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ïåðåìåùåíèÿ óçëîâ, ðàñïîëî-

æåííûõ íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Ïðèìåðû ïîäîáíûõ ÊÝ è

èõ èñïîëüçîâàíèÿ îïèñàíû â ðàáîòàõ [3 � 5].

Â ïðåäëàãàåìîì êîíå÷íîì ýëåìåíòå ââîäÿòñÿ èçîïàðà-

ìåòðí÷åñêèå àïïðîêñèìàöèè ãåîìåòðèè è íåèçâåñòíûå êîìïî-

íåíòû ïåðåìåùåíèé. Óçëîâûå òî÷êè ðàñïîëàãàþòñÿ â âåðøè-

íàõ ýëåìåíòà, â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ïðåäñòàâëÿþùåãî ñî-

áîé êóá. Ïî òîëùèíå èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ,

÷òî ýêâèâàëåíòíî ââåäåíèþ êèíåìàòè÷åñêîé ãèïîòåçû î ëèíåé-

íîì ðàñïðåäåëåíèè ïåðåìåùåíèé ïî òîëùèíå ñ ó÷åòîì îáæàòèÿ

îáîëî÷êè.

Âàðèàöèÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìàöèè (ðàáîòà

âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé íà âîçìîæíûõ äåôîðìàöèÿõ) âû÷èñ-

ëÿåòñÿ ÷èñëåííî ïî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå Ãàóññà-Ëåæàíäðà

(äâà óçëà ïî êàæäîìó êîîðäèíàòíîìó íàïðàâëåíèþ). Â êàæ-

äîì êâàäðàòóðíîì óçëå ââîäèòñÿ ñòàòè÷åñêàÿ ãèïîòåçà, îáû÷-

íî èñïîëüçóåìàÿ äëÿ îáîëî÷åê ñðåäíåé òîëùèíû, îá îòñóòñòâèè

âëèÿíèÿ ïîïåðå÷íîãî íàïðÿæåíèÿ íà ìåìáðàííûå, èçãèáíûå è

äåôîðìàöèè ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà.
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ÑÓÆÀÞÙÅÃÎÑß ßÄÐÀ

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñâåðõêðèòè÷åñêàÿ ôëþèäíàÿ ýêñòðàêöèÿ

(ÑÔÝ) ïðèâëåêàåò âñå áîëüøèé èíòåðåñ êàê áîëåå äåøåâûé è

ýêîëîãè÷åñêè ìåíåå âðåäíûé ñïîñîá äîáû÷è öåííûõ ôðàêöèé

ìàñëà èç ìîëîòîãî ðàñòèòåëüíîãî ñûðüÿ. Âñå áîëåå àêòóàëüíû-

ìè ñòàíîâÿòñÿ âîïðîñû îïòèìèçàöèè ïðîöåññà ÑÔÝ.
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Ïðèìåíåíèå ìîäåëè ñóæàþùåãîñÿ ÿäðà [1, 2] ê èññëåäîâà-

íèþ ÑÔÝ ïîêàçàëî, ÷òî îíà â öåëîì âåðíî îïèñûâàåò äèíàìèêó

èçâëå÷åíèÿ ìàñëà. Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ýòà ìîäåëü ñâî-

äèòñÿ ê ñèñòåìå äâóõ ÄÓ×Ï îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ôóíê-

öèé s(t, z, a) è c(t, z) � äîëè ýêñòðàãèðîâàííîãî ìàñëà èç ÷àñòè-

öû ðàçìåðà a è êîíöåíòðàöèè ìàñëà, ðàñòâîðåííîãî â ïîòîêå

ýêñòðàãåíòà, îìûâàþùåãî ÷àñòèöû çàñûïêè

∂c

∂z
=

∂

∂t

∫ ∞

0
s χ(a, z) da

∂s

∂t
=
d(s)

a2
(1− c) ,

ãäå t , z � âðåìÿ è ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà, îòñ÷èòûâà-

åìàÿ îò âõîäíîãî ñå÷åíèÿ àïïàðàòà, à d(s) � èíòåãðàëüíûé

äèôôóçèîííûé êîýôôèöèåíò, îïðåäåëÿåìûé ôîðìîé ìîëîòûõ

ãðàíóë.

Ôóíêöèÿ χ(a, z) , îïèñûâàþùàÿ ñïîñîá óïàêîâêè ÷àñòèö â

àïïàðàò, ðàññìàòðèâàëàñü êàê ïàðàìåòð îïòèìèçàöèè. Â ðå-

çóëüòàòå ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ïî îïðåäåëåíèþ îï-

òèìàëüíîé óïàêîâêè ñ îãðàíè÷åíèåì, âûðàæàþùèì ñîõðàíåíèå

÷èñëà ÷àñòèö çàäàííîãî ðàçìåðà, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ëîêàëüíî

ìîíîäèñïåðñíàÿ ñòðàòèôèöèðîâàííàÿ (ËÌÑ) óïàêîâêà ÿâëÿåò-

ñÿ îïòèìàëüíîé � îíà ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ óïàêîâêè

ìàêñèìèçèðóåò äîëþ ýêñòðàãèðîâàííîãî ìàñëà â êàæäûé ìî-

ìåíò âðåìåíè è âûðàáàòûâàåòñÿ çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ. Ôîð-

ìàëüíî ýòà óïàêîâêà îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì

χ(z, a) = δ
(
a− F−1(1− z)

)
,

ãäå ÷åðåç δ îáîçíà÷åíà äåëüòà ôóíêöèÿ Äèðàêà, à F−1 �

ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè îáúåìíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷à-

ñòèö ïî ðàçìåðàì. ËÌÑ óïàêîâêà ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ÷àñòèöû

äîëæíû áûòü îòñîðòèðîâàíû ïî ðàçìåðàì. Ó âõîäíîãî ñå÷åíèÿ

íåîáõîäèìî ðàñïîëàãàòü íàèáîëåå êðóïíûå ÷àñòèöû, ìîíîòîí-

íî óìåíüøàÿ èõ ðàçìåð ñ ðîñòîì z .
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Äëÿ ýòîé óïàêîâêè áûëà ðåøåíà äðóãàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ

çàäà÷à, à èìåííî îïðåäåëåíû óñëîâèÿ (ôóíêöèÿ F ∗(a)), ïðè êî-

òîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì âðåìåíè ïîëíîé ýêñòðàêöèè ËÌÑ

óïàêîâêè t+
o = 1 , ÿâëÿþùèéñÿ ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì âðå-

ìåíè ïîëíîé ýêñòðàêöèè. Â ýòîì ñëó÷àå êîíöåíòðàöèÿ ìàñëà â

ýêñòðàãåíòå íà âûõîäå èç àïïàðàòà ðàâíà ïðåäåëüíîìó çíà÷å-

íèþ â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè ýêñòðàêöèè, ýêñòðàãåíò èñïîëüçó-

åòñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíî.

ËÌÑ óïàêîâêà ñðàâíèâàëàñü ñ èñïîëüçóåìîé íà ïðàêòèêå

ðàâíîìåðíîé óïàêîâêîé, ôîðìàëüíî îïðåäåëÿåìîé óñëîâèåì

χ(z, a) = f(a), dF = f(a)da.

Îêàçàëîñü, ÷òî âðåìÿ t+
f ïîëíîé ýêñòðàêöèè ïðè ðàâíîìåðíîé

óïàêîâêå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ñðåäè âñåõ óïàêîâîê. Äëÿ ýòèõ

äâóõ óïàêîâîê áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îòíîøåíèå t+
f/t+

o 6 2 , à

ðàçíîñòü t+
f − t+

o 6 1 ïðè ëþáîì ïîìîëå.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ êîíôîðìíîãî îòîáðà-

æåíèÿ f âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè íà ïîëóïîëîñó ñ ãîðèçîíòàëü-

íûì ðàçðåçîì, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 1. Ýòî êîíôîðìíîå îòîá-

ðàæåíèå èñïîëüçóåòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè ïîäú¼ìíîé ñèëû ïðî-

ôèëÿ, äâèæóùåãîñÿ âáëèçè ãîðèçîíòàëüíîãî ýêðàíà.

-

6
(η)

iπ

iθ

Ðèñ. 1. Ïîëóïîëîñà ñ ãîðèçîíòàëüíûì ðàçðåçîì.

Çàäàäèì ñîîòâåòñòâèå òðåõ òî÷åê íà ãðàíèöàõ îòîáðàæàå-

ìûõ îáëàñòåé:

f : ∞ 7→ ∞, −1 7→ 0, 1 7→ iπ.

Ïóñòü êîíöó ðàçðåçà ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà β , à òî÷êàì, ëåæà-

ùèì íà íèæíåì è âåðõíåì áåðåãàõ îñíîâàíèÿ ðàçðåçà ñ àôôèê-
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ñîì θi � òî÷êè α è γ .

Òîãäà êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ñîãëàñíî ôîðìóëå

Êðèñòîôôåëÿ-Øâàðöà èìååò âèä:

f(ζ) = −
ζ∫

−1

(τ − β)dτ

(τ2 − 1)
1
2 (τ − α)

1
2 (τ − γ)

1
2

. (1)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ àêöåññîðíûõ ïàðàìåòðîâ α , β è γ ìû

ìîäèôèöèðóåì ìåòîä äâèæóùåãîñÿ ðàçðåçà, ïðåäëîæåííûé

Ë. Þ. Íèçàìèåâîé [1] (ñì. òàêæå [2]). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì

îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé

f(τ, t) = −
τ∫

−1

(τ − β(t))dτ

(τ2 − 1)
1
2 (τ − α(t))

1
2 (τ − γ(t))

1
2

,

ãäå

t > 0, −1 < α(t) < β(t) < γ(t) < 1,

îòîáðàæàþùèõ êîíôîðìíî âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü íà ïîëó-

ïîëîñó {ℜη < 0, 0 < ℑη < π} c ãîðèçîíòàëüíûì ðàçðåçîì,

èñõîäÿùèì èç òî÷êè πi , äëèíà êîòîðîãî ðàâíà ïàðàìåòðó t .

Òåîðåìà. Ôóíêöèè α = α(t) , β = β(t) , γ = γ(t) îïðå-

äåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé.

dα

dt
= − 1− α2

(1− β2)
1
2

(
γ − β

β − α

) 1
2

,

dβ

dt
=

(1− β2)
1
2 (β − α)

1
2 (γ − β)

1
2

2
×

×
[

2β

β2 − 1
− 1

β − α
− 1

β − γ

]
,

dγ

dt
=

1− γ2

(1− β2)
1
2

(
β − α

γ − β

) 1
2

,
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ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

α(0) = β(0) = γ(0) = cos θ .

Íàìè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî

ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò íàõîäèòü àêöåññîðíûå ïàðà-

ìåòðû ñ ëþáîé ðàçóìíîé òî÷íîñòüþ.
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß Â ÑÊÌ MAPLE

Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÀÂÒÎÐÑÊÎÃÎ ÊÎÌÏÀÊÒ-ÄÈÑÊÀ

Àâòîðñêèé êîìïàêò-äèñê (ñì. [1]), èñïîëüçóåìûé â ïðåïî-

äàâàíèè êóðñà âûñøåé ìàòåìàòèêè íà åñòåñòâåííîíàó÷íûõ îò-

äåëåíèÿõ, ñîäåðæèò ýëåêòðîííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ïî ðàçäåëàì
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âûñøåé ìàòåìàòèêè (ëèíåéíàÿ àëãåáðà è àíàëèòè÷åñêàÿ ãåî-

ìåòðèÿ), ñíàáæåííîå ñèñòåìîé âíóòðåííèõ è âíåøíèõ ãèïåðñ-

ñûëîê, ïîçâîëÿþùèõ ïðîâîäèòü ðåøåíèå çàäà÷ âûñøåé ìàòå-

ìàòèêè è äàâàòü èõ ãðàôè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ â ìàòåìà-

òè÷åñêîì ïàêåòå Maple. Èäåîëîãèÿ âíåäðåíèÿ èíôîðìàöèîí-

íûõ òåõíîëîãèé â ñèñòåìó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâà-

íèÿ íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà Maple îïèñàíà â [2].

Ïàêåò ïðîãðàìì, ëîêàëèçîâàííûé íà äèñêå, ÿâëÿåòñÿ ïðèëî-

æåíèåì ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ïàêåòó Maple (âåðñèè 5-15) è ïðåä-

íàçíà÷åí äëÿ àâòîìàòèçèðîâàííîãî ðåøåíèÿ ñòàíäàðòíûõ çà-

äà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Êðîìå òî-

ãî, äèñê ñîäåðæèò äåìîíñòðàöèîííûé ãðàôè÷åñêèé ìàòåðèàë

ïî âñåì èçó÷àåìûì ðàçäåëàì ëèíåéíîé àëãåáðû è àíàëèòè÷å-

ñêîé ãåîìåòðèè, ïîçâîëÿþùèé áûñòðî è êà÷åñòâåííî ãîòîâèòü

ïðåçåíòàöèè ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ðàçäåëàì âûñøåé ìàòåìàòè-

êè. Èäåè óêàçàííûõ àâòîðñêèõ ïðîãðàìì îïèñàíû â [3, 4, 5],

à ñàìè ïðîãðàììû èìåþò ãîñóäàðñòâåííóþ ðåãèñòðàöèþ [7, 8].

Êðîìå òîãî, êîìïàêò äèñê ñîäåðæèò ýëåêòðîííûé ó÷åáíèê ïî

èçó÷àåìûì ðàçäåëàì ñ âíóòðåííèìè ãèïåðññûëêàìè, à òàêæå

ñî ññûëêàìè íà ôàéëû ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà Maple [6].

Êîìïàêò-äèñê ñîçäàí ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû ¾AutoPlau

Menu¿, ãðàôè÷åñêèõ ðåäàêòîðîâ òèïà ¾CorelDràw¿, ¾Corel Pho-

topaint¿, ÿçûêà HTML, ïàêåòîâ ïðîãðàìì Maple 5.5, ¾Xara¿.

Ïðè çàïóñêå êîìïàêò-äèñêà ïîÿâëÿåòñÿ îñíîâíàÿ ñòðàíèöà Ìå-

íþ, íà êîòîðîé ñ ëåâîé ñòîðîíû èìåþòñÿ ïåðåõîäû íà äðóãèå

ñòðàíèöû, à èìåííî íà Maple-ñòðàíèöó, òåêñòîâóþ ñòðàíèöó, íà

ñòðàíèöó äëÿ ïðåïîäàâàòåëåé è ñïèñîê ëèòåðàòóðû. Èç îñíîâ-

íîé ñòðàíèöû, ìîæíî ïåðåéòè íà Maple, ãäå ïîÿâëÿåòñÿ âñòàâ-

ëåííàÿ â ÌåíþWeb-ñòðàíèöà, à òàêæå â âåðõíåì ïðàâîì óãëó �

êíîïêà â ôîðìå ëèñòà êëåíà, îñóùåñòâëÿþùàÿ çàïóñê îáó÷àþ-
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ùåãî ïàêåòà Maple-ïðîãðàìì ïî âñåì ðàçäåëàì êóðñà ëèíåéíîé

àëãåáðû è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Web-ñòðàíèöà ïðåäíàçíà-

÷åíà, âî-ïåðâûõ, äëÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî îçíàêîìëåíèÿ ïîëüçî-

âàòåëÿ ñ ðàáîòîé ïàêåòà Maple 5.5, à, âî-âòîðûõ, äëÿ îðãà-

íèçàöèè óäîáíîé ñèñòåìû ïîèñêà íóæíîé èíôîðìàöèè. Çäåñü

èìåþòñÿ ïåðåõîäû ê ñëåäóþùèì ïóíêòàì: ¾Èíòåðôåéñ ñèñòå-

ìû Maple¿, ¾Ñðåäû îòîáðàæåíèÿ â Maple¿, ¾Êíîïêè ïàíåëè â

Maple¿, ¾Íàçíà÷åíèå êíîïîê ïàíåëè â Maple¿, ¾Ïëàíøåòêè â

Maple¿, ¾Ââîä êîìàíä è çàïóñê èõ èñïîëíåíèÿ¿, ¾Âèäåî: Ââîä

êîìàíä è çàïóñê èõ èñïîëíåíèÿ¿, ¾Îñíîâíàÿ ëèòåðàòóðà¿.

Òåêñòîâàÿ ñòðàíèöà ñëóæèò äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ïåðåõîäîâ

íà ó÷åáíîå ïîñîáèå. Ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîçäàíî â ôîðìàòå doc

è ñîäåðæèò êàê ïåðåêðåñòíûå ãèïåðññûëêè, òàê è ãèïåðññûë-

êè íà êîìàíäíûå ôàéëû â ôîðìàòå bat, êîòîðûå çàïóñêàþò

íåîáõîäèìûå ðàáî÷èå ëèñòû mws ñ ïîìîùüþ äåìîíñòðàöèîí-

íîé âåðñèè Maple 5, ëîêàëèçîâàííîé íà êîìïàêò-äèñêå. Ýòà

îïåðàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ êîìàíäíûì ôàéëîì, ñîäåðæàùåìñÿ

íà êîìïàêò-äèñêå.

Èññëåäîâàíèå êðèâîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òðåõïàðà-

ìåòðè÷åñêîé ïðîöåäóðû AnalGeo[CanonF](Eq,X,X1,s), ãäå Eq �

îáùåå óðàâíåíèå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà, X � ñïèñîê êîîðäè-

íàò â ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â ôîðìàòå [x,y], X1 �

ñïèñîê êîîðäèíàò â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â ôîðìàòå [x1,y1],

s � èìÿ ïåðåìåííîé óãëà ïîâîðîòà ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïðè âû-

ïîëíåíèè êîìàíäû âûâîäèòñÿ íàçâàíèå òèïà êðèâîé; ìàòðè-

öà åå ïàðàìåòðîâ (ñïèñîê ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êâàäðàòè÷íîé

ôîðìû, êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå êðèâîé, ïðåîáðàçîâàíèå äâè-

æåíèÿ, ïðèâîäÿùåå ê êàíîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ, ñïèñîê ïàðà-

ìåòðîâ [ñ,ϵ ,d] � [ðàññòîÿíèå îò öåíòðà äî ôîêóñîâ, ýêñöåíòðè-

ñèòåò, ðàññòîÿíèå îò öåíòðà äî äèðåêòðèñ], [a,b,p] � [çíà÷åíèÿ



À.Ð.ÑÀÌÈÃÓËËÈÍÀ 155

ïîëóîñåé è ïàðàìåòðà â êàíîíè÷åñêîì óðàâíåíèè ïàðàáîëû] ñì.

[4], [5], [8].
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ÂÈÇÓÀËÈÇÀÖÈÈ ÈÕ ÐÅØÅÍÈÉ

ÑÊÌ Maple ïîçâîëÿåò íàõîäèòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøå-

íèå ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(ÎÄÓ) [1]. Îäíàêî äëÿ íåëèíåéíûõ ÎÄÓ àíàëèòè÷åñêîå ðåøå-

íèå ÷àùå âñåãî íàéòè íåâîçìîæíî. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî

èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ. Ïî óìîë÷àíèþ â ÑÊÌ

Maple èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé Ðóíãå-Êóòòà-Ôåëáåðãà 4-5 ïîðÿäêîâ, ïðåäñòàâëåííûé â

âèäå ñïåöèàëüíîé ïðîöåäóðû rkf45. Ïðè ýòîì ðåøåíèå íåëè-

íåéíûõ ÎÄÓ äîñòèãàåòñÿ ïðèìåíåíèåì ñòàíäàðòíîé êîìàíäû

dsolve ñ ïàðàìåòðîì numeric (type=numeric).

Çàäàííûé ôîðìàò âûâîäà ðåøåíèé íå ïîçâîëÿåò íåïîñðåä-

ñòâåííî èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ äëÿ èõ àíàëèçà è

ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ. Äëÿ âûâîäà ðåøåíèÿ â óäîáíîé äëÿ èñ-

ïîëüçîâàíèÿ ôîðìå íåîáõîäèìî ñîçäàòü êîìïüþòåðíóþ ìîäåëü,

êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ïîëó÷åííîå ðåøåíèå â ñïèñî÷-

íîì ôîðìàòå âåêòîðíîé ôóíêöèè çàäàííîãî àðãóìåíòà.

Äëÿ êîìïüþòåðíûõ ìîäåëåé, îïèñûâàåìûõ íåëèíåéíûìè

ÎÄÓ, íåîáõîäèìî ñîçäàòü ïðîãðàììíûå ïðîöåäóðû îñíàùåí-

íîé äèíàìè÷åñêîé âèçóàëèçàöèè [2]. Äëÿ ïîâûøåíèÿ íàãëÿäíî-

ñòè òàêèõ êîìïüþòåðíûõ ìîäåëåé íåëèíåéíûõ ÎÄÓ ìîæíî èñ-
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ïîëüçîâàòü äèíàìè÷åñêóþ âèçóàëèçàöèþ â ôîðìàòå äèíàìè÷å-

ñêîé ãèñòîãðàììû è äèíàìè÷åñêîé öâåòîâîé âèçóàëèçàöèè [3].

Â ñëó÷àå öâåòîâîé âèçóàëèçàöèè ðåøåíèå îöåíèâàåòñÿ öâå-

òîì è êàæäîìó öâåòó (èëè îñâåùåííîñòè) ñîïîñòàâëÿåòñÿ çíà-

÷åíèå ôóíêöèè. Ïðè ýòîì öâåò çàäàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíê-

öèÿìè:

rd = cos(hh(i) ∗ Pi/2)2; (1)

gd = sin(hh(i) ∗ Pi)2; (2)

bd = sin(hh(i) ∗ Pi)2. (3)

Â äàííûõ ôîðìóëàõ rd çàäàåò âñå îòòåíêè êðàñíîãî, gd- âñå

îòòåíêè çåëåíîãî, à bd - âñå îòòåíêè ñèíåãî öâåòà. Â ýòîì ñëó÷àå

öâåò çàäàåòñÿ çàêîíîì RGB è ïîäáèðàåòñÿ ïî òîíàëüíîñòè.

Ïðîãðàììíàÿ ïðîöåäóðà DsolveCoushNum(Eq,InCon,y,x,a,N)

äîñòàòî÷íî íàãëÿäíî èëëþñòðèðóåò ðåøåíèå íåëèíåéíîãî

ÎÄÓ. Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî ÎÄÓ

â ôîðìå ãèñòîãðàììû ðåàëèçîâàíî â ñî÷åòàíèè ñ àíèìàöèåé

öâåòîì. Âûâîä ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî ÎÄÓ â âèäå äèíàìè÷å-

ñêîé âèçóàëèçàöèè â ôîðìàòå äèíàìè÷åñêîé ãèñòîãðàììû è

äèíàìè÷åñêîé öâåòîâîé âèçóàëèçàöèè ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1.

Ïðè òàêîé âèçóàëèçàöèè îòòåíêàì ñåðûõ öâåòîâ ñîîòâåò-

ñòâóþò ìåíüøèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, à îòòåíêàì òåìíûõ öâåòîâ

áîëüøèå çíà÷åíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçëè÷íûå ñïîñîáû äèíàìè÷åñêîé âèçóàëè-

çàöèè ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè Maple

ïîçâîëÿþò íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ÎÄÓ.



Î.À.ÑÀ×ÊÎÂÀ 159

Ðèñ. 1. Âûâîä ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî ÎÄÓ â âèäå

äèíàìè÷åñêîé âèçóàëèçàöèè â ôîðìàòå äèíàìè÷åñêîé

ãèñòîãðàììû è äèíàìè÷åñêîé öâåòîâîé âèçóàëèçàöèè.
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íàìè÷åñêîé âèçóàëèçàöèè ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè
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Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñìåøàííîãî ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî

òèïà

Lu ≡

ut − uxx + b2u = f(x), t > 0,

(−t)muxx − utt − b2(−t)mu = f(x), t < 0,
(1)

â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè D = {(x, t)| 0 < x < 1, −α < t < β} ,
ãäå m > 0 , b > 0 , α > 0 , β > 0 � çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå

÷èñëà.

Çàäà÷à. Íàéòè â îáëàñòè D ôóíêöèè u(x, t) è f(x) , óäî-

âëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

u(x, t) ∈ C1(D) ∩ C2(D−) ∩ C2
x(D+), (2)

f(x) ∈ C(0, 1) ∩ L2[0, 1], (3)

Lu(x, t) ≡ f(x), (x, t) ∈ D− ∪D+, (4)

u(0, t) = u(1, t) = 0, −α 6 t 6 β, (5)

u(x,−α) = φ(x), u(x, β) = ψ(x), 0 6 x 6 1, (6)
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ãäå φ(x) è ψ(x) � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè, φ(0) = φ(1) =

= 0 , ψ(0) = ψ(1) = 0 , D− = D ∩ {t < 0} , D+ = D ∩ {t > 0} .
Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à (2) � (6) ïðè m = 0 , b = 0 èçó-

÷àëàñü â [1]. Â äàííîé ðàáîòå íà îñíîâå ðàññóæäåíèé èç [2],

óñòàíîâëåí êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) � (6),

êîòîðîå ïîñòðîåíî ïðè âñåõ m > 0 è b > 0 â âèäå ñóììû

ðÿäà ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîìåðíîé

ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è. Áîëåå ïîäðîáíî óêàçàííûå ðåçóëüòàòû

ôîðìóëèðóþòñÿ â ñëåäóþùèõ ïðåäëîæåíèÿõ.

Òåîðåìà 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (2) � (6), òî

îíî åäèíñòâåííî òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè âñåõ k ∈ N âûïîë-

íåíû óñëîâèÿ

∆(k)=γ1/(2q)(k)J1/(2q)(pkα
q)
√
α+

1

λ2k
γ−1/(2q)(k)J−1/(2q)(pkα

q)
√
α−

− e−λ
2
kβ

[
1

λ2k
γ−1/(2q)(k)J−1/(2q)(pkα

q)
√
α+ wk(−α)

]
̸= 0, (7)

ãäå

γ±1/(2q)(k) = ± 1

2q
Γ

(
± 1

2q

)(
2

pk

)±1/(2q)

;

wk(−α)=
π

2q sin π
2q

√
αJ1/(2q)(pkα

q)

0∫
−α

J−1/(2q)(pk(−s)q)
√
−s ds−

−
π

2q sin π
2q

√
αJ−1/(2q)(pkα

q)

0∫
−α

J1/(2q)(pk(−s)q)
√
−s ds,

Jν(z) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà ïîðÿäêà ν ; λ2k =

= (qpk)
2 = b2 + (πk)2 ; 2q = m + 2 ; Γ(·) � ãàììà-ôóíêöèÿ

Ýéëåðà.

Ëåììà. Åñëè âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé: 1) αq = αq/q �

ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî; 2) αq = p/t � ëþáîå äðîáíîå ÷èñëî,
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ãäå p è t � âçàèìíî-ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà è 1/q ̸= (4r+

+ t − 4td)/t , ãäå d ∈ N , r � îñòàòîê îò äåëåíèÿ kp íà t ,

òî ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå k0 ∈ N è C0

òàêèå, ÷òî ïðè ëþáûõ k > k0 è ôèêñèðîâàííûõ b > 0 , β > 0

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|k1−λ∆(k)| > C0 > 0, λ = 1/2− 1/(2q). (8)

Ïðè âûïîëíåíèè îöåíêè (8) ïðè âñåõ k > k0 è íåðàâåíñòâà

(7) ïðè k = 1, 2, ..., k0 ðåøåíèå çàäà÷è (2) � (6) îïðåäåëÿåòñÿ â

âèäå ñóìì ðÿäîâ

u(x, t) =
√
2

+∞∑
k=1

uk(t) sinπkx, f(x) =
√
2

+∞∑
k=1

fk sinπkx, (9)

ãäå

uk(t) =


φkLk(t) + ψkNk(t)

λ2k∆(k)
, t > 0,

φkPk(t) + ψkQk(t)

∆(k)
, t < 0,

fk =
ψk

∆(k)

[
λ2k

√
αγ1/(2q)(k)J1/(2q)(pkα

q)+

+
√
αγ−1/(2q)(k)J−1/(2q)(pkα

q)
]
− φk

∆(k)
e−λ

2
kβ,

Lk(t) , Nk(t) , Pk(t) è Qk(t) � ôóíêöèè çàâèñÿùèå îò t , α , β ,

b è m .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ φ(x) ∈ C3+α[0, 1] , 1− λ < α <

< 1 , ψ(x) ∈ C5[0, 1] , φ(0) = φ(1) = ψ(0) = ψ(1) = φ′′(0) =

= φ′′(1) = ψ′′(0) = ψ′′(1) = 0 è âûïîëíåíà îöåíêà (8) ïðè

k > k0 . Òîãäà åñëè ∆(k) ̸= 0 ïðè âñåõ k = 1, k0 , òî ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2) � (6) è ýòî ðåøåíèå
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îïðåäåëÿåòñÿ ðÿäàìè (9); åñëè ∆(k) = 0 ïðè íåêîòîðûõ k =

= k1, ..., km 6 k0 , òî çàäà÷à (2) � (6) ðàçðåøèìà òîãäà, êîãäà

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè

1∫
0

φ(x) sinπlx dx =

1∫
0

ψ(x) sinπlx dx = 0, l = k1, ..., km.
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Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå è ÷èñëåí-

íîé ðåàëèçàöèè ìåòîäèêè èññëåäîâàíèÿ íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ òåë ñ ó÷å-

òîì áîëüøèõ äåôîðìàöèé. Èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà ïîøàãîâî-

ãî íàãðóæåíèÿ ñ èòåðàöèîííûì óòî÷íåíèåì äåôîðìèðîâàííîãî

ñîñòîÿíèÿ. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ äèñêðåòèçàöèÿ îñíîâàíà íà ìå-

òîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ).
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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â êà÷åñòâå òåíçîðîâ, îïèñûâàþ-

ùèõ äåôîðìàöèþ è ñêîðîñòü äåôîðìàöèè, èñïîëüçóþòñÿ ëåâûé

òåíçîð Êîøè-Ãðèíà (B) , òåíçîð ïðîñòðàíñòâåííîãî ãðàäèåíòà

ñêîðîñòè (h) , òåíçîð äåôîðìàöèè ñêîðîñòè (d) . Íàïðÿæåííîå

ñîñòîÿíèå îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåíçîðà èñòèííûõ íàïðÿ-

æåíèé (Σ) , îïðåäåëåííîãî â àêòóàëüíîì ñîñòîÿíèè. Ââîäèòñÿ

óäåëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè, êîòîðàÿ çàâèñèò

îò ëåâîãî òåíçîðà Êîøè-Ãðèíà W = W (B) , òîãäà òåíçîð íà-

ïðÿæåíèé Êîøè-Ýéëåðà áóäåò âûðàæàòüñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

(Σ) =
2

J
(B) ·

(
∂W

∂B

)
. (1)

Çäåñü J � îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå îáúåìà.

2. Àëãîðèòì ðàñ÷åòà.Äëÿ ñîîòíîøåíèÿ (1), ïîëó÷åíî ôè-

çè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå â óïðóãîé îáëàñòè â âèäå çàâèñèìîñòè

ïðîèçâîäíîé Òðóñäåëëà òåíçîðà íàïðÿæåíèé îò äåôîðìàöèè

ñêîðîñòè: (
ΣTr

)
= (ΛΣ) · · (de) .

Äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ èíêðåìåíòàëü-

íûé ìåòîä. Â êà÷åñòâå áàçîâîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ óðàâ-

íåíèå âèðòóàëüíûõ ìîùíîñòåé∫
Ω

(Σ) · ·(δd)dΩ =

∫
Ω

f⃗ · δυ⃗dΩ+

∫
Sσ

p⃗ · δυ⃗dS.

Â ðàìêàõ òåîðèè òå÷åíèÿ èñïîëüçóþòñÿ àääèòèâíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå äëÿ ïîëíîé äåôîðìàöèè ñêîðîñòè, ò. å.(d) = (de) + (dp) .

Ïðåäïîëàãàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü àññîöèèðîâàííîãî çàêîíà òå-

÷åíèÿ: (dp) = λ′
(
∂Φ
∂Σ

)
, ãäå λ′ � ñêîðîñòü ïëàñòè÷åñêèõ äåôîð-

ìàöèé. Èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïðîåöèðîâàíèÿ íàïðÿæåíèé íà ïî-

âåðõíîñòü òåêó÷åñòè. Ïåðåéäÿ â îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ
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è ëèíåàðèçîâàííîì óðàâíåíèè ê ïðèðàùåíèÿì, ñîñòàâëÿåì ðàç-

ðåøàþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. ×èñëåííàÿ ðåàëèçà-

öèÿ îñíîâàíà íà ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

3. ×èñëåííûé ïðèìåð. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíî

ñëåäóþùåå âûðàæåíèå ïîòåíöèàëà óïðóãèõ äåôîðìàöèé:

W =
λ+ 2µ

8
(I1B − 3)2 + µ (I1B − 3)− µ

2
(I2B − 3) .

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ óïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ èñïîëüçîâà-

íî óñëîâèå Ãóáåðà-Ìèçåñà ñ óïðî÷íåíèåì. Óêàçàííûì ìåòî-

äîì ÷èñëåííî ðåøåíû çàäà÷à ðàñòÿæåíèÿ êðóãëîãî ñòåðæíÿ

ñ îáðàçîâàíèåì øåéêè è çàäà÷à î äåôîðìèðîâàíèè êîíè÷åñêîé

îáîëî÷êè.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ïîñòðîåíà ìåòîäèêà ÷èñëåííîãî èñ-

ñëåäîâàíèÿ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ òåë, äëÿ êîòîðûõ ôèçè÷åñêèå

ñîîòíîøåíèÿ çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ óïðóãîãî ïîòåíöèàëà. ×èñ-

ëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ îñíîâàíà íà ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà

áàçå âîñüìèóçëîâîãî ïîëèëèíåéíîãî ýëåìåíòà. Ðåøåííûå çàäà-

÷è äåìîíñòðèðóþò ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïîëó÷åííîé ìåòîäèêè.
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ÔÎÐÌÀËÜÍÛÕ ÌÀÒÐÈÖ

Ïóñòü R1, ..., Rn � êîëüöà, Kij − Ri -Rj -áèìîäóëè, ïðè÷åì

Kii = Ri , i, j = 1..n . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ i, j, k =

= 1..n , òàêèõ ÷òî i ̸= k , k ̸= j çàäàí Ri -Rj−áèìîäóëüíûé

ãîìîìîðôèçì

ϕikj : Kik ⊗Rk
Kkj → Kij .

Äëÿ èíäåêñîâ i = k è k = j ñ÷èòàåì, ÷òî ϕiij è ϕijj � ýòî

êàíîíè÷åñêèå ãîìîìîðôèçìû

Ri ⊗Ri Kij → Kij , Kij ⊗Rj Rj → Kij .

Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè

ϕijl(ϕikj(a⊗ b)⊗ c) = ϕikl(a⊗ ϕkjl(b⊗ c))

äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a ∈ Kik , b ∈ Kkj , c ∈ Kjl è èíäåêñîâ

i, j, k, l .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K ìíîæåñòâî âñåõ (n×n) -ìàòðèö (aij) ïî-

ðÿäêà n ñî çíà÷åíèÿìè â áèìîäóëÿõ Mij . Îòíîñèòåëüíî ñòàí-

äàðòíûõ ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ K ÿâ-

ëÿåòñÿ êîëüöîì. Ãîâîðÿò, ÷òî êîëüöî K � êîëüöî ôîðìàëüíûõ

ìàòðèö ïîðÿäêà n . Åñëè æå âñå Kij ðàâíû íåêîòîðîìó R , òî

ïîëó÷àåì êîëüöî Kn(R : {ϕikj}) ôîðìàëüíûõ ìàòðèö íàä R .

Åñëè â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæèòü ηikj = ϕikj(1 ⊗ 1) , òî íåòðóäíî

ïðîâåðèòü ÷òî ηikj ∈ C(R) .

Îãðàíè÷èìñÿ ìàòðèöàìè ðàçìåðà 3 íàä R . Âîçüìåì

β1, β2, β3 ∈ C(R) è ïîëîæèì η213 = η312 = β1 , η123 = η321 = β2 ,
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η132 = η231 = β3 . Îñòàâøèåñÿ êîýôôèöèåíòû ηikj îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿþòñÿ èç ñâîéñòâ àññîöèàòèâíîñòè äëÿ ϕikj . Ïîëó÷åí-

íàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì, êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü

Mβ1β2β3(R) .

Â ñòàòüå [3] áûëè ïðåäñòàâëåíû êîëüöà Mn(R; s) ôîðìàëü-

íûõ ôàòðèö íàä R , ãäå ηijk = s1+δik−δij−δjk . Òàêæå â [3]

ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà èçîìîðôèçìà. Çàìåòèì, ÷òî M3(R; s) =

=Ms,s,s(R) . Â êà÷åñòâå îáîáùåíèÿ ðåçóëüòàòîâ áûëè ïîëó÷åíû

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 1. Ïóñòü R � êîëüöî, β1, β2, β3 ∈ C(R) è π ∈ S3 .

Òîãäà Mβ1β2β3(R) =Mβπ(1)βπ(2)βπ(3)
(R) .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî,

β, γ1, γ2, γ3 ∈ R , annR(β) ⊆ J(R) . Òîãäà Mβ 0 0 (R) ∼=
Mγ1γ2γ3(R) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäóòñÿ v1, v2, v3 ∈
∈ U(R) , α ∈ Aut(R) è ðàçëîæåíèå åäèíèöû â ñóììó îðòî-

ãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ 1 = a1 + a2 + a3 òàêèå, ÷òî γi =

= viα(β)ai .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî,

β, γ1, γ2, γ3 ∈ R , annR(β) ⊆ J(R) . Òîãäà Mβ β β (R) ∼=
Mγ1γ2γ3(R) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäóòñÿ v1, v2, v3 ∈
∈ U(R) è α ∈ Aut(R) òàêèå, ÷òî γi = viα(β)ai .
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Î ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ ÍÅËÎÊÀËÜÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

ÄËß ÍÀÃÐÓÆÅÍÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå{
uxx −Dα

0+,yu = 0 (y > 0),

(−y)muxx − uyy + a(−y)
m
2
−1ux = 0 (y < 0),

(1)

ãäå Dα
0+,y � ÷àñòíàÿ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ

ïîðÿäêà α (0 < α < 1) îò ôóíêöèè u(x, y) :

(
Dα

0+,yu
)
(x, y)=

(
∂

∂y

)
1

Γ(1− α)

y∫
0

u(x, t) dt

(y − t)α
(0< α< 1, y>0),

a � âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ, m > 2 , â êîíå÷íîé îáëàñòè Ω ,

îãðàíè÷åííîé îòðåçêàìè AA0 , BB0 , A0B0 ïðÿìûõ x = 0 , x =

= 1 , y = 1 ñîîòâåòñòâåííî, ëåæàùèõ â ïîëóïëîñêîñòè y > 0 , è

õàðàêòåðèñòèêàìè óðàâíåíèÿ (1) AC : x − 2
m+2 (−y)

m+2
2 = 0 è

BC : x+ 2
m+2 (−y)

m+2
2 = 1 â ïîëóïëîñêîñòè y < 0 .

Çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå u(x, y) óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè

Ω ïðè y ̸= 0 , óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì

u(0, y) = φ1(y), u(1, y) = φ2(y), 0 6 y 6 1,

A(x)
(
Iα1,β1,η1
0+ w(t)u[Θ0(t)]

)
(x)+B(x)

(
Iα2,β2,η2
1− δ(t)u[Θ1(t)]

)
(x)+

+C1(x)
(
I1−β

∗−β
0+ uy(t, 0)

)
(x) + C2(x)

(
I1−β

∗−β
1− uy(t, 0)

)
(x)+

+M1(x)uy(x, 0) +M2(x)u(x, 0) = γ(x), ∀x ∈ I,

(2)



À.Â.ÒÀÐÀÑÅÍÊÎ 169

à òàêæå óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ

lim
y→0+

y1−αu(x, y) = lim
y→0−

u(x, y), ∀x ∈ I,

lim
y→0+

y1−α
(
y1−αu(x, y)

)
y
= lim

y→0−
uy(x, y), ∀x ∈ I,

ãäå φi(y) (i = 1, 2) , A(x) , B(x) , C1(x) , C2(x) , M1(x) , M2(x) ,

γ(x) � çàäàííûå ôóíêöèè, òàêèå, ÷òî

A2(x) +B2(x) + C2
1 (x) + C2

2 (x) +M2
1 (x) +M2

2 (x) ̸= 0,

A(x), B(x), C1(x), C2(x), M1(x), M2(x), γ(x) ∈ C1(I) ∩ C3(I),

φ1(0) = φ2(0) = 0, y1−αφ1(y), y
1−αφ2(y) ∈ C([0, 1]),

Θ0(x) è Θ1(x) � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ

(1) , âûõîäÿùèõ èç òî÷êè (x, 0) ∈ I ñ õàðàêòåðèñòèêàìè AC

è BC ñîîòâåòñòâåííî;

β∗=
m− 2a

2(m+ 2)
, β=

m+ 2a

2(m+ 2)
, −1<a< 1, 0 < β∗ <

1

2
, 0 < β <

1

2
,

ãäå α1 , β1 , η1 , α2 , β2 , η2 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, óäîâëåò-

âîðÿþùèå íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì, êîòîðûå áó-

äóò óêàçàíû äàëåå.

Ðåøåíèå u(x, y) ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èùåòñÿ â êëàññå

äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé â îáëàñòè Ω òàêèõ, ÷òî

y1−αu(x, y) ∈ C(Ω1), u(x, y) ∈ C(Ω2),

y1−α
(
y1−αu

)
y
∈ C(Ω1 ∪ {(x, y) : 0 < x < 1, y = 0}),

uxx ∈ C(Ω1 ∪ Ω2), uyy ∈ C(Ω2).

Îòìåòèì, ÷òî èñòîêîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ïîñëóæèëè ïóáëè-

êàöèè À. À. Êèëáàñà è Î. À. Ðåïèíà [1, 2]. Íîâèçíà ðàññìàòðè-

âàåìîé çàäà÷è ñîñòîèò â óñëîâèè (2), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáîáùå-

íèåì êðàåâûõ óñëîâèé ïîäîáíîãî òèïà.
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Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó

ðàçðåøèìîñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî

ðîäà ñî ñëàáîé îñîáåííîñòüþ â ÿäðå.
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Î ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ �ÑÃËÀÆÅÍÍÛÕ�

ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

ÇÀÄÀÍÍÎÉ ÑÐÅÄÍÅÉ ÊÐÈÂÈÇÍÛ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû îáîñíîâàíèÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòî-

äîâ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ýëëèïòè-

÷åñêîãî òèïà (íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíî-

ñòåé) è óñòàíàâëèâàåòñÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ ìå-

òîäîì �ñãëàæèâàíèÿ� îòðåçêàìè ðÿäà Ôóðüå.

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn . Ïðåäïîëîæèì,

÷òî çàäàíà ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà íåïðåðûâíûõ
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ôóíêöèé {φm(x)}∞m=1 èç L2(Ω) . Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè

g ∈ L2(Ω) ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

gN (x) =

N∑
m=1

gmφm(x), gm =

∫
Ω

g(x)φm(x)dx,

Φ(N) = sup
x∈Ω

(
N∑
k=1

φ2
k(x)

) 1
2

.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè áàçèñíûå ôóíêöèè φk(x) îãðàíè÷åíû ïî

ìîäóëþ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé M , òî Φ(N) 6M
√
N.

Íèæå ìû ïðèâîäèì îáîáùåíèå ðåçóëüòàòà èç ðàáîòû [1] äëÿ

óðàíåíèÿ çàäàííîé ñðåäíåé êðèâèçíû.

Ïóñòü â îáëàñòè Ω çàäàíî ðåøåíèå f óðàâíåíèÿ

Q[f ] ≡
n∑
i=1

∂

∂xi

(
fxi√

1 + |∇f |2

)
= H(x), (1)

|∇f | 6 K â îáëàñòè Ω . Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g ∈ C2(Ω)∩C(Ω)
òàêóþ, ÷òî g|∂Ω = f |∂Ω .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) äëÿ n = 2

è gm ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) � òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé,

÷òî

gm|∂Ω = f |∂Ω,
∫
Ω

|Q[gm(x)]−H(x)|2dx 6 εm, εm → 0. (2)

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gNm(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ñî-

îòâåòñòâóþùåìó îòðåçêó fN ðÿäà Ôóðüå ðåøåíèÿ â Ω , ïðè

ýòîì

|gNm(x)− fN (x)| 6
(
3C(n)(1 +K2)Φ(N)|Ω|2εm
(1− 3C(n)(1 +K2)εm)2

) 1
2

, (3)

C(n) � êîíñòàíòà èç íåðàâåíñòâà Ñîáîëåâà.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü f � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) äëÿ n = 2

è gm ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) � òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé,

÷òî

gm|∂Ω = f |∂Ω,
∫
Ω

|Q[gm(x)]−H(x)|2dx 6 εm, εm → 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f ñõîäèòñÿ ðàâíîìåð-

íî â Ω . Ðàññìîòðèì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Nm , ÷òî

Nm → ∞ è Φ2(Nm)Q → 0 . Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gNm
m (x)

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ðåøåíèþ f â Ω , ïðè ýòîì

|gNm
m (x)−f(x)| 6

(
3C(n)(1 +K2)Φ(Nm)|Ω|2εm
(1− 3C(n)(1 +K2)εm)2

) 1
2

+

+sup
Ω

|f(x)− fNm(x)|.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêò � 13-01-97034 ð_ïîâîëæüå_à)
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ÊÐÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß

ÑÌÅØÀÍÍÎÃÎ ÒÈÏÀ ÒÐÅÒÜÅÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Ñ ÓÑËÎÂÈßÌÈ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÍÎÑÒÈ

Â ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

∂

∂y
(Lu) =

∂

∂y

(
uxx + (sgny)uyy − b2u

)
= 0 (1)

â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè D = {(x, y) | 0 < x < 1,−α < y < β} ,
ãäå α > 0 , β > 0 è b > 0 � çàäàííûå ïîñòîÿííûå, è ñëåäóþùóþ

çàäà÷ó.

Çàäà÷à 1. Íàéòè â îáëàñòè D ôóíêöèþ u(x, y) , óäîâëåò-

âîðÿþùóþ óñëîâèÿì:

u(x, y) ∈ C1(D), uy(x, y) ∈ C1(D); uxxy, uyyy ∈ C(D− ∪D+);

(2)
∂

∂y
(Lu) = 0, (x, y) ∈ D− ∪D+;

ux(0, y) = ux(1, y) = 0, −α 6 y 6 β; (3)

u(x,−α) = ψ(x), u(x, β) = φ(x), 0 6 x 6 1; (4)

uy(x,−α) = g(x), 0 6 x 6 1, (5)

ãäå ψ(x) , φ(x) , g(x) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè,

ψ′(0) = ψ′(1) = 0 , φ′(0) = φ′(1) = 0 , D− = D ∩ {y < 0},
D+ = D ∩ {y > 0} .
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Óðàâíåíèå (1) â îáëàñòè D ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ ñìå-

øàííîãî ýëëèïòèêî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ

íåèçâåñòíîé ïðàâîé ÷àñòüþ

Lu = f(x, y) =

{
f1(x), y > 0,

f2(x), y < 0.

Ïðè ýòîì çàäà÷à 1 ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé îáðàòíîé çàäà÷å.

Çàäà÷à 2. Íàéòè â îáëàñòè D ôóíêöèè u(x, y) è f(x, y) ,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (2), (3) � (5) è, êðîìå òîãî,

Lu = f(x, y), (x, y) ∈ D−∪D+, fi(x) ∈ C(0, 1)∩L2[0, 1], i = 1, 2.

Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà èçó÷àëèñü ìíîãèìè àâòî-

ðàìè (ñì. ðàáîòû [1 � 3] è ïðèâåäåííóþ òàì áèáëèîãðàôèþ).

Â äàííîé çàìåòêå, êàê è â ðàáîòàõ [4, 5], ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä

ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî

ïîðÿäêà ïóòåì ñâåäåíèÿ ê îáðàòíîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ ñìå-

øàííîãî òèïà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íåèçâåñòíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿ-

ìè. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì èç [4 � 6] ìåòîäîì ñïåêòðàëü-

íîãî àíàëèçà äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ 1 è 2,

ïîñòðîåííûõ â âèäå îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ. Äîêàçàíà óñòîé÷è-

âîñòü ðåøåíèÿ ïî ãðàíè÷íûì ôóíêöèÿì. Îêàçàëîñü, ÷òî ðàçðå-

øèìîñòü çàäà÷ 1 è 2 ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò ÷èñëà

α . À èìåííî, ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷ 1 è 2 , òî îíî

åäèíñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ

∆(k) = sinλkα shλkβ + cosλkα chλkβ − 2 cosλkα+ 1 ̸= 0 (6)

ïðè ëþáîì k ∈ N0 . Çäåñü λk =
√

(πk)2 + b2 .
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Ëåììà. Åñëè α ÿâëÿåòñÿ ëþáûì èððàöèîíàëüíûì àëãåá-

ðàè÷åñêèì ÷èñëîì ñòåïåíè n = 2 , òî ñóùåñòâóþò ïîëîæè-

òåëüíûå ïîñòîÿííûå C0 , β0 è b0 , âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿùèå

îò α , β è b , òàêèå, ÷òî ïðè b < b0 , β > β0 è ëþáûõ k ∈ N

âûïîëíåíî óñëîâèå

|∆(k)| > C0
eλkβ

k2
.

Ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíþþ ëåììó, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òåî-

ðåìó î ñóùåñòâîâàíèè è óñòîé÷èâîñòè çàäà÷ 1 è 2:

Òåîðåìà 2. Åñëè α ÿâëÿåòñÿ ëþáûì èððàöèîíàëüíûì àë-

ãåáðàè÷åñêèì ÷èñëîì ñòåïåíè n = 2 , ψ(x), φ(x),∈ C4[0, 1] ,

g(x) ∈ C3[0, 1] , ψ′′(0) = ψ′′(1) = φ′′(0) = φ′′(1) = ψ′′′(0) =

= ψ′′′(1) , φ′′′(0) = φ′′′(1) = g(0) = g(1) = g′(0) = g′(1) =

= g′′(0) = g′′(1) = 0 , òî ïðè β > β0 è b < b0 ñóùåñòâó-

åò åäèíñòâåííîå è óñòîé÷èâîå ðåøåíèå çàäà÷è 2 . Åñëè ïðè

ýòîì ψ(x), φ(x),∈ C5[0, 1] , g(x) ∈ C4[0, 1] , ψIV (0) = ψIV (1) =

= φIV (0) = φIV (1) = g′′′(0) = g′′′(1) = 0 , òî ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå è óñòîé÷èâîå ðåøåíèå çàäà÷è 1 .

Ë È Ò Å Ð À Ò Ó Ð À

1. ÁèöàäçåÀ.Â., ÑàëàõèòäèíîâÌ.Ñ. Ê òåîðèè óðàâíåíèé

ñìåøàííî-ñîñòàâíîãî òèïà // Ñèá. ìàò. æóðí. � 1961. � Ò. 11. �

� 1. � Ñ. 7�19.

2. ÄæóðàåâÒ.Ä. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííî-

ãî è ñìåøàííî-ñîñòàâíîãî òèïîâ. � Òàøêåíò: Èçä-âî �ÔÀÍ�,

1979. � 238 ñ.

3. ÊîæàíîâÀ.È. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè íå÷åòíîãî ïîðÿäêà. � Íîâîñè-

áèðñê: Èçä-âî ÍÃÓ, 1990. � 150 ñ.



176 Ý.È.ÔÀÇËÅÅÂÀ, Ã.È.ÕÀÇÈÅÂÀ

4. ÑàáèòîâÊ.Á.Îá îäíîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ ñìå-

øàííîãî òèïà òðåòüåãî ïîðÿäêà // ÄÀÍ. � 2009. � Ò. 427. �

� 5. � Ñ. 593�596.

5. ÑàáèòîâÊ.Á. Çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî

òèïà òðåòüåãî ïîðÿäêà â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè // Äèôôå-

ðåíö. óðàâíåíèÿ. � 2011. � Ò. 47. � � 5. � Ñ. 705�713.

6. ÓäàëîâàÃ.Þ. Îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòî-

ðîì Ëàâðåíòüåâà-Áèöàäçå // Äîêë. ÀÌÀÍ. � 2012. � Ò. 14. �

� 1. � Ñ. 98�111.

Ý.È.Ôàçëååâà, Ã.È.Õàçèåâà

Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

elmira.fazleeva@mail.ru, www.guzel007@mail.ru

×ÈÑËÎÂÀß ÎÊÐÓÆÍÎÑÒÜ ÊÀÊ

ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ

ÄÅÉÑÒÂÈÒÅËÜÍÛÕ ×ÈÑÅË

×èñëîâàÿ îêðóæíîñòü � ýòî âòîðàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü

äëÿ ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïåðâóþ ìîäåëü � ÷èñ-

ëîâóþ ïðÿìóþ � ó÷àùèåñÿ óæå çíàþò. Åñòü àíàëîãèÿ: äëÿ ÷èñ-

ëîâîé ïðÿìîé ïðàâèëî ñîîòâåòñòâèÿ (îò ÷èñëà ê òî÷êå) ïî÷òè

äîñëîâíî òàêîå æå. Íî åñòü è ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå � èñòî÷-

íèê îñíîâíûõ òðóäíîñòåé â ðàáîòå ñ ÷èñëîâîé îêðóæíîñòüþ:

íà ïðÿìîé êàæäàÿ òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîìó ÷èñëó,

íà îêðóæíîñòè ýòî íå òàê. Åñëè òî÷êà M îêðóæíîñòè ñîîò-

âåòñòâóåò ÷èñëó t , òî îíà ñîîòâåòñòâóåò è âñåì ÷èñëàì âèäà

t + 2πk , ãäå 2π � äëèíà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, à k � öåëîå

÷èñëî, ïîêàçûâàþùåå êîëè÷åñòâî ïîëíûõ îáõîäîâ îêðóæíîñòè

â òó èëè èíóþ ñòîðîíó [1].
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Âñÿ øêîëüíàÿ òðèãîíîìåòðèÿ ñòðîèòñÿ íà ìîäåëè ÷èñëîâîé

îêðóæíîñòè. Îïûò ïîêàçûâàåò: íåäîðàáîòêè ñ ýòîé ìîäåëüþ,

ñëèøêîì ïîñïåøíîå ââåäåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé íå

ïîçâîëÿþò ñîçäàòü íàäåæíûé ôóíäàìåíò äëÿ óñïåøíîãî óñâî-

åíèÿ ìàòåðèàëà. Â ñâÿçè ñ ýòèì, íàìè ðàçðàáîòàíû òàê íàçû-

âàåìûå �èãðû� ñ ÷èñëîâîé îêðóæíîñòüþ.

�Èãðà� ïåðâàÿ. Îòûñêàíèå íà ÷èñëîâîé îêðóæíîñòè òî-

÷åê, ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäàííûì ÷èñëàì, âûðàæåííûì â äîëÿõ

÷èñëà π (íàïðèìåð, π
6 ;

π
4 ;

π
3 ; −5π

4 ;
7π
6 ;

5π
3 ).

Ïîñëå ýòîãî ïðèìåðà óìåñòíî ïðèâåñòè äâà ãëàâíûõ ìàêåòà

÷èñëîâîé îêðóæíîñòè: íà ïåðâîì èç íèõ âñå ÷åòâåðòè ðàçäå-

ëåíû ïîïîëàì, íà âòîðîì � íà òðè ðàâíûå ÷àñòè. Ýòè ìàêåòû

ïîëåçíî èìåòü â êàáèíåòå ìàòåìàòèêè.

�Èãðà� âòîðàÿ. Îòûñêàíèå íà ÷èñëîâîé îêðóæíîñòè òî-

÷åê, ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäàííûì ÷èñëàì, íå âûðàæåííûì â

äîëÿõ ÷èñëà π (íàïðèìåð, 1; 2; 3; -5).

�Èãðà� òðåòüÿ. Ñîñòàâëåíèå àíàëèòè÷åñêèõ çàïèñåé

(äâîéíûõ íåðàâåíñòâ) äëÿ äóã ÷èñëîâîé îêðóæíîñòè.

Íåðàâåíñòâà, õàðàêòåðèçóþùèå äóãó, ò. å. ïðåäñòàâëÿþùèå

ñîáîé àíàëèòè÷åñêóþ ìîäåëü äóãè, ìû ïðåäëàãàåì ñîñòàâëÿòü â

äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå ñîñòàâëÿåì ÿäðî àíàëèòè÷åñêîé çà-

ïèñè (óêàçûâàåì ïðîìåæóòîê îò îäíîé òî÷êè ê äðóãîé âíóòðè

èíòåðâàëà (0;2π )). Íà âòîðîì ýòàïå ñîñòàâëÿåì îáùóþ çàïèñü

(óêàçûâàåì âñå ïðîìåæóòêè ñ ó÷åòîì ïåðèîäà 2πk, k ∈ Z ).

�Èãðà� ÷åòâåðòàÿ. Îòûñêàíèå äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò òî-

÷åê ÷èñëîâîé îêðóæíîñòè, öåíòð êîòîðîé ñîâìåùåí ñ íà÷àëîì

ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ó÷åíèêàì ïðèõîäèòñÿ ðàáîòàòü îäíîâðåìåííî â äâóõ ñèñòå-

ìàõ êîîðäèíàò � â �êðèâîëèíåéíîé� êîãäà èíôîðìàöèÿ î ïîëî-

æåíèè òî÷êè ñíèìàåòñÿ ïî îêðóæíîñòè (÷èñëó t ñîîòâåòñòâóåò
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íà îêðóæíîñòè òî÷êà M(t) ; t � �êðèâîëèíåéíàÿ� êîîðäèíàòà

òî÷êè M ), è â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäè-

íàò (ó òî÷êè M , êàê ó âñÿêîé òî÷êè êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè,

åñòü àáñöèññà è îðäèíàòà). Íàøà çàäà÷à � ïîìî÷ü øêîëüíèêàì

â ïðåîäîëåíèè ýòèõ åñòåñòâåííûõ òðóäíîñòåé. Ê ñîæàëåíèþ,

îáû÷íî â øêîëüíûõ ó÷åáíèêàõ íà ýòî íå îáðàùàþò âíèìàíèÿ

è ñ ñàìûõ ïåðâûõ óðîêîâ èñïîëüçóþò çàïèñè sinx , cosx , íå

ó÷èòûâàÿ, ÷òî áóêâà x â ñîçíàíèè øêîëüíèêà ÷åòêî àññîöè-

èðóåòñÿ ñ àáñöèññîé â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êî-

îðäèíàò, à íå ñ äëèíîé ïðîéäåííîãî ïî ÷èñëîâîé îêðóæíîñòè

ïóòè. Íàø ñîâåò: ïðè ðàáîòå ñ ÷èñëîâîé îêðóæíîñòüþ íå ñëå-

äóåò èñïîëüçîâàòü ñèìâîëû sinx , cosx , tg x , ëó÷øå sin t , cos t ,

tg t .

Â ÷åòâåðòîé �èãðå� ðå÷ü èäåò î ïåðåõîäå îò çàïèñè M(t) ê

çàïèñè M(x; y) , ò. å. îò êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò ê äåêàðòî-

âûì (íàïðèìåð, íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè 4π
3 ).

Âàæíîñòü äàííîé �èãðû� çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ôàêòè÷å-

ñêè ìû ãîòîâèì ó÷àùèõñÿ ê âû÷èñëåíèþ çíà÷åíèé òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Åñëè âñå çäåñü áóäåò îòðàáîòàíî äîñòàòî÷-

íî íàäåæíî, òî ïåðåõîä íà ïåðâóþ ñòóïåíü àáñòðàêöèè (îðäè-

íàòà � ñèíóñ, àáñöèññà � êîñèíóñ) îêàæåòñÿ ìåíåå áîëåçíåííûì,

÷åì îáû÷íî.

�Èãðà� ïÿòàÿ. Îòûñêàíèå íà ÷èñëîâîé îêðóæíîñòè òî÷åê

ïî çàäàííûì êîîðäèíàòàì (íàéòè íà ÷èñëîâîé îêðóæíîñòè òî÷-

êè ñ îðäèíàòîé 1
2 è −

√
2
2 è çàïèñàòü, êàêèì ÷èñëàì îíè ñîîò-

âåòñòâóþò).

Â ïðîöåññå äàííîé èãðû ìû ïðèó÷àåì øêîëüíèêîâ ê ðå-

øåíèþ ïðîñòåéøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé: â ïåðâîì

ñëó÷àå ðå÷ü èäåò îá óðàâíåíèè sin t = 1
2 , à âî âòîðîì � îá

óðàâíåíèè cos t = −
√
2
2 .
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Ïÿòàÿ �èãðà� âêëþ÷àåò â ñåáÿ è ðàáîòó ñ óñëîâèÿìè òèïà

x > 1
2 , y < −1

2 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ê ðåøåíèþ ïðîñòåéøèõ

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ ìû �ïîäáèðàåìñÿ� ïîñòåïåííî.
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Â 7 � 9 ÊËÀÑÑÀÕ

Ó øêîëüíèêîâ ïîíÿòèå óðàâíåíèÿ (íåðàâåíñòâà) ñ ïàðàìåò-

ðîì äîëæíî âêëþ÷àòü â ñåáÿ ïîíèìàíèå òîãî, ÷òî:

• Óðàâíåíèå (íåðàâåíñòâî) ñ ïàðàìåòðîì � ýòî ñåìåéñòâî

óðàâíåíèé (íåðàâåíñòâ) îäíîãî âèäà ïðè îäíèõ çíà÷åíè-

ÿõ ïàðàìåòðà, äðóãèõ âèäîâ � ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-

ìåòðà, ïðè êàêèõ-òî çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà â ýòî ñåìåéñòâî

âõîäÿò âåðíûå èëè íåâåðíûå òîæäåñòâà (÷èñëîâûå íåðà-

âåíñòâà).

• Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (íåðàâåíñòâà) ìîæåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ

íåñêîëüêî ìåòîäîâ ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîìó

âèäó óðàâíåíèÿ ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà.
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Îáùèé âèä óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ ñ îäíîé ïåðåìåííîé è

îäíèì ïàðàìåòðîì ìîæíî çàïèñàòü òàê: F (x, a)=0, F (x, a)<0,

F (x, a) > 0, F (x, a) 6 0, F (x, a) > 0 , ãäå x � ïåðåìåííàÿ, a �

ïàðàìåòð.

Èñïîëüçóÿ êâàëèôèêàöèþ Â.Ï. Áåñïàëüêî [1] î íåîáõîäè-

ìîñòè ôîðìèðîâàíèÿ ó ó÷àùèõñÿ äâóõ óðîâíåé óñâîåíèÿ ó÷åá-

íîãî ìàòåðèàëà: ðåïðîäóêòèâíîãî è ïðîäóêòèâíîãî, âûäåëèì â

îáó÷åíèè ðåøåíèþ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ ïÿòü óðîâíåé ïîä-

ãîòîâêè ó÷àùèõñÿ:

1) óìåíèå ðåøàòü ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ (íåðàâåíñòâà);

2) óìåíèå ðåøàòü óðàâíåíèÿ (íåðàâåíñòâà), ïðèâåäåííûå ê

ïðîñòåéøèì, ïóòåì �íåñëîæíûõ� òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâà-

íèé (ïðèáàâëåíèå ÷èñëà ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ (íåðàâåí-

ñòâà), äåëåíèå îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ (íåðàâåíñòâà) íà ÷èñëî,

ïðèâåäåíèå ê îáùåìó ÷èñëîâîìó çíàìåíàòåëþ, ïðèâåäåíèå ïî-

äîáíûõ è ò. ï.);

3) óìåíèå ðåøàòü ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ (íåðàâåíñòâà) ñ

ïàðàìåòðàìè è óðàâíåíèÿ (íåðàâåíñòâà) ñ ïàðàìåòðàìè, ïðè-

âîäèìûå ê ïðîñòåéøèì ïóòåì "íåñëîæíûõ" òîæäåñòâåííûõ

ïðåîáðàçîâàíèé;

4) óìåíèå ðåøàòü óðàâíåíèÿ (íåðàâåíñòâà), ïðèâåäåííûå ê

ïðîñòåéøèì, ïóòåì �ñëîæíûõ� ïðåîáðàçîâàíèé (èñïîëüçîâàíèå

ôîðìóë ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ, çàìåíû ïåðåìåíîé, ðàçëî-

æåíèÿ íà ìíîæèòåëè, ñâîéñòâ ôóíêöèé è åå ãðàôèêà è äð.);

5) óìåíèå ðåøàòü óðàâíåíèÿ (íåðàâåíñòâà) ñ ïàðàìåòðà-

ìè, ïðèâåäåííûå ê ïðîñòåéøèì, ïóòåì �ñëîæíûõ� ïðåîáðàçî-

âàíèé.

Íàïðèìåð, âûïóñêíèêè 8-õ êëàññîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè

óðîâíÿìè äîëæíû óìåòü ðåøàòü óðàâíåíèÿ: 1) x2−2x+3 = 0 ;

2) x2 +1 = (2x+1)/3 ; 3) x2 +2x+ ax− 3 = 0 ; 4) (x+2)4 − 3 =
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= 2x2+4x ; 5) (x+a)4−4(x+a)2+4 = 0 . Óðîâíè 1-é è 2-é îáåñïå-

÷èâàþò ðåïðîäóêòèâíóþ äåÿòåëüíîñòü øêîëüíèêà, 3-é è 4-é �

êàê ðåïðîäóêòèâíóþ, òàê è ïðîäóêòèâíóþ, 5-é óðîâåíü îáåñ-

ïå÷èâàåò ïðîäóêòèâíóþ äåÿòåëüíîñòü øêîëüíèêà ïðè ðåøåíèè

óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ. Ïðè îáó÷åíèè äîëæíà ñîáëþäàòüñÿ

ïðååìñòâåííîñòü ðàçâèòèÿ âûøåïåðå÷èñëåííûõ óðîâíåé.

Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïîòðåáíîñòü ìåòîäè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ

ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (íåðàâåíñòâ) ñ ïàðàìåòðàìè íà äâóõ óðîâ-

íÿõ (3 è 5). Óðîâåíü 3 � ýòî ìåòîäèêà ðåøåíèÿ ïðîñòåéøèõ

óðàâíåíèé (íåðàâåíñòâ) ñ ïàðàìåòðèçàöèåé ðàçëè÷íûõ ÷èñëî-

âûõ êîýôôèöèåíòîâ, è óðîâåíü 5 � áîëåå ñëîæíûõ óðàâíå-

íèé (íåðàâåíñòâ), ðåøàåìûõ àíàëèòè÷åñêèì, ôóíêöèîíàëüíî-

ãðàôè÷åñêèì èëè ãåîìåòðè÷åñêèì ìåòîäàìè.
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Èçó÷àþòñÿ ñâîáîäíûå óãëîâûå äâèæåíèÿ èçîòðîïíîãî äå-

ôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî áëèçêà ê
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ñôåðè÷åñêîé. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî òåëî â íåäåôîðìèðîâàííîì ñî-

ñòîÿíèè èìååò êâàçèøàðîâîé òåíçîð èíåðöèè. Ðåçóëüòàòû ðàñ-

ñìîòðåíèÿ ïîçâîëÿþò ïðåäëîæèòü ìåõàíèçì ãëîáàëüíîãî ïåðå-

ìåùåíèÿ ïîëþñîâ òåëà.

Ñâÿæåì ñ òåëîì ñèñòåìó êîîðäèíàò Ox1x2x3 è ïðèâåäåì

åãî â áûñòðîå âðàùåíèå âîêðóã îñè Ox3 ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ

Ω . Ïóñòü òåëî îáëàäàåò ñèììåòðèåé êóáà [1], à îñü Ox3 ïðîõî-

äèò ÷åðåç ãëàâíóþ åãî äèàãîíàëü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåëî ñî-

äåðæèò òî÷å÷íûå âêëþ÷åíèÿ (íåîäíîðîäíîñòè), êîòîðûå ïðè-

âîäÿò ê ìàëûì îòêëîíåíèÿì òåíçîðà èíåðöèè â íåäåôîðìèðî-

âàííîì ñîñòîÿíèè îò åãî çíà÷åíèÿ äëÿ øàðà. Ïóñòü îñè ñèñòåìû

Ox1x2x3 ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè îñÿìè èíåðöèè íåäåôîðìèðîâàí-

íîãî òåëà, à îñü Ox3 - îñüþ ñðåäíåãî ìîìåíòà èíåðöèè.

Ïðèìå÷àòåëüíûìè ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè.

1) Îäíîðîäíûé óïðóãèé øàð íå ïðåöåññèðóåò. Ëþáîå ïîëî-

æåíèå â íåì îñè âðàùåíèÿ îñòàåòñÿ íåèçìåííûì ñî âðåìåíåì.

2) Äëÿ óïðóãîãî øàðà, ñîäåðæàùåãî íåîäíîðîäíîñòè, íà-

÷àëüíîå ïîëîæåíèå â íåì îñè âðàùåíèÿ íåóñòîé÷èâî. Äàæå

ìàëîå âîçìóùåíèå ìîæåò âûâåñòè åå èç ýòîãî ïîëîæåíèÿ.

3) Äëÿ îäíîðîäíîãî êâàçèøàðà ñ êóáè÷åñêîé ñèììåòðèåé

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì áóäåò âðàùåíèå âîêðóã îñåé, ïðî-

õîäÿùèõ ÷åðåç âåðøèíû êóáà. Ïðè Ω , îðèåíòèðîâàííîì íà ñå-

ðåäèíû ãðàíåé, âðàùåíèå íåóñòîé÷èâî.

Èíòåðåñíûé êà÷åñòâåííûé ýôôåêò îáíàðóæèâàåòñÿ â ñëó-

÷àå, êîãäà íåñôåðè÷íîñòü è ìàëîå îòëè÷èå òåíçîðà èíåðöèè

íåäåôîðìèðîâàííîãî òåëà îò øàðîâîãî íàáëþäàþòñÿ îäíîâðå-

ìåííî. Ýòè ôàêòîðû îêàçûâàþò ðàçëè÷íîå âëèÿíèå íà äèíà-

ìèêó òåëà â çàâèñèìîñòè îò óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ Ω .

Ïðåäñòàâèì, ÷òî òåëî ñîâåðøàåò ìàëûå óãëîâûå äâèæåíèÿ

âáëèçè îñè Ox3 , à óãëîâàÿ ñêîðîñòü òàêîâà, ÷òî ìàëàÿ íåñôå-



Ë.Í.ÔÅÂÐÀËÜÑÊÈÕ 183

ðè÷íîñòü îïðåäåëÿåò êà÷åñòâî äèíàìèêè òåëà. Ñòàöèîíàðíîå

âðàùåíèå îòíîñèòåëüíî îñè Ox3 êîíñåðâàòèâíî óñòîé÷èâî ïðè

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ Ω .

Âíóòðåííÿÿ äèññèïàöèÿ ýíåðãèè ïðèâîäèò ê çàòóõàíèþ ïðå-

öåññèè è ïåðåõîäó îñè â óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå. Óìåíüøàåòñÿ

îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ ïîëîæåíèÿ îñè óñòîé÷èâîãî âðàùåíèÿ. Â

ðåçóëüòàòå ïðè íåêîòîðîì êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè óãëîâîé ñêî-

ðîñòè Ω∗ äàæå ìàëîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå ìîæåò ïðèâåñòè ê

ñìåùåíèþ â òåëå îñè óñòîé÷èâîãî ñòàöèîíàðíîãî âðàùåíèÿ.

Ïðè Ω < Ω∗ äèíàìèêó òåëà îïðåäåëÿåò ãëàâíûì îáðàçîì

åãî òåíçîð èíåðöèè â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè: ñòàöèî-

íàðíîå âðàùåíèå âîêðóã Ox3 íåóñòîé÷èâî, à âðàùåíèå îòíîñè-

òåëüíî äâóõ äðóãèõ îñåé êîíñåðâàòèâíî óñòîé÷èâî. Â ðàññìîò-

ðåííîé çàäà÷å ìèíèìóì êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè �ïåðåìåùàåòñÿ�

îò Ox3 ê íàïðàâëåíèþ Ox1 , ò. å. îñü âðàùåíèÿ çà êîðîòêîå

âðåìÿ ïîâåðíåòñÿ â òåëå íà óãîë π/2 .

Â èíåðöèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëåíèå ãëîáàëüíîãî ïåðåìå-

ùåíèÿ ïîëþñîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâîðîò òåëà.

Îòìåòèì, ÷òî íàðÿäó ñ ìàëîé íåñôåðè÷íîñòüþ àíèçîòðî-

ïèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ îêàçûâàåò àíàëîãè÷íîå âëèÿíèå íà ýô-

ôåêò ãëîáàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ ïîëþñîâ òåëà [2].

Ïðåäëîæåííûé ìåõàíèçì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîïûò-

êó îáúÿñíåíèÿ íàáëþäàâøåãîñÿ â èñòîðèè Çåìëè ãëîáàëüíîãî

ïåðåìåùåíèÿ åå ïîëþñîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêò � 12-01-00314).
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Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé íàðÿäó ñ

îöåíêîé ïðî÷íîñòè íåîáõîäèì àíàëèç èõ óñòîé÷èâîñòè ïðè âñåõ

âîçìîæíûõ íàãðóæåíèÿõ. Áîëüøåãðóçíàÿ åìêîñòü äëÿ àâòîìî-

áèëüíîé òðàíñïîðòèðîâêè ñûïó÷èõ ãðóçîâ ïðè ðàçãðóçêå íà-

êëîíÿåòñÿ. Äëÿ ýòîãî åå îäèí òîðåö øàðíèðíî çàêðåïëÿåòñÿ

íà ðàìå, à äðóãîé ïîäíèìàåòñÿ òåëåñêîïè÷åñêèì óñòðîéñòâîì.

Ïîä äåéñòâèåì âåñîâîé íàãðóçêè êîðïóñ åìêîñòè (òîíêîñòåí-

íàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà L/R = 9, 28 , R/h = 255) ïðè

ïîäúåìå èçãèáàåòñÿ. Ýòîò ïðîöåññ ìîæåò ñîïðîâîæäàòüñÿ îá-

ðàçîâàíèåì ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé â öåíòðàëüíîé îáëàñòè

è ïîòåðåé óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ïðîåê-

òèðóåìîé êîíñòðóêöèè òðåáîâàíèÿì íîðìàòèâíûõ äîêóìåíòîâ

íåîáõîäèìî ðåøåíèå òðåõìåðíîé ãåîìåòðè÷åñêè è ôèçè÷åñêè

íåëèíåéíîé çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòîé îáîëî÷êè âðàùå-

íèÿ ñ ó÷åòîì ìîìåíòíîñòè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñî-

ñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) îáîëî÷êè.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ñèñòå-

ìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ äâèæåíèå îáîëî÷å÷íîé êîíñòðóê-

öèè, ôîðìóëèðóåòñÿ â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà [1 � 3]. Óðàâíåíèÿ

ñîñòîÿíèÿ óñòàíàâëèâàþòñÿ ðàçäåëüíî äëÿ øàðîâûõ è äåâèà-

òîðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé.

Çàâèñèìîñòü øàðîâûõ êîìïîíåíò ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé è íà-

ïðÿæåíèé ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèíåéíîé. Äåâèàòîðíûå ñîñòàâëÿþ-

ùèå òåíçîðà íàïðÿæåíèé âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøå-

íèé òåîðèè òå÷åíèÿ ñ êèíåìàòè÷åñêèì è èçîòðîïíûì óïðî÷íå-

íèåì [3], [4]. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âûâîäèòñÿ èç áàëàíñà âèð-

òóàëüíûõ ìîùíîñòåé ðàáîòû. Ñèñòåìà óðàâíåíèé äîïîëíÿåò-

ñÿ íà÷àëüíûìè è êèíåìàòè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Â çîíå êîíòàêòà ðàññìàòðèâàåòñÿ íåïðîíèêàíèå ïî íîðìàëè è

ñâîáîäíîå ñêîëüæåíèå âäîëü êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè êîí-

òàêòà.

Îöåíêà ïðåäåëüíîé íàãðóçêè îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì ïðî-

äîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó [5]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ìåòîäîì

âåñ ãðóçà óâåëè÷èâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî îäíîìó ïàðàìåòðó

(â äàíîì ñëó÷àå âðåìåíè) è èç àíàëèçà ôîðìû êîíñòðóêöèè,

ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ ïåðåìåùåíèé îïðåäåëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîå

çíà÷åíèå âåñîâîé íàãðóçêè.

Ðåøåíèå îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé îñíîâàíî íà ìå-

òîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ÿâíîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìå

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè òèïà �êðåñò� [3], ðåàëèçîâàííûõ â

ðàìêàõ âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû �Äèíàìèêà-3� [6]. ×èñëåííîå

îïðåäåëåíèå êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ â çîíàõ âçàèìîäåéñòâèÿ äå-

ôîðìèðóåìûõ òåë è ñòàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ åìó ñèë â óçëàõ

êý-ñåòêè îñóùåñòâëÿåòñÿ èç óñëîâèé íåïðîíèêàíèÿ è çàêîíîâ

ñîõðàíåíèÿ ìàññû è êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ [4].

Â ðàñ÷åòàõ åìêîñòü ìîäåëèðîâàëàñü çàìêíóòîé öèëèíäðè-



186 Ò.Ã.ÔÅÄÎÐÎÂÀ, Å. Ã. ÃÎÍÈÊ, À.È.ÊÈÁÅÖ, Ì.Â.ÏÅÒÐÎÂ

÷åêîé îáîëî÷êîé (h = 0, 5 ñì, R/h = 255 , L/R = 9, 28), êîòî-

ðàÿ íà òîðöàõ îïèðàëàñü íà íåïîäâèæíûå, íåäåôîðìèðóåìûå

ïëèòû. Îáîëî÷êà âûïîëíåíà èç ñïëàâà ÀÌã5.

Ðàññìàòðèâàëîñü äâà âàðèàíòà íàãðóæåíèÿ îáîëî÷êè: âåñî-

âàÿ íàãðóçêà è âíóòðåííåå äàâëåíèå ïëþñ âåñîâàÿ íàãðóçêà.

Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî âåíñîâàÿ íàãðóçêà ïðèëîæåíà íà íèæíåé

ïîëîâèíå îáîëî÷êè è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà âäîëü îñè âðà-

ùåíèÿ. Âî âòîðîì âàðèàíòå çàäà÷è ïðè êîìáèíèðîâàííîì íà-

ãðóæåíèè íà íà÷àëüíîì ýòàïå íà ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè çàäàâà-

ëîñü âíóòðåííåå äàâëåíèå, êîòîðîå ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàëîñü

äî 0,1 ÌÏà, ïîñëå ÷åãî ñîõðàíÿëîñü ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå. Çàòåì

ïðèêëàäûâàëàñü âåñîâàÿ íàãðóçêà, íàðàñòàþùàÿ ïî ëèíåéíîìó

çàêîíó.

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå. Ïðè

îòñóòñòâèè âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ ïðè íà÷àëüíîì ýòàïå

(P/P0 > 0, 8) ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå â ñðåäíåé ÷àñòè öèëèíäðè-

÷åñêîé îáîëî÷êè ïðèíèìàåò êàïëåâèäíóþ ôîðìó: ïî âåðòèêàëè

ðàçìåð ñå÷åíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ, à ïî ãîðèçîíòàëè âåðõíÿÿ ÷àñòü

îáîëî÷êè ñóæàåòñÿ. Ïðè P/P0 ≈ 3 â ñðåäíåé ÷àñòè öèëèíäðè-

÷åñêîé îáîëî÷êè îáðàçóþòñÿ âåðòèêàëüíûå ñêëàäêè. Ïîñëåäó-

þùåå íàãðóæåíèå ïðèâîäèò ê óàåëè÷åíèþ ÷èñëà ñêëàäîê è èõ

ðàçìåðîâ. Ïðè P/P0 ≈ 5 â âåðõíåé ÷àñòè îáîëî÷êè îáðàçó-

åòñÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ âìÿòèíà. Ñî âðåìåíåì îíà óâåëè÷èâàåòñÿ

è ïðèâîäèò ê îáùåé ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷êè. Â íèæ-

íåé ÷àñòè îáîëî÷êè ðàñòÿãèâàþùèå ïðîäîëüíûå íàïðÿæåíèÿ

â öåíòðàëüíîì ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ïðåâûøàþò ïðåäåë òåêó-

÷åñòè, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé.

Ïðîäîëüíûå íàïðÿæåíèÿ â çîíå ãîôðîâ ïîñëå ïîòåðè óñòîé-

÷èâîñòè ìåíÿþò çíàê. Ïðè ýòîì èõ âåëè÷èíà òàêæå äîñòèãàåò

ïðåäåëà òåê÷åñòè. Òàêèì îáðàçîì, â ïåðâîì âàðèàíòå çàäà÷è
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êîýôôèöèåíò çàïàñà (îòíîøåíèå êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ê äî-

ïóñòèìîìó âåñó ïåðåâîçèìîãî ãðóçà) ðàññìàòðèâàåìîé òîíêî-

ñòåííîé êîíñòðóêöèè ðàâåí 5.

Âíóòðåíåå äàâëåíèå ïðè êîìáèíèðîâàííîì íàãðóæåíèè ñó-

ùåñòâåííî âëèÿåò íà óñòîé÷èâîñòü îáîëî÷êè. Çíà÷åíèå êðè-

òè÷åñêîé íàãðóçêè óâåëè÷èâàåòñÿ â 1,76 ðàçà è êîýôôèöè-

åíò çàïàñà ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì 8,8. Çîíà ñêëàäêîîáðàçîâàíèÿ

ñóæàåòñÿ è ðàçìåðû ñêëàäîê óìåíüøàþòñÿ. Èçáûòî÷íîå âíóò-

ðåííåå äàâëåíèå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ÍÄÑ öèëèíäðè÷åñêîé

îáîëî÷êè. Â ÷àñòíîñòè, íèæíÿÿ ðàñòÿãèâàåìàÿ ÷àñòü îáîëî÷êè

äåôîðìèðóåòñÿ óïðóãî. Àìïëèòóäà êîëåáàíèé ïðîäîëüíûõ íà-

ïðÿæåíèé â çîíå ñêëàäêîîáðàçîâàíèÿ äî ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè

ñóùåñòâåííî óìåíüøàåòñÿ.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ

äåôîðìèðîâàíèÿ è ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòîé öèëèíäðè-

÷åñêîé îáîëî÷êè L/R = 12, 5 , R/h = 255 (äëèíà îáîëî÷êè

óâåëè÷åíà â 1,35 ðàçà). Äîïóñòèìûé âåñ òðàíñïîðòèðóåìîãî

ãðóçà â ýòîì ñëó÷àå ðàâåí 40 ò. Ïîëó÷àåì, ÷òî óâåëè÷åíèå

äëèíû îáîëî÷êè â 1,35 ðàçà ñíèæàåò çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé

íàãðóçêè áîëåå ÷åì â 2 ðàçà. Ñ ó÷åòîì äàííûõ ðàñ÷åòíî-

ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé [7] äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé öè-

ñòåðíû ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü óñèëåíèå êîíñòðóêöèè äëÿ îáåñ-

ïå÷åíèÿ åå óñòîé÷èâîñòè ïðè ðàçðóçêå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâà-

íèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè, ñîãëàøåíèå 14.Â37.21.0227,

ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ

øêîë ÐÔ ÍØ-2843.2012.8, ÐÔÔÈ (ïðîåêòû �� 11-08-00557-à,

12-08-33106-ìîë_à_âåä, 13-08-90733 ìîë_ðô_íð, 13-08-90732

ìîë_ðô_íð).
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëüøèíñòâî âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäå-

íèé (ÂÓÇ) ïðè îðãàíèçàöèè è ïðîâåäåíèè ó÷åáíîãî ïðîöåññà

íà áàçå àâòîìàòèçèðîâàííûõ ñèñòåì îáó÷åíèÿ (ÀÑÎ) àêòèâíî

èñïîëüçóþò ýëåêòðîííûå ó÷åáíûå êîìïëåêñû (ÝÓÊ). Â ýòîé

ñâÿçè âîçíèêàåò âîïðîñ îá îöåíêå êà÷åñòâà ÝÓÊ.

Ïðè âûÿâëåíèè îöåíêè êà÷åñòâà ÝÓÊ â ñîâðåìåííîé îáðà-

çîâàòåëüíîé ïðàêòèêå ðÿä àâòîðîâ (È. Â. Ðîáåðò, Ò.Í. Øàëêè-

íà è äð.) ïðåäëàãàþò èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ìåòîäû [1], [3]:

A. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ îöåíêà êà÷åñòâà ÝÓÊ. Â äàííîì

ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ ñðàâíèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, êîòî-

ðûé ïðåäïîëàãàåò îäíîâðåìåííóþ ðàáîòó êîíòðîëüíîé è

ýêñïåðèìåíòàëüíîé ãðóïï. Êðèòåðèè, íà îñíîâàíèè êî-

òîðûõ îöåíèâàåòñÿ ðàçðàáîòàííûé ýëåêòðîííûé ðåñóðñ,

ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà êîëè÷åñòâåííûå è êà÷åñòâåííûå êðè-

òåðèè. Ïîä êîëè÷åñòâåííûìè êðèòåðèÿìè ïîíèìàþòñÿ:

îáúåì óñâîåííûõ çíàíèé; êîýôôèöèåíò óñâîåíèÿ ó÷åáíî-

ãî ìàòåðèàëà; êîýôôèöèåíò ïðî÷íîñòè óñâîåíèÿ ìàòåðè-

àëà; ñîîòíîøåíèå ñêîðîñòè óñâîåíèÿ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà

è âðåìåíè, çàòðà÷åííîãî íà åãî óñâîåíèå. Êà÷åñòâåííûå

êðèòåðèè îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ óðîâíÿìè çíàíèÿ: ó÷åáíî-

ãî ìàòåðèàëà; ïîíèìàíèÿ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà; îâëàäåíèÿ

ó÷åáíûì ìàòåðèàëîì; îâëàäåíèÿ èíòåëëåêòóàëüíûìè íà-

âûêàìè.



190 Ç.Ì.ÔÈËÀÒÎÂÀ

B. Ýêñïåðòíàÿ îöåíêà êà÷åñòâà ÝÓÊ îñíîâàíà íà êîìïå-

òåíòíîì ìíåíèè ýêñïåðòîâ, çíàþùèõ äàííóþ îáëàñòü.

Êà÷åñòâî ýêñïåðòíûõ îöåíîê çàâèñèò â çíà÷èòåëüíîé

ìåðå îò êîìïåòåíòíîñòè ýêñïåðòîâ, äîñòîâåðíîñòè èõ

ñóæäåíèé, è ïðåäïîëàãàåò îñóùåñòâëåíèå êîìïëåêñíîé

ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêîé, ñîäåðæàòåëüíî-ìåòîäè÷åñêîé,

äèçàéíýðãîíîìè÷åñêîé è òåõíèêî-òåõíîëîãè÷åñêîé ýêñ-

ïåðòèçû. Ïðè îñóùåñòâëåíèè ýêñïåðòíîé îöåíêè ÝÓÊ

ýêñïåðòàìè ôîðìèðóåòñÿ íàáîð ïîêàçàòåëåé äëÿ õàðàêòå-

ðèñòèêè ó÷åáíîãî êîìïëåêñà, à çàòåì çàïîëíÿþòñÿ ñïåöè-

àëüíûå îöåíî÷íûå ëèñòû êà÷åñòâà ýëåêòðîííîãî ðåñóðñà.

Îöåíî÷íûé ëèñò êà÷åñòâà ÝÓÊ ñëóæèò äëÿ ôîðìèðîâà-

íèÿ ðåçþìå î ïðèãîäíîñòè èëè íåïðèãîäíîñòè ïðèìåíå-

íèÿ ýëåêòðîííîãî ðåñóðñà â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ íà îñíîâå

îòâåòîâ ýêñïåðòà.

C. Êîìïëåêñíàÿ îöåíêà êà÷åñòâà ÝÓÊ, èíòåãðèðóåò äâà ïå-

ðå÷èñëåííûõ ïîäõîäà.

Äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ÝÓÊ êàæäûé ÂÓÇ ðàçðàáàòûâàåò ñîá-

ñòâåííóþ òðàåêòîðèþ ñîçäàíèÿ ýôôåêòèâíîãî ñðåäñòâà îáó-

÷åíèÿ â ÀÑÎ è ìåõàíèçì åãî îöåíèâàíèÿ. Ïðåäñòàâèì âàøå-

ìó âíèìàíèþ ïðîöåäóðó îöåíêè ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèõ ìàòå-

ðèàëîâ ýëåêòðîííûõ êîìïëåêñîâ â Ãîñóäàðñòâåííîì àâòîíîì-

íîì îáðàçîâàòåëüíîì ó÷ðåæäåíèè âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî

îáðàçîâàíèÿ �Íàáåðåæíî÷åëíèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òîðãîâî-

òåõíîëîãè÷åñêèé èíñòèòóò� (äàëåå � ÍÃÒÒÈ).

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðòíîé îöåíêè ýëåêòðîííûõ ó÷åáíûõ

ìàòåðèàëîâ â ÍÃÒÒÈ ñîçäàíà ñïåöèàëüíàÿ ãðóïïà � ýêñïåðò-

íàÿ êîìèññèÿ. Ñîñòàâ, ïîðÿäîê ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðòèçû è äåÿ-

òåëüíîñòü ýêñïåðòíîé êîìèññèè çàêðåïëåíî ïîëîæåíèåì îá ýêñ-
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ïåðòíîé êîìèññèè ïî îöåíêå ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ

ÍÃÒÒÈ îò 22.12. 2011 ã. � 6.

Ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðòèçû ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèõ ìàòåðè-

àëîâ, ðàçðàáîòàííûõ ïðåïîäàâàòåëÿìè ýëåêòðîííîãî îáó÷å-

íèÿ, óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîëíîòà ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèõ ìàòåðèà-

ëîâ, ñòåïåíü èõ ñîîòâåòñòâèÿ íîðìàì è òðåáîâàíèÿì, óñòàíîâ-

ëåííûì â ñòàíäàðòàõ, çàêîíîäàòåëüíûõ è íîðìàòèâíûõ àêòàõ

ÎÓ. Ïðåäìåòîì ýêñïåðòíîé îöåíêè ÿâëÿþòñÿ îêîí÷àòåëüíàÿ

ðåäàêöèÿ ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ â ýëåêòðîííîì âè-

äå.

Ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðòèçû ïî îöåíêå ýëåêòðîííûõ ó÷åá-

íûõ ìàòåðèàëîâ îò àâòîðà ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ

ïðèíèìàåòñÿ ïðîåêò ìàòåðèàëîâ íà ýëåêòðîííîì íîñèòåëå.

Ñïåöèàëèñòû â îáëàñòè òåõíîëîãèè ïðîåêòèðîâàíèÿ è èñïîëü-

çîâàíèÿ ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ â ñèñòåìå ýëåêòðîí-

íîãî îáó÷åíèÿ: ðàññìàòðèâàþò ïðîåêò ìàòåðèàëîâ íà ýëåê-

òðîííîì íîñèòåëå ñ êîìïëåêòîì ñîïðîâîäèòåëüíûõ äîêóìåí-

òîâ; ïðîèçâîäÿò ïðîâåðêó ñîîòâåòñòâèÿ ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèõ

ìàòåðèàëîâ òðåáîâàíèÿì ê ñîäåðæàòåëüíîìó, ìåòîäè÷åñêîìó è

òåõíîëîãè÷åñêîìó ñîñòàâó ýëåêòðîííîãî êîìïëåêñà; çàïîëíÿþò

îöåíî÷íûå ëèñòû êà÷åñòâà ÝÓÊ è äàþò ðåêîìåíäàöèè ïî óñòðà-

íåíèþ âûÿâëåííûõ çàìå÷àíèé.

Íà îñíîâàíèè ïðåäñòàâëåííûõ äîêóìåíòîâ ýêñïåðòíîé êî-

ìèññèåé ÍÃÒÒÈ ñîñòàâëÿåòñÿ àêò ýêñïåðòèçû ïî îöåíêå

íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîãî óðîâíÿ ó÷åáíûõ ìàòåðèàëîâ ýëåêòðîí-

íîãî êóðñà è çàêëþ÷åíèå ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðòèçû ó÷åáíûõ

ìàòåðèàëîâ ýëåêòðîííîãî êóðñà.

Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðòèçû ýëåêòðîííûå ìàòåðèàëû

ïðåäîñòàâëÿþòñÿ â îòäåë äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ è èíôîð-

ìàòèçàöèè (ÎÄÎèÈ) äëÿ òåõíè÷åñêîé îáðàáîòêè ìàòåðèàëîâ â
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ýëåêòðîííûé ó÷åáíûé êîìïëåêñ. Òåõíè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ýëåê-

òðîííîãî êîìïëåêñà â ÍÃÒÒÈ îñíîâàíà íà ëèöåíçèðîâàííûõ

èíñòðóìåíòàëüíûõ ñðåäñòâàõ, èìåþùèõñÿ â îáðàçîâàòåëüíîì

ó÷ðåæäåíèè, è îñóùåñòâëÿåòñÿ ñïåöèàëèñòàìè ÎÄÎèÈ â ïðî-

ãðàììíîé ñðåäå BookEditor, âõîäÿùåé â ñîñòàâ ïàêåòà SunRav

BookO�ce. Ýëåêòðîííûé ó÷åáíèê, ñîçäàííûé ïðè ïîìîùè ïðî-

ãðàììû SunRav BookEditor, ðàçìåùàåòñÿ íà ñòðàíèöàõ îáðàçî-

âàòåëüíîãî ïîðòàëà [2]. Ïîñëå ðàçìåùåíèÿ ó÷åáíîãî êîìïëåêñà

â òåõíîëîãè÷åñêîé ñðåäå îáó÷åíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ åãî àïðîáàöèÿ

ïîòåíöèàëüíûìè ïîòðåáèòåëÿìè � îáó÷àþùèìèñÿ. Ïðåäâàðè-

òåëüíî, ïåðåä ðàçìåùåíèåì ÝÓÊ â ÀÑÎ ñïåöèàëèñò, îñóùåñòâ-

ëÿþùèé òåõíè÷åñêóþ îáðàáîòêó ýëåêòðîííîãî êîìïëåêñà, â ãî-

òîâîì âèäå ïåðåäàåò åãî äëÿ îçíàêîìëåíèÿ àâòîðó êóðñà äëÿ

âîçìîæíîé êîððåêòèðîâêè ñîäåðæàòåëüíîé ÷àñòè ó÷åáíîãî ìà-

òåðèàëà. Ïðè àïðîáàöèè ýëåêòðîííîãî êóðñà â ó÷åáíîì ïðî-

öåññå âûÿâëÿþòñÿ íå çàìå÷åííûå ðàíåå íåòî÷íîñòè â èçëîæå-

íèè ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà è ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè, êîòîðûå

â äàëüíåéøåì äîðàáàòûâàþòñÿ.

Íà íàø âçãëÿä, ðàçðàáîòàííàÿ è èñïîëüçóåìàÿ êîìïëåêñ-

íàÿ îöåíêà ó÷åáíîãî êîìïëåêñà â ÍÃÒÒÈ ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü

êà÷åñòâî ýëåêòðîííîãî îáðàçîâàòåëüíîãî ðåñóðñà è ýôôåêòèâ-

íîñòü ó÷åáíîãî ïðîöåññà íà áàçå àâòîìàòèçèðîâàííîé ñèñòåìû

îáó÷åíèÿ.
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ

ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÇÀÄÀ× ÌÅÕÀÍÈÊÈ

ÑÏËÎØÍÎÉ ÑÐÅÄÛ Ñ ÏÎÃËÎÙÀÞÙÈÌÈ

ÃÐÀÍÈ×ÍÛÌÈ ÓÑËÎÂÈÌÈ

Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ìå-

õàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû ñóùåñòâóåò ïðîáëåìà âîçíèêíîâåíèÿ

âîëí, îòðàæåííûõ îò ãðàíèö èçó÷àåìîé îáëàñòè. Ïðè îòñóò-

ñòâèè ïðèíÿòûõ ìåð áîðüáû ñ âîçäåéñòâèÿìè óêàçàííûõ òè-

ïîâ âîëí, ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèîáðåòàþò ðàçëè÷íîãî

ðîäà àðòåôàêòû, êîòîðûå ñóùåñòâåííî óõóäøàþò èõ àäåêâàò-

íîñòü. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ñôîðìóëèðîâàí ïðèíöèï

è óñëîâèÿ ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ �ïîãëîùàþùèõ ãðàíè÷-

íûõ óñëîâèé� íà îñíîâå òåëà Ôîéãòà äëÿ ðàçëè÷íûõ êîíôèãó-

ðàöèé èññëåäóåìûõ ñðåä. Èçâåñòíû ñïîñîáû ðåøåíèÿ äàííîé

ïðîáëåìû, îñíîâàííûå íà ôîðìèðîâàíèè �ïðîçðà÷íûõ ãðàíèö�

[1, 2], ðàçðàáîòàííûõ äëÿ ðÿäà ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ �ïîãëîùàþùå-

ãî ñëîÿ� [3], êîòîðûå òðåáóþò ââîäà äîïîëíèòåëüíûõ àëãîðèò-

ìîâ â ÷èñëåííóþ ñõåìó. Òàê æå âîçìîæíî ïðèìåíåíèå óâåëè-

÷åíèÿ ðàçìåðà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè äî âåëè÷èíû, èñêëþ÷àþùåé

âîçäåéñòâèå îòðàæåííûõ îò ãðàíèö âîëí (îáëàñòè ðàñøèðåíèÿ
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ìîäåëè) [1], ÷òî âåäåò ê ðåçêîìó óâåëè÷åíèþ îáúåìà ìîäåëèðî-

âàíèÿ, îñîáåííî â ñëó÷àå ìîäåëåé 3D. Â ïðåäëàãàåìîì ïîäõî-

äå ê ïîñòðîåíèþ �ïîãëîùàþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé�, îáëàñòü

ìîäåëèðîâàíèÿ è îáëàñòü ðàñøèðåíèÿ ìîäåëè ïðåäñòàâëåíû

òåëîì Ôîéãòà. Â îáëàñòè ðàñøèðåíèÿ ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿ-

þùèå çàòóõàíèå, ïëàâíî óâåëè÷èâàþòñÿ îò ãðàíèöû îáëàñòè

ìîäåëèðîâàíèÿ ê ãðàíèöå îáëàñòè ðàñøèðåíèÿ. Ïëàâíîå èç-

ìåíåíèå äàííîãî ïàðàìåòðà ïîçâîëÿåò ìèíèìèçèðîâàòü îòðà-

æåíèÿ îò ñëîåâ ñ ðàçëè÷íûì êîýôôèöèåíòîì çàòóõàíèÿ. Íà

îñíîâå äàííîãî ïîäõîäà ðàçðàáîòàí àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ â îáëàñòè ðàñøèðåíèÿ.

Ïðîâåäåí ðÿä ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîêàçàâøèõ õîðîøåå

ñîâïàäåíèå ìîäåëüíûõ óïðóãèõ âîëí ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðåä-

ëîæåííîãî ïîäõîäà è ìîäåëèðîâàíèÿ ñ îáëàñòüþ ðàñøèðåíèÿ,

èñêëþ÷àþùèé ïðèõîä îòðàæåííûõ âîëí îò ãðàíèö ðàñ÷åòíîé

îáëàñòè â îáëàñòü ìîäåëèðîâàíèÿ. Âûÿâëåíî îòëè÷èå ïîëó÷à-

åìûõ ìîäåëüíûõ âîëí â íèçêî÷àñòîòíîé ÷àñòè ñïåêòðà, ÷òî

îáóñëîâëåíî íåäîñòàòî÷íûì ïîãëîùåíèåì äàííîé ÷àñòè ñïåê-

òðà âÿçêî-óïðóãîé ñðåäîé îáëàñòè ðàñøèðåíèÿ. Ïðåäëîæåííûé

ïîäõîä íå òðåáóåò ââåäåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ïðîöåäóð è ôóíêöèé

â èñïîëüçóåìóþ ÷èñëåííóþ ñõåìó. Òðåáóåìàÿ îáëàñòü ðàñøèðå-

íèÿ ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå îáëàñòè

ðàñøèðåíèÿ áåç çàòóõàíèÿ.
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íîì ìîäåëèðîâàíèè êîíå÷íîãî ó÷àñòêà áåñêîíå÷íîãî ïðîñòðàí-

ñòâà. � Òîìñê, 2007. � 230 c.
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÏÐÎÁËÅÌÅ P3 -ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß

Â ÌÅÒÎÄÅ ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÃÀÐÌÎÍÈÊ

ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÅÐÅÍÎÑÀ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ P3 -ïðèáëèæåíèå ñèñòåì áåñêîíå÷íûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè èñ-

ïîëüçîâàíèè ìåòîäà ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê â ñòàöèîíàðíûõ

êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ îäíîñêîðîñòíîãî ïåðåíîñà.

Êàê èçâåñòíî, ñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà P3 -ïðèáëèæåíèÿ ñî-

ñòîèò èç 16 óðàâíåíèé (ñì. âûâîä â [1])

2(u0 − u2)x + s2x + p2y + 2v2z + 6σv1 = 0,

6(u1 − u3)x + s3x + p3y + 6v1z + 4v3z + 10σv2 = 0,

12u2x − s2x − p2y + 8v2z + 14σv3 = 0,

(i)


v1x + w1

y + u1z + σu0 = 0,

−v1x + v3x − w1
y + w3

y + 2u1z + 3u3z + 5σu2 = 0,

12v1x − 2v3x + q1x − 12w1
y + 2w3

y + q2y + 2s3z + 10σs2 = 0,

(ii)


v2x + w2

y + u0z + 2u2z + 3σu1 = 0,

−v2x − w2
y + 3u2z + 7σu3 = 0,

2v2x − 2w2
y + s2z +

7
5σs

3 = 0,
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12w1
x − 2w3

x + q2x + 12v1y − 2v3y − q1y + 2p3z + 10σp2 = 0,

2w2
x + 2v2y + p2z +

7

5
σp3 = 0,

s2x − p2y +
7

15
σq1 = 0,

(iii)


p2x + 2(u0 − u2)y − s2y + 2w2

z + 6σw1 = 0,

−p2x + 12u2y + s2y + 8w2
z + 14σw3 = 0,

p2x + s2y +
7
15σq

2 = 0,

p3x + 6(u1 − u3)y − s3y + 6w1
z + 4w3

z + 10σw2 = 0.

Ðàññìàòðèâàÿ áëîêè (i) , (ii) , (iii) è ââåäÿ òàêèå îáîçíà-

÷åíèÿ u02 ≡ u0 − u2 , u13 ≡ u1 − u3 , ðàçîáüåì ñèñòåìó íà äâå

÷àñòè: 12 óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíûìè ïî x è 4 óðàâíåíèÿ áåç

òàêîâûõ.

Äëÿ àíàëèçà ïðåäëàãàåì ñëåäóþùèé ïîäõîä. Èñêëþ÷àåì

êîìïîíåíòû u3, w3, s3 è q2 èç ïåðâîé ÷àñòè ñîãëàñíî ôîðìó-

ëàì âòîðîé ÷àñòè. Òîãäà ïîëó÷àåì ñìåøàííóþ ñèñòåìó èç 12

óðàâíåíèé, ãäå 6 óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàçðåøèìû îòíî-

ñèòåëüíî ñâîèõ ìëàäøèõ ÷ëåíîâ.

C ïîìîùüþ, ýëåìåíòàðíûõ ðàñ÷åòîâ ïðèäåì ê ñèñòåìå, ñî-

ñòîÿùåé èç 6 óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ êîìïîíåíòàìè (u02,

u2, v2, w2, s2, p2) .

Ôîðìà ýòîé ñèñòåìû ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è íå èìååò

âåùåñòâåííûõ êîðíåé.

Óòâåðæäåíèå. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà � ýëëèïòè÷åñêàÿ ñ

íåâûðîæäåííûìè (áëî÷íûìè) ìàòðèöàìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâîãî ôèíàíñèðîâà-

íèÿ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ ïðîãðàìì è ïðîåêòîâ Êîìèòåòîì íàó-

êè ÌÎÍ ÐÊ, ãðàíò � 0720/ÃÔ 2012ã.-2014ã.
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ÈÇÎÏÅÐÈÌÅÒÐÈ×ÍÎÑÒÈ ÑÈÌÏËÅÊÑÀ

ÏÐÈ ÊÂÀÇÈÈÇÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÌ

ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÈ

Êîýôôèöèåíòîì èçîïåðèìåòðè÷íîñòè (ñîãëàñíî [2]) n -

ìåðíîãî ñèìïëåêñà T áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó

σ(T ) =
|∂T |

n
n−1

|T |
.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü An � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà n-ãî ïî-

ðÿäêà, ñîäåðæàùàÿ n íóëåâûõ ýëåìåíòîâ òàê, ÷òî íèêàêèå

äâà èç íèõ íå ïðèíàäëåæàò íè îäíîé ñòðîêå, íè îäíîìó ñòîëá-

öó, Bn � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà n-ãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùàÿ n−1

íóëåâûõ ýëåìåíòîâ, íèêàêèå äâà èç êîòîðûõ íå ïðèíàäëåæàò

íè îäíîé ñòðîêå, íè îäíîìó ñòîëáöó, ôóíêöèÿ g : Mn → N
ñîïîñòàâëÿåò êâàäðàòíîé ìàòðèöå Mn êîëè÷åñòâî íóëåâûõ

ñëàãàåìûõ â ìíîãî÷ëåíå îïðåäåëèòåëÿ ýòîé ìàòðèöû.
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Òîãäà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè g(An) ïðè n > 4 ìîæíî âû÷èñ-

ëèòü ïî ðåêóðåíòíîé ôîðìóëå

g(An) = (n− 1)! + (n− 1)g(Bn−1),

ãäå g(Bn−1) = g(An−2) + (n− 2)g(Bn−2)

è g(A2) = g(B2) = 1, g(A3) = 4.

Òàê êàê ìàòðèöà îïðåäåëèòåëÿ Êýëè-Ìåíãåðà (ñì. [1]) èìå-

åò ðàçìåðíîñòü (n + 2) × (n + 2) , òî äëÿ ìíîãî÷ëåíà îáúåìà

ñèìïëåêñà ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå. Êîëè÷åñòâî íóëåâûõ ñëàãàåìûõ â ìíîãî÷ëåíå

îáúåìà g(CMn) = g(An+2) , êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ñëà-

ãàåìûõ pn =
(n+ 2)!− g(CMn) + (n+ 1)

2
, à îòðèöàòåëüíûõ

qn =
(n+ 2)!− g(CMn)− (n+ 1)

2
.

Òåîðåìà. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå Rn çàäàíû ñèìïëåêñ T ,

ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè êîòîðîãî ðàâíî

d , ìèíèìàëüíîå � a , à ïëîùàäü íàèìåíüøåé (n − 1)-ìåðíîé

ãðàíè ðàâíà S , è áèëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå f : Rn → Rn ñ

êîíñòàíòàìè
L

l
< 2n

√
1 +

2na2n−2d2 − (n− 1)a2n

qnd2n
.

Òîãäà äëÿ êîýôôèöèåíòà èçîïåðèìåòðè÷íîñòè îáðàçà ñèì-
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ïëåêñà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ln

Ln
σ

(
1− L2n−2 − l2n−2

l2n−2

qn−1d
2n−2

2n−1((n− 1)!)2S2

) n

2(n− 1)√
1 +

L2n − l2n

L2n

qnd
2n

2n(n!)2V 2

6 σ′ 6

6 Ln

ln
σ

(
1 +

L2n−2 − l2n−2

L2n−2

qn−1d
2n−2

2n−1((n− 1)!)2S2

) n

2(n− 1)√
1− L2n − l2n

l2n
qnd

2n

2n(n!)2V 2

.

Îöåíêà äëÿ äâóõ- è òðåõìåðíîãî ñëó÷àåâ äàíà â [3] � [4].
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NON-COMMUTATIVE CLARKSON INEQUALITIES

FOR SYMMETRIC SPACE

Lemma1. Let x be a positive τ -measurable operator.

(i) If f is a convex function on [0,∞) , then

f(⟨xξ, ξ⟩) 6 ⟨f(x)ξ, ξ⟩

for every unit vector ξ in D(x) .

(ii) If g is a concave function on [0,∞) , then

⟨g(x)ξ, ξ⟩ 6 g(⟨xξ, ξ⟩)

for every unit vector ξ in D(x) .

Lemma2. Let x and y be positive τ -measurable operators

and let E be an exact interpolation space for the couple

(L1(0,∞), L∞(0,∞)) .

(i) If f is a non-negative operator convex function on [0,∞)

with f(0) = 0 , then

∥f(x) + f(y)∥E(M) 6 2∥f(x+ y)∥E(M).

(ii) If g is a non-negative increasing continuous concave

function on [0,∞) , then

∥g(x+ y)∥E(M) 6 4∥g(x) + g(y)∥E(M).
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Theorem1. Let x and y be τ -measurable operators and let f

be an increasing continuous function on [0,∞) such that f(0) = 0

and g(t) = f(
√
t) is operator convex. Then

∥f(|x|) + f(|y|)∥E(M) 6 ∥f(|x+ y|) + f(|x− y|)∥E(M)

6 ∥f(2|x|) + f(2|y|)∥E(M).

Theorem2. Let x and y be τ -measurable operators and let

f be a nonnegative increasing continuous function on [0,∞) such

that h(t) = f(
√
t) is concave. Then

1
8∥f(2|x|) + f(2|y|)∥E(M) 6 ∥f(|x+ y|) + f(|x− y|)∥E(M)

6 8∥f(|x|) + f(|y|)∥E(M).

Corollary 1. Let x and y be τ measurable operators. Then

∥ |x|p+|y|p∥E(M) 6 ∥ |x+y|p+|x−y|p∥E(M) 6 2p∥ |x|p+|y|p∥E(M).

for 2 6 p 6 4, and

2p−3∥ |x|p + |y|p∥E(M) 6 ∥ |x+ y|p + |x− y|p∥E(M) 6

6 8∥ |x|p + |y|p∥E(M).

for 0 6 p 6 2.
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