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Çàíÿòèå 49

Èíòåãðèðîâàíèå è äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ.

Èòàê, ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî
ðÿäà è èçó÷åíèÿ ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâà èëè îïðîâåðæåíèÿ äàííîé ñõî-
äèìîñòè, ïåðåéäåì ê ìåòîäàì èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè âèäà

S(x) =
∞∑
n=1

an(x), (1)

ãäå ñëàãàåìûå (ôóíêöèè) an(x), n = 1, 2, . . . , îïðåäåëåíû íà íåêîòîðîì
ìíîæåñòâå E ÷èñëîâîé îñè R.

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷.

10. Êàêèå óñëîâèÿ íàäî íàëîæèòü íà ôóíêöèè an(x), x ∈ E, è òèï
ñõîäèìîñòè ðÿäà (1), ÷òîáû S(x) áûëà íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé?

20. Â êàêîì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå ïðåäåëà limx→a S(x) ìîæíî ïðîèçâî-
äèòü ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ àíàëîãè÷íûõ ïðåäåëîâ äëÿ êàæäîãî an(x), n =
1, 2, . . . , ñ ïîñëåäóþùèì ñóììèðîâàíèå ÷èñëîâîãî ðÿäà ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïðåäåëîâ?

30. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèè an(x), x ∈ E, è òèï ñõîäèìîñòè
ðÿäà (1) èíòåãðàë îò ôóíêöèè S(x) ìîæíî âû÷èñëÿòü ïîñðåäñòâîì èíòå-
ãðèðîâàíèÿ êàæäîãî an(x), n = 1, 2, . . .?
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40. Êàêèì ñâîéñòâîì äîëæíû îáëàäàòü ôóíêöèè an(x), n = 1, 2, . . . ,
è êàêîâû äîëæíû áûòü óñëîâèÿ íà òèï ñõîäèìîñòè ðÿäà (1), ÷òîáû âû-
÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé îò S(x) ñâîäèëîñü ê âû÷èñëåíèþ ïðîèçâîäíûõ îò
an(x), n = 1, 2, . . .?

Âñå ýòè çàäà÷è ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ äîêàçàòåëüñòâà ðàâíîìåðíîé ñõî-
äèìîñòè èñõîäíîãî ðÿäà è ñõîäèìîñòè ðÿäà, ïîëó÷åííîãî ïîñëå ïðèìåíå-
íèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä ôóíêöèÿìè an(x), n =
1, 2, . . . . Óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâóþùèå âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàí-
íûõ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ïî÷ëåííûõ îïåðàöèé íàä ðÿäîì (1), ôîðìóëèðóþò-
ñÿ â âèäå ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé è ïðèâåäåì ïðèìåðû íà ïðîâåðêó ýòèõ
óñëîâèé. Çàìåòèì, ÷òî âñå ýòè óñëîâèÿ â ðàâíîìåðå îòíîñÿòñÿ ê îïå-
ðàöèÿì íàä ôóíêöèîíàëüíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè { fn(x) }.

10. Ñóììà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
åñòü ôóíêöèÿ íåïðåðûâíàÿ.

Ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ âåñüìà ïîëåçíûì ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè S(x).

Åñëè ðÿä (1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ñåãìåíòå [ a + δ, b ] ïðè ∀δ >
0, a + δ < b, òî ñóììà S(x) åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà îòêðûòîì

èíòåðâàëå ( a, b ).

Ïðèìåð 1. Äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü íà îòðåçêå E = [ a, b ], a > 0,
ôóíêöèè

S(x) =
∞∑
n=1

(−1)n

x2 +
√
n
.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèè

an(x) =
(−1)n

x2 +
√
n
, n = 1, 2, . . . , (2)

î÷åâèäíî, íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [ a, b ]. Äîêàæåì ðàâíîìåðíóþ ñõîäè-
ìîñòü ðÿäà (2).

Ýòî çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä Ëåéáíèöà ñ ìîíîòîííî óáûâàþùèìè ïî-
ëîæèòåëüíûìè ôóíêöèÿìè

yn(x) =
1

x2 +
√
n
, n = 1, 2, . . . .

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà (2) ìîæíî äîêàçàòü, èñ-
ïîëüçóÿ ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ.
Èìååì

| rn(x) | ≤ |an(x)| =
1

x2 +
√
n
≤ 1

a2 +
√
n
,
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òàê ÷òî ìàæîðàíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { rn(x) } ìîíîòîííî ñõîäèòñÿ ê íó-
ëþ ïðè n→∞.

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà (2) óñòàíîâëåíà, è ïîýòîìó S(x) ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé íà îòðåçêå [ a, b ], a > 0.

20. Åñëè ðÿä (1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
x = a è ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû αn = limx→a an(x) ïðè ëþáîì n =
1, 2, . . . , òî ðÿä

∞∑
n=1

αn

ñõîäèòñÿ è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
x→a

∞∑
n=1

an(x) =
∞∑
n=1

lim
x→a

an(x) =
∞∑
n=1

αn.

Ïðèìåð 2. Íàéòè ïðåäåë

lim
x→1−0

∞∑
n=1

(−1)n

n

xn

xn + 1
. (3)

Ðåøåíèå. Ðÿä (3) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â ëþáîé îêðåñòíîñòè U(1 −
0) = ( 0, δ ], ðàñïîëîæåííîé ñëåâà îò òî÷êè x = 1. Â ýòîì ëåãêî óáåäèòñÿ,
èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ðÿäà (3) êàê ðÿäà Ëåéáíèöà:

| rn(x) | ≤ |an(x)| =
xn

n(xn + 1)
≤ 1

n
↓ 0.

Äàëåå, ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

lim
x→1−0

an(x) = lim
x→1−0

(−1)n

n

xn

xn + 1
=

(−1)n

2n
= αn, n = 1, 2, . . . ,

è ðÿä èç ýòèõ ïðåäåëîâ ñõîäèòñÿ óñëîâíî, êàê ÷èñëîâîé ðÿä Ëåéáíèöà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî çàíîñèòü ïðåäåë ïîä çíàê ñóììû:

lim
x→1−0

∞∑
n=1

(−1)n

n

xn

xn + 1
=
∞∑
n=1

(−1)n

2n
= − ln 2

2

(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóììû âçÿòî èç ñïðàâî÷íèêà).
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30. Ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ íà îòðåçêå [ a, b ] ðÿä èç íåïðåðûâíûõ íà
[ a, b ] ôóíêöèé an(x), n = 1, 2, . . . . ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü ïî
ëþáîìó îòðåçêó [α, β ] ⊆ [ a, b ], òî åñòü∫ β

α

[ ∞∑
n=1

an(x)

]
d x =

∞∑
n=1

∫ β

α
an(x)d x,

è ïðè ýòîì ðÿä èç ôóíêöèé

fn(x) =
∫ x

x0
an(t)d t, x0 ∈ [ a, b ],

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå [ a, b ].

Ïðèìåð 3. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x) =
∞∑
n=1

n e−nx (4)

íåïðåðûâíà ïðè x > 0 è âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫ ln 5

ln 2
f(x) d x.

Ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî ðÿä (4) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà èíòåðâàëå
[δ, ∞) ïðè ∀δ > 0 (ñì. çàìå÷àíèå â êîíöå ïóíêòà 10), îòêóäà áóäåò ñëå-
äîâàòü âîçìîæíîñòü åãî ïî÷ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ëþáîìó îòðåçêó
[ a, b ] ⊂ (0, ∞).

Äëÿ îáùåãî ÷ëåíà an(x) ðÿäà (4) ñïðàâåäëèâà î÷åâèäíàÿ îöåíêà ñâåðõó
an(x) ≤ n e−n δ. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìàæîðèðóþùèé ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=1

n e−n δ

ñõîäèòñÿ. Èñïîëüçóåì ïðèçíàê Äàëàìáåðà:

an+1

an

(n+ 1) e−(n+1) δ

n e−n δ
= e−δ < 1,

òàê êàê δ > 0.
Òåïåðü ìîæåò âû÷èñëÿòü èíòåãðàë, ïî÷ëåííî èíòåãðèðóÿ ðÿä (4):∫ ln 5

ln 2
f(x) d x =

∞∑
n=1

n
∫ ln 5

ln 2
e−nxd x =

4



= −
∞∑
n=1

e−nx
∣∣∣∣ln 5

ln 2
=
∞∑
n=1

( 2−n − 5−n ) =
3

4
.

40. Åëè îáùèé ÷ëåí an(x) ðÿäà (1) èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ
ïðè ëþáîì n = 1, 2, . . . íà îòðåçêå [ a, b ], ðÿä èç ïðîèçâîäíûõ

∞∑
n=1

d an(x)

d x

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [ a, b ], à ðÿä

∞∑
n=1

an(x)

ñõîäèòñÿ õîòÿ áû â îäíî òî÷êå x0 ∈ [ a, b ], òî èñõîäíûé ðÿä (1)ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî íà [ a, b ], åãî ñóììà S(x) èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ è

d

d x

∞∑
n=1

an(x) =
∞∑
n=1

d

d x
an(x).

Ïðèìåð 4. Íàéòè ìíîæåñòâî E íà ÷èñëîâîé îñè R, íà êîòîðîì îïðå-

äåëåíà ôóíêöèÿ

f(x) =
∞∑
n=1

(−1)n

n+ x2
(5)

è èññëåäîâàòü åå íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü íà E.

Ðåøåíèå. Ðÿä (5) ñõîäèòñÿ (óñëîâíî) ïðè ëþáîì x ∈ R, êàê ðÿä Ëåéá-
íèöà ñ ìîíîòîííî ñòðåìÿùèìèñÿ ê íóëþ ñëàãàåìûìè.

Ðÿä èç ïðîèçâîäíûõ

2x
∞∑
n=1

(−1)n

(n+ x2)2

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî è àáñîëþòíî íà E = R, èáî îáëàäàåò ñõîäÿùèìñÿ ìà-
æîðèðóþùèì ðÿäîì, ñîñòàâëåííûì èç ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé åãî îáùèõ
÷ëåíîâ:

max
x∈R

2x

(n+ x2)2
= 2

√
n/3

(n+ n/3)2
∝ 1

n
√
n
.
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Ðåøåíèå ñëåäóþùèõ çàäà÷, âçÿòûõ èç çàäà÷íèêà Êóäðÿâöåâ, Êóòàñîâ
è äð., âûñûëàþòñÿ ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå volodinstudent@gmail.com â âè-
äå ôîòîãðàôèé ñ áîëüøèìè ïîëÿìè ââåðõó è âíèçó. Íåêîòîðûå èç ýòèõ
çàäà÷ ìîãóò ïîêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè, îñîáåííî òà, ÷òî îòìå÷åíà
çâåçäî÷êîé, íî, çàòî, èõ ðåøåíèå îöåíèâàþòñÿ áîëåå âûñîêèì áàëëîì.

19.4 Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x) =
∞∑
n=1

cos2 nx

n(n+ 1)

íåïðåðûâíà íà R è âû÷èñëèòü ∫ 2π

0
f(x) d x.

19.8(1) Íàéòè ìíîæåñòâî E, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

f(x) =
∞∑
n=1

lnn x

n2

è èññëåäîâàòü åå íåïðåðûâíîñòü íà òîì ìíîæåñòâå.

19.9(2) Íàéòè ìíîæåñòâî E, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

f(x) =
∞∑
n=1

x3e−nx

è èññëåäîâàòü åå äèôôåðåíöèðóåìîñòü íà òîì ìíîæåñòâå.

19.10 Äîêàçàòü âîçìîæíîñòü ïî÷ëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà R
ðÿäà

∞∑
n=1

sinnx

n2 ln2(n+ 1)
.

19.40(4) Íàéòè ïðåäåë

lim
x→+0

∞∑
n=1

1

2nnx
.

19.24* Ñïðàâåäëèâî ëè ðàâåíñòâî

lim
n→∞

∫ 1

0

nx

1 + n2x4
d x =

∫ 1

0

(
lim
n→∞

nx

1 + n2x4

)
d x?
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