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Пусть G — односвязная область на плоскости. Одной из важных физических ха-
рактеристик области в математической физике является функционал

P(G) := 2
∫

G
u(x,G)dA,

называемый жесткостью кручения, здесь u(x,G) — функция напряжения, которая
удовлетворяет уравнению△u =−2 вG и граничному условию u = 0. (см., например,
[1], [2]).
Пусть ρ(x,G) – функция расстояния от точки x до границы области G. Пусть

ρ(G) := supρ(x,G) : x ∈G — радиус наибольшего круга, содержащегося вG.
Геометрический функционал, определяемый равенством

Ip (G) =
∫
G

ρ(x,G)p dA,

называется евклидовым моментом области относительно границы порядка p, (p >
−1).
Обозначим через G(µ) — множество уровня, где 0 ≤ µ≤ ρ(G). Через L(G) обозна-

чим длину границы областиG. Пусть

l (µ) = L(G(µ)), l (ρ(G)) = lim
µ→ρ(G)

l (µ).

Г. Полиа и Г. Сеге [1] показали, что для любой выпуклой области справедливо
неравенство

P(G) ≥ 1

2
A(G)ρ(G)2, (1)

где A(G) — площадь областиG. Равенство в (1) достигается для круга.
Разработанный в [3] метод позволил обосновать неравенство, улучщающее оцен-

ку (1):

Теорема 1. ПустьG – выпуклая область ограничченной площади и l (ρ(G)) ̸= 0, то-
гда

P(G) > 1

2
A(G)ρ(G)2 + 5

12
l (ρ(G))ρ(G)3. (2)

Экстримальными областями в (2) являются несжимаемые области.

Теорема 2.ПустьG — выпуклая область на плоскости ограниченной площади, то-
гда при∞> q ≥ p ≥ 0

P(G) ≥ 1

2(q +2)

[
(p +1)(p +2)

ρ(G)p−2 Ip (G)+ 11q +10−6p

6
l (ρ(G))ρ(G)3 +πqρ(G)4

]
(3)

Равенство в (3) достигается для круга.
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Пусть Hd — гильбертово пространство размерности d над вещественным или
комплексным полем F.
Определение 1.Набор векторов {ϕi }n

i=1 в пространствеH
d будемназывать фрей-

мом, если существуют константы 0 < a É b <∞, такие, что для всех x ∈ Fd ,

a∥x∥2 É
n∑

j=1
|〈x,ϕ j 〉|2 É b∥x∥2.

Эквивалентно, конечный фрейм вHd можно определить как произвольный пол-
ный набор векторов: span{ϕ j }n

j=1 =Hd ([1]).

Оператором синтеза фрейма {ϕ j }n
j=1 из Hd называется Φ : Fn → Hd , Φx :=

n∑
j=1

x( j )ϕ j , где x( j ) — j -я координата x ∈ Fn . Матрица оператора синтеза Φ — d ×n-

матрица, столбцами которой являются векторыфрейма. Оператором анализаназы-
вается оператор Φ∗ :Hd → Fn , для которого (Φ∗y)( j ) = 〈ϕ j ,y〉, j = 1, . . . ,n. Подробнее
о фреймах см. [2,3,4]
Если a = b, то имеет место равенство ΦΦ∗ = aI, и такие фреймы называются a-

жесткими. 1-жесткие фреймы будем называть фреймами Парсеваля. Обозначим че-
резXd ,n многообразие фреймов Парсеваля в Fdn . Можно показать, что многообра-
зиеXd ,n гладкое и неприводимое, см. [2].
На множестве фреймов можно ввести различные классы эквивалентности.
Определение 2. Фреймы {ϕi }n

i=1 и {ψi }n
i=1 называются унитарно эквивалентны-

ми, если существует унитарное преобразование U, переводящее векторы одного
фрейма в векторы другого: ψi = Uϕi , ∀i .
Хорошо известно, что матрицы Грама двух систем векторов {ϕi }n

i=1 и {ψi }n
i=1 сов-

падают тогда и только тогда, когда эти системы унитарно эквивалентны. Тогда уни-
тарно эквивалентные фреймы однозначно определяются значениями скалярных
произведений 〈ϕi ,ϕ j 〉, i É j .


