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Ïðåäèñëîâèå

Ìàòåðèàë äàííîãî ïîñîáèÿ ñîîòâåòñòâóåò çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè êóðñà

¾Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà¿, ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ

ñòóäåíòîâ Èíñòèòóòà ôèçèêè Êàçàíñêîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà. Äëÿ

ïîëíîãî è ñèñòåìàòè÷åñêîãî èçëîæåíèÿ âîïðîñîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè

òðåáóþòñÿ îòäåëüíûå êóðñû. Çàäà÷à ýòîé êíèãè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîçíàêî-

ìèòü ñòóäåíòîâ ñ íà÷àëüíûìè ñâåäåíèÿìè è îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè, êîòîðûå

íóæíû äëÿ êâàëèôèöèðîâàííîé îáðàáîòêè ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà îïèðàåòñÿ íà òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé, âî ìíî-

ãîì èñïîëüçóåò òå æå òåðìèíû è ïîíÿòèÿ. Ïîýòîìó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòó-

äåíò çíàêîì ñ îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ôîðìàëèçìîì

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, îñâåäîìëåí î ðàñïðåäåëåíèÿõ Ãàóññà, Ñòüþäåíòà, Ïèð-

ñîíà è ò. ï., èìååò ïðåäñòàâëåíèå î çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë. Ýòè âîïðîñû èç-

ëàãàþòñÿ â êóðñå ¾Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà¿ íåïî-

ñðåäñòâåííî ïåðåä èçó÷åíèåì ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè è ïðåäñòàâëåíû â

êíèãå [7].

Äàííîå ïîñîáèå ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì [7] � çäåñü èñïîëü-

çóþòñÿ òå æå îáîçíà÷åíèÿ, äîêàçàòåëüñòâà áîëüøèíñòâà òåîðåì, ïðèâåäåííûõ

â ïîñîáèè, îïèðàåòñÿ íà ìàòåðèàë, èçëîæåííûé â [7]. Êîíå÷íî, ñòóäåíòàì íå

ñòîèò îãðàíè÷èâàòüñÿ ÷òåíèåì òîëüêî ýòèõ, íåáîëüøèõ ïî îáúåìó, êíèã. Â

êîíöå ïîñîáèÿ ïðèâåäåí ñïèñîê èñïîëüçîâàííîé ëèòåðàòóðû. Åãî æå ìîæíî

ðåêîìåíäîâàòü äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî çíàêîìñòâà ñ ïðåäìåòîì.

Â äàííîì ïîñîáèè ñîäåðæèòñÿ òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë, îïèñàíèå ìåòî-

äîâ è ïðèìåðû èõ èñïîëüçîâàíèÿ. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ ïî

èçëîæåííûì çäåñü âîïðîñàì ìîæíî íàéòè â ñáîðíèêàõ çàäà÷ [8, 9].

Â òåêñòå îïðåäåëåíèÿ íå âûäåëåíû â îòäåëüíóþ êàòåãîðèþ� ïîíÿòèÿ è

òåðìèíû, êîòîðûå íóæíî çíàòü, âûäåëåíû êóðñèâîì. Äëÿ îáëåã÷åíèÿ ïîèñêà

ïî ññûëêàì èñïîëüçóåòñÿ äâîéíàÿ íóìåðàöèÿ òåîðåì, ïðèìåðîâ è ôîðìóë.

Íàïðèìåð, ññûëêà (2.5) îçíà÷àåò, ÷òî èìååòñÿ ââèäó ôîðìóëà 5 èç � 2, à

ññûëêà (Ï.1) îòíîñèòñÿ ê ôîðìóëå 1 èç ïðèëîæåíèÿ. Çíà÷îê � îçíà÷àåò êîíåö
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äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, à çíà÷îê � � çàâåðøåíèå ïðèìåðà.

Èçó÷åíèå ìàòåðèàëà äàííîãî ïîñîáèÿ íåîáõîäèìî ñòóäåíòàì-ôèçèêàì,

òàê êàê çíàêîìèò èõ ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè îñíîâàìè îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ èç-

ìåðåíèé è íàáëþäåíèé. Êðîìå òîãî, ýòîò ìàòåðèàë áóäåò ïîëåçíûì â îñâîåíèè

êóðñîâ ¾Ìåòîäû îáðàáîòêè èíôîðìàöèè¿, ¾Ìåòðîëîãè÷åñêèé àíàëèç èçìåðè-

òåëüíûõ ñõåì¿, ¾Òåîðèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé îáðàáîòêè èçìåðåíèé¿ è äðóãèõ.

Äëÿ ñòóäåíòîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïî íàïðàâëåíèþ ¾Èííîâàòèêà¿, èçëîæåí-

íûé çäåñü ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ áàçîâûì â êóðñå ¾Ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû â

èííîâàòèêå¿.
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� 1 Âûáîðî÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ

1.1 Çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà � íàóêà î ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäàõ ñèñòå-

ìàòèçàöèè, îáðàáîòêè è àíàëèçà äàííûõ, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ýêñïåðè-

ìåíòîâ èëè íàáëþäåíèé. Òàêèå äàííûå íàçûâàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèìè. Ìå-

òîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè (çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, ïðîñòåéøèõ

ïðèåìîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ) îïèðàþòñÿ íà òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé. Ýòè

ìåòîäû ïîçâîëÿþò îöåíèòü íàäåæíîñòü è òî÷íîñòü âûâîäîâ, ñäåëàííûõ íà

îñíîâàíèè îãðàíè÷åííûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ.

Ñïåöèôèêà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé â ìàòåìàòè÷å-

ñêîé ñòàòèñòèêå çàâèñèò îò îáúåêòîâ èññëåäîâàíèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî

òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé èçó÷àåò íå ëþáûå ìàññîâûå ÿâëåíèÿ, à ÿâëåíèÿ ñëó-

÷àéíûå, òî åñòü òàêèå, î êîòîðûõ èìååò ñìûñë ãîâîðèòü, ÷òî èçìåðÿåìûå

(èëè íàáëþäàåìûå) âåëè÷èíû ïîä÷èíÿþòñÿ íåêîòîðîìó ðàñïðåäåëåíèþ âåðî-

ÿòíîñòåé. Ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì èçó÷åíèè ýòèõ ÿâëåíèé ðåøàþòñÿ çàäà÷è îá

îöåíêå ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé è âõîäÿùèõ â íèõ ïàðàìåòðîâ, çàâèñè-

ìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí äðóã îò äðóãà, ïðîâåðêå ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç

î âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ èëè âåëè÷èíå ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè ñòàòè-

ñòè÷åñêîì èçó÷åíèè ìàññîâûõ ÿâëåíèé íåñëó÷àéíîé ïðèðîäû âåðîÿòíîñòíûì

çàêîíîìåðíîñòÿì ïîä÷èíåíû íå ñàìè èçó÷àåìûå ÿâëåíèÿ, à ïðèåìû èõ èññëå-

äîâàíèÿ, áàçèðóþùèåñÿ íà âûáîðî÷íîì ìåòîäå è òåîðèè îøèáîê.

Çàäà÷è, êîòîðûå ðåøàåò ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà, â êàêîì-òî ñìûñ-

ëå ïðîòèâîïîëîæíû çàäà÷àì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Â âåðîÿòíîñòíûõ çàäà÷àõ

çàäàíî âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî èëè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,

òî åñòü èìååòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé òðåáóåòñÿ ïðåä-

ñêàçàòü ðåçóëüòàòû ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Â ñòàòèñòè÷åñêèõ çàäà÷àõ, íà-

îáîðîò, ïî îïûòíûì äàííûì íóæíî îïðåäåëèòü ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ, òî

åñòü ïîñòðîèòü âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü ÿâëåíèÿ.

Ê òèïè÷íûì çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè îòíîñÿòñÿ:
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1. îïðåäåëåíèå çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èëè íåñêîëüêèõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí;

2. îöåíêà ïàðàìåòðîâ èçâåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû;

3. âûÿâëåíèå õàðàêòåðà âçàèìîñâÿçè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè;

4. ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà ãèïîòåç, òî åñòü ðåøåíèå âîïðîñà î òîì, ñîãëà-

ñóþòñÿ ëè òåîðåòè÷åñêèå ïðåäñêàçàíèÿ ñ èìåþùèìèñÿ ñòàòèñòè÷åñêèìè

äàííûìè.

Ïóñòü èçìåðÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà ξ . Ýòà âåëè÷èíà ξ

ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé, òàê êàê â ñàìîì ïðîöåññå èçìåðåíèÿ çàëîæåíà íåîïðå-

äåëåííîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ ïîìåõàìè, øóìàìè, ïîãðåøíîñòüþ ïðèáîðà è ò. ï.

Â ýòîì ñëó÷àå åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ¾èñòèííûì¿ ôèçè÷åñêèì çíà÷åíèåì ìà-

òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå a = Mξ , à ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé x1, x2, . . . , xn �

ñëó÷àéíûìè çíà÷åíèÿìè âåëè÷èíû ξ . Ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé ìîæíî îöå-

íèòü ïàðàìåòð a . Ýòî òèïè÷íàÿ çàäà÷à îöåíêè íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà. Â

òî æå âðåìÿ, òåîðèÿ ìîæåò ïðåäñêàçûâàòü íåêîòîðîå, âïîëíå îïðåäåëåííîå,

çíà÷åíèå äëÿ èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû, íàïðèìåð a1 . Òîãäà âîçíèêàåò çàäà÷à î

ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîâåðêå ãèïîòåçû Mξ = a1 íà îñíîâàíèè äàííûõ èçìåðå-

íèé.

Åñëè åñòü îñíîâàíèÿ ïðåäïîëàãàòü íåêóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó íåêîòî-

ðûìè âåëè÷èíàìè ξ è η , â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ëèíåéíóþ ξ = a + bη , òî ïî

íàáîðàì èçìåðåííûõ çíà÷åíèé (xi, yi) ìîæíî îöåíèòü êîýôôèöèåíòû a è b .

Òàêèå çàäà÷è íàçûâàþò ðåãðåññèîííûìè.

1.2 Ïðîñòåéøèå ïðèåìû ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ

Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ãðóïïà îáúåêòîâ, îáëàäàþùèõ êàêèì-ëèáî îá-

ùèì ïðèçíàêîì ξ . Èññëåäîâàíèå ýòîãî ïðèçíàêà áóäåò íàèáîëåå ïîëíûì, åñëè

îáñëåäîâàòü âñå èìåþùèåñÿ îáúåêòû. Îäíàêî íà ïðàêòèêå òàêîé ñïîñîá îáû÷-

íî îêàçûâàåòñÿ ìàëîïðèìåíèìûì. Â îäíèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî îáúåêòîâ ñëèøêîì

âåëèêî, ÷òîáû ìîæíî áûëî èçó÷èòü êàæäûé. Â äðóãèõ� ñàìî èññëåäîâàíèå

ìîæåò ïðèâåñòè ê óíè÷òîæåíèþ îáúåêòà, òàê ÷òî ñïëîøíîå îáñëåäîâàíèå òå-
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ðÿåò ñìûñë. Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ èç âñåé ãðóïïû ñëó÷àéíûì îáðàçîì îòáè-

ðàþò îãðàíè÷åííîå ÷èñëî îáúåêòîâ, êîòîðûå èñïîëüçóþò äëÿ èññëåäîâàíèÿ,

ðåçóëüòàòû êîòîðîãî îáîáùàþò íà âñþ ãðóïïó îáúåêòîâ.

Òàêîé ïîäõîä íàçûâàþò âûáîðî÷íûì ìåòîäîì. Ïðèìåíåíèå âûáîðî÷íî-

ãî ìåòîäà îïðàâäàíî, åñëè ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî ïîëó÷èòü íóæíóþ èíôîðìà-

öèþ îáî âñåõ îáúåêòàõ ñ äîñòàòî÷íîé äëÿ ïðàêòèêè ñòåïåíüþ äîñòîâåðíîñòè.

Â ýòîì ñëó÷àå, íåîáõîäèìîñòü â ñïëîøíîì îáñëåäîâàíèè îáúåêòîâ îòïàäàåò.

Â âûáîðî÷íîì ìåòîäå âñÿ ïîäëåæàùàÿ èçó÷åíèþ ñîâîêóïíîñòü îáúåê-

òîâ íàçûâàåòñÿ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ, à ñîâîêóïíîñòü ñëó÷àéíî îòî-

áðàííûõ îáúåêòîâ, ïîäëåæàùèõ èññëåäîâàíèþ, íàçûâàåòñÿ âûáîðî÷íîé ñîâî-

êóïíîñòüþ èëè âûáîðêîé. ×èñëî îòîáðàííûõ îáúåêòîâ n íàçûâàþò îáúåìîì

âûáîðêè. Ïîä òåðìèíîì ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü ïîíèìàþòñÿ âñå ìûñëåí-

íî âîçìîæíûå îáúåêòû äàííîãî âèäà, à íå òîëüêî ðåàëüíî äîñòóïíûå äëÿ

èçìåðåíèé. Íàïðèìåð, îòáèðàÿ äåòàëè äëÿ ïðîâåðêè èõ êà÷åñòâà ñðåäè èìå-

þùèõñÿ, ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ìîæíî èçãîòîâèòü ñêîëüêî óãîäíî òàêèõ äåòà-

ëåé. Ïîýòîìó îáúåì ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ áåñêîíå÷íî

áîëüøèì, òî åñòü âûáîðêó ðàññìàòðèâàþò êàê êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî áåñêî-

íå÷íîãî ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé.

Âûáîðêà äîëæíà áûòü ðåïðåçåíòàòèâíîé (ïðåäñòàâèòåëüíîé), òî åñòü

åå îáúåêòû äîëæíû äîñòàòî÷íî õîðîøî îòðàæàòü ñâîéñòâà ãåíåðàëüíîé ñî-

âîêóïíîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðàâèëà îòáîðà îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèåé ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ F (x) èçìåðÿåìîãî ñëó÷àéíîãî ïðèçíàêà ξ , òàê ÷òî âåðîÿòíîñòü

ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ, ïîïàäàþùèé â ïîëóèíòåðâàë [a, b) , âûðàæà-

åòñÿ ðàçíîñòüþ F (b) − F (a) . Ýëåìåíòû âûáîðêè ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

Íàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ xi ïðèçíàêà ξ íàçûâàþò âàðèàíòàìè, à ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü âàðèàíò, çàïèñàííûõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ� âàðèàöèîííûì

ðÿäîì. ×àñòîòîé ni íàçûâàþò ÷èñëî íàáëþäåíèé âàðèàíòû. Ñóììà ÷àñòîò

ðàâíà îáúåìó âûáîðêè
N∑
i=1

ni = n , ãäå N �÷èñëî âàðèàíò. Îòíîñèòåëü-

íîé ÷àñòîòîé íàçûâàþò îòíîøåíèå ÷àñòîòû ê îáúåìó âûáîðêè p∗i = ni/n .
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Î÷åâèäíî, ÷òî
N∑
i=1

p∗i = 1 .

Ïåðå÷åíü âàðèàíò è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ÷àñòîò íàçûâàþò ñòàòèñòè-

÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì èëè ñòàòèñòè÷åñêèì ðÿäîì âûáîðêè. Ñòàòèñòè÷å-

ñêèé ðÿä òàêæå ìîæåò áûòü çàïèñàí äëÿ îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò.

Ýìïèðè÷åñêîé (âûáîðî÷íîé) ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íàçûâàþò ôóíê-

öèþ F ∗n(x) , îïðåäåëÿþùóþ äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ x îòíîñèòåëüíóþ ÷àñòîòó

ñîáûòèÿ A = {xi < x} :
F ∗n(x) =

nx
n
, (1.1)

ãäå nx �÷èñëî âàðèàíò, ìåíüøèõ x .

Ïðèìåð 1.1. Äëÿ îöåíêè ñòðåëêîâîé ïîäãîòîâêè ëè÷íîãî ñîñòàâà áàòà-

ëüîíà áûëî îòîáðàíî 50 ÷åëîâåê, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðîèçâåë 10 âûñòðåëîâ

ïî ìèøåíè. Ðåçóëüòàòû ñòðåëüáû ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå:

×èñëî ïîïàäàíèé 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

×èñëî ñòðåëêîâ 1 0 2 1 4 6 8 11 11 2 4

Ïîñòðîèòü ýìïèðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ðåøåíèå. Îáúåì âûáîðêè n = 50 . Ïðèâåäåííàÿ òàáëèöà ÿâëÿåòñÿ ïî

ñóòè ñòàòèñòè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì äëÿ ÷àñòîò, â êîòîðîì â ñòðîêå ¾×èñ-

ëî ïîïàäàíèé¿ çàïèñàíû âàðèàíòû, à â ñòðîêå ¾×èñëî ñòðåëêîâ¿� ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ÷àñòîòû. Ñòàòèñòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò

(êàæäàÿ ÷àñòîòà äåëèòñÿ íà n) â ýòîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü âèä:

xi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

p∗i 0.02 0.00 .04 0.02 0.08 0.12 0.16 0.22 0.22 0.04 0.08

Ñ åãî ïîìîùüþ ïîñòðîèì ýìïèðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ

èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1. �
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2 4 6 8 10
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1
F*HxL

Ðèñ. 1.

Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, êîòîðàÿ îïè-

ñûâàåò èñòèííîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî ïðèçíàêà ξ , â çàäà÷àõ ìàòåìà-

òè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ïðèíÿòî íàçûâàòü òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëå-

íèÿ. Ðàçëè÷èå ìåæäó ýìïèðè÷åñêîé è òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî òåîðåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ F (x) îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü

ñîáûòèÿ ξ < x , à ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ F ∗n(x) îïðåäåëÿåò îòíîñèòåëüíóþ

÷àñòîòó ýòîãî æå ñîáûòèÿ. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíîâèòñÿ áëèçêà ê òåîðåòè÷åñêîé.

Òåîðåìà 1.1. Ïðè ëþáîì çíà÷åíèè x (−∞ < x <∞) ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíê-

öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòðåìèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè1) ê òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ:

F ∗n(x)
P−→

n→∞
F (x). (1.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèå x . Âñå çíà÷åíèÿ âûáîðêè xi (i =

1, . . . , n) ðàçäåëèì íà äâå êàòåãîðèè: ¾óñïåõ¿, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóþò çíà-

÷åíèÿ xi < x , è ¾íåóäà÷à¿ ñî çíà÷åíèÿìè xi > x . Òàê êàê ýëåìåíòû âûáîðêè

íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, òî ìû èìååì äåëî ñî ñõåìîé Áåðíóë-

ëè, â êîòîðîé âåðîÿòíîñòü óñïåõà p = P(xi < x) = F (x) . ×èñëî óñïåõîâ m

1)Íàïîìèíàåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξn ñòðåìèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíå ξ0 , åñëè

lim
n→∞

P (|ξn − ξ0| < ε) = 1

äëÿ ëþáîãî ε > 0 . Êîìïàêòíàÿ çàïèñü ýòîãî ôàêòà: ξn
P−→

n→∞
ξ0 .
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îïðåäåëÿåò îòíîñèòåëüíóþ ÷àñòîòó ïîïàäàíèÿ â îáëàñòü çíà÷åíèé, ìåíüøèõ

x , òî åñòü m/n = F ∗n(x) . Ïî òåîðåìå Áåðíóëëè (òåîðåìà 5.6 â ïîñîáèè [7])

m

n

P−→
n→∞

p, (1.3)

îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

Ïðè áîëüøèõ n îïèñàííûé âûøå ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ âûáîðêè ÿâ-

ëÿåòñÿ ãðîìîçäêèì è, â òî æå âðåìÿ, íå âûÿâëÿåò îò÷åòëèâî ñóùåñòâåííûõ

ñâîéñòâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå óäîáíî ãðóïïèðîâàòü çíà÷åíèÿ ïðèçíà-

êà ξ ïî íàäëåæàùèì îáðàçîì âûáðàííûì èíòåðâàëàì. Îáû÷íî äëÿ äîâîëüíî

ïîëíîãî îïèñàíèÿ âñåõ ñóùåñòâåííûõ ñâîéñòâ ðàñïðåäåëåíèÿ è íàäåæíîãî

âû÷èñëåíèÿ åãî îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íîé ãðóïïè-

ðîâêà ïî 6�12 èíòåðâàëàì, â êàæäûé èç êîòîðûõ ïîïàäàåò íå áîëåå 15-20%

çíà÷åíèé ξ . Äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âìåñòî ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ãèñòîãðàììà. Ãèñòîãðàììîé ÷àñòîò íàçûâàþò

ñòóïåí÷àòóþ ôèãóðó, ñîñòîÿùóþ èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ, îñíîâàíèÿìè êîòî-

ðûõ ñëóæàò ÷àñòè÷íûå èíòåðâàëû äëèíû lk , à âûñîòû ðàâíû îòíîøåíèþ

nk/lk (ïëîòíîñòü ÷àñòîòû). Ïëîùàäü ÷àñòè÷íîãî k -ãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà

lk(nk/lk) = nk � ñóììå ÷àñòîò âàðèàíò, ïîïàâøèõ â k -é èíòåðâàë. Ïëîùàäü

ãèñòîãðàììû ÷àñòîò ðàâíà ñóììå âñåõ ÷àñòîò, òî åñòü îáúåìó âûáîðêè. Ãèñòî-

ãðàììà îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò ñîñòîèò èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ âûñîòàìè p∗k/lk

(ðèñ. 2, 3).

Ïðèìåð 1.2. Íèæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ ðîñòà ñëó÷àéíî

îòîáðàííûõ 100 ñòóäåíòîâ.

Ðîñò, ñì 154−158 158−162 162−166 166−170 170−174

×èñëî ñòóäåíòîâ 2 8 12 22 26

Ðîñò, ñì 174−178 178−182 182−186 186−190

×èñëî ñòóäåíòîâ 14 10 5 1

Ïîñòðîèòü ãèñòîãðàììó îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò.
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Ðåøåíèå. Îáúåì âûáîðêè n = 100 . Èíòåðâàëû Ii ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà

îäèíàêîâû, ïîýòîìó âûñîòà ïðÿìîóãîëüíèêîâ â ãèñòîãðàììå âû÷èñëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå ni/(nh) :

Ii 154− 158 158− 162 162− 166 166− 170 170− 174

p∗i 0.005 0.02 0.03 0.055 0.065

Ii 174− 178 178− 182 182− 186 186− 190

p∗i 0.035 0.025 0.0125 0.0025

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãèñòîãðàììà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2. Íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå

158 162 166 170 174 178 182 186 190
x

0.02

0.04

0.06

pi
* �hi

162 170 174 182 190
x

0.02

0.04

0.06

pi
* �hi

Ðèñ. 2. Ðèñ. 3.

ãèñòîãðàììà ñîñòîèò èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ íåðàâíûìè îñíîâàíèÿìè. Ñòàòè-

ñòè÷åñêèé ðÿä äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòîé ãèñòîãðàììû ïîëó÷åí ïóòåì îáúåäèíåíèÿ

èíòåðâàëîâ èñõîäíîãî ðÿäà:

Ii 154�162 162�170 170�174 174�182 182�190

ni 10 34 26 24 6

p∗i/li 0.0125 0.0425 0.065 0.03 0.0075

Çäåñü ñðåäíèé èíòåðâàë èìååò äëèíó l3 = 4 ñì, îñòàëüíûå li = 8 ñì. �

Ãèñòîãðàììó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àíàëîã ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-

íèÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Âíåøíèé âèä ãèñòîãðàììû
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ïîìîãàåò ïîäîáðàòü ïîäõîäÿùóþ òåîðåòè÷åñêóþ ìîäåëü (çàêîí ðàñïðåäåëå-

íèÿ).

Ãèñòîãðàììà, ñîñòàâëåííàÿ íà îñíîâå ãðóïïèðîâêè ïî ìàëåíüêèì èí-

òåðâàëàì, îáû÷íî ìíîãîâåðøèííàÿ è íå îòðàæàåò íàãëÿäíî ñâîéñòâ ðàñïðå-

äåëåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãðóïïèðîâêà ïî ñëèøêîì êðóïíûì èíòåðâàëàì

ìîæåò ïðèâåñòè ê èçëèøíåìó îãðóáëåíèþ ñâîéñòâ ðàñïðåäåëåíèÿ è ãðóáûì

îøèáêàì ïðè âû÷èñëåíèè åãî õàðàêòåðèñòèê. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå

âîïðîñ î âåëè÷èíå è ÷èñëå èíòåðâàëîâ îáû÷íî íîñèò ýìïèðè÷åñêèé õàðàê-

òåð è ðåøàåòñÿ èñõîäÿ èç ñîîáðàæåíèé ñîõðàíåíèÿ ïîëíîòû ìàòåìàòè÷åñêîãî

îïèñàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ ïî ñãðóïïèðîâàííûì

äàííûì è ò. ä. Äëÿ ýòîé öåëè èñïîëüçóþòñÿ, íàïðèìåð, ýâðèñòè÷åñêèå ôîð-

ìóëû Ñòàðäæåññà, Áðóêñà è Êàððóçåðà è èì ïîäîáíûå.

1.3 Âûáîðî÷íûå ìîìåíòû

Ïî àíàëîãèè ñ ìîìåíòàìè ðàñïðåäåëåíèé1) ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå âû-

áîðî÷íûõ ìîìåíòîâ.

Íà÷àëüíûì ýìïèðè÷åñêèì (âûáîðî÷íûì) ìîìåíòîì ïîðÿäêà k íàçû-

âàåòñÿ âåëè÷èíà

ak =
1

n

n∑
i=1

(xi)
k , (1.4)

òî åñòü ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ýëåìåíòàì âûáîðêè, âîçâåäåííûì â ñòåïåíü k .

Öåíòðàëüíûì ýìïèðè÷åñêèì (âûáîðî÷íûì) ìîìåíòîì ïîðÿäêà k íàçûâàåò-

ñÿ âåëè÷èíà

mk =
1

n

n∑
i=1

(xi − a1)
k. (1.5)

×àñòî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òàêèõ óñðåäíåíèé ïî âûáîðêå èñïîëüçóþò ñëå-

äóþùåå îáîçíà÷åíèå:

f̄ =
1

n

n∑
i=1

f(xi). (1.6)

1)Îïðåäåëåíèå íà÷àëüíûõ è öåíòðàëüíûõ ìîìåíòîâ äàíî âî âòîðîé ÷àñòè êóðñà ¾Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé¿

[7]. Çäåñü ýòè ìîìåíòû ìû áóäåì íàçûâàòü òåîðåòè÷åñêèìè. Òåîðåòè÷åñêèé àíàëîãîì (1.4) ÿâëÿåòñÿ αk =

Mξk , à äëÿ (1.5) àíàëîãîì ñëóæèò µk =M(ξ − α1)k .
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Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ

ak = xk, mk = (x− x̄)k. (1.7)

Íà÷àëüíûé ìîìåíò ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçûâàþò âûáîðî÷íûì ñðåäíèì:

a1 ≡ x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi =
1

n

N∑
k=1

xknk =
N∑
k=1

xkp
∗
k, (1.8)

ãäå N �÷èñëî ðàçëè÷íûõ âàðèàíò.

Öåíòðàëüíûé ìîìåíò âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàþò âûáîðî÷íîé äèñïåðñè-

åé:

m2 ≡ Dâ = (x− x̄)2 =

=
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2 =
1

n

N∑
k=1

(xk − x̄)2nk =
N∑
k=1

(xk − x̄)2p∗k. (1.9)

Èíîãäà äëÿ âû÷èñëåíèé áîëåå óäîáíà äðóãàÿ ôîðìóëà:

Dâ = x2 − x̄2 =
1

n

n∑
i=1

x2
i −

(
1

n

n∑
i=1

xi

)2

. (1.10)

Çíà÷åíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ôèêñèðîâàíû äëÿ äàííîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ, òîãäà êàê âûáîðî÷íûå ìîìåíòû ìîãóò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ

â çàâèñèìîñòè îò íàáîðà ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé. Ïî ñóòè, âûáîðî÷íûå ìîìåí-

òû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé. Ëþáóþ òàêóþ ôóíêöèþ (à

íå òîëüêî âûáîðî÷íûå ìîìåíòû) ïðèíÿòî íàçûâàòü ñòàòèñòèêîé.

Çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè íå äîëæíî çàâèñåòü îò íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ,

òî åñòü îíà äîëæíà áûòü âû÷èñëèìà äëÿ êàæäîé âûáîðêè. Íàïðèìåð, åñëè

äëÿ êàêîãî-ëèáî ñëó÷àéíîãî ïðèçíàêà èçâåñòíî åãî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

a , òî âûðàæåíèå

dn =
1

n

n∑
i=1

(xi − a)2 (1.11)

ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòèêîé. Îäíàêî åñëè çíà÷åíèå a íåèçâåñòíî, òî dn ñòàòèñòèêîé

íå ÿâëÿåòñÿ.

Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû âûáîðêè� ýòî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî è ñòàòè-

ñòèêà ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

13



� 2 Òî÷å÷íûå îöåíêè

2.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ çà-

âèñèò îò íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà θ , êîòîðûé ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç

íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà Θ . Ïî âûáîðêå x1, x2, . . . , xn ìîæíî ïîïûòàòüñÿ îïðå-

äåëèòü çíà÷åíèå ýòîãî ïàðàìåòðà. Òî÷å÷íîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ íàçûâàåò-

ñÿ íåêîòîðàÿ ñòàòèñòèêà θ∗n = θ∗(x1, x2, . . . , xn) . Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî

îöåíêà ïàðàìåòðà áóäåò áëèçêà ê åãî èñòèííîìó çíà÷åíèþ. Ïîýòîìó íå âñÿ-

êàÿ ñòàòèñòèêà ïîäîéäåò â êà÷åñòâå îöåíêè ïàðàìåòðà. Èñïîëüçîâàíèå θ∗n äëÿ

îöåíêè ïàðàìåòðà θ ñ÷èòàåòñÿ îïðàâäàííûì, åñëè θ∗n îáëàäàåò äîïîëíèòåëü-

íûìè ñâîéñòâàìè: íåñìåùåííîñòüþ è ñîñòîÿòåëüíîñòüþ.

Îöåíêó θ∗ íàçûâàþò íåñìåùåííîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ , åñëè ïðè ëþ-

áîì n

Mθ∗n = θ (2.1)

äëÿ âñåõ θ ∈ Θ . Âåëè÷èíà bn(θ) =Mθ∗n−θ íàçûâàåòñÿ ñìåùåíèåì. Íåñìåùåí-
íîñòü îöåíêè îçíà÷àåò, ÷òî ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèé çíà÷åíèÿ â

ñðåäíåì áóäóò êîíöåíòðèðîâàòüñÿ îêîëî èñòèííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (2.1) äëÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî è âûáî-

ðî÷íîé äèñïåðñèè.

Mx̄ =M

(
1

n

n∑
i=1

xi

)
=

1

n

n∑
i=1

Mxi =
1

n

n∑
i=1

α1 = α1. (2.2)

Òàêèì îáðàçîì, âûáîðî÷íîå ñðåäíåå ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé ìàòåìà-

òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

MDâ = M

1

n

n∑
i=1

x2
i −

(
1

n

n∑
i=1

xi

)2
 =

n− 1

n2

n∑
i=1

Mx2
i −

1

n2

n∑
i,j=1

i 6=j

Mxixj =

=
n− 1

n
(α2 − α2

1) =
n− 1

n
µ2. (2.3)
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Âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ ÿâëÿåòñÿ ñìåùåííîé îöåíêîé äèñïåðñèè ñî ñìå-

ùåíèåì bn(Dâ) = −µ2/n , ïîýòîìó âìåñòî íåå èñïîëüçóþò äðóãóþ îöåíêó�

èñïðàâëåííóþ (èëè íåñìåùåííóþ) âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ

s2 =
n

n− 1
Dâ =

1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2 , (2.4)

äëÿ êîòîðîé Ms2 = µ2 .

Îöåíêà θ∗n íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé, åñëè îíà ïî âåðîÿòíîñòè ñòðå-

ìèòñÿ ê θ :

θ∗n
P−→

n→∞
θ (2.5)

äëÿ âñåõ θ ∈ Θ .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíêè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ

òåîðåìîé ×åáûøåâà1). Íàïðèìåð, âûáîðî÷íîå ñðåäíåå ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì

àðèôìåòè÷åñêèì îò n îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êî-

òîðûìè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû âûáîðêè. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî èç íèõ âûïîëíå-

íî Mxi = α1 . Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî äèñïåðñèÿ âûáîðî÷íûõ ýëåìåíòîâ êîíå÷íà,

ìîæåì ïðèìåíèòü ê íèì òåîðåìó ×åáûøåâà

1

n

n∑
i=1

xi
P−→

n→∞
α1 , (2.6)

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣∣1n
n∑
i=1

xi − α1

∣∣∣∣∣ < ε

)
= 1 ,

÷òî îçíà÷àåò ñîñòîÿòåëüíîñòü x̄ ïî îòíîøåíèþ ê ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäà-

íèþ.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîñòü ëþáîé îöåíêè ak

äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî òåîðåòè÷åñêîãî ìîìåíòà αk . Â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà

×åáûøåâà ïðèìåíÿåòñÿ ê ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì (xi)
k . Òåì ñàìûì, ìîæíî

óòâåðæäàòü, ÷òî íà÷àëüíûå è öåíòðàëüíûå âûáîðî÷íûå ìîìåíòû ÿâëÿþòñÿ

ñîñòîÿòåëüíûìè îöåíêàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ. Îòìå-

òèì, ÷òî s2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé äèñïåðñèè.
1)Òåîðåìà ×åáûøåâà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû,

ïîïàðíî íåçàâèñèìû è èìåþò êîíå÷íûå äèñïåðñèè, òî
n∑

k=1

ξk/n
P−→

n→∞
a , ãäå a = Mξk . Äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû ×åáûøåâà ìîæíî íàéòè â ðàçäåëå 5.1 âòîðîé ÷àñòè ïîñîáèÿ ¾Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé¿ [7].
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Äðóãîé ñïîñîá óñòàíîâèòü ñîñòîÿòåëüíîñòü äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü äëÿ îöåíêè θ∗n ñìåùåíèå bn(θ) è äèñïåðñèÿ Dθ
∗
n ñòðå-

ìÿòñÿ ê íóëþ ïðè n→∞ . Òîãäà îöåíêà θ∗n ñîñòîÿòåëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà1) äëÿ ëþáîãî ε > 0 âå-

ðîÿòíîñòü

P (|θ∗n −Mθ∗n| > ε) 6
Dθ∗n
n2

. (2.7)

Ýòî âûðàæåíèå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

P (|θ∗n − θ|+ |bn(θ)| > ε) 6
Dθ∗n
n2

, (2.8)

îòêóäà

lim
n→∞

P (|θ∗n − θ| > ε) = 0 . (2.9)

Äëÿ ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ

lim
n→∞

P (|θ∗n − θ| < ε) = 1 , (2.10)

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè îçíà÷àåò, ÷òî ñ ðîñòîì îáúåìà âûáîðêè íàáëþ-

äàåìûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà áóäóò êîíöåíòðèðîâàòüñÿ îêîëî åãî èñòèííîãî

çíà÷åíèÿ.

Óñëîâèÿì (2.1) è (2.5) ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü ñðàçó íåñêîëüêî îöåíîê.

Ñðåäè íèõ åñòåñòâåííî âûáðàòü òó, êîòîðàÿ îáëàäàåò íàèìåíüøåé äèñïåð-

ñèåé. Òàêóþ îöåíêó íàçûâàþò ýôôåêòèâíîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, îöåíêà θ∗n

ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ , åñëè äëÿ ëþáîé äðóãîé îöåíêè

θ̂n âûïîëíåíî

Dθ∗n 6 Dθ̂n . (2.11)

Óñëîâèå (2.11) îçíà÷àåò, ÷òî ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåàëèçà-

öèé âûáîðêè èìååò ìåíüøèé ðàçáðîñ îêîëî èñòèííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà

ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè îöåíêàìè.

1)Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà ìîæíî íàéòè â ðàçäåëå 5.1 âòîðîé ÷àñòè ïîñîáèÿ ¾Òåîðèÿ

âåðîÿòíîñòåé¿ [7].
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2.2 Ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ òî÷å÷íûõ îöåíîê

Äëÿ îöåíêè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëóæàò ðàçëè÷íûå

ìåòîäû, òàêèå êàê ìåòîä ìîìåíòîâ è ìåòîä íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ìåòîä ìîìåíòîâ òî÷å÷íîé îöåíêè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ çàäàííî-

ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîñòîèò â ïðèðàâíèâàíèè òåîðåòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ñîîòâåò-

ñòâóþùèì ýìïèðè÷åñêèì ìîìåíòàì òîãî æå ïîðÿäêà.

Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî ïðèçíàêà çàâèñèò îò m ïàðàìåòðîâ

θ1, . . . θm , è ñóùåñòâóþò âñå òåîðåòè÷åñêèå ìîìåíòû αk = αk(θ1, . . . θm) , ãäå

k = 1,m . Òîãäà îöåíêîé ïàðàìåòðîâ θk , ïîëó÷åííîé ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ,

íàçûâàåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû m (âîîáùå ãîâîðÿ, íåëèíåéíûõ) óðàâíåíèé

αk(θ
∗
1, . . . θ

∗
m) = ak, k = 1,m , (2.12)

åñëè îíî ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Åñëè ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì ïàðàìåòðîì θ , òî äëÿ åãî îòûñ-

êàíèÿ ïðèðàâíèâàþò îäèí òåîðåòè÷åñêèé ìîìåíò îäíîìó ýìïèðè÷åñêîìó ìî-

ìåíòó òîãî æå ïîðÿäêà. Íàïðèìåð, ìîæíî ïðèðàâíÿòü íà÷àëüíûé òåîðåòè-

÷åñêèé ìîìåíò ïåðâîãî ïîðÿäêà (åñëè îí çàâèñèò îò θ) íà÷àëüíîìó ýìïèðè-

÷åñêîìó ìîìåíòó ïåðâîãî ïîðÿäêà: α∗1 = a1 . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî α1 = Mξ(θ) è

a1 = x̄ , ïîëó÷èì óðàâíåíèå

Mξ(θ∗) = x̄. (2.13)

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà çà-

äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîýòîìó, ðåøèâ óðàâíåíèå (2.13) îòíîñèòåëüíî íåèç-

âåñòíîãî ïàðàìåòðà, ïîëó÷èì åãî òî÷å÷íóþ îöåíêó.

Åñëè ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè θ1 è θ2 , òî ïðè-

ðàâíèâàþò äâà òåîðåòè÷åñêèõ ìîìåíòà äâóì ñîîòâåòñòâóþùèì ýìïèðè÷åñêèì

ìîìåíòàì òîãî æå ïîðÿäêà. Íàïðèìåð:

α∗1 = a1, µ∗2 = m2, èëè Mξ(θ∗1, θ
∗
2) = x̄, Dξ(θ∗1, θ

∗
2) = Dâ.
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Ïðèìåð 2.1. Â êà÷åñòâå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷èñëî

ñåìÿí ñîðíÿêîâ â ïðîáå çåðíà, êîòîðîå ðàñïðåäåëåíî ïî çàêîíó Ïóàññîíà:

P(xi) =
λxi

xi!
e−λ, (2.14)

ãäå xi �÷èñëî ñåìÿí â îäíîé ïðîáå. Íèæå ïðèâåäåíî ðàñïðåäåëåíèå ñåìÿí

ñîðíÿêîâ â n=1000 ïðîáàõ çåðíà (â ïåðâîé ñòðîêå óêàçàíî êîëè÷åñòâî ñåìÿí

ñîðíÿêîâ â îäíîé ïðîáå; âî âòîðîé ñòðîêå óêàçàíî ÷èñëî òàêèõ ïðîá):

xi 0 1 2 3 4 5 6

ni 405 366 175 40 8 4 2

Íàéòè ìåòîäîì ìîìåíòîâ òî÷å÷íóþ îöåíêó íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà λ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà.

Ðåøåíèå. Òðåáóåòñÿ îöåíèòü îäèí ïàðàìåòð, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî èìåòü

îäíî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïàðàìåòðà. Ïðèðàâíÿåì íà÷àëüíûé òåî-

ðåòè÷åñêèé ìîìåíò ïåðâîãî ïîðÿäêà α1 íà÷àëüíîìó ýìïèðè÷åñêîìó ìîìåíòó

ïåðâîãî ïîðÿäêà a1 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå (2.13). Ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ðàâíî ïàðàìåòðó λ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ1);

âûáîðî÷íîå ñðåäíåå âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëå (1.8). Òàêèì îáðàçîì, òî÷å÷íîé

îöåíêîé ïàðàìåòðà λ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ñëóæèò âûáîðî÷íàÿ ñðåäíÿÿ:

λ∗ = x̄ =
1

n

6∑
i=0

xini = 0.9.

�

Ìåòîä íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ òî÷å÷íîé îöåíêè íåèçâåñòíûõ ïà-

ðàìåòðîâ çàäàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ áûë ïðåäëîæåí Ð.Ôèøåðîì. Ñóòü ìåòîäà

ñîñòîèò â îòûñêàíèè ìàêñèìóìà ôóíêöèè îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ îöåíèâàå-

ìûõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðàÿ ñëóæèò ìåðîé ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ çíà÷åíèé ýòèõ

ïàðàìåòðîâ ïðè ïîëó÷åííîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðèçíàêà.
1)Âû÷èñëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ âûïîëíèòü â êà÷åñòâå ñàìîñòîÿòåëüíîãî óïðàæ-

íåíèÿ.
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Ðàññìîòðèì ýòîò ìåòîä â ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ îäèí íåèçâåñòíûé ïàðà-

ìåòð θ . Ïóñòü x1, x2, . . . , xn �íàáëþäàåìûå â äàííîì ýêñïåðèìåíòå çíà÷åíèÿ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ . Ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ íàçûâàþò ôóíêöèþ îöåíè-

âàåìîãî ïàðàìåòðà θ :

L(x1, x2, . . . , xn, θ) = p(x1, θ)p(x2, θ) . . . p(xn, θ). (2.15)

Â ñëó÷àå, êîãäà ξ �íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, p(x, θ) ÿâëÿåòñÿ ïëîò-

íîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ, çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà θ . Åñëè ξ �äèñêðåòíàÿ ñëó-

÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî p(x, θ) ≡ P(ξ = x, θ) .

Îöåíêîé íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà θ íàçûâàþò òàêîå åãî

çíà÷åíèå θ∗ , ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äîñòèãàåò ìàêñèìóìà.

Ôóíêöèè L è lnL äîñòèãàþò ìàêñèìóìà ïðè îäíîì è òîì æå çíà÷å-

íèè θ , ïîýòîìó âìåñòî îòûñêàíèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè L èùóò ìàêñèìóì

ôóíêöèè lnL , ÷òî íà ïðàêòèêå ÿâëÿåòñÿ áîëåå óäîáíûì. Óðàâíåíèå

d lnL

dθ
= 0 (2.16)

íàçûâàþò óðàâíåíèåì ïðàâäîïîäîáèÿ. Óñëîâèåì ìàêñèìóìà ôóíêöèè ïðàâ-

äîïîäîáèÿ áóäåò
d2 lnL

dθ2 |θ=θ∗ 6 0. (2.17)

Ïðèìåð 2.2. Äëÿ âûáîðêè èç ïðèìåðà 2.1 íàéòè òî÷å÷íóþ îöåíêó íåèç-

âåñòíîãî ïàðàìåòðà λ ìåòîäîì íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ:

L = p(x1, λ)p(x2, λ) . . . p(xn, λ) ,

ãäå â êà÷åñòâå p(xi, λ) áåðóòñÿ âåðîÿòíîñòè (2.14). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

L =
λ

n∑
i=1

xi
e−nλ

n∏
i=1

(xi!)
.

Ïðîëîãàðèôìèðóåì:

lnL = lnλ
n∑
i=1

xi − nλ−
n∑
i=1

ln (xi!) .
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Íàéäåì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ïî λ :

d lnL

dλ
=

1

λ

n∑
i=1

xi − n .

Ïðèðàâíÿâ åå íóëþ è ðåøèâ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì îöåíêó ïàðàìåò-

ðà

λ∗ =
1

n

n∑
i=1

xi = x̄ ,

êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé, ïîëó÷åííîé â ïðèìåðå 2.1 ìåòîäîì ìîìåíòîâ.

Íàéäåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïî λ :

d2 lnL

dλ2
= − 1

λ2

n∑
i=1

xi .

Â òî÷êå λ = λ∗ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíà:

d2 lnL

dλ2 |λ=λ∗
= −n

x̄
= −10 000

9
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà λ = λ∗ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà è åå ñëåäóåò ïðè-

íÿòü â êà÷åñòâå îöåíêè íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà

ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà. �

� 3 Èíòåðâàëüíûå îöåíêè

3.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Öåëüþ, êîòîðàÿ ïðåñëåäóåòñÿ ïðè íàõîæäåíèè òî÷å÷íîé îöåíêè ïàðà-

ìåòðà, ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå (èëè, ñêîðåå, ¾óãàäûâàíèå¿) åãî íàñòîÿùåãî

çíà÷åíèÿ. Íåñìåùåííûå è ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðà θ , âûïîëíåííûå

ïî ðàçëè÷íûì âûáîðêàì, ãðóïïèðóþòñÿ îêîëî èñòèííîãî çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó

âìåñòî òîãî, ÷òîáû ¾óãàäûâàòü¿ ñàì ïàðàìåòð θ , ìîæíî óêàçàòü èíòåðâàë, â

êîòîðîì îêàçûâàåòñÿ áîëüøèíñòâî îöåíîê θ∗n . Ëîãè÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî âåðîÿò-

íîñòü ïîïàäàíèÿ â ýòîò èíòåðâàë èñòèííîãî çíà÷åíèÿ θ äîâîëüíî âûñîêà.

Èíòåðâàëüíîé íàçûâàþò îöåíêó ïàðàìåòðà ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ

îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ÷èñëàìè� êîíöàìè èíòåðâàëà. Ïóñòü θ∗n � îöåíêà ïàðà-

ìåòðà θ , íàéäåííàÿ ïî äàííûì âûáîðêè. Ïóñòü òàêæå íàéäåíû ñòàòèñòèêè θ
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è θ , çàâèñÿùèå òîëüêî îò âûáîðêè è íå çàâèñÿùèå îò θ , ïðè÷åì θ < θ∗n < θ .

Òîãäà ÷èñëî δ = θ − θ õàðàêòåðèçóåò òî÷íîñòü îöåíêè. ×åì ìåíüøå δ , òåì

îöåíêà òî÷íåå. Îäíàêî ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû íå ïîçâîëÿþò êàòåãîðè÷åñêè

óòâåðæäàòü, ÷òî çíà÷åíèå θ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó θ < θ < θ ; ìîæíî

ëèøü ãîâîðèòü î âåðîÿòíîñòè β , ñ êîòîðîé ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ.

Äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ (íàäåæíîñòüþ) îöåíêè íàçûâàþò âå-

ðîÿòíîñòü β , ñ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî θ < θ < θ . Îáû÷íî íàäåæ-

íîñòü îöåíêè çàäàåòñÿ íàïåðåä, ïðè÷åì â êà÷åñòâå β áåðóò ÷èñëî, áëèçêîå ê

åäèíèöå. Îáû÷íî äîâåðèòåëüíóþ âåðîÿòíîñòü çàäàþò ðàâíîé 0,95, 0,99, 0,999

è ò. ï.

Äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì íàçûâàþò èíòåðâàë (θ; θ) , êîòîðûé ïî-

êðûâàåò íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð θ ñ çàäàííîé íàäåæíîñòüþ β .

3.2 Òî÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèê â íîðìàëüíîé ìîäåëè

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ ïàðàìåòðà θ òðåáóåòñÿ

çíàíèå òî÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû θ∗n , êîòîðîå â ñâîþ î÷å-

ðåäü çàâèñèò îò âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ èññëåäóåìîãî ïðèçíàêà ξ . Ïî ýòîé ïðè-

÷èíå îáùèõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ íå ñóùåñòâóåò.

Íèæå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðèçíàê ξ , êîòîðûé èìååò ãàóññîâî ðàñïðå-

äåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (a;σ2) , è ïîñòðîèì äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ åãî

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè.

Òåîðåìà 3.1. Åñëè ýëåìåíòû âûáîðêè x1, . . . , xn íåçàâèñèìû è ðàñïðåäå-

ëåíû íîðìàëüíî ñ ïàðàìåòðàìè (a;σ2) , òî

1. ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà x̄ ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî ñ ïàðàìåòðàìè

(a;σ2/n) ,

2. ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
nDâ

σ2
èìååò ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò ñ n− 1 ñòå-

ïåíüþ ñâîáîäû,

3. ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (x̄− a)

√
n− 1

Dâ
èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ

n− 1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû,

4. ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû x̄ è Dâ íåçàâèñèìû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì âåëè÷èíû yi =
xi − a
σ

, i = 1, . . . , n . Îíè íåçà-

âèñèìû è ðàñïðåäåëåíû íîðìàëüíî ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1) (ýòî ìîæíî ïîêà-

çàòü íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì Myi è Dyi ). Ñîñòàâèì èç íèõ ñòðîêó

Y = (y1, . . . , yn) .

Îïðåäåëèì ìàòðèöó C ðàçìåðîì n×n , óäîâëåòâîðÿþùóþ äâóì òðåáî-

âàíèÿì:

1. C ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöåé, ò. å. CtrC = I ,

2. ïåðâûé ñòîëáåö ñîñòîèò èç îäèíàêîâûõ ÷èñåë, ck1 =
1√
n
.

Ïîñòðîèì íîâóþ ñòðîêó Z , ñîñòîÿùóþ èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïî ïðà-

âèëó Z = Y C . Ýëåìåíòû ýòîé ñòðîêè zi ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí yi , ïîýòîìó zi òàêæå èìåþò ðàñïðåäåëå-

íèå Ãàóññà1). Ïîêàæåì, ÷òî zi ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è èìåþò ïàðàìåòðû

(0; 1) .

Mzi =M
n∑
k=1

ykcki =
n∑
k=1

ckiMyk = 0 .

cov(zi, zj) =M
n∑

k,l=1

ykylckiclj =
n∑

k,l=1

ckicljMykyl.

Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè yk ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Mykyl = 0 ïðè íåñîâ-

ïàäàþùèõ èíäåêñàõ k è l , è ðàâíî 1, êîãäà k = l . Òàê êàê ìàòðèöà C

îðòîãîíàëüíà, òî cov(zi, zj) = δij . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû zi

íåçàâèñèìû2) è èõ äèñïåðñèÿ ðàâíà 1.

Ïðèñòóïèì ê íåïîñðåäñòâåííîìó äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèé òåîðåìû.

Ó ò â å ðæä å í è å 1. Âîñïîëüçóåìñÿ âòîðûì òðåáîâàíèåì ê ìàòðèöå C è íàé-

äåì âåëè÷èíó z1 :

z1 =
n∑
k=1

ykck1 =
1√
n

n∑
k=1

yk =
√
n ȳ =

√
n

σ
(x̄− a) . (3.1)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå x̄ ãàóññîâî ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì

a è äèñïåðñèåé σ2/n .

1)Ñì. òåîðåìó 2.6 â ïîñîáèè [7].
2)Â îáùåì ñëó÷àå ðàâåíñòâî íóëþ êîâàðèàöèè íå îçíà÷àåò íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Îäíàêî,

äëÿ ãàóññîâûõ âåëè÷èí ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì.
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Óòâ å ðæä å í è å 2. Âûðàæàÿ âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ ÷åðåç âåëè÷èíû zi , ïî-

ëó÷èì:
nDâ

σ2
=

1

σ2

n∑
k=1

(xk − x̄)2 =
n∑
k=1

(yk − ȳ)2 =
n∑
k=1

y2
k − nȳ2.

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî Y = ZCtr , à ìàòðèöà C îðòîãîíàëüíà, íåòðóäíî

âû÷èñëèòü, ÷òî
n∑
k=1

y2
k =

n∑
k=1

z2
k ,

à èç (3.1) ñëåäóåò, ÷òî nȳ2 = z2
1 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

nDâ

σ2
=

n∑
k=2

z2
k . (3.2)

Òàê êàê ñóììà ñîäåðæèò n − 1 ñëàãàåìîå, òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïèðñîíà ñ n− 1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû (ñì. Ïðè-

ëîæåíèå 1).

Ó ò â å ðæä å í è å 3. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå (x̄− a)

√
n− 1

Dâ
. Îáîçíà÷èì ñóì-

ìó â (3.2) ñèìâîëîì χ2
n−1 è ïîäñòàâèì åãî âìåñòî âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè, à

âûáîðî÷íîå ñðåäíåå çàìåíèì èç (3.1). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

(x̄− a)

√
n− 1

Dâ
=

z1√
χ2
n−1/(n− 1)

,

÷òî è äîêàçûâàåò ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû (ñì. Ïðèëîæåíèå 2).

Ó ò â å ðæä å í è å 4. Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ î íåçàâèñèìîñòè x̄ è Dâ

ñëåäóåò èç âûðàæåíèé (3.1) è (3.2). Â ïåðâîå âûðàæåíèå âõîäèò òîëüêî âåëè-

÷èíà z1 , à âî âòîðîå � âñå îñòàëüíûå zi . �

3.3 Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû â íîðìàëüíîé ìîäåëè

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò íàéòè äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ìà-

òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîãî ñëó÷àéíî-

ãî ïðèçíàêà. Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå ñèòóàöèè.
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Äîâ å ð è ò å ë ü íûé èí ò å ð â à ë ä ë ÿ ì à ò åì à ò è ÷ å ñ ê î ã î

îæèä à í è ÿ ï ðè è ç â å ñ ò í î é ä è ñ ï å ð ñ è è. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1

âûáîðî÷íîå ñðåäíåå ðàñïðåäåëåíî íîðìàëüíî ñ ïàðàìåòðàìè (a;σ2/n) .

Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà θ =
x̄− a
σ/
√
n

ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî ñ ïàðàìåò-

ðàìè (0; 1) . Òîãäà âåðîÿòíîñòü P (|θ| < εβ) íå çàâèñèò îò a . Ïðèðàâíÿâ åå

íàäåæíîñòè β , íàéäåì çíà÷åíèå εβ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

2Φ(εβ) = β , (3.3)

ãäå Φ(x) �ôóíêöèÿ Ëàïëàñà. Ãðàôè÷åñêè óðàâíåíèå (3.3) ïðîèëëþñòðèðîâà-

íî íà ðèñóíêå 4, ãäå ïëîùàäü çàêðàøåííîé îáëàñòè ïîä ãðàôèêîì ïëîòíîñòè

ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà çàäàííîé íàäåæíîñòè. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ òàáëèöû çíà÷åíèé ôóíêöèè Ëàïëà-

ñà (Ïðèëîæåíèå 3). Òàêèì îáðàçîì, äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë â ýòîì ñëó÷àå

áóäåò

x̄− εβ
σ√
n
< a < x̄+ εβ

σ√
n
.

-εβ εβ

n=2
n=10

-3 -2 -1 1 2 3

0.1

0.2

0.3

0.4

Ðèñ. 4. Ðèñ. 5.

Äîâ å ð è ò å ë ü íûé èí ò å ð â à ë ä ë ÿ ì à ò åì à ò è ÷ å ñ ê î ã î

îæèä à í è ÿ ïð è í å è ç â å ñ ò í î é ä è ñ ï å ð ñ è è. Íà ïðàêòèêå ÷àùå

ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè, ïàðàìåòðû êîòîðûõ íåèçâåñòíû.

Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

θ = (x̄− a)

√
n− 1

Dâ
= (x̄− a)

√
n

s
,
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êîòîðàÿ ïî òåîðåìå 3.1 èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n − 1 ñòåïåíÿìè

ñâîáîäû. Çàïèøåì äëÿ íåå óðàâíåíèå, àíàëîãè÷íîå (3.3)

P (|θ| < tβ) = β , (3.4)

÷èñëåííûå ðåøåíèÿ êîòîðîãî äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé β ïðåäñòàâëåíû â òàá-

ëèöå Ïðèëîæåíèÿ 4. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë

x̄− tβ
s√
n
< a < x̄+ tβ

s√
n
. (3.5)

Ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò ïðåäåëüíûì

çàêîíîì ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1) . Íàãëÿäíî ýòî ìîæíî

óâèäåòü íà ðèñóíêå 5, ãäå òîíêèìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíà ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-

ëåíèÿ Ñòüþåíòà ñ ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè ñòåïåíè ñâîáîäû, à òîëñòîé ëèíèåé�

ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà. Ïîýòîìó ïðè áîëüøèõ îáúåìàõ âûáîðêè (n > 30),

äàæå åñëè äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîãî ïðèçíàêà íåèçâåñòíà, êðèòè÷åñêèå òî÷êè

ìîæíî âû÷èñëÿòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ëàïëàñà.

Ä î â å ð è ò å ë ü íûé èí ò å ð â à ë ä ë ÿ ä è ñ ï å ð ñ è è ï ð è è ç â å ñ ò í îì

ìà ò åì à ò è ÷ å ñ ê îì îæèä à í èè. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (xi− a)/σ ðàñïðå-

äåëåíû íîðìàëüíî ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1) . Òîãäà âåëè÷èíà θ = S2/σ2 , ãäå

S2 =
n∑
i=1

(xi − a)2 , èìååò ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Ââåäåì ÷èñëî α , ñâÿçàííîå ñ íàäåæíîñòüþ β ñîîòíîøåíèåì 2α = 1− β . Ýòî
ñîîòíîøåíèå îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èñòèííîå çíà÷åíèå ïàðàìåò-

ðà îêàæåòñÿ çà ïðåäåëàìè äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà. Ïóñòü u2
α �ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ

P
(
θ < u2

1−α
)

= α . (3.6)

Òîãäà

P
(
θ < u2

α

)
= 1− α . (3.7)

Âû÷èòàÿ èç âòîðîãî âûðàæåíèÿ ïåðâîå, ïîëó÷èì

P
(
u2

1−α < θ < u2
α

)
= 1− 2α = β .
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Ýòî ðåøåíèå ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñóíêå 6, ãäå èçîáðàæåí ãðàôèê ïëîò-

íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ Ïèðñîíà ñ íàáîðîì êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, êîòîðûå îïðåäå-

ëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè (3.6) è (3.7). Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî âåðîÿòíîñòè îøèáêè

â ìåíüøóþ è â áîëüøóþ ñòîðîíó îäèíàêîâû, à ïëîùàäü íåçàêðàøåííîé îá-

ëàñòè ðàâíà äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè.

β 1-2α

u
1-α
2

uα
2

Ðèñ. 6.

Òàêèì îáðàçîì, äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ äèñïåðñèè, îòâå÷àþùèé

íàäåæíîñòè β , èìååò âèä
S2

u2
α

< σ2 <
S2

u2
1−α

, (3.8)

à çíà÷åíèÿ u2
α è u2

1−α íàõîäÿòñÿ êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.6) è (3.7). Íåêî-

òîðûå èç ýòèõ ðåøåíèé ïðåäñòàâëåíû â Ïðèëîæåíèè 5.

Ä î â å ð è ò å ë ü íûé èí ò å ð â à ë ä ë ÿ ä è ñ ï å ð ñ è è ï ðè

í å è ç â å ñ ò í îì ìà ò åì à ò è ÷ å ñ ê îì îæèä à í èè. Ïðè íåèçâåñòíîì a

ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 3.1. Ïàðàìåòðîì áóäåò ñëóæèòü âåëè÷èíà

θ = nDâ/σ
2 , êîòîðàÿ èìååò ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò ñ n−1 ñòåïåíÿìè ñâî-

áîäû. Ïîýòîìó ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà â òî÷íîñòè

ïîâòîðÿåò ïðåäûäóùèé ñëó÷àé ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû

ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåò íà åäèíèöó ìåíüøå, à ñàì äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë

âûãëÿäèò êàê
s
√
n− 1

uα
< σ <

s
√
n− 1

u1−α
, (3.9)
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ãäå äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë çàïèñàí äëÿ ñðåäíåãî êâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíå-

íèÿ. Â ôîðìóëå (3.9) çíà÷åíèÿ uα è u1−α îïðåäåëÿþòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ

õè-êâàäðàò ñ n − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, à s �íåñìåùåííîå (èñïðàâëåííîå)

ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå.

Ïðèìåð 3.1. Ïîëó÷åíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóï-

íîñòè:

8.27 2.37 9.8 2.4 1.1 2.66 -11.07 2.06 2.43

3.25 11.16 -0.77 0.3 2.19 -1.29 -6.47 2.68 -1.74

Íóæíî íàéòè äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è

ñðåäíåãî êâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ ñ íàäåæíîñòüþ 0.95.

Ðåøåíèå. Ïî ôîðìóëàì (1.8) è (2.4) îïðåäåëÿåì âûáîðî÷íóþ ñðåäíþþ

x̄ = 1.63 è íåñìåùåííîå âûáîðî÷íîå ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå

s = 5.22 . Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ îæèäàåìîãî çíà÷åíèÿ ñòðîèì ïî

ôîðìóëå (3.5). Âåëè÷èíó tβ îïðåäåëèì ïî òàáëèöå èç Ïðèëîæåíèÿ 4. Äëÿ

äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè β = 0.95 è îáúåìà âûáîðêè n = 18 çíà÷åíèå

tβ = 2.11 . Èñêîìûå ãðàíèöû èíòåðâàëà:

1.63− 2.11 · 5.22/
√

18 < a < 1.63 + 2.11 · 5.22/
√

18 èëè

−0.97 < a < 4.23.

Äàëåå íàéäåì âåëè÷èíó α = (1 − β)/2 = 0.025 è ñîîòâåòñòâóþùèå åé

çíà÷åíèÿ u2
α = 30.19 è u2

1−α = 7.56 (ñì. Ïðèëîæåíèå 5). Èñêîìûé äîâåðè-

òåëüíûé èíòåðâàë âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3.9):

5.22
√

17/30.19 < σ < 5.22
√

17/7.56 èëè

3.92 < σ < 7.83.

�

27



� 4 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà ãèïîòåç

4.1 Îáùèå ïðèíöèïû

Íà ïðàêòèêå íåðåäêî ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü çàäà÷è ñî ñëó÷àéíûìè âåëè-

÷èíàìè, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ èìåþòñÿ àïðèîðíûå ïðåäïîëîæåíèÿ îá èõ

ðàñïðåäåëåíèè. Òàêèå ïðåäïîëîæåíèÿ íàçûâàþòñÿ (ñòàòèñòè÷åñêèìè) ãèïî-

òåçàìè. Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ äàííûõ âûïîëíÿåòñÿ ïðîâåðêà ãèïîòåçû,

÷òîáû îïðåäåëèòü, ïðîòèâîðå÷èò îíà ýòèì äàííûì èëè íåò.

Êðîìå ãèïîòåç î âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàññìàòðèâàþòñÿ ãèïîòåçû î çíà-

÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èçâåñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé èëè î ñîâïàäåíèè çíà÷åíèé ïà-

ðàìåòðîâ â äâóõ è áîëåå âûáîðêàõ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, ïî ñóòè, ðàññìàòðè-

âàåòñÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ñåðèè îïûòîâ ïðîâîäèëèñü â îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ.

Âûäâèíóòóþ ãèïîòåçó íàçûâàþò îñíîâíîé èëè íóëåâîé. Ãèïîòåçó, êîòî-

ðàÿ ïðîòèâîïîñòàâëÿåòñÿ îñíîâíîé, íàçûâàþò àëüòåðíàòèâíîé èëè êîíêó-

ðèðóþùåé.

Ïðàâèëî, ñîãëàñíî êîòîðîìó ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå ïðèíÿòü èëè îòâåðã-

íóòü ãèïîòåçó, íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèì êðèòåðèåì. Ñòàòèñòèêó θ , îò-

íîñèòåëüíî êîòîðîé äåéñòâóåò ïðàâèëî, íàçûâàþò ñòàòèñòèêîé êðèòåðèÿ1).

Îáû÷íî â êà÷åñòâå íóëåâîé ãèïîòåçû áåðóò ãèïîòåçó î ñîâïàäåíèè (òî åñòü

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòàòèñòèêà θ ðàâíà êàêîìó-òî çàäàííîìó çíà÷åíèþ), à

â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâíîé ðàññìàòðèâàþò ãèïîòåçó î ðàçëè÷èè (ýòî ìîæåò

áûòü, íàïðèìåð, ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ñòàòèñòèêà θ íå ðàâíà ýòîìó çíà-

÷åíèþ, à òàêæå ÷òî îíà áîëüøå èëè ìåíüøå íåãî).

Çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè θ , ïîëó÷åííîå èç èçìåðåíèé èëè íàáëþäåíèé, íà-

çûâàþò íàáëþäàåìûì çíà÷åíèåì êðèòåðèÿ. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, êîòîðûå

ìîæåò ïðèíèìàòü θ , ðàçáèâàþò íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà. Â

îäíî âõîäÿò çíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõ îñíîâíàÿ ãèïîòåçà ïðèíèìàåòñÿ, â äðó-

ãîå � çíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõ îíà îòâåðãàåòñÿ. Ïåðâîå íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ

1)×àñòî ñòàòèñòêó êðèòåðèÿ íàçûâàþò ïðîñòî êðèòåðèåì. Ïîýòîìó, â çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà, òåðìèí

êðèòåðèé ìîæåò îòíîñèòüñÿ êàê ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå, äëÿ êîòîðîé ôîðìóëèðóåòñÿ ïðàâèëî, òàê è ê

ñàìîìó ïðàâèëó.
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ïðèíÿòèÿ ãèïîòåçû, âòîðîå � îáëàñòüþ îòêëîíåíèÿ ãèïîòåçû èëè êðèòè÷å-

ñêîé îáëàñòüþ.

Â ñëó÷àå, êîãäà ñòàòèñòèêà θ ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíîé, êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü ñîñòîèò èç èíòåðâàëîâ. Îáû÷íî ýòî ëèáî îäèí,

ëèáî äâà íåñâÿçíûõ ïîëóáåñêîíå÷íûõ èíòåðâàëà. Ãðàíèöàìè ýòèõ ïîëóèí-

òåðâàëîâ ñëóæàò êðèòè÷åñêèå òî÷êè. Êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü, ñîñòîÿùàÿ èç

îäíîãî ïîëóèíòåðâàëà, íàçûâàåòñÿ îäíîñòîðîííåé. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâîì θ > θêð (ïðàâîñòîðîííÿÿ êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü), ëèáî íåðàâåíñòâîì

θ < θêð (ëåâîñòîðîííÿÿ êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü). Äâóñòîðîííÿÿ êðèòè÷åñêàÿ

îáëàñòü îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâàìè θ < θêð è θ > θêð , ïðè÷åì θêð < θêð .

Ïîñêîëüêó ðåøåíèå î ïðèíÿòèè ãèïîòåçû ïðèíèìàåòñÿ íà îñíîâå ñëó-

÷àéíûõ äàííûõ, òî î ïðàâèëüíîñòè òàêîãî ðåøåíèÿ ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî

ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ.

Â ðåçóëüòàòå ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîâåðêè ãèïîòåçà ìîæåò áûòü îòâåðãíóòà,

íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îíà áûëà ïðàâèëüíîé. Òàêàÿ îøèáêà íàçûâàåòñÿ îøèáêîé

ïåðâîãî ðîäà. Âåðîÿòíîñòü ýòîé îøèáêè íàçûâàþò óðîâíåì çíà÷èìîñòè è åå

ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü áóêâîé α1). Äëÿ ïðàâîñòîðîííåé êðèòè÷åñêîé îáëàñòè

α = P(θ > θêð). (4.1)

Óðîâåíü çíà÷èìîñòè� ýòî ìàëàÿ âåðîÿòíîñòü, çàäàâàåìàÿ èçíà÷àëüíî, à

óðàâíåíèå (4.1) ñëóæèò äëÿ íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êè. Â ïðèëîæåíèè

ïðèâåäåíû òàáëèöû êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íåêîòîðûõ ðàñïðåäåëåíèé, èñïîëüçó-

þùèõñÿ ïðè ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðîâåðêàõ ãèïîòåç.

Îøèáêà âòîðîãî ðîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðèíèìàåòñÿ íåâåðíàÿ ãè-

ïîòåçà. Åå âåðîÿòíîñòü îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé β . Âåðîÿòíîñòü 1−β , òî åñòü âå-
ðîÿòíîñòü îòâåðãíóòü íåâåðíóþ îñíîâíóþ ãèïîòåçó, íàçûâàåòñÿ ìîùíîñòüþ

êðèòåðèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìîùíîñòü êðèòåðèÿ� ýòî âåðîÿòíîñòü ïîïàäà-

íèÿ êðèòåðèÿ â êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü ïðè óñëîâèè, ÷òî îñíîâíàÿ ãèïîòåçà

íåâåðíà.

1)Â îòíîøåíèè äâóñòîðîííèõ îáëàñòåé äëÿ óðîâíÿ çíà÷èìîñòè ÷àñòî èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå 2α , ñ÷è-

òàÿ, ÷òî α � ýòî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â êàæäûé èç íåñâÿçíûõ ïîëóèíòðâàëîâ.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè ôèêñèðîâàííûõ îáúåìå âûáîðêè è óðîâíå çíà÷è-

ìîñòè, íàèëó÷øèì âûáîðîì êðèòè÷åñêîé îáëàñòè áóäåò òàêîé, ïðè êîòîðîì

ìîùíîñòü êðèòåðèÿ áóäåò ìàêñèìàëüíîé. Äëÿ çàäàííîãî îáúåìà âûáîðêè îä-

íîâðåìåííîå óìåíüøåíèå âåðîÿòíîñòåé îøèáîê ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà íåâîç-

ìîæíî. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü òîëüêî óâåëè÷èâ îáúåì âûáîðêè. Âûáîð îïòè-

ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ óðîâíÿ çíà÷èìîñòè äèêòóåòñÿ, ñêîðåå, íå ìàòåìàòè÷åñêè-

ìè ðåçîíàìè, à ïðàêòè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿì, óðîâíåì äîïóñòèìîñòè òåõ èëè

èíûõ ïîòåðü.

Â çàâèñèìîñòè îò ïðîâåðÿåìîé ãèïîòåçû, êðèòåðèè ìîæíî ðàçäåëèòü íà

íåñêîëüêî òèïîâ:

• êðèòåðèè ñîãëàñèÿ ïðîâåðÿþò, ñîãëàñóåòñÿ ëè çàäàííàÿ âûáîðêà ñ çàäàí-

íûì àïðèîðè ðàñïðåäåëåíèåì,

• êðèòåðèè çíà÷èìîñòè ïðîâåðÿþò ãèïîòåçû î ÷èñëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-

ìåòðîâ èçâåñòíûõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ,

• êðèòåðèè îäíîðîäíîñòè ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î òîì, ÷òî

äâå (èëè íåñêîëüêî) âûáîðêè âçÿòû èç îäíîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè,

ëèáî èìåþò îäèíàêîâûå ñðåäíèå, äèñïåðñèè èëè äðóãèå ïàðàìåòðû.

Íà ïðèìåðå ïðàâîñòîðîííåé êðèòè÷åñêîé îáëàñòè ðàññìîòðèì, êàê ðå-

øàåòñÿ çàäà÷à ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîâåðêè ãèïîòåçû. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

äîëæíî áûòü èçâåñòíî ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè θ . Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ

(4.1) ïî çàäàííîìó óðîâíþ çíà÷èìîñòè α îïðåäåëÿåòñÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà

θêð . Äàëåå íåîáõîäèìî íàéòè íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ, êîòîðîå âû-

÷èñëÿåòñÿ ïî âûáîðêå (èëè âûáîðêàì). Åñëè îêàçûâàåòñÿ, ÷òî θíàáë > θêð ,

òî ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ (çíà÷åíèå êðèòåðèÿ ïîïàëî â êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü).

Åñëè θíàáë < θêð , òî ãèïîòåçà ïðèíèìàåòñÿ. Àíàëîãè÷íî äåéñòâóþò ñ ëåâîñòî-

ðîííåé è äâóñòîðîííåé îáëàñòÿìè.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðèíÿòèå ãèïîòåçû íå îçíà÷àåò, ÷òî îíà äîêàçà-

íà. Ôðàçà ¾ãèïîòåçà ïðèíèìàåòñÿ¿ îçíà÷àåò, ÷òî äàííûå èçìåðåíèé ñîãëàñó-

þòñÿ ñ âûñêàçàííûì óòâåðæäåíèåì è íå äàþò îñíîâàíèé åãî îòâåðãíóòü. Â

ïðèíöèïå, íàðÿäó ñ ýòîé ãèïîòåçîé, ýêñïåðèìåíò ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ñîãëàñèè
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è ñ êàêîé-ëèáî äðóãîé ãèïîòåçîé.

Åñëè æå íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ ïîïàäàåò â êðèòè÷åñêóþ îá-

ëàñòü, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî ãèïîòåçà ïðîòèâîðå÷èò ýêñïåðèìåíòó è îíà îòâåð-

ãàåòñÿ. Çäåñü âèäíà ïðÿìàÿ àíàëîãèÿ ñ òåì, ÷òî íèêàêîé ïðèìåð íå ìîæåò

ñëóæèòü äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû èëè äðóãîãî óòâåðæäåíèÿ, òîãäà êàê îäèí-

åäèíñòâåííûé êîíòðïðèìåð ìîæåò óòâåðæäåíèå îïðîâåðãíóòü.

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå êðèòåðèè ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ

ãèïîòåç.

4.2 Êðèòåðèè, îñíîâàííûå íà èíòåðâàëüíûõ îöåíêàõ

Çàäà÷à ïðîâåðêè ãèïîòåç î çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ

ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ. Â ýòîì ñëó÷àå äîâåðèòåëü-

íûé èíòåðâàë îïðåäåëÿåò îáëàñòü ïðèíÿòèÿ ãèïîòåçû.

Íàïðèìåð, äëÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîãî ñëó÷àéíîãî ïðèçíàêà ñðàâ-

íåíèå âûáîðî÷íîé ñðåäíåé ñ ãèïîòåòè÷åñêîé ãåíåðàëüíîé ñðåäíåé ïðè èçâåñò-

íîé äèñïåðñèè σ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâà (3.8), êîòîðîå çà-

äàåò îáëàñòü ïðèíÿòèÿ ãèïîòåçû.

Â ýòîì ñëó÷àå íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0 : ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå a íîð-

ìàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ðàâíà ãèïîòåòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ a0 , ò. å. a = a0 ; êîí-

êóðèðóþùàÿ ãèïîòåçà H1 : a 6= a0 .

Íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ:

θ =
(x̄− a0)

√
n

σ
. (4.2)

Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà θêð îïðåäåëÿåòñÿ ïî òàáëèöå çíà÷åíèé ôóíêöèé Ëàïëàñà

(Ïðèëîæåíèå 3) ïî çàäàííîìó óðîâíþ çíà÷èìîñòè 2α1): 2 Φ(θêð) = 1 − 2α .

Åñëè |θ| < θêð , òî íåò îñíîâàíèé îòâåðãíóòü íóëåâóþ ãèïîòåçó. Åñëè æå |θ| >
θêð , òî íóëåâóþ ãèïîòåçó îòâåðãàþò.

Àíàëîãè÷íî âûïîëíÿåòñÿ ïðîâåðêà ãèïîòåç îòíîñèòåëüíî äðóãèõ ïàðà-

ìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé.

1)Ïî ñóòè çäåñü îïðåäåëåíà äâóñòîðîííÿÿ êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü |θ| > θêð , ïîýòîìó äëÿ óðîâíÿ çíà÷èìî-

ñòè èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå 2α .
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Ïðèìåð 4.1. Èç íîðìàëüíîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ñ èçâåñòíûì

ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì a = 5,2 èçâëå÷åíà âûáîðêà îáúåìà

n = 100 è ïî íåé íàéäåíà âûáîðî÷íàÿ ñðåäíÿÿ x̄ = 27,56 . Òðåáóåòñÿ ïðè

óðîâíå çíà÷èìîñòè 2α = 0,05 ïðîâåðèòü íóëåâóþ ãèïîòåçó H0 : a = a0 = 26

ïðè êîíêóðèðóþùåé ãèïîòåçå H1 : a 6= 26 .

Ðåøåíèå. Íàéäåì íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ:

θ =
|27,56− 26|

√
100

5,2
= 3.

Äëÿ äàííîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè Φ(θêð) = 0,475 ; ïî òàáëèöå çíà÷åíèé ôóíê-

öèè Ëàïëàñà (ñì. Ïðèëîæåíèå 3) íàõîäèì, ÷òî θêð = 1,96 .

Òàê êàê θ > θêð �íóëåâóþ ãèïîòåçó îòâåðãàåì. Äðóãèìè ñëîâàìè, âû-

áîðî÷íàÿ è ãèïîòåòè÷åñêàÿ ãåíåðàëüíàÿ ñðåäíèå ðàçëè÷àþòñÿ çíà÷èìî. �

4.3 Ãèïîòåçû î ñîâïàäåíèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ

Íà ïðàêòèêå äîâîëüíî ÷àñòî áûâàåò íóæíî ñðàâíèòü ïàðàìåòðû äâóõ è

áîëåå ãåíåðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì äâå çàäà÷è

èç ýòîãî ðÿäà.

Äëÿ ñ ð à â í å í è ÿ ä è ñ ï å ð ñ è é í î ðì àë ü íûõ ã å í å ð à ë ü íûõ

ñ î â î ê ó ï í î ñ ò å é èñïîëüçóþò êðèòåðèé Ôèøåðà�Ñíåäåêîðà. Íåîáõîäè-

ìîñòü â òàêîì ñðàâíåíèè âîçíèêàåò, íàïðèìåð, ïðè ñðàâíåíèè òî÷íîñòè ïðè-

áîðîâ, ìåòîäîâ èçìåðåíèÿ è ò. ï.

Ïóñòü èìåþòñÿ äâå íåçàâèñèìûå âûáîðêè îáúåìîâ n è m äâóõ íîð-

ìàëüíûõ ãåíåðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé ξ è η . Äëÿ êàæäîé âûáîðêè íàéäåíà

èñïðàâëåííàÿ âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ s2
ξ è s

2
η . Òðåáóåòñÿ ïðè çàäàííîì óðîâíå

çíà÷èìîñòè ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î ðàâåíñòâå äèñïåðñèé ýòèõ ñîâîêóïíîñòåé.

Äðóãèìè ñëîâàìè, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, çíà÷èìî èëè íåçíà÷èìî ðàçëè÷à-

þòñÿ âûáîðî÷íûå äèñïåðñèè.

Èòàê, íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0 : ãåíåðàëüíûå äèñïåðñèè äâóõ íîðìàëüíûõ

ñîâîêóïíîñòåé ðàâíû, ò. å. Dξ = Dη .
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Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ áåðåòñÿ âåëè÷èíà:

F =
s2
ξ

s2
η

, (4.3)

ãäå s2
ξ � áîëüøåå çíà÷åíèå èñïðàâëåííîé äèñïåðñèè, à s2

η �ìåíüøåå. Âå-

ëè÷èíà F èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà�Ñíåäåêîðà ñî ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

k1 = n− 1 (äëÿ áîëüøåé èñïðàâëåííîé äèñïåðñèè) è k2 = m− 1 (äëÿ ìåíü-

øåé èñïðàâëåííîé äèñïåðñèè).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íåîáõîäèìî óòî÷íèòü êîíêóðèðó-

þùóþ ãèïîòåçó. Çäåñü âîçìîæíû äâà âàðèàíòà. Ïåðâûé� êîíêóðèðóþùàÿ

ãèïîòåçà H1 : Dξ > Dη . Â ýòîì ñëó÷àå ñòðîÿò ïðàâîñòîðîííþþ êðèòè÷åñêóþ

îáëàñòü, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

P(F > Fêð) = α .

Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà Fêð îïðåäåëÿåòñÿ ïî òàáëèöå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ðàñïðå-

äåëåíèÿ Ôèøåðà-Ñíåäåêîðà ñî ñòåïåíÿìè ñâîáîäû k1 è k2 = m − 1 (Ïðè-

ëîæåíèå 6) ïî óðîâíþ çíà÷èìîñòè 2α . Îáëàñòü ïðèíÿòèÿ íóëåâîé ãèïîòåçû

îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì F < Fêð .

Âòîðîé âàðèàíò ñîñòîèò â âûáîðå êîíêóðèðóþùåé ãèïîòåçû H1 : Dξ 6=
Dη . Â ýòîì ñëó÷àå ñòðîÿò äâóñòîðîííþþ êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü, äëÿ êîòîðîé

êðèòè÷åñêèå òî÷êè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

P(F < Fêð1) = α , P(F > Fêð2) = α .

Íà ïðàêòèêå íàõîäÿò òîëüêî ïðàâóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó Fêð2 , êîòîðàÿ îïðå-

äåëÿåòñÿ ïî òàáëèöå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà-Ñíåäåêîðà

(Ïðèëîæåíèå 6) ïî óðîâíþ çíà÷èìîñòè α è ÷èñëàì ñòåïåíåé ñâîáîäû k1 =

n − 1 (äëÿ áîëüøåé èñïðàâëåííîé äèñïåðñèè) è k2 = m − 1 (äëÿ ìåíüøåé

èñïðàâëåííîé äèñïåðñèè). Ëåâóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó íàõîäèòü íå íóæíî èç-

çà ïðåäâàðèòåëüíîãî âûáîðà êðèòåðèÿ, â êîòîðîì áîëüøàÿ äèñïåðñèÿ ñòîèò

â ÷èñëèòåëå. Òàêèì îáðàçîì, Åñëè F < Fêð2 , òî íåò îñíîâàíèé îòâåðãíóòü

íóëåâóþ ãèïîòåçó, à åñëè F > Fêð , òî íóëåâóþ ãèïîòåçó îòâåðãàþò.
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Äðóãèì ïðèìåðîì ñëóæèò ñ ð à â í å í è å ä â ó õ ñ ð å ä í è õ

í î ðì àë ü íûõ ã å í å ð à ë ü íûõ ñ î â î ê ó ï í î ñ ò å é, äèñïåðñèè êîòî-

ðûõ íåèçâåñòíû è îäèíàêîâû, ïðè÷åì îáúåìû âûáîðîê n è m ÿâëÿþòñÿ

ìàëûìè, òî åñòü n,m < 30 . Åñëè àïðèîðè íåò îñíîâàíèé ñ÷èòàòü äèñïåðñèè

îäèíàêîâûìè, òî ïðåæäå ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì Ôèøåðà�

Ñíåäåêîðà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå äèñïåðñèé.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü ñòðîèòñÿ â çàâèñè-

ìîñòè îò âûáîðà êîíêóðèðóþùåé ãèïîòåçû.

Â ïåðâîì ñëó÷àå, íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0 : ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ äâóõ

íîðìàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé ðàâíû, ò. å. Mξ =Mη , à êîíêóðèðóþùàÿ ãèïîòå-

çà H1 : Mξ 6=Mη .

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ áåðåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

t =
x̄− ȳ

(n− 1)s2
ξ + (m− 1)s2

η

√
nm(n+m− 2)

n+m
, (4.4)

ãäå x̄ è ȳ � âûáîðî÷íûå ñðåäíèå, à s2
ξ è s

2
η �èñïðàâëåííûå âûáîðî÷íûå äèñ-

ïåðñèè. Îíà èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n + m − 2 ñòåïåíÿìè ñâîáî-

äû. Êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ äâóñòîðîííåé è â ñèëó ÷åòíîñòè ôóíêöèè

ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ëåâàÿ è ïðàâàÿ êðèòè÷åñêèå òî÷êè ñèì-

ìåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî íóëÿ. Äëÿ çàäàííîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè 2α êðèòè-

÷åñêèå òî÷êè îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

P(|t| > têð) = 2α.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ êðèòè÷åñêèå òî÷êè têð îïðåäåëÿþòñÿ ïî òàáëèöå Ïðè-

ëîæåíèÿ 4 ïî çàäàííîìó óðîâíþ çíà÷èìîñòè 2α è ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû

n+m− 2 .

Êîãäà |t| < têð , òî íåò îñíîâàíèé îòâåðãíóòü íóëåâóþ ãèïîòåçó, à åñëè

|t| > têð , òî íóëåâóþ ãèïîòåçó îòâåðãàþò.

Äðóãèì ñïîñîáîì âûáîðà êîíêóðèðóþùåé ãèïîòåçû ÿâëÿåòñÿ H1 : Mξ >

Mη . Â ýòîì ñëó÷àå ñòðîÿò ïðàâîñòîðîííþþ êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü, ãðàíèöà

êîòîðîé íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

P(t > têð) = α.
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Ãèïîòåçà ïðèíèìàåòñÿ, åñëè t < têð , è îòêëîíÿåòñÿ, åñëè t > têð .

Ïðèìåð 4.2. Èç äâóõ ïàðòèé èçäåëèé, èçãîòîâëåííûõ íà äâóõ îäèíàêî-

âî íàñòðîåííûõ ñòàíêàõ, èçâëå÷åíû ìàëûå âûáîðêè, îáúåìû êîòîðûõ n = 10

è m = 12 . Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ êîíòðîëèðóåìîãî

ïàðàìåòðà èçäåëèé:

xi 3,4 3,5 3,7 3,9

ni 2 3 4 1

yi 3,2 3,4 3,6

mi 2 2 8

Òðåáóåòñÿ ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè 2α = 0.01 ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0 : Mξ =

Mη î ðàâåíñòâå ñðåäíèõ ðàçìåðîâ èçäåëèé ïðè êîíêóðèðóþùåé ãèïîòåçå H1 :

Mξ 6= Mη . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η ðàñïðåäåëåíû

íîðìàëüíî.

Ðåøåíèå. Ïî ôîðìóëàì (1.8)�(2.4) îïðåäåëÿåì âûáîðî÷íûå ñðåäíèå

x̄ = 3,6, ȳ = 3,5

è èñïðàâëåííûå âûáîðî÷íûå äèñïåðñèè

s2
ξ = 0,0267, s2

η = 0,0255.

Èñïðàâëåííûå äèñïåðñèè ðàçëè÷íû, òîãäà êàê ðàññìàòðèâàåìûé êðè-

òåðèé ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ãåíåðàëüíûå äèñïåðñèè îäèíàêîâû. Ïîýòîìó íåîáõî-

äèìî ñðàâíèòü äèñïåðñèè, èñïîëüçóÿ êðèòåðèé Ôèøåðà-Ñíåäåêîðà.

Íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëå (4.3):

Fíàáë =
0,0267

0,0255
= 1,05.

Êðèòè÷åñêóþ òî÷êó íàõîäèì ïî òàáëèöå Ïðèëîæåíèÿ 6 êðèòè÷åñêèõ òî÷åê

ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà-Ñíåäåêîðà íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0.005 (ïîëîâèíà îò

óêàçàííîãî â çàäà÷å) ñî ñòåïåíÿìè ñâîáîäû k1 = n − 1 = 9 è k2 = m − 1 =

11 : Fêð = 5,54 . Òàê êàê Fíàáë < Fêð , òî äèñïåðñèè ðàçëè÷àþòñÿ íåçíà÷èìî,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äîïóùåíèå î ðàâåíñòâå ãåíåðàëüíûõ

äèñïåðñèé âûïîëíÿåòñÿ.
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Ñðàâíèì ñðåäíèå, äëÿ ÷åãî âû÷èñëèì íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ

Ñòüþäåíòà (4.4): tíàáë = 1,45 . Ïî óðîâíþ çíà÷èìîñòè 2α = 0,01 è ÷èñëó

ñòåïåíåé ñâîáîäû k = n + m − 2 = 20 íàõîäèì â òàáëèöå Ïðèëîæåíèÿ 4

êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå têð = 2,85 .

Òàê êàê |tíàáë| < têð , òî íåò îñíîâàíèé îòâåðãíóòü ãèïîòåçó î ðàâåíñòâå

ñðåäíèõ. Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíèå ðàçìåðû èçäåëèé ñóùåñòâåííî íå ðàçëè÷à-

þòñÿ. �

4.4 Êðèòåðèé Ïèðñîíà

Êðèòåðèé ñîãëàñèÿ Ïèðñîíà (èëè êðèòåðèé õè-êâàäðàò) èñïîëüçóþò äëÿ

ïðîâåðêè ãèïîòåçû î òîì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ôóíêöèþ ðàñïðå-

äåëåíèÿ F (x) . Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû ðàçáèâàåòñÿ íà s èíòåðâàëîâ, è äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà ñðàâíèâàþòñÿ

ýìïèðè÷åñêèå ÷àñòîòû ñ âåðîÿòíîñòÿìè, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç F (x) .

Åñëè ãèïîòåçà âåðíà, òî ïî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë ÷àñòîòû ïîïàäàíèÿ â èí-

òåðâàë [a, b) ñòðåìÿòñÿ ê âåðîÿòíîñòÿì F (b) − F (a) , êîãäà îáúåì âûáîðêè

n→∞ .

Èòàê, ïðîâåðÿåòñÿ íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0 : Fξ(x) = F (x) . Â êà÷åñòâå ìåðû

îòêëîíåíèÿ îò ãèïîòåçû H0 ñëóæèò ñòàòèñòèêà

χ2 =
s∑
i=1

(ni − npi)2

npi
. (4.5)

Çäåñü ni �÷àñòîòà ïîïàäàíèÿ â êàæäûé èç s ïðîìåæóòêîâ [ai, bi) , íà êîòîðûå

ðàçáèòî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ñëó÷àéíîãî ïðèçíàêà. ßñíî, ÷òî n1+. . .+ns = n .

Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â êàæäûé èíòåðâàë pi = F (bi)− F (ai) .

Êîãäà n→∞ , ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè (4.5) ñòðåìèòñÿ ê ðàñïðåäåëå-

íèþ Ïèðñîíà ñ s− 1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû âíå çàâèñèìîñòè îò ïðåäïîëàãàåìîãî

âèäà F (x) . Íà ïðàêòèêå èñïîëüçîâàíèå çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ χ2
s−1 ÿâëÿåòñÿ

äîâîëüíî òî÷íûì ïðè n > 50 .

×èñëî ïðîìåæóòêîâ s íå äîëæíî áûòü ñëèøêîì âåëèêî, òàê êàê íóæíî
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îáåñïå÷èòü ïîïàäàíèå õîòÿ áû íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé âûáîðêè â êàæäûé èí-

òåðâàë. Äëÿ ëó÷øåé òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ æåëàòåëüíî, ÷òîáû â ëþáîì èí-

òåðâàëå îæèäàåìîå êîëè÷åñòâî ïîïàäàíèé npi áûëî äîñòàòî÷íî áîëüøèì (íà

ïðàêòèêå npi > 5). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíòåðâàëîâ íå äîëæíî áûòü ñëèøêîì

ìàëî, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëåííûå âåðîÿòíîñòè pi áóäóò íåäîñòàòî÷-

íî õîðîøî ïðåäñòàâëÿòü ãèïîòåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) . Äëÿ

ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ îáû÷íî èñïîëüçóþò çíà÷åíèå s = lnn .

Êðèòåðèé Ïèðñîíà � ïðàâîñòîðîííèé, ïîýòîìó êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà

îïðåäåëÿåòñÿ ïî çàäàííîìó óðîâíþ çíà÷èìîñòè α ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ

P(χ2 > χ2
êð) = α.

Òàáëèöà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò äàíà â Ïðèëîæåíèè 5.

Åñëè χ2
íàáë < χ2

êð , òî íåò îñíîâàíèé îòâåðãíóòü ãèïîòåçó î ïðåäïîëà-

ãàåìîì ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ . Â ñëó÷àå, êîãäà χ2
íàáë > χ2

êð ,

ãèïîòåçó îòâåðãàþò.

Ýòîò ìåòîä ïîäõîäèò è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ãèïîòåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó êëàññó ôóíêöèé ðàñïðåäåëå-

íèÿ, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì èëè íåñêîëüêèìè íåîïðåäåëåííûìè ïàðà-

ìåòðàìè. Â ýòîì ñëó÷àå ñòàòèñòèêà (4.5) ñíîâà â ïðåäåëå n→∞ áóäåò èìåòü

ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò, íî òåïåðü ñ s− r − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ãäå r �

÷èñëî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ íóæíî

ïîäñòàâèòü èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, ïîëó÷åííûå, íàïðèìåð, ìåòîäîì íàèáîëüøå-

ãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ïðèìåð 4.3. Èñïîëüçóÿ êðèòåðèé ñîãëàñèÿ Ïèðñîíà, ïðè óðîâíå çíà÷è-

ìîñòè α = 0,05 ïðîâåðèòü, ñîãëàñóåòñÿ ëè ãèïîòåçà î íîðìàëüíîì ðàñïðåäå-

ëåíèè ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ξ ñ ýìïèðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì âûáîðêè

îáúåìà n = 100 :

Èíòåðâàë (3;8) (8;13) (13;18) (18;23) (23;28) (28;33) (33;38)

×àñòîòà ni 6 8 15 40 16 8 7
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Ðåøåíèå. Â êà÷åñòâå íóëåâîé ãèïîòåçû ïðèíèìàåì, ÷òî ñëó÷àéíûé ïðè-

çíàê èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà ñ íåèçâåñòíûìè ïðàìåòðàìè a è σ2 . Ìåòî-

äîì íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ îïðåäåëÿåì, ÷òî a∗ = x̄ è (σ2)∗ = Dâ (ýòó

çàäà÷ó ñòóäåíòàì ïðåäëàãàåòñÿ ðåøèòü ñàìîñòîÿòåëüíî).

Âû÷èñëèì âûáîðî÷íóþ ñðåäíþþ è âûáîðî÷íîå ñðåäíåå êâàäðàòè÷å-

ñêîå îòêëîíåíèå, ïðèíÿâ â êà÷åñòâå âàðèàíò ñåðåäèíû èíòåðâàëîâ. Îáîçíà-

÷èì ãðàíèöû i-ãî èíòåðâàëà xi è xi+1 , òîãäà ñåðåäèíû èíòåðâàëîâ áóäóò

x∗i = (xi+1 − xi)/2 :

x∗i 5.5 10.5 15.5 20.5 25.5 30.5 35.5

ni 6 8 15 40 16 8 7

Ïî ôîðìóëàì (1.8) è (1.9) íàõîäèì

x̄ =
1

n

7∑
i=1

x∗ini = 20.7,

Dâ =
1

n

7∑
i=1

(x∗i − x̄)2ni = 52.96.

Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå òåîðåòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè a = x̄ = 20.7 è

σ2 = Dâ = 52.96 .

×òîáû âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòè pi ïîïàäàíèÿ â i-é èíòåðâàë, ïåðåéäåì

îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ê âåëè÷èíå η = (ξ − a)/σ , èìåþùåé íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (0;1). Íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíèöû èíòåð-

âàëîâ yi = (xi−a)/σ ; ïðè ýòîì êðàéíèå èíòåðâàëû ïðåîáðàçóåì â áåñêîíå÷íûå

ïîëóèíòåðâàëû, ò. å. ïðèìåì, ÷òî y1 = −∞ , à y8 = ∞ . Ýòî äåëàåòñÿ, ÷òîáû

ñîõðàíèòü íîðìèðîâêó âåðîÿòíîñòè
∑
pi = 1 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäó-

þùåå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãðàíèöàìè èíòåðâàëà:
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xi 3 8 13 18 23 28 33 38

yi −∞ -1.75 -1.06 -0.37 0.32 1.00 1.69 ∞

Φ(yi) -0.5 -0.4599 -0.3554 -0.1443 0.1255 0.3413 0.4545 0.5

Â íèæíåé ñòðîêå òàáëèöû âûïèñàíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Ëàïëàñà íà ãðà-

íèöàõ èíòåðâàëîâ: âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â i-é èíòåðâàë pi = Φ(yi+1)−Φ(yi) .

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Ëàïëàñà áåðåì èç òàáëèöû Ïðèëîæåíèÿ 3. Ðåçóëüòàòû âû-

÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé è òåîðåòè÷åñêèõ ÷àñòîò ïðèâåäåíû â òàáëèöå:

Èíòåðâàë ×àñòîòà Âåðîÿòíîñòü

(yi; yi+1) ni pi npi ni − npi

(−∞;−1.75) 6 0.0401 4.01 1.99

(−1.75;−1.06) 8 0.1045 10.45 −2.45

(−1.06;−0.37) 15 0.2111 21.11 −6.11

(−0.37; 0.32) 40 0.2698 26.98 13.02

(0.32;1.00) 16 0.2158 21.58 −5.58

(1.00;1.69) 8 0.1137 11.37 −3.37

(1.69;∞) 7 0.0455 4.55 2.45

Ïî ôîðìóëå (4.5) âû÷èñëÿåì íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ

χ2
íàáë = 13.39 .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êè èñïîëüçóåì òàáëèöó èç Ïðèëîæå-

íèÿ 5 ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòè α = 0.05 è ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû

k = s−r − 1 = 7− 2− 1 = 4 ,

ãäå s = 7 �÷èñëî èíòåðâàëîâ, r = 2 �÷èñëî ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ,

âû÷èñëåííûõ ïî âûáîðêå. Äëÿ äàííûõ ïàðàìåòðîâ χ2
êð = 9.49 .
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Òàê êàê χ2
íàáë > χ2

êð , òî ãèïîòåçó î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ãåíåðàëü-

íîé ñîâîêóïíîñòè ξ îòâåðãàåì. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýìïèðè÷åñêèå è òåîðåòè-

÷åñêèå ÷àñòîòû ðàçëè÷àþòñÿ çíà÷èìî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàííûå íàáëþäåíèé

íå ñîãëàñóþòñÿ ñ ãèïîòåçîé î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ãåíåðàëüíîé ñîâî-

êóïíîñòè. �
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Ïðèëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèå 1. Ðàñïðåäåëåíèå Ïèðñîíà

Ïóñòü äàíû íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξn , ðàñïðåäåëåí-

íûå íîðìàëüíî ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1) . Íóæíî íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû χ2
n = ξ2

1 + . . .+ ξ2
n .

Ïî îïðåäåëåíèþ, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fχ2
n
(x) = P(χ2

n < x) . ×òîáû

íàéòè ýòó âåðîÿòíîñòü, íóæíî âû÷èñëèòü èíòåãðàë îò ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè

ðàñïðåäåëåíèÿ pξ1...ξn(x1, . . . , xn) ïî îáëàñòè x2
1 + . . . + x2

n < x . Ñîâìåñòíàÿ

ïëîòíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, . . . , ξn çàäàíà ôóíêöèåé

pξ1...ξn(x1, . . . , xn) =
1√
2π

e−x
2
1/2 · . . . · 1√

2π
e−x

2
n/2 =

1

(2π)n/2
e
−

n∑
i=1

x2i /2
,

ïîýòîìó

Fχ2
n
(x) =

1

(2π)n/2

∫
· · ·

∫
x21+...+x2n<x

e
−

n∑
i=1

x2i /2
dx1 . . . dxn . (Ï.1)

Ïðè ýòîì äëÿ x < 0 çíà÷åíèå èíòåãðàëà áóäåò ðàâíî íóëþ, òàê êàê ñóììà

êâàäðàòîâ çàâåäîìî íåîòðèöàòåëüíà.

Èíòåãðàë (Ï.1) âû÷èñëÿåòñÿ ïóòåì ïåðåõîäà ê îáîáùåííûì ñôåðè÷å-

ñêèì êîîðäèíàòàì:

x1 = r sinα1 sinα2 . . . sinαn−1 ,

x2 = r cosα1 sinα2 . . . sinαn−1 ,

x3 = r cosα2 sinα3 . . . sinαn−1 ,

. . .

xn = r cosαn−1 .

Ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà r ìåíÿåòñÿ îò 0 äî ∞ , çíà÷åíèÿ óãëîâîé ïåðåìåííîé

α1 ëåæàò â äèàïàçîíå îò 0 äî 2π , à ïåðåìåííûõ α2, . . . , αn−2 � îò 0 äî π . Â

ýòîì ñëó÷àå x2
1 + . . . + x2

n = r2 , à ÿêîáèàí ïåðåõîäà J = rn−1Jóãë , ãäå Jóãë

çàâèñèò òîëüêî îò óãëîâûõ ïåðåìåííûõ:

Jóãë = sinα2 sin2 α2 . . . sin
n−2 α2 .
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Â íîâûõ ïåðåìåííûõ (Ï.1) ïðèìåò âèä

Fχ2
n
(x) =

1

(2π)n/2

∫
· · ·

∫
r2<x

e−r
2/2rn−1Jóãë dr dα1 . . . dαn−1 . (Ï.2)

×òîáû ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò, ìîæíî âûïîëíèòü íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå

êðàòíîãî èíòåãðàëà (Ï.2). Ïðîùå, îäíàêî, ïîñòóïèòü ïî-äðóãîìó. Âûïîëíèì

â (Ï.2) çàìåíó ïåðåìåííîé r2 = t è ïåðåïèøåì èíòåãðàë â âèäå

Fχ2
n
(x) =

1

2(2π)n/2

x∫
0

dt e−t/2t(n−2)/2

2π∫
0

dα1

π∫
0

dα2 . . .

2π∫
0

dαn−1Jóãë . (Ï.3)

Èíòåãðàëû ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì â (Ï.3) äàäóò íåêîòîðîå ÷èñëî (çà-

âèñÿùåå îò n), ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî

Fχ2
n
(x) = Cn

x∫
0

e−t/2t(n−2)/2 dt .

Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

pχ2
n
(x) = Cne

−x/2x(n−2)/2 ,

à êîíñòàíòà Cn ìîæåò áûòü íàéäåíà èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè:

∞∫
0

pχ2
n
(x) dx = 1 ⇒ Cn =

1

2n/2Γ(n/2)
.

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ãàììà-ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà èíòåãðàëîì

Γ(z) =

∞∫
0

xz−1e−x dx .

Ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ

pχ2
n
(x) =

1

2n/2Γ(n/2)
e−x/2x(n−2)/2 (Ï.4)

íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì õè-êâàäðàò (èëè ðàñïðåäåëåíèåì Ïèðñîíà) ñ n

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
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Ïðèëîæåíèå 2. Ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà

Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è χ2
n íåçàâèñèìû. Ïðè ýòîì ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà ξ èìååò ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1) , à χ2
n èìååò

ðàñïðåäåëåíèå Ïèðñîíà ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (Ï.4). Íóæíî íàéòè ðàñïðå-

äåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

τn =
ξ√
χ2
n/n

.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû τn äàåòñÿ äâîéíûì èíòå-

ãðàëîì

Fτn(x) ≡ P(τn < x) =

∫∫
z√
y/n

<x

1√
2π

e−z
2/2 · 1

2n/2Γ(n/2)
e−y/2y(n−2)/2 dz dy , (Ï.5)

ãäå ïðèíÿòà âî âíèìàíèå íåçàâèñèìîñòü ξ è χ2
n .

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå v =
z√
y/n

, u = y . Òîãäà ÿêîáèàí ïðåîáðà-

çîâàíèÿ

J =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0

v

2
√
un

√
u

n

∣∣∣∣∣∣∣ =

√
u

n
,

à îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ â (Ï.5) òåïåðü îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì v < x .

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïåðåìåííàÿ u ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå

çíà÷åíèÿ, çàïèøåì (Ï.5) â âèäå ïîâòîðíîãî èíòåãðàëà

Fτn(x) =
1√

2n+1πnΓ(n/2)

x∫
−∞

dv

∞∫
0

du exp

{
−u

2

(
1 +

v2

n

)}
u(n−1)/2 . (Ï.6)

×òîáû âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî u , âûïîëíèì çàìåíó ïåðåìåííîé

u

(
1 +

v2

n

)
= w . Òîãäà

∞∫
0

exp

{
−u

2

(
1 +

v2

n

)}
u(n−1)/2 du =

1(
1 +

v2

n

)(n+1)/2

∞∫
0

e−w/2w(n−1)/2 dw =

=
2(n+1)/2 Γ

(
n+1

2

)(
1 +

v2

n

)(n+1)/2
.
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Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå â (Ï.6), ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ ïðèìåò âèä

Fτn(x) =
Γ(n+1

2 )
√
πnΓ(n2 )

x∫
−∞

(
1 +

v2

n

)−(n+1)/2

dv ,

êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ Ñòüþäåíòà (èëè òàó-ðàñïðåäåëåíèþ)

ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
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Ïðèëîæåíèå 3. Òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè Ëàïëàñà

Φ(x) =
1√
2π

x∫
0

e−t
2/2 dt

x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x)

0. 0.00000 0.26 0.10257 0.52 0.19847 0.78 0.28230 1.04 0.35083

0.01 0.00399 0.27 0.10642 0.53 0.20194 0.79 0.28524 1.05 0.35314

0.02 0.00798 0.28 0.11026 0.54 0.20540 0.8 0.28814 1.06 0.35543

0.03 0.01197 0.29 0.11409 0.55 0.20884 0.81 0.29103 1.07 0.35769

0.04 0.01595 0.3 0.11791 0.56 0.21226 0.82 0.29389 1.08 0.35993

0.05 0.01994 0.31 0.12172 0.57 0.21566 0.83 0.29673 1.09 0.36214

0.06 0.02392 0.32 0.12552 0.58 0.21904 0.84 0.29955 1.1 0.36433

0.07 0.02790 0.33 0.12930 0.59 0.22240 0.85 0.30234 1.11 0.36650

0.08 0.03188 0.34 0.13307 0.6 0.22575 0.86 0.30511 1.12 0.36864

0.09 0.03586 0.35 0.13683 0.61 0.22907 0.87 0.30785 1.13 0.37076

0.1 0.03983 0.36 0.14058 0.62 0.23237 0.88 0.31057 1.14 0.37286

0.11 0.04380 0.37 0.14431 0.63 0.23565 0.89 0.31327 1.15 0.37493

0.12 0.04776 0.38 0.14803 0.64 0.23891 0.9 0.31594 1.16 0.37698

0.13 0.05172 0.39 0.15173 0.65 0.24215 0.91 0.31859 1.17 0.37900

0.14 0.05567 0.4 0.15542 0.66 0.24537 0.92 0.32121 1.18 0.38100

0.15 0.05962 0.41 0.15910 0.67 0.24857 0.93 0.32381 1.19 0.38298

0.16 0.06356 0.42 0.16276 0.68 0.25175 0.94 0.32639 1.2 0.38493

0.17 0.06749 0.43 0.16640 0.69 0.25490 0.95 0.32894 1.21 0.38686

0.18 0.07142 0.44 0.17003 0.7 0.25804 0.96 0.33147 1.22 0.38877

0.19 0.07535 0.45 0.17364 0.71 0.26115 0.97 0.33398 1.23 0.39065

0.2 0.07926 0.46 0.17724 0.72 0.26424 0.98 0.33646 1.24 0.39251

0.21 0.08317 0.47 0.18082 0.73 0.26730 0.99 0.33891 1.25 0.39435

0.22 0.08706 0.48 0.18439 0.74 0.27035 1. 0.34134 1.26 0.39617

0.23 0.09095 0.49 0.18793 0.75 0.27337 1.01 0.34375 1.27 0.39796

0.24 0.09483 0.5 0.19146 0.76 0.27637 1.02 0.34614 1.28 0.39973

0.25 0.09871 0.51 0.19497 0.77 0.27935 1.03 0.34849 1.29 0.40147
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x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x)

1.3 0.40320 1.56 0.44062 1.82 0.46562 2.16 0.48461 2.68 0.49632

1.31 0.40490 1.57 0.44179 1.83 0.46638 2.18 0.48537 2.7 0.49653

1.32 0.40658 1.58 0.44295 1.84 0.46712 2.2 0.48610 2.72 0.49674

1.33 0.40824 1.59 0.44408 1.85 0.46784 2.22 0.48679 2.74 0.49693

1.34 0.40988 1.6 0.44520 1.86 0.46856 2.24 0.48745 2.76 0.49711

1.35 0.41149 1.61 0.44630 1.87 0.46926 2.26 0.48809 2.78 0.49728

1.36 0.41309 1.62 0.44738 1.88 0.46995 2.28 0.48870 2.8 0.49744

1.37 0.41466 1.63 0.44845 1.89 0.47062 2.3 0.48928 2.82 0.49760

1.38 0.41621 1.64 0.44950 1.9 0.47128 2.32 0.48983 2.84 0.49774

1.39 0.41774 1.65 0.45053 1.91 0.47193 2.34 0.49036 2.86 0.49788

1.4 0.41924 1.66 0.45154 1.92 0.47257 2.36 0.49086 2.88 0.49801

1.41 0.42073 1.67 0.45254 1.93 0.47320 2.38 0.49134 2.9 0.49813

1.42 0.42220 1.68 0.45352 1.94 0.47381 2.4 0.49180 2.92 0.49825

1.43 0.42364 1.69 0.45449 1.95 0.47441 2.42 0.49224 2.94 0.49836

1.44 0.42507 1.7 0.45543 1.96 0.47500 2.44 0.49266 2.96 0.49846

1.45 0.42647 1.71 0.45637 1.97 0.47558 2.46 0.49305 2.98 0.49856

1.46 0.42785 1.72 0.45728 1.98 0.47615 2.48 0.49343 3. 0.49865

1.47 0.42922 1.73 0.45818 1.99 0.47670 2.5 0.49379 3.2 0.49931

1.48 0.43056 1.74 0.45907 2. 0.47725 2.52 0.49413 3.4 0.49966

1.49 0.43189 1.75 0.45994 2.02 0.47831 2.54 0.49446 3.6 0.49984

1.5 0.43319 1.76 0.46080 2.04 0.47932 2.56 0.49477 3.8 0.49993

1.51 0.43448 1.77 0.46164 2.06 0.48030 2.58 0.49506 4. 0.49997

1.52 0.43574 1.78 0.46246 2.08 0.48124 2.6 0.49534 4.5 0.5

1.53 0.43699 1.79 0.46327 2.1 0.48214 2.62 0.49560 5. 0.5

1.54 0.43822 1.8 0.46407 2.12 0.48300 2.64 0.49585 5.5 0.5

1.55 0.43943 1.81 0.46485 2.14 0.48382 2.66 0.49609 6. 0.5
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Ïðèëîæåíèå 4. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ðàñïðåäåëåíèÿ

Ñòüþäåíòà (Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 2Fτn(x) = β = 1− 2α)

×èñëî

ñòåïåíåé

Äîâåðèòåëüíàÿ

âåðîÿòíîñòü β

×èñëî

ñòåïåíåé

Äîâåðèòåëüíàÿ

âåðîÿòíîñòü β

ñâîáîäû

n

0.95 0.99 0.999 ñâîáîäû

n

0.95 0.99 0.999

1 12.7 63.7 637. 18 2.1 2.88 3.92

2 4.3 9.92 31.6 19 2.09 2.86 3.88

3 3.18 5.84 12.9 20 2.09 2.85 3.85

4 2.78 4.6 8.61 21 2.08 2.83 3.82

5 2.57 4.03 6.87 22 2.07 2.82 3.79

6 2.45 3.71 5.96 23 2.07 2.81 3.77

7 2.36 3.5 5.41 24 2.06 2.8 3.75

8 2.31 3.36 5.04 25 2.06 2.79 3.73

9 2.26 3.25 4.78 26 2.06 2.78 3.71

10 2.23 3.17 4.59 27 2.05 2.77 3.69

11 2.2 3.11 4.44 28 2.05 2.76 3.67

12 2.18 3.05 4.32 29 2.05 2.76 3.66

13 2.16 3.01 4.22 30 2.04 2.75 3.65

14 2.14 2.98 4.14 40 2.02 2.70 3.55

15 2.13 2.95 4.07 60 2.00 2.66 3.46

16 2.12 2.92 4.01 120 1.98 2.62 3.37

17 2.11 2.9 3.97 ∞ 1.96 2.58 3.29

0.05 0.01 0.001 0.05 0.01 0.001

Óðîâåíü

çíà÷èìîñòè 2α

Óðîâåíü

çíà÷èìîñòè 2α

47



Ïðèëîæåíèå 5. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ðàñïðåäåëåíèÿ χ2

Ïèðñîíà (Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Fχ2
n
(x) = 1− α)

×èñëî

ñòåïåíåé

Óðîâåíü çíà÷èìîñòè α

ñâîáîäû

n

0.005 0.025 0.05 0.95 0.975 0.995

1 7.88 5.02 3.84 0.0039 0.001 0.0000

2 10.6 7.38 5.99 0.1026 0.0506 0.01

3 12.84 9.35 7.81 0.3518 0.2158 0.0717

4 14.86 11.14 9.49 0.7107 0.4844 0.207

5 16.75 12.83 11.07 1.1455 0.8312 0.4117

6 18.55 14.45 12.59 1.6354 1.2373 0.6757

7 20.28 16.01 14.07 2.17 1.69 0.99

8 21.95 17.53 15.51 2.73 2.18 1.34

9 23.59 19.02 16.92 3.33 2.7 1.73

10 25.19 20.48 18.31 3.94 3.25 2.16

11 26.76 21.92 19.68 4.57 3.82 2.6

12 28.3 23.34 21.03 5.23 4.4 3.07

13 29.82 24.74 22.36 5.89 5.01 3.57

14 31.32 26.12 23.68 6.57 5.63 4.07

15 32.8 27.49 25. 7.26 6.26 4.6

16 34.27 28.85 26.3 7.96 6.91 5.14

17 35.72 30.19 27.59 8.67 7.56 5.7

18 37.16 31.53 28.87 9.39 8.23 6.26

19 38.58 32.85 30.14 10.12 8.91 6.84

20 40. 34.17 31.41 10.85 9.59 7.43

21 41.4 35.48 32.67 11.59 10.28 8.03

22 42.8 36.78 33.92 12.34 10.98 8.64

23 44.18 38.08 35.17 13.09 11.69 9.26

24 45.56 39.36 36.42 13.85 12.4 9.89

25 46.93 40.65 37.65 14.61 13.12 10.52

30 53.67 46.98 43.77 18.49 16.79 13.79

40 66.77 59.34 55.76 26.51 24.43 20.71

50 79.49 71.42 67.5 34.76 32.36 27.99
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Ïðèëîæåíèå 6. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ðàñïðåäåëåíèÿ

Ôèøåðà-Ñíåäåêîðà
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