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6 Введение.

Введение.

Настоящее учебное пособие посвящено построению и исследованию
итерационных методов решения вариационных неравенств второго рода

u ∈M : (Au, η − u) + F (η)− F (u) ≥ (f, η − u) ∀ η ∈M

с оператором A монотонного типа (псевдомонотонным, обратно сильно
монотонным, сильно монотонным) и выпуклым, вообще говоря, недиф-
ференцируемым функционалом F на выпуклом замкнутом множестве M
в гильбертовом пространстве V .

Такие вариационные неравенства возникают, в частности, при мате-
матическом моделировании широких классов задач механики сплошной
среды. Однако, имеющиеся литературные источники посвящены, в основ-
ном, изложению приближенных методов решения вариационных нера-
венств с линейными операторами. Данное пособие, написанное по мате-
риалам специальных курсов, читавшихся авторами на протяжении ряда
лет студентам старших курсов факультета вычислительной математики
и кибернетики Казанского государственного университета, специализи-
рующихся в области численных методов решения задач математической
физики, призвано восполнить этот пробел. В пособии мы ограничиваемся
случаем вариационных неравенств в гильбертовых пространствах. Одна-
ко, необходимо отметить, что некоторые из результатов, приведенных в
пособии, имеют место и для рефлексивных банаховых пространств.

Сначала дается изложение основных результатов функционального и
выпуклого анализа, включая такие специальные вопросы, как производ-
ная Гато функционала, теория монотонных и псевдомонотонных операто-
ров, субдифференциальное исчисление. Этот материал приведен в насто-
ящем пособии для замкнутости изложения, с одной стороны, и постольку,
поскольку разные его части содержатся в многочисленных пособиях по
функциональному анализу и монографиях, с другой стороны. При этом
требуется знание лишь элементарных основ функционального анализа.
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Это позволяет избежать ссылок на известные результаты классического
функционального анализа, не говоря уже о его специальных разделах.
Естественно, мы не претендуем на полноту изложения основ функцио-
нального анализа, а ограничиваемся лишь теми результатами, которые
будут нужны в дальнейшем. При этом доказательства некоторых из этих
результатов мы намеренно приводим специально приспособленными для
случая гильбертова пространства, хотя они и являются следствием более
общих теорем (теорема Хана-Банаха, теорема об отделимости выпуклых
множеств, теорема Банаха-Штейнгауза и т.д.). Затем эти результаты при-
меняются при исследовании итерационных методов.

В первой главе приведены элементы теории гильбертовых прост-
ранств: основные определения, результаты о проекции на замкнутое вы-
пуклое множество и на подпространство, теорема об ортогональном раз-
ложении и теорема Рисса-Фишера о представлении линейных непрерыв-
ных функционалов, свойства выпуклых функционалов. Доказываются
результаты, связанные со слабой сходимостью (в частности, теорема об
ограниченности слабо сходящейся последовательности, теорема о суще-
ствовании слабо сходящейся подпоследовательности у ограниченной по-
следовательности и т.д.). Рассматриваются основные свойства слабо по-
лунепрерывных снизу функционалов, вводится понятие проксимального
отображения и изучаются его свойства. Наконец, устанавливаются ре-
зультаты о разрешимости вариационных неравенств с псевдомонотонны-
ми операторами.

Во второй главе собраны некоторые результаты выпуклого анализа:
вводится понятие производной Гато функционала и устанавливаются ос-
новные ее свойства, доказываются теоремы существования для задач
на минимум функционала. Приводятся результаты об эквивалентности
этих задач вариационным неравенствам. Доказаны теоремы об отделимо-
сти выпуклых множеств. Значительное внимание уделено также вопро-
сам субдифференциального исчисления. Доказаны теоремы о субдиффе-
ренцировании суммы функционалов и субдифференцировании сложной
функции.

Последующие главы посвящены построению и исследованию итера-
ционных процессов решения вариационных неравенств второго рода с
операторами монотонного типа в гильбертовых пространствах.

В третьей главе рассматривается метод последовательных приближе-
ний для поиска неподвижных точек операторов в гильбертовом простран-
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стве. Устанавливается слабая сходимость метода последовательных при-
ближений к некоторой неподвижной точке асимптотически регулярного
нерастягивающего оператора в предположении о существовании у него
неподвижной точки. Доказывается асимптотическая регулярность жест-
ко нерастягивающего оператора также в предположении о наличии у него
неподвижной точки. Затем для сжимающего отображения устанавлива-
ется существование единственной неподвижной точки и сильная сходи-
мость к ней последовательных приближений. Эти результаты использу-
ются впоследствии при исследовании сходимости итерационных методов
решения изучаемых вариационных неравенств.

В четвертой главе рассматриваются проективные итерационные мето-
ды решения вариационных неравенств второго рода, которые позволяют
свести исходное вариационное неравенство к вариационному неравенству
с оператором канонического изоморфизма.

Исследование сходимости этого метода основано на сведении его к ме-
тоду последовательных приближений для отыскания неподвижной точ-
ки оператора перехода итерационного метода. Благодаря использованию
понятия проксимального отображения удается выписать явный вид опе-
ратора перехода. Доказано неравенство, более сильное, чем неравенство
нерастягиваемости, что и позволило получить результаты о сходимости
метода.

Сначала рассматриваются неравенства с обратно сильно монотонны-
ми операторами. Доказывается слабая сходимость последовательности
итерационных приближений к решению изучаемого вариационного нера-
венства. В случае, когда оператор является сильно монотонным и лип-
шиц-непрерывным, доказана сильная сходимость метода.

Затем рассмотрен метод итеративной регуляризации для вариацион-
ных неравенств с псевдомонотонными операторами, позволяющий свести
исходную задачу к вариационному неравенству второго рода с опера-
тором канонического изоморфизма вместо исходного псевдомонотонно-
го оператора и регуляризованным функционалом. Доказана слабая схо-
димость итерационной последовательности. Особую привлекательность
данный метод имеет в случае, когда регуляризованный функционал ста-
новится дифференцируемым. Следует отметить, что путем незначитель-
ной модификации доказательства можно доказать сходимость итераци-
онного метода и без регуляризации.

Наконец, в пятой главе изучаются итерационные методы для реше-
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ния вариационных неравенств в случае, когда функционал имеет специ-
альный вид – является суперпозицией выпуклого функционала и линей-
ного непрерывного оператора. Исследуется сходимость метода как для
обратно сильно монотонных, так и сильно монотонных операторов. В по-
следнем случае удается получить более сильные результаты о сходимости
метода.

Так же, как и в четвертой главе, исследование сходимости метода
основано на сведении его к методу последовательных приближений для
отыскания неподвижной точки оператора перехода итерационного ме-
тода. Благодаря использованию понятия проксимального отображения
удается выписать явный вид оператора перехода. Доказано неравенство,
более сильное, чем неравенство нерастягиваемости, что и позволило по-
лучить результаты о сходимости метода.

Как уже отмечалось выше, рассматриваемые в пособии вариационные
неравенства возникают при решении многих прикладных задач. Отме-
тим здесь, в частности, стационарные задачи фильтрации аномальных
жидкостей (нефтей), следующих нелинейному разрывному закону филь-
трации с предельным градиентом (см. [1], [2], [23], [25], [29]), задачи об
определении границ предельно равновесных целиков остаточной вязко-
пластической нефти (см. [14] – [18]), задачи об определении положения
равновесия мягких сетчатых оболочек (см. [4], [9], [30]), задачи течения
жидкостей Бингама (см. [12], [26]), теории взрыва (см. [19], [22]) и др. В
ряде работ, в том числе, в работах авторов, проводилось применение рас-
смотренных в пособии методов к решению некоторых из указанных выше
задач. Изучение этого материала, вопросы конечномерной аппроксима-
ции заслуживают, на наш взгляд, отдельного рассмотрения. Необходимо
отметить, что рассмотренные в настоящем пособии методы, естественно,
применимы для этих аппроксимаций, а также для аппроксимаций ва-
риационных неравенств в банаховых пространствах, причем, очевидно,
имеют место результаты о сильной сходимости рассматриваемых мето-
дов.

В пособии принята сквозная нумерация параграфов (без указания но-
мера главы). При этом двойные номера теорем, лемм, следствий, при-
меров, замечаний, определений и формул содержат сначала номер пара-
графа, а затем – порядковый номер нумеруемого объекта. Нумерация же
ссылок – своя в каждой главе.

Для удобства читателей окончания теорем, лемм, следствий, приме-
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ров и замечаний обозначаются значком , а окончания определений –
значком ♢.

Мы благодарим профессора Анатолия Дмитриевича Ляшко, а также
участников руководимого им научно-методического семинара за полез-
ные замечания, которые были учтены в работе над настоящим пособием.

Мы были бы весьма благодарны читателям, приславшим свои замеча-
ния и предложения по данному пособию по E-mail:

Ildar.Badriev@ksu.ru или Oleg.Zadvornov@ksu.ru.
В заключение хотим отметить, что некоторые из результатов, приве-

денных в последних двух главах пособия были получены при финансовой
поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (гранты
03-01-00380, 06-01-00633, 07-01-00674).



Глава 1

Элементы функционального анализа

В данной главе содержатся элементы теории гильбертовых про-
странств. Приводятся основные определения и доказываются некоторые
результаты, используемые в дальнейшем. Доказательства некоторых из
этих результатов мы приводим специально приспособленными для слу-
чая гильбертова пространства, хотя они и являются следствием более
общих теорем функционального анализа.

Рассматриваются проекции на замкнутое выпуклое множество и на
подпространства, устанавливаются свойства этих проекций. Доказыва-
ются теорема об ортогональном разложении, теорема Рисса-Фишера о
представлении линейных непрерывных функционалов и теорема Хана-
Банаха о продолжении линейных непрерывных функционалов. Затем
вводятся в рассмотрение выпуклые функционалы и изучаются их свой-
ства. Доказываются результаты, связанные со слабой сходимостью (в
частности, теорема об ограниченности слабо сходящейся последователь-
ности и теорема о существовании слабо сходящейся подпоследовательно-
сти у ограниченной последовательности и т.д.). Затем приводятся основ-
ные свойства слабо полунепрерывных снизу функционалов, вводятся так
называемые проксимальные отображения и изучаются их свойства. На-
конец, устанавливаются результаты о разрешимости вариационных нера-
венств с псевдомонотонными операторами.

1 Гильбертовы пространства. Проекция на выпуклое
замкнутое множество.

Определение 1.1. Непустое множество V элементов (векторов)
u, v, w, . . . называется действительным линейным (векторным) про-
странством, если выполнены следующие условия:

11
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I. Для любых двух элементов u, v ∈ V определен третий элемент из
V , называемый их суммой и обозначаемый u+ v, причем

I.1) u+ v = v + u (коммутативность);
I.2) u+ (v + w) = (u+ v) + w (ассоциативность);
I.3) в V существует такой элемент 0, что u+0 = u для всех u ∈ V

(существование нуля);
I.4) для каждого u ∈ V существует такой элемент −u, что

u+ (−u) = 0 (существование противоположного элемента);
II. Для любого действительного числа α и любого элемента u ∈ V

определен элемент αu ∈ V (произведение элемента u на число α), при-
чем

II.1) α(β u) = (αβ)u (ассоциативность);
II.2) 1 · u = u;
II.3) (α+β)u = αu+β u (дистрибутивность относительно сложе-

ния чисел);
II.4) α (u+ v) = αu+α v (дистрибутивность относительно сложе-

ния векторов). ♢

В дальнейшем вместо u+(−v) будем писать u−v. Благодаря ассоциа-
тивности сложения и умножения на число в выражениях вида u+(v+w),
(u+ v) + w, α(β u), (αβ)u скобки будем опускать.

Определение 1.2. Система векторов
{
uk

}n

k=1
линейного прост-

ранства V называется линейно-независимой, если из равенства

α1 u1 + α1 u1 + · · ·+ αn un = 0

следует, что αk = 0 для всех k = 1, 2, . . . , n.
Линейное пространство V называется конечномерным пространст-

вом размерности n, если в нем существует линейно-независимая си-
стема векторов {uk}nk=1 такая, что любой элемент u ∈ V может быть
представлен в виде линейной комбинации элементов этой системы:

u =
n∑

k=1

ck uk .

Указанная линейно–независимая система векторов называется ба-
зисом в V . ♢

Ясно, что все элементы линейно-независимой системы – ненулевые.
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Определение 1.3. Действительное линейное пространство V на-
зывается нормированным, если на нем определен функционал 1) ∥ · ∥
(норма), удовлетворяющий следующим условиям:

I. ∥u∥ ≥ 0 для любого u ∈ V , причем ∥u∥ = 0 тогда и только тогда,
когда u = 0;

II. ∥u + v∥ ≤ ∥u∥ + ∥v∥ для любых u, v ∈ V (неравенство треуголь-
ника);

III. ∥αu∥ = |α| ∥u∥ для любого u ∈ V и любого числа α. ♢

Из неравенства треугольника вытекает следующее часто используемое
неравенство: ∣∣∣∣ ∥u∥ − ∥v∥

∣∣∣∣ ≤ ∥u− v∥ ∀ u, v ∈ V. (1.1)

Определение 1.4. Будем говорить, что последовательность
{un}+∞

n=1 сходится сильно к u ∈ V при n→ +∞, если lim
n→+∞

∥un−u∥ = 0.

В дальнейшем сильную сходимость будем обозначать следующим обра-
зом: un → u при n→ +∞. ♢

Отметим, что предел сходящейся последовательности определяется
единственным образом. Действительно, пусть

lim
n→+∞

∥un − u∥ = 0, lim
n→+∞

∥un − v∥ = 0.

Тогда
∥v − u∥ ≤ lim

n→+∞

[
∥v − un ∥+ ∥un − u∥

]
= 0,

т.е. u = v.

Определение 1.5. Последовательность {un}+∞
n=1 ⊂ V называется

фундаментальной (или последовательностью Коши), если для любого
ε > 0 существует номер n0(ε), такой что

∥un − um ∥ ≤ ε ∀n,m ≥ n0(ε).♢

Нетрудно проверить, что сильно сходящаяся последовательность яв-
ляется фундаментальной. Обратное, вообще говоря, неверно. Действи-
тельно, рассмотрим линейное пространство непрерывных на отрезке [0, 1]
функций. Введем на нем норму по по формуле

∥u∥ =
1∫
0

|u(x) | dx.

1) Под функционалом мы понимаем отображение на множество вещественных чисел R1.
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u
m

(x)

A
1

B
1/m 1/n

u
n
(x)

||u
n
(x)−u

m
(x)||=S

ABC
=(1/n−1/m)/2

C

10

Рис. 1.1:

Рассмотрим последовательность непрерывных функций (см. рис. 1.1){
un
}+∞
n=1

,

un(x) =

 0, 1/n ≤ x ≤ 1,
−nx+ 1, 0 ≤ x ≤ 1/n.

При m ≥ n имеем

un(x)− um(x) =


0, 1/n ≤ x ≤ 1,

−nx+ 1, 1/m ≤ x ≤ 1/n,
(m− n)x, 0 ≤ x ≤ 1/m,

следовательно,

∥un − um ∥ =
1∫
0

|un(x)− um(x) |dx =

1/n∫
1/m

(−nx+ 1)dx+

1/n∫
0

(m− n)x dx =

=
1

2

(
1

n
− 1

m

)
≤ 1

2n
≤ ε при m ≥ n ≥ n0 ≥

1

2 ε
,

т.е. последовательность {un}+∞
n=1 является фундаментальной. С другой

стороны, эта последовательность, как нетрудно проверить, сходится по
указанной норме к разрывной функции

u0(x) =

 0, 0 < x ≤ 1,
1, x = 0 ≤ 1/n,

не принадлежащей введенному выше нормированному пространству, т.е.
в этом пространстве последовательность {un}+∞

n=1 не является сходящейся.
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Определение 1.6. Линейное нормированное пространство V на-
зывается полным, если любая фундаментальная последовательность
элементов из V сходится сильно. ♢

Определение 1.7. Действительное линейное пространство V на-
зывается евклидовым, если на V ×V 2) определен функционал (·, ·) (ска-
лярное произведение), удовлетворяющий следующим условиям:

I. (u, v) = (v, u) для любых u, v ∈ V (симметричность);
II. (αu + β v, w) = α (u,w) + β (v, w) для любых u, v, w ∈ V и любых

чисел α, β (линейность);
III. (u, u) ≥ 0 для любого u ∈ V , причем (u, u) = 0 тогда и только

тогда, когда u = 0. ♢

В любом евклидовом пространстве можно ввести задать норму по фор-
муле ∥ · ∥ =

√
(·, ·) . Для проверки этого утверждения установим, что

справедлива

Лемма 1.1. Пусть ∥ · ∥ =
√
(·, ·) . Тогда для любых u, η ∈ V спра-

ведливо неравенство Коши-Буняковского 3)∣∣∣∣ (u, η)∣∣∣∣ ≤ ∥u∥ ∥η∥.

Доказательство. Если η = 0, то требуемое неравенство, очевидно,
имеет место. Предположим поэтому, что η ̸= 0. Тогда для произвольного
числа λ имеем

0 ≤ ∥u− λ η∥2 = ∥u∥2 − 2λ (u, η) + λ2 ∥η∥2.

Полагая в этом неравенстве λ = (u, η)/∥η∥2, получим

0 ≤ ∥u∥2 − 2 |(u, η)|2/∥η∥2 + |(u, η)|2 ∥η∥2/∥η∥4 = ∥u∥2 − |(u, η)|2/∥η∥2,

откуда и вытекает необходимое неравенство.
Из неравенства Коши-Буняковского для любых u, η ∈ V имеем

∥u+η∥2 = ∥u∥2+2 (u, η)+∥η∥2 ≤ ∥u∥2+2 ∥u∥ ∥η∥+∥η∥2 = (∥u∥+ ∥η∥)2 ,

откуда следует неравенство треугольника. Проверка остальных аксиом
нормы не представляет особого труда.

2) Для множеств X,Y через X × Y обозначается множество (называемое прямым про-
изведением X и Y ) всевозможных пар {x, y}, где x ∈ X, y ∈ Y .

3) В англоязычной литературе это неравенство называется неравенством Шварца.
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Непосредственно из определения скалярного произведения и соответ-
ствующей ему нормы вытекает так называемое тождество параллело-
грамма 4) :∥∥∥∥∥ u+ η

2

∥∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥ u− η

2

∥∥∥∥∥
2

=
1

2
∥u∥2 + 1

2
∥η∥2 ∀u, η ∈ V. (1.2)

Определение 1.8. Элементы u, η из V называются ортогональ-
ными, если (u, η) = 0.

Элемент u ∈ V называется ортогональным к множеству M ⊂ V ,
если он ортогонален любому η ∈M . При этом записывают u⊥M . ♢

Определение 1.9. Полное евклидово пространство V называется
гильбертовым. ♢

Лемма 1.2. В конечномерном гильбертовом пространстве суще-
ствует ортонормированный базис, т.е. векторы, его составляющие,
являются единичными (их нормы равны 1) и попарно ортогональными.

Доказательство. Пусть Vn – конечномерное евклидово пространство
размерности n, т.е. в нем существует базис

{
uk

}n

k=1
. При помощи процесса

Грама-Шмидта по этому базису можно построить ортонормированную
систему векторов

{
ek
}n

k=1
следующим образом.

Поскольку система
{
uk

}n

k=1
линейно независима, то u1 ̸= 0. Пусть

e1 = u1/∥u1 ∥. Для k = 2, 3, . . . n положим

ek = ẽk/∥ẽk ∥ , ẽk = uk +
k−1∑
j=1

αk j ej ,

где коэффициенты αkm определяются из условия ортогональности ẽk век-
торам em, m = 1, 2, . . . k − 1:

0 = (ẽk, em) = (uk, em) +
k−1∑
j=1

αk j (ej, em) = (uk, em) + αkm,

т.е. αkm = −(uk, em). При этом векторы uk, k = 1, 2, . . . n, являются
линейными комбинациями векторов ek, k = 1, 2, . . . n:

uk = ek ∥ẽk∥ −
k−1∑
j=1

αk j ej, k = 1, 2, . . . n.

4) В случае, когда V = R2 это тождество означает, что сумма квадратов длин диагоналей
параллелограмма равна сумме квадратов длин всех его сторон.
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1

1

m

0 k−1
j

k−1

Рис. 1.2:

Поэтому любой элемент из Vn, являющийся линейной комбинацией век-
торов uk, k = 1, 2, . . . n, является и линейной комбинацией векторов ek,
k = 1, 2, . . . n. Кроме того, нетрудно проверить, что любая ортонорми-
рованная система векторов является линейно-независимой, а значит, по-
строенная нами ортонормированная система является базисом в V .

Для завершения доказательства установим, что все элементы ẽ k ,
k = 1, 2, . . . , n, отличны от нуля. Имеем, что e1 = u1/∥u1 ∥ = β11 u1, а
значит,

ẽ2 = u2 + α21 e1 = u2 + α21 β11 u1 ̸= 0,

поскольку ẽ2 – линейная комбинация элементов u1, u2 с ненулевым коэф-
фициентом при u2. Далее, e2 = ẽ2/∥ẽ2 ∥ = β21 u1 + β22 u2 . Пусть

ej =
j∑

m=1

βj m um, ẽj ̸= 0, j = 1, 2, . . . , k − 1.

Докажем, что эти соотношения имеют место и для j = k. Имеем

ẽk = uk +
k−1∑
j=1

αk j ej = uk +
k−1∑
j=1

αk j

j∑
m=1

βj m um .

Меняя местами порядок суммирования (пределы индексов суммирова-
ния изменятся при этом в соответствии с рис. 1.2), получим, что

ẽk = uk +
k−1∑
m=1

 k−1∑
j=m

αk jβj m

um = uk +
k−1∑
m=1

β̃kmum ̸= 0,



18 Гл. 1. Элементы функционального анализа.

ибо ẽk является линейной комбинацией линейно-независимых элементов
um, m = 1, 2, . . . , k с ненулевым коэффициентом при uk. При этом

ek = uk/∥ẽk ∥+
k−1∑
m=1

β̃km um/∥ẽk ∥ =
k∑

m=1

βkm um ,

и в силу метода математической индукции получаем требуемое.

Определение 1.10. Множество M ⊂ V называется выпуклым,
если для любых u, η из M и любого числа λ ∈ [0, 1]

λu+ (1− λ) η ∈M.

Пустое множество считается выпуклым по определению. ♢

Если V – конечномерное евклидово пространство, то выпуклость мно-
жества M означает, что для произвольных точек из M отрезок, их со-
единяющий, принадлежит M .

Определение 1.11. Множество M ⊂ V называется замкнутым,
если предел любой сходящейся сильно последовательности элементов
из M принадлежит этому множеству. Пустое множество считает-
ся замкнутым по определению.

Замыканием M множества M называется объединение M с мно-
жеством всех его предельных точек (т.е. пределов сходящихся после-
довательностей из M). ♢

Определение 1.12. Замкнутым и открытым шаром радиуса r с
центром в точке u называются, соответственно, множества 5)

Br(u) = { η ∈ V : ∥η − u∥ ≤ r } , B◦
r (u) = { η ∈ V : ∥η − u∥ < r }.♢

Определение 1.13. Точка u0 называется внутренней точкой
множества M , если M содержит некоторый шар

Br(u0) = {u ∈M : ∥u− u0∥ ≤ r , r > 0} .

Множество всех внутренних точек M обозначается через intM . ♢
5) Из неравенства (1.1) вытекает, что замкнутый шар действительно является замкнутым

множеством.
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Теорема 1.1. Пусть M – выпуклое, замкнутое множество. Тогда
для всякого v ∈ V существует единственный элемент u из M такой,
что

∥u− v∥ = inf
η∈M

∥η − v∥ . (1.3)

Доказательство. Заметим, прежде всего, что поскольку величина
∥η − v∥ ограничена снизу (нулем), то существует

d = inf
η∈M

∥η − v∥ .

Согласно определению точной нижней грани найдется минимизирующая
последовательность {un}+∞

n=1 ⊂M :

d = lim
n→+∞

∥un − v∥ . (1.4)

Так как M выпукло, то
un + um

2
∈M , и, следовательно,

∥(un + um)/2 − v ∥ ≥ d ∀n,m ≥ 1.

Из тождества параллелограмма (1.2) имеем:
∥∥∥∥∥ un − um

2

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥ un − v − (um − v)

2

∥∥∥∥∥∥
2

=
1

2
∥un − v∥2+

+
1

2
∥um − v∥2 −

∥∥∥∥∥ un + um
2

− v

∥∥∥∥∥
2

≤ 1

2
∥un − v∥2 + 1

2
∥um − v∥2 − d 2.

Устремляя n и m к +∞, получим lim
n,m→+∞

∥un − um ∥ = 0, т.е. последо-

вательность {un}+∞
n=1 фундаментальна, а потому она сходится сильно к

некоторому u ∈ V . Но множество M замкнуто, следовательно, u ∈ M .
При этом d ≤ ∥u− v ∥ ≤ ∥u− un ∥+ ∥un − v ∥, поэтому в силу (1.4)

d ≤ ∥u− v ∥ ≤ lim
n→+∞

∥u− un ∥+ lim
n→+∞

∥un − v ∥ = lim
n→+∞

∥un − v ∥ = d,

откуда вытекает, что

∥u− v ∥ = d = inf
η∈M

∥η − v∥ ,

а значит, u – решение задачи (1.3).
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Докажем теперь единственность решения задачи (1.3). Предположим,
что u1, u2 ∈M – элементы, такие, что

∥v − u1∥ = ∥v − u2∥ = inf
η∈M

∥v − η∥ = d.

Тогда (un + um)/2 ∈M в силу выпуклости множества M , и поэтому

∥(u1 + u2)/2 − v ∥ ≥ d.

Пользуясь тождеством параллелограмма (1.2), получаем
∥∥∥∥∥ u1 − u2

2

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥ u1 − v − (u2 − v)

2

∥∥∥∥∥∥
2

=
1

2
∥u1 − v∥2+

+
1

2
∥u2 − v∥2 −

∥∥∥∥∥ u1 + u2
2

− v

∥∥∥∥∥
2

≤ d2

2
+
d2

2
− d2 = 0,

и значит, u1 = u2.

Определение 1.14. Элемент u ∈M , являющийся решением зада-
чи (1.3), называется проекцией точки v на множество M .

Отображение PM : V →M 6), сопоставляющее элементу v ∈ V его
проекцию PM v = u на множество M , называется оператором проек-
тирования на M . ♢

Теорема 1.2. Пусть M – выпуклое множество. Тогда для любого
v ∈ V задача (1.3) эквивалентна вариационному неравенству

u ∈M : (u− v, η − u) ≥ 0 ∀ η ∈M, (1.5)

Доказательство. Пусть u ∈ M – решение задачи (1.3). Для произ-
вольных η ∈M , t ∈ (0, 1) в силу выпуклости M имеем, что

w = (1− t)u+ t η = u+ t (η − u) ∈M,

следовательно,

∥u− v∥2 ≤ ∥w − v∥2 = ∥u− v + t (η − u)∥2 =

= ∥u− v∥2 + t2 ∥η − u∥2 + 2 t (u− v, η − u) ∀ η ∈M,

6) Под записью A : X → Y мы понимаем задание отображения (оператора) A, опреде-
ленного на множестве X со значениями в множестве Y .
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Рис. 1.3: Проекция на выпуклое замкнутое множество

откуда вытекает, что

t ∥η − u∥2 + 2 (u− v, η − u) ≥ 0 ∀ η ∈M.

Переходя в этом неравенстве к пределу при t → +0, получаем, что u –
решение задачи (1.5).

Пусть теперь u – решение задачи (1.5). Тогда

0 ≤ (u− v, η − u) = (u− v, η − v + v − u) =

= (u− v, η − v)− ∥u− v∥2 ∀ η ∈M,

следовательно,

∥u− v∥2 ≤ (u− v, η − v) ≤ ∥u− v∥ ∥η − v∥ ∀ η ∈M,

откуда вытекает, что u – решение задачи (1.3).
Из неравенства Коши-Буняковского следует, что для любых элементов

| (u, η) | /(∥u∥ ∥η∥) ≤ 1, следовательно, найдется такой угол θ ∈ [0, π], что
cos θ = (u, η)/(∥u∥ ∥η∥).Этот угол называют углом между элементами
u, η (если u и η ортогональны, то угол между ними равен π/2).

Неравенство (1.5), следовательно, означает, что угол между векторами
u − v и η − u должен быть не больше π/2 (т.е. острым) для всех η ∈ M
(см. рис. 1.3).

Из теорем 1.1, 1.2 вытекает следующая теорема об отделимости.
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Теорема 1.3. Пусть M– выпуклое, замкнутое множество, v ̸∈M .
Тогда существуют такие ненулевой элемент y ∈ V и число ε > 0, что

sup
η∈M

(y, η) ≤ (y, v)− ε.

Доказательство. Поскольку M – выпуклое, замкнутое множество,
то существует проекция u ∈ M элемента v на множество M , причем в
силу теоремы 1.2 элемент u является решением вариационного неравен-
ства

(u− v, η − u) ≥ 0 ∀ η ∈M.

Имеем
0 ≤ (u− v, η − u) = − (v − u, η − v + v − u) =

= −∥v − u∥2 − (v − u, η − v) ∀ η ∈M,

откуда, обозначив ε = ∥v − u∥2 = ∥y∥2 > 0, y = v − u (y ̸= 0, поскольку
v ̸∈M , u ∈M), получаем:

(y, η) ≤ (y, v)− ε ∀ η ∈M.

Из этого неравенства и вытекает необходимое утверждение.

2 Проекция на подпространство. Линейные
непрерывные функционалы.

Определение 2.1. Пусть H – гильбертово пространство со ска-
лярным произведением (·, ·)H и нормой ∥ · ∥H . Оператор A : V → H
называется:

– ограниченным, если для любого R > 0 существует CR > 0, такое,
что

∥Au∥H ≤ CR ∀u ∈ BR(0); (2.1)

– линейным, если

A(αu+ β η) = αA(u) + β A(η) ∀u, η ∈ V, ∀α, β ∈ R1;

– непрерывным, если Aun → Au в H при un → u в V . ♢

Для линейного оператора A : V → H ограниченность эквивалентна
существованию такой постоянной c > 0, что

∥Au∥H ≤ c ∥u∥ ∀ u ∈ V. (2.2)
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Действительно, очевидно, что из (2.2) вытекает (2.1). Пусть теперь
выполнено (2.1). Допустим, что (2.2) не имеет места, т.е. существует такой
элемент u∗ ̸= 0, что ∥Au∗ ∥H > c ∥u∗ ∥ для любого c > 0. Выберем в этом
неравенстве c = 4CR/R и положим u = Ru∗/(2 ∥u∗ ∥). Ясно, что с одной
стороны, u ∈ BR(0), а с другой стороны,

∥Au∥H = ∥Au∗ ∥H
Ru∗

2 ∥u∗ ∥
> c ∥u∗ ∥ Ru∗

2 ∥u∗ ∥
= 2CR > CR ,

что противоречит (2.1).
В соответствии с определением 2.1 функционал F : V → R1 будет

непрерывным, если
lim

un → u
F (un) = F (u),

а линейный функционал F : V → R1 – ограниченным, если существует
такая постоянная c > 0, что

|F (η)| ≤ c ∥η∥ ∀ η ∈ V.

Определение 2.2. Множество L ⊂ V называется линейным мно-
гообразием, если оно содержит любые линейные комбинации своих эле-
ментов. Замкнутое линейное многообразие называется подпростран-
ством V . ♢

Непосредственно из определения вытекает, что если L ⊂ V – линейное
многообразие, то оно содержит нулевой элемент.

Теорема 2.1 (об ортогональном разложении). Пусть L – под-
пространство V , v ∈ V . Тогда существуют такие элементы v1 ∈ L,
v2⊥L, что v = v1 + v2 (см. рис. 1.4). Это ортогональное разложение
единственно.

Доказательство. Поскольку L – подпространство V , то оно замкну-
то. Кроме того, множество L, очевидно, выпукло. Поэтому в силу теоре-
мы 1.1 существует единственный элемент v1 ∈ L, являющийся проекцией
v на L. Для v1 по теореме 1.2 выполнено неравенство

(v1 − v, η − v1) ≥ 0 ∀ η ∈ L.

Пусть u – произвольный элемент из L, тогда v1 ± u ∈ L. Полагая в
предыдущем неравенстве η = v1 ± u, v2 = −(v1 − v), получим

∓ (v2, u) ≥ 0 ∀u ∈ L,
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Рис. 1.4: Проекция на подпространство

откуда следует, что
(v2, u) = 0 ∀u ∈ L.

Поскольку v = v1 + v2, то мы получили существование ортогонального
разложения.

Установим его единственность. Пусть v = u1 + u2, где u1 ∈ L, u2⊥L.
Тогда u1 − v1 ∈ L, и, следовательно, (u1 − v1)⊥ (u2 − v2).

Далее, имеем

0 = ∥v − v∥2 = ∥(u1 − v1) + (u2 − v2)∥2 = ∥u1 − v1∥2 + ∥u2 − v2∥2,

и поэтому u1 = v1, u2 = v2.

Лемма 2.1. Пусть L – подпространство V . Тогда оператор PL ли-
неен, и (см. рис. 1.4)

∥PL(u)∥ ≤ ∥u∥ ∀u ∈ V.

Доказательство. В силу теоремы 1.2 элементы u, PL(u) удовлетво-
ряют неравенству

(PL(u)− u, η − PL(u)) ≥ 0 ∀ η ∈ L.

Полагая в этом неравенстве η = 0 ∈ L, получаем:

∥PL(u)∥ ∥u∥ ≥ (PL(u), u) ≥ ∥PL(u)∥2,

откуда и вытекает соотношение ∥PL(u)∥ ≤ ∥u∥.
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Докажем теперь линейность оператора PL. Пусть u1, u2 – произволь-
ные элементы из V , α, β – произвольные числа, PL(u1), PL(u2) – проекции
на L элементов u1, u2 соответственно. В силу теоремы 2.1 существуют
элементы w1⊥L, w2⊥L такие, что

u1 = PL(u1) + w1, u2 = PL(u2) + w2.

Далее,

(αw1 + β w2, η) = α (w1, η) + β (w2, η) = 0 ∀ η ∈ L ,

т.е. αw1 + β w2 = w⊥L; при этом справедливо разложение

αu1 + β u2 = u+ w, u = αPL(u1) + β PL(u2) ∈ L .

С другой стороны, имеет место разложение

αu1 + β u2 = u∗ + w∗, u∗ = PL(αu1 + β u2) ∈ L, w∗⊥L .

В силу единственности такого разложения имеем, что

u∗ = PL(αu1 + β u2) = u = αPL(u1) + β PL(u2),

т.е. PL – линейный оператор.

Лемма 2.2. Скалярное произведение непрерывно по обоим аргумен-
там, т.е. если un → u при n → +∞, ηm → η при m → +∞, то
(un, ηm) → (u, η) при n,m→ +∞.

Доказательство. Поскольку последовательность {un}+∞
n=1 сходится,

то она ограничена 7), т.е. ∥un∥ ≤ c, n = 1, 2, . . . Поэтому

|(un, ηm)− (u, η)| ≤ |(un, ηm)− (un, η)|+ |(un, η)− (u, η)| ≤

≤ ∥un∥ ∥ηm − η∥+ ∥η∥ ∥un − u∥ ≤

≤ c ∥ηm − η∥+ ∥η∥ ∥un − u∥ → 0 при n,m→ +∞.

Лемма 2.3. Линейный функционал F : V → R1 непрерывный в
какой-либо точке u ∈ V , является непрерывным всюду на V .

7) Это следует из того, что если un → u0 при n → +∞, то в силу (1.1) для некоторого
ε > 0 существует номер n0(ε), такой, что ∥un∥ ≤ ∥u0∥+ ε, n ≥ n0(ε).
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Доказательство. Пусть η – произвольная точка V , и ηn → η при
n→ +∞, тогда un = ηn + u− η → u, следовательно,

F (ηn) = F (un − u+ η) = F (un)− F (u) + F (η) → F (η) при n→ +∞ ,

т.е. F является непрерывным в точке η.

Лемма 2.4. Линейный функционал F : V → R1 непрерывен тогда
и только тогда, когда он ограничен.

Доказательство. Непрерывность линейного ограниченного функци-
онала в нуле устанавливается без труда. Тогда из леммы 2.3 следует, что
он непрерывен всюду на V .

Наоборот, пусть F непрерывен, и допустим, что он не ограничен, т.е.

∀ c > 0 ∃ uc ∈ V : |F (uc)| > c ∥uc∥.

Ясно, что uc ̸= 0. Значит, для каждого n = 1, 2, . . . найдется такое un ∈ V ,
что выполнено неравенство |F (un)| > n2 ∥un∥, поэтому

|F (vn)| =
|F (un)|
n ∥un∥

> n, где vn =
un

n ∥un∥
.

Очевидно, что vn → 0 при n → +∞, следовательно, в силу непрерывно-
сти F в нуле, |F (vn)| → 0 при n → +∞, что противоречит последнему
неравенству. Таким образом, F ограничен.

Заметим, что в бесконечномерных пространствах существуют линей-
ные неограниченные, а следовательно, не являющиеся непрерывными,
функционалы (см., например, [3, стр. 61]).

Обозначим множество линейных непрерывных на V функционалов че-
рез V ∗. Под нулевым будем понимать функционал, равный нулю на всех
элементах из V . Определим на V ∗ операции сложения, а также умноже-
ния на число следующим образом:

(F +G)(u) = F (u) +G(u), (αF )(u) = αF (u) ∀u ∈ V, ∀α ∈ R 1.

Нетрудно установить, что множество V ∗ является линейным простран-
ством. Введем на V ∗ норму по формуле

∥F∥V ∗ = sup
η∈V, η ̸=0

|F (η)|
∥η∥

.
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Аксиомы нормы проверяются достаточно просто. Непосредственно из
определения нормы функционала следует, что

|F (η)| ≤ ∥F∥V ∗ ∥η∥ ∀ η ∈ V. (2.3)

Справедлива следующая

Теорема 2.2 (Рисса-Фишера). Для любого линейного непрерыв-
ного функционала F ∈ V ∗ существует единственный элемент w ∈ V

такой, что
F (η) = (w, η) ∀ η ∈ V, (2.4)

а также ∥F∥V ∗ = ∥w∥.
Обратно, каждый элемент w ∈ V определяет линейный непрерыв-

ный функционал Fw ∈ V ∗ такой, что ∥Fw ∥V ∗ = ∥w∥, и

Fw(η) = (w, η) ∀ η ∈ V.

Доказательство. Пусть L – ядро функционала F , т.е.

L = KerF = {η ∈ V : F (η) = 0} 8).

Это множество, в силу того, что F – линейный и непрерывный функци-
онал, является подпространством пространства V .

Если L = V , то F = 0, и можно взять w = 0.
Пусть L ̸= V . Тогда найдется по крайней мере один такой элемент

u0 ∈ V , что F (u0) ̸= 0. Согласно теореме 2.1 существуют такие u1 ∈ L,
u2⊥L, что u0 = u1 + u2. Так как L = KerF , то

F (u0) = F (u1) + F (u2) = F (u2) ̸= 0.

Далее, для произвольного η ∈ V имеем, что

F

η − F (η)

F (u2)
u2

 = F (η)− F (η)

F (u2)
F (u2) = 0,

т.е. элемент η − F (η)

F (u2)
u2 принадлежит L, а значит, он ортогонален u2,

следовательно,

0 =

u2, η − F (η)

F (u2)
u2

 = (u2, η)−
F (η)

F (u2)
(u2, u2) ∀ η ∈ V.

8) От английского слова kernel - ядро.
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Отсюда

F (η) =
(u2, η)

(u2, u2)
F (u2) =

u2 F (u2)

(u2, u2)
, η

 = (w, η) ∀ η ∈ V,

где

w = u2
F (u2)

(u2, u2)
.

Таким образом, элемент w ∈ V удовлетворяет соотношению (2.4).
Докажем, что ∥F∥V ∗ = ∥w∥. Действительно, поскольку

|F (η)| = |(w, η)| ≤ ∥w∥ ∥η∥ ∀ η ∈ V,

то
∥F∥V ∗ = sup

η∈V,η ̸=0

|F (η)|
∥η∥

≤ ∥w∥.

С другой стороны, пользуясь неравенством (2.3), имеем

∥w∥2 = (w,w) = F (w) ≤ ∥F∥V ∗ ∥w∥,

откуда вытекает, что ∥w∥ ≤ ∥F∥V ∗ , а значит, ∥F∥V ∗ = ∥w∥.
Установим, наконец, единственность элемента w. Пусть существует

w1 ∈ V , такой, что
F (η) = (w1, η) ∀ η ∈ V.

Тогда (w − w1, η) = 0 для любого η ∈ V , откуда при η = w − w1 следует,
что w = w1.

Обратное утверждение теоремы очевидно.
Теорема Рисса-Фишера устанавливает взаимно-однозначное соответ-

ствие между V и V ∗, сохраняющее норму и согласованное с операциями
(сложением и умножением на действительное число) в V и V ∗. Поэтому
в дальнейшем мы будем их отождествлять.

Определение 2.3. Оператор, ставящий в соответствие произ-
вольному линейному непрерывному функционалу из V ∗ единственный
элемент из V , называется оператором канонического изоморфизма. ♢

Пример 2.1. Пусть V = R1. Множество линейных непрерывных
функционалов в этом случае – это множество прямых, проходящих
через начало координат. Каждая из таких прямых однозначно опреде-
ляется углом наклона к оси абсцисс, который изменяется на интерва-
ле (−π/2, π/2); прямой, проходящей через начало координат, ставится
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во взаимно-однозначное соответствие число a – тангенс угла накло-
на прямой к оси абсцисс. При этом прямая задается соотношением
F (x) = a x, и ∥F∥V ∗ = |a|.

Пусть A : V → H – линейный непрерывный оператор. Рассмотрим
функционал F : V → R1, определяемый при фиксированном y ∈ H

соотношением
F (η) = (Aη, y)H ∀ η ∈ V.

Функционал F , как нетрудно проверить, является линейным и непрерыв-
ным. По теореме Рисса-Фишера 2.2 существует такой однозначно опре-
деляемый элемент u = u(y) ∈ V , что

F (η) = (Aη, y)H = (u, η) ∀ η ∈ V,

следовательно, определен оператор, ставящий в соответствие произволь-
ному y ∈ H элемент u(y). Очевидно, этот оператор является линейным
и непрерывным.

Определение 2.4. Оператор A∗ : H → V , задаваемый формулой

(A∗y, η) = (Aη, y)H ∀ η ∈ V, ∀ y ∈ H,

называется сопряженным к A оператором.
Если H = V и A = A∗, то оператор A называется самосопряжен-

ным. ♢

Пример 2.2. Пусть V = Rn, H = Rm, A : V → H – матрица
порядка m× n. Тогда для произвольных векторов η ∈ V , y ∈ H имеем

(Aη, y)H =
m∑
i=1

n∑
j=1

a ij η j y i =
m∑
j=1

n∑
i=1

aji η i y j =
n∑

i=1

m∑
j=1

a∗ij y j η i = (A∗y, η),

где a∗i j = a j i, т.е. A∗ = AT – транспонированная к A матрица. Само-
сопряженному оператору (при n = m) соответствует симметричная
матрица ( a∗i j = a j i = a i j).

Теорема 2.3 (Хана-Банаха). Пусть L – подпространство V , F –
линейный непрерывный функционал, определенный на L. Тогда суще-
ствует линейный непрерывный функционал G, определенный на V , яв-
ляющийся расширением F , т.е.

G(η) = F (η) ∀η ∈ L, (2.5)
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и сохраняющий норму:

∥G∥V ∗ = sup
η∈V,η ̸=0

|G(η)|
∥η∥

= sup
η∈L,η ̸=0

|F (η)|
∥η∥

= ∥F∥L∗ .

Доказательство. Пусть η ∈ V – произвольный элемент,PL(η) ∈ L –
проекция η на L (существующая в силу теоремы 1.1). Рассмотрим функ-
ционал G, задаваемый соотношением

G(η) = F (PL(η)) ∀ η ∈ V.

Функционал G, очевидно, линеен, поскольку оператор PL согласно лем-
ме 2.1 является линейным. Кроме того, при доказательстве этой же лем-
мы установлено, что ∥PL(η) ∥ ≤ ∥η∥ для любого η ∈ V , следовательно,

|G(η) | = |F (PL(η)) | ≤ ∥F∥L∗ ∥PL(η) ∥ ≤ ∥F∥L∗ ∥η∥ ∀ η ∈ V, (2.6)

а значит, функционал G непрерывен. Он удовлетворяет (2.5), поскольку
PL(η) = η, если η ∈ L.

Далее, с учетом (2.5) имеем

∥F∥L∗ = sup
η∈L,η ̸=0

|F (η)|
∥η∥

= sup
η∈L,η ̸=0

|G(η)|
∥η∥

≤ sup
η∈V,η ̸=0

|G(η)|
∥η∥

= ∥G∥V ∗,

так как точная верхняя грань по более широкому множеству может быть
только больше.

С другой стороны, в силу (2.6)

∥G∥V ∗ = sup
η∈V, η ̸=0

|G(η)|
∥η∥

≤ ∥F∥L∗,

т.е. ∥F∥L∗ = ∥G∥V ∗.

Следствие 2.1. Для любого ненулевого элемента u0 ∈ V суще-
ствует такой линейный непрерывный функционал F0, что

∥F0∥V ∗ = 1, F0(u0) = ∥u0 ∥.
Доказательство. Пусть L – подпространство, задаваемое формулой

L =
{
η ∈ V : η = t u0, t ∈ R1

}
.

Определим на L функционал F :F (η) = t ∥u0 ∥. Этот функционал линеен,
непрерывен, F (u0) = ∥u0 ∥,

|F (η)| = | t | ∥u0 ∥ = ∥η∥ ∀ η ∈ L,

так что ∥F∥L∗ = 1. Продолжая F на все V с сохранением нормы, получим
требуемый функционал F0.
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epi F

0 

η 

y
y=F(η) 

Рис. 1.5: Надграфик функционала F .

3 Выпуклые функционалы и их свойства.

С каждым функционалом F : V → R1 можно связать два множества

domF = {η ∈ V : F (η) < +∞} 9),

epiF =
{
{η, a} ∈ V ×R1 : F (η) ≤ a

}
10).

Первое из этих множеств называется эффективной областью опреде-
ления функционала F , второе – его надграфиком (см. рис. 1.5).

Определение 3.1. Функционал F : V → R1 называется собствен-
ным, если domF ̸= ∅, и F (η) > −∞ для всех η ∈ V . ♢

Определение 3.2. Функционал F : V → R1 называется выпук-
лым, если его надграфик epiF является выпуклым множеством. ♢

Пусть V , H – гильбертовы пространства со скалярными произведени-
ями (·, ·)V и (·, ·)H соответственно. Введем на множестве V ×H операции
сложения и умножения на число по формулам

{u, y}+ {v, h} = {u+ v, y + h},
9) От английского слова domain - область.

10) От английского слова epigraph - надграфик.
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α {u, y} = {αu, α y} ∀ u, v ∈ V, ∀ y, h ∈ H, ∀α ∈ R1.

При этом нетрудно убедиться в том, что V ×H – линейное пространство.
Более того, легко проверить, что

({u, y}, {v, h})V×H = (u, v)V + (y, h)H ∀u, v ∈ V, ∀ y, h ∈ H

является скалярным произведением в V ×H, а пространство V ×H пол-
но, т.е. является гильбертовым.

В случае, когда H = R1, скалярное произведение в V ×R1 задается
формулой

({u, a}, {v, b})V×R1 = (u, v)V + a b ∀u, v ∈ V, ∀ a, b ∈ R1.

Последняя конструкция будет неоднократно встречаться нам в дальней-
шем.

Лемма 3.1. Функционал F : V → R1 является выпуклым тогда и
только тогда, когда для всех u, η ∈ V и любого числа λ ∈ [0, 1] справед-
ливо неравенство Иенсена

F (λu+ (1− λ) η) ≤ λF (u) + (1− λ)F (η).

Доказательство. Пусть F – выпуклый функционал, т.е. множество
epiF выпукло. Если F (u) = +∞ или F (η) = +∞, то неравенство Иенсе-
на, очевидно, выполнено. Предположим поэтому, что

F (u) ≤ a < +∞, F (η) ≤ b < +∞.

Точки {u, a}, {η, b} принадлежат epiF , следовательно, в силу выпукло-
сти epiF

λ {u, a}+ (1− λ) {η, b} = {λu+ (1− λ) η, λ a+ (1− λ) b} ∈ epiF,

т.е.
F (λu+ (1− λ) η) ≤ λ a+ (1− λ) b.

Если функционал F принимает в точках u и η конечные значения,
то, полагая a = F (u), b = F (η) (очевидно, что {u, F (u)} ∈ epiF ,
{η, F (η)} ∈ epiF ), получим, что неравенство Иенсена выполнено. Если
же F (u) = −∞ или F (η) = −∞, то нужно соответственно устремить a
или b к −∞, и окажется, что и в этом случае неравенство Иенсена также
имеет место.
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Наоборот, пусть для F выполнено неравенство Иенсена. Пусть точки
{u, a}, {η, b} принадлежат epiF , т.е. F (u) ≤ a, F (η) ≤ b. Тогда

F (λu+ (1− λ) η) ≤ λF (u) + (1− λ)F (η) ≤ λ a+ (1− λ) b,

а это означает, что

λ {u, a}+ (1− λ) {η, b} ∈ epiF.

Поэтому epiF – выпуклое множество, т.е. F – выпуклый функционал.

Пример 3.1. Из неравенства Иенсена вытекает, что индикатор-
ная функция выпуклого множества M

IM(η) =

 0, η ∈M,
+∞, η ̸∈M

является выпуклой.

Пример 3.2.Пусть A :V →V– линейный,ограниченный, самосопря-
женный, неотрицательный 11) оператор.Тогда функционал F : V → R1,
F (η) = (Aη, η) является выпуклым.

Действительно, для всех w, z из V имеем

(Aw,w)− (Az, z)− 2 (Az,w − z) = (A(w − z), w − z) ≥ 0,

или,
F (w) ≥ F (z) + 2 (Az,w − z) ∀w, z ∈ V.

Следовательно, для любых z, u, η ∈ V и любого числа λ ∈ [0, 1]

F (u) ≥ F (z) + 2 (Az, u− z) , (3.1)

F (η) ≥ F (z) + 2 (Az, η − z) . (3.2)

Полагая z = λu+(1−λ) η, умножая (3.1) на λ, (3.2) – на 1−λ и складывая
получившиеся неравенства, имеем:

λF (u) + (1− λ)F (η) ≥ F (z) + 2 (Az, λ u+ (1− λ) η − z) =

= F (λu+ (1− λ)η),

т.е. F – выпуклый функционал.
Укажем еще некоторые свойства выпуклых функционалов.

11) Линейный оператор A : V → V называется неотрицательным, если (Aη, η) ≥ 0 для
всех η ∈ V .
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Лемма 3.2. Пусть F1, F2 : V → R1 – выпуклые функционалы, λ1,
λ2 – неотрицательные числа. Тогда функционал λ1 F1 + λ2 F2 также
является выпуклым.

Доказательство. Справедливость данного утверждения непосред-
ственно следует из неравенства Иенсена.

Лемма 3.3. Пусть F : V → R1 – собственный выпуклый функци-
онал. Тогда F является непрерывным в точке u0 ∈ V в том и только
том случае, когда F ограничен сверху в некотором шаре Br(u0).

Доказательство. Если функционал F непрерывен в точке u0 ∈ V ,
то он, очевидно, ограничен сверху на некотором шаре Br(u0).

Пусть, наоборот, F ограничен сверху на шаре Br(u0):

F (u) ≤ c < +∞ ∀u ∈ Br(u0).

Заменяя, если нужно, Br(u0) на Br(u0) − u0 = Br(0)
12) и F (u) на

F (u + u0) − F (u0), можно считать, что u0 = 0, и F (0) = 0. Выберем
0 < ε ≤ c и положим

Uε =
ε

c
Br(0) = { η ∈ V : ∥η∥ ≤ ε

c
r }.

Покажем, что для u ∈ Uε выполняется неравенство |F (u)| ≤ ε, что,
в силу произвольности ε, и означает непрерывность функционала F в
нуле.

Действительно, пусть u ∈ Uε. Тогда
c

ε
u ∈ Br(0), и F

(
c

ε
u

)
≤ c, следо-

вательно, в силу неравенства Иенсена

F (u) = F

(
ε

c

c

ε
u+

(
1− ε

c

)
0

)
≤

≤ ε

c
F

(
c

ε
u

)
+

(
1− ε

c

)
F (0) ≤ ε

c
c = ε.

С другой стороны, − c

ε
u ∈ Br(0), а значит, F

(
− c

ε
u

)
≤ c. Далее,

поскольку

0 =
1

1 + ε/c
u+

ε/c

1 + ε/c

(
− c

ε
u

)

12) Для множеств M,N и числа λ ∈ R1 через M + N , λM и λ + M мы обозначаем
множества всех элементов вида u + η, λu и λ + u соответственно, где u ∈ M , η ∈ N –
произвольные элементы.
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и
1

1 + ε/c
+

ε/c

1 + ε/c
= 1,

то в силу неравенства Иенсена

0 = F (0) ≤ 1

1 + ε/c
F (u) +

ε/c

1 + ε/c
F

(
− c

ε
u

)
.

Тогда

F (u) ≥ −ε/c
1 + ε/c

(1 + ε/c)F

(
− c

ε
u

)
≥ − ε

c
c = −ε.

Таким образом, |F (u)| ≤ ε для всех u, ∥u∥ ≤ εr/c, т.е. функционал F
непрерывен в нуле.

Определение 3.3. Выпуклый функционал F : V → R1 называется
строго выпуклым, если из равенства

F (αu+ (1− α) η) = αF (u) + (1− α)F (η), α ∈ (0, 1), (3.3)

следует что u = η. ♢

Можно дать и другое определение строго выпуклого функционала.

Лемма 3.4. Выпуклый функционал F : V → R1 является строго
выпуклым тогда и только тогда, когда из равенства

F

(
u+ η

2

)
=
F (u) + F (η)

2
(3.4)

следует что u = η.

Доказательство. Очевидно, что для строго выпуклого функционала
из равенства (3.4) следует, что u = η.

Докажем обратное утверждение. Пусть для u, η выполнено равенство
(3.3). Если α ∈ (0, 1/2), т.е. 2α ∈ (0, 1), то

αu+ (1− α) η = 2α
u+ η

2
+ (1− 2α) η,

следовательно, в силу (3.3)

αF (u) + (1− α)F (η) = F (αu+ (1− α) η) ≤

≤ 2αF

(
u+ η

2

)
+ (1− 2α)F (η) ≤
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≤ αF (u) + αF (η) + (1− 2α)F (η) = αF (u) + (1− α)F (η).

Отсюда следует, что

2αF

(
u+ η

2

)
+ (1− 2α)F (η) = αF (u) + αF (η) + (1− 2α)F (η),

т.е. справедливо равенство (3.4), а значит, u = η.
Если же α ∈ ( 1/2, 1 ), то, полагая µ = 1 − α ∈ ( 0, 1/2 ) и применяя

проведенные выше рассуждения для µ, снова получим, что u = η.

Пример 3.3. Функционал F : V → R1, F (u) = ∥u∥2 является
строго выпуклым.

Действительно, как это следует из примера 3.2 с A = E 13), функци-
онал F является выпуклым. Далее, из тождества параллелограмма (1.2)
вытекает, что∥∥∥∥∥ u+ η

2

∥∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥ u− η

2

∥∥∥∥∥
2

=
1

2
∥u∥2 + 1

2
∥η∥2 ∀u, η ∈ V.

Поэтому, если∥∥∥∥∥ u+ η

2

∥∥∥∥∥
2

= F

(
u+ η

2

)
=
F (u) + F (η)

2
=

1

2
∥u∥2 + 1

2
∥η∥2,

то u = η, т.е. F – строго выпуклый функционал.

4 Слабая сходимость.

Определение 4.1. Будем говорить, что последовательность
{un}+∞

n=1 ⊂ V сходится слабо к u ∈ V при n→ +∞, если

lim
n→+∞

(un − u, η) = 0 ∀ η ∈ V.

В дальнейшем слабую сходимость будем обозначать следующим обра-
зом: un ⇀ u при n→ +∞. ♢

Название "слабая сходимость" оправдывается следующим резуль-
татом.

Лемма 4.1. Если un → u при n→ +∞, то un ⇀ u при n→ +∞.
13) Через E : V → V мы обозначаем единичный, или тождественный оператор, т.е. Au ≡ u

для любого u ∈ V .
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Доказательство. Для любого η ∈ V имеем

|(un, η)− (u, η)| ≤ ∥η∥ ∥un − u∥ → 0 при n→ +∞.

Замечание 4.1. Обратное утверждение, вообще говоря, неверно.

Действительно, пусть l2 – множество бесконечномерных векторов

η = ( η1, η2, . . . , ηk, . . .),
+∞∑
k=1

η2k < +∞.

Напомним, что необходимым признаком сходимости ряда является стрем-
ление к нулю его общего члена, следовательно, для η ∈ l2

lim
k→+∞

ηk = 0. (4.1)

Проверим, что l2 – гильбертово пространство со скалярным произве-
дением

(u, η) =
+∞∑
k=1

uk ηk.

Нетрудно убедиться в том, что все аксиомы скалярного произведения
выполнены. Докажем, что пространство l2 полно.

Пусть
{
u(n)

}+∞
n=1

– фундаментальная последовательность, т.е. для лю-

бого, ε > 0 существует такой номер n0(ε), что

+∞∑
k=1

(
u
(n)
k − u

(m)
k

)2
≤ ε ∀m,n ≥ n0(ε). (4.2)

Из (4.2) следует, что для k = 1, 2, . . .

(
u
(n)
k − u

(m)
k

)2
≤ ε ∀m,n ≥ n0(ε),

т.е. последовательности
{
u
(n)
k

}+∞

n=1
фундаментальны для всех k. Положим

uk = lim
k→+∞

u
(n)
k , u = (u1, u2, . . . , uk, . . .).

Покажем, что u ∈ l2, и u(n) → u при n→ +∞. Из (4.2) вытекает, что для
любого фиксированного N

N∑
k=1

(
u
(n)
k − u

(m)
k

)2
≤ ε ∀n,m ≥ n0(ε).
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При m → +∞ (поскольку в этой сумме конечное число слагаемых) по-
лучаем

N∑
k=1

(
u
(n)
k − uk

)2
≤ ε ∀N, ∀n ≥ n0(ε).

При N → +∞ имеем, что

+∞∑
k=1

(
u
(n)
k − uk

)2
≤ ε ∀n ≥ n0(ε). (4.3)

Поэтому
+∞∑
k=1

u2k =
+∞∑
k=1

(
uk − u

(n)
k + u

(n)
k

)2
≤

≤ 2
+∞∑
k=1

(
uk − u

(n)
k

)2
+ 2

+∞∑
k=1

(
u
(n)
k

)2
< +∞,

т.е. u ∈ l2. Из (4.3) вытекает, что u(n) → u при n→ +∞. Итак, l2 – полное
пространство.

Рассмотрим теперь последовательность
{
u(n)

}+∞
n=1

,

u
(n)
k =

 1 k = n,
0 k ̸= n.

Эта последовательность слабо сходится к нулю при n → +∞, так как в
силу (4.1) для любого η ∈ l2 имеем, что (u(n), η) = ηn → 0 при n → +∞.

С другой стороны, легко видеть, что
∥∥∥u(n) − u(m)

∥∥∥ =
√
2 для всех

n ̸= m, т.е. последовательность
{
u(n)

}+∞
n=1

не является фундаментальной,
а тем более, сильно сходящейся.

Тем не менее, в конечномерном гильбертовом пространстве слабая схо-
димость совпадает с сильной, о чем свидетельствует

Лемма 4.2. Пусть Vn – конечномерное гильбертово пространст-
во, um ⇀ u при m→ +∞. Тогда um → u при m→ +∞.

Доказательство. Пусть Vn – конечномерное евклидово пространство
размерности n, um ⇀ u при m→ +∞. В силу леммы 1.2 в V существует
ортонормированный базис {ek }nk=1. Тогда

um =
n∑

j=1

c
(m)
j ej, m = 1, 2, . . . , u =

n∑
j=1

c
(0)
j ej.
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Имеем, что

(um, η) =

 n∑
j=1

c
(m)
j ej , η

 → (u, η) =

 n∑
j=1

c
(0)
j ej , η

 ∀ η ∈ V.

Отсюда, полагая η = ek, k = 1, 2, . . . , n, получим для k = 1, 2, . . . , n, что
c
(m)
k → c

(0)
k при m → +∞, а это означает, что um → u при m → +∞,

поскольку

∥um − u∥2 =
∥∥∥∥∥∥

n∑
j=1

(
c
(m)
j − c

(0)
j

)
ej

∥∥∥∥∥∥
2

=
n∑

j=1

(
c
(m)
j − c

(0)
j

) 2
→ 0

при m→ +∞.

Лемма 4.3. Пусть un ⇀ u, ∥un∥ → ∥u∥ при n → +∞. Тогда
un → u при n→ +∞.

Доказательство. Имеем

∥u− un∥2 = ∥u∥2 − 2(u, un) + ∥un∥2 → 0 при n→ +∞.

Лемма 4.4. Предел слабо сходящейся последовательности опреде-
ляется единственным образом.

Доказательство. Пусть un ⇀ u, un ⇀ w при n→ +∞, тогда

lim
n→+∞

(un, η) = (u, η) = (w, η) ∀ η ∈ V.

Полагая здесь η = u− w, получим, что ∥u− w∥2 = 0, т.е. u = w.

Лемма 4.5. Пусть A : V → V – линейный непрерывный оператор,
un ⇀ u при n→ +∞. Тогда Aun ⇀ Au при n→ +∞.

Доказательство. Для любого η ∈ V имеем

lim
n→+∞

(Aun, η) = lim
n→+∞

(un, A
∗η) = (u,A∗η) = (Au, η).

Лемма 4.6. Пусть Ln ⊆ V – конечномерное подпространство раз-
мерности n, um ⇀ u в V при m → +∞. Тогда PLn

(um) → PLn
(u) при

m→ +∞.

Доказательство. Из леммы 2.1 вытекает, что оператор проектиро-
вания PL является линейным и непрерывным. Поэтому в силу леммы 4.5
vm = PLn

(um) ⇀ PLn
(u) = v при m → +∞. Но

{
vm

}+∞
m=1

⊂ Ln, v ∈ Ln, а
значит, согласно лемме 4.2 vm → v при m→ +∞.

В дальнейшем нам потребуется
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Теорема 4.1 (о вложенных шарах). В гильбертовом простран-
стве любая последовательность вложенных друг в друга замкнутых
шаров, радиусы которых стремятся к нулю, имеет единственную об-
щую точку.

Доказательство. Пусть B rn(un), n = 1, 2, . . ., – последовательность
вложенных друг в друга замкнутых шаров, rn → 0 при n→ +∞. После-
довательность центров этих шаров фундаментальна, так как при m > n
имеем, что um ∈ Brm(um) ⊂ Brn(un), следовательно, ∥un − um∥ ≤ rn.
Поэтому последовательность их центров имеет предел u. Тогда u – об-
щая точка для всех шаров. Действительно, шар Brn(un) содержит все
точки последовательности {un}+∞

n=1, за исключением, быть может, точек
u1, u2, . . . , un−1. Но так как шар Brn(un) замкнут, то u ∈ Brn(un) для
каждого n.

Если бы существовала другая точка w, общая для всех шаров, то мы
имели бы, что ∥u−w∥ ≤ ∥u−un∥+∥w−un∥ ≤ 2 rn, откуда при n→ +∞
(т.е. при rn → 0) следует, что u = w.

Лемма 4.7. Пусть {Fn }+∞
n=1 – последовательность непрерывных

линейных на V функционалов, и существуют постоянная c > 0 и
замкнутый шар B r (u0) такие, что |Fn(u) | ≤ c для всех u ∈ B r (u0),
n = 1, 2, . . . (т.е. последовательность {Fn }+∞

n=1 равномерно ограничена
на B r(u0) ). Тогда последовательность {∥Fn ∥V ∗}+∞

n=1 ограничена.

Доказательство. Возьмем любое u ∈ V , u ̸= 0, тогда получаем, что
элемент u0 + r u/∥u∥ принадлежит шару Br(u0). Следовательно,

c ≥
∣∣∣∣∣∣Fn

 ru

∥u∥
+ u0

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ r∥u∥Fn(u) + Fn(u0)

∣∣∣∣∣∣ ≥ r

∥u∥
|Fn(u)| − c.

Отсюда вытекает, что |Fn(u) | ≤ 2 c ∥u∥/r, поэтому ∥Fn∥V ∗ ≤ 2 c/r.

Теорема 4.2. 14) Пусть последовательность
{
|Fn(u)|

}+∞
n=1

ограни-
чена при каждом фиксированном u ∈ V . Тогда ограничена и последова-
тельность

{
∥Fn∥V ∗

}+∞
n=1

.

Доказательство. Пусть утверждение теоремы неверно. Тогда по лем-
ме 4.7 последовательность

{
|Fn(u)|

}+∞
n=1

не ограничена ни на каком за-
14) Данное утверждение представляет из себя принцип равномерной ограниченности Ба-

наха - Штейнгауза для линейных непрерывных функционалов в гильбертовом пространстве.
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мкнутом шаре. Рассмотрим шар Br0(u0). На нем
{
|Fn(u)|

}+∞
n=1

не ограни-

чена. Поэтому найдутся точка u1 и номер n1 такие, что ∥u0−u1 ∥ ≤ r0 и
|Fn1

(u1)| > 1. Ввиду непрерывности Fn1
найдется шар Br1(u1) ⊆ Br0(u0),

r1 <
r0
2

, такой, что |Fn1
(u)| > 1 для всех u ∈ Br1(u1). На Br1(u1) после-

довательность
{
|Fn(u)|

}+∞
n=1

также не ограничена, следовательно, можно

найти u2 ∈ Br1(u1) и n2 > n1 такие, что ∥u1 − u2 ∥ ≤ r1 и |Fn2
(u2)| > 2.

Продолжая эти рассуждения, получаем последовательность вложенных
шаров

Br0(u0) ⊃ Br1(u1) ⊃ . . . ⊃ Brk(uk) ⊃ . . . ,

радиусы которых стремятся к нулю, и для каждого Brk(uk) выполнено
неравенство |Fnk

(u)| > k. По теореме о вложенных шарах 4.1 найдет-
ся их общая точка u∗ ∈ Brk(uk), k = 1, 2, . . . Тогда |Fnk

(u∗)| > k для
k = 1, 2, . . ., и последовательность { |Fn(u

∗)| }+∞
n=1 не ограничена, а это

противоречит условию теоремы.

Теорема 4.3. В гильбертовом пространстве любая слабо сходяща-
яся последовательность ограничена.

Доказательство. Пусть последовательность {un }+∞
n=1 слабо сходит-

ся. Определим последовательность линейных непрерывных функциона-
лов {Fn}+∞

n=1 по правилу Fn(u) = (un, u), u ∈ V . Тогда числовая после-

довательность
{
|Fn(u)|

}+∞
n=1

сходится и, следовательно, ограничена при
каждом фиксированном u ∈ V . В силу теоремы 4.2 последовательность{
∥Fn∥V ∗

}+∞
n=1

ограничена и, поскольку ∥Fn ∥V ∗ = ∥un ∥ согласно теореме
Рисса-Фишера 2.2, то получаем утверждение настоящей леммы.

Следствие 4.1. Пусть un → u, ηm ⇀ η при n,m → +∞. Тогда
(un, ηm) → (u, η) при n,m→ +∞.

Доказательство. Поскольку последовательность {ηm}+∞
m=1 сходится

слабо, то она ограничена, т.е. ∥ηm∥ ≤ c, m = 1, 2, . . .. Поэтому

|(un, ηm)− (u, η)| ≤ |(un, ηm)− (u, ηm)|+ |(u, ηm)− (u, η)| ≤

≤ ∥un − u∥ ∥ηn∥+ |(u, ηm)− (u, η)| ≤
≤ c ∥un − u∥+ |(u, ηm)− (u, η)| → 0 при n,m→ +∞.

Имеет место в некотором смысле "обратный" к теореме 4.3 результат.
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Теорема 4.4. Пусть последовательность
{
un
}+∞
n=1

ограничена:

∥un∥ ≤ c, ∀n = 1, 2, . . .

Тогда она обладает слабо сходящейся подпоследовательностью.

Доказательство. Числовая последовательность { (u1, un) }+∞
n=1 ог-

раничена, поскольку

| (u1, un) | ≤ ∥u1∥ ∥un∥ ≤ c ∥u1∥.

Поэтому из {un}+∞
n=1 можно так выбрать подпоследовательность

u
(1)
1 , u

(1)
2 , . . . , u(1)n , . . . ,

чтобы числовая последовательность(
u1, u

(1)
1

)
,
(
u1, u

(1)
2

)
, . . . ,

(
u1, u

(1)
n

)
, . . .

сходилась.
Аналогично, из

{
u(1)n

}+∞
n=1

можно так выбрать подпоследовательность

u
(2)
1 , u

(2)
2 , . . . , u(2)n , . . . ,

чтобы сходилась числовая последовательность(
u2, u

(2)
1

)
,
(
u2, u

(2)
2

)
, . . . ,

(
u2, u

(2)
n

)
, . . .

При этом последовательность(
u1, u

(2)
1

)
,
(
u1, u

(2)
2

)
, . . . ,

(
u1, u

(2)
n

)
, . . .

также сходится.
Продолжая указанный процесс, получим такую систему последова-

тельностей:
u
(1)
1 , u

(1)
2 , . . . , u(1)n , . . . ,

u
(2)
1 , u

(2)
2 , . . . , u(2)n , . . . ,

. . . . . . . . .

(каждая из которых содержится в предыдущей), что последовательность{ (
um, u

(k)
n

)}+∞
n=1

сходится для m = 1, 2, . . . , k. Тогда, взяв "диагональ"

u
(1)
1 , u

(2)
2 , . . . , u

(k)
k , . . . ,
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мы получим такую последовательность элементов из V , что(
un, u

(1)
1

)
,
(
un, u

(2)
2

)
, . . .

сходится для всех n, ибо
{
u
(k)
k

}+∞

k=n+1
– подпоследовательность последова-

тельности
{
u
(n+1)
j

}+∞

j=1
.

Обозначим vk = u
(k)
k . Рассмотрим линейное многообразие M , порож-

денное элементами {un}+∞
n=1 (т.е. M – это множество всевозможных ли-

нейных комбинаций указанных элементов). Поскольку числовая последо-
вательность

{
(un, vk)

}+∞
k=1

сходится при любом n, то последовательность{
(w, vk )

}+∞
k=1

сходится для любого w ∈M . Обозначим

F (w) = lim
k→+∞

(w, vk) ∀w ∈M.

При этом, если
w =

m∑
j=1

α j u j,

то
F (w) = lim

k→+∞

 m∑
j=1

α j u j, vk

 =

=
m∑
j=1

[
α j lim

k→+∞
(u j, vk )

]
=

m∑
j=1

[α j F (u j) ] . (4.4)

Проверим, что F – линейный непрерывный на M функционал. Дей-
ствительно, пусть w1, w2 – произвольные элементы из M , т.е.

w1 =
m∑
j=1

α j u j, w2 =
l∑

i=1

β i u i.

Тогда для любых γ1, γ2 ∈ R1 имеем:

γ1w1 + γ2w2 =
m∑
j=1

γ1 α j u j +
l∑

i=1

γ2 β i u i

и с учетом (4.4) получаем

F (γ1w1 + γ2w2) =
m∑
j=1

[γ1 α j F (u j) ] +
l∑

i=1

[γ2 β i F (u i) ] =

= γ1 F (w1) + γ2 F (w2),
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т.е. F – линейный на M функционал.
Далее, по условию настоящей теоремы ∥un∥ ≤ c, n = 1, 2, . . ., следова-

тельно (с учетом того, что {vk}+∞
k=1 – это подпоследовательность последо-

вательности {un}+∞
n=1 ),

| (w, vk) | ≤ ∥w∥ ∥vk ∥ ≤ c ∥w∥, k = 1, 2, . . . ∀w ∈M.

Поэтому
|F (w) | = lim

k→+∞
| (w, vk) | ≤ c ∥w∥ ∀w ∈M, (4.5)

т.е. F – непрерывный на M функционал.
Замыкая множество M (т.е. присоединяя к нему пределы всех сходя-

щихся последовательностей из M), получим подпространство L. Пусть
w – предел некоторой последовательности {wm}+∞

m=1 элементов из M .

Докажем, что числовая последовательность
{
F (wm)

}+∞
m=1

является
фундаментальной. Действительно, учитывая ограниченность последова-
тельности

{
vk
}+∞
k=1

, имеем
∣∣∣∣F (wm)− F (wn)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ lim
k→+∞

(wm, vk)− lim
k→+∞

(wn, vk)

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣ lim
k→+∞

(wm − wn, vk)

∣∣∣∣∣ ≤ c ∥wm − wn∥.

Из полученного неравенства и следует фундаментальность числовой
последовательности

{
F (wm)

}+∞
m=1

, ибо фундаментальной в силу своей

сходимости является последовательность {wm}+∞
m=1.

Итак, последовательность
{
F (wm)

}+∞
m=1

имеет предел. Обозначим его
снова через F (w). Проверим, что распространеный на L указанным вы-
ше способом функционал F по-прежнему является линейным и непре-
рывным. Достаточно проверить это для множества пределов всех сходя-
щихся последовательностей из M . Пусть wn → w, ηn → η при n → +∞.
Поскольку при этом для любых чисел α, β

lim
n→+∞

[αwn + β ηn] = αw + β η,

то
F (αw + β η) = lim

n→+∞
F (αwn + β ηn) =

= α lim
n→+∞

F (wn) + lim
n→+∞

β F (ηn) = αF (w) + β F (η).
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Далее, в силу (4.5)

|F (w) | = lim
n→+∞

|F (wn) | ≤ lim
n→+∞

c ∥wn∥ = c ∥w∥,

что и требовалось доказать.
Пусть G – линейный непрерывный функционал, построенный согласно

теореме Хана-Банаха 2.3, т.е. G(η) = F (PL(η)), η ∈ V . В соответствии с
теоремой Рисса-Фишера 2.2 существует такой элемент v ∈ V , что

G(η) = (v, η) ∀ η ∈ V.

Тогда с учетом того, что последовательность
{
vk
}+∞
k=1

принадлежит L, и,
следовательно,

(η, vk) = (PL(η), vk) + (η⊥ , vk) = (PL(η), vk) ∀ η ∈ V,

имеем, что

lim
k→+∞

(η, vk) = lim
k→+∞

(PL(η), vk) = F (PL(η)) = G(η) = (η, v) v ∈ V,

что и означает слабую сходимость последовательности
{
vk
}+∞
k=1

к v при
k → +∞.

Следствие 4.2. Если все слабо сходящиеся подпоследовательности
ограниченной последовательности {un}+∞

n=1 имеют один и тот же пре-
дел u∗, то и вся последовательность слабо сходится к u∗.

Доказательство. Предположим противное, т.е. пусть существуют
w ∈ V , ε > 0 и подпоследовательность {unk

}+∞
k=1, такие, что

| (w, unk
)− (w, u∗) | > ε, k = 1, 2, . . . (4.6)

В силу теоремы 4.4 последовательность {unk
}+∞
k=1 обладает слабо сходя-

щейся подпоследовательностью, пределом которой по предположению яв-
ляется элемент u∗, что противоречит неравенству (4.6).

Определение 4.2. Множество M называется слабо замкнутым,
если предел любой слабо сходящейся последовательности элементов из
M принадлежит этому множеству. ♢

Теорема 4.5. Пусть M – выпуклое множество. Тогда необходи-
мым и достаточным условием сильной замкнутости множества M

является его слабая замкнутость.
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Доказательство. Предположим сначала, что множество M является
слабо замкнутым, и пусть

{
un
}+∞
n=1

⊂ M , un → u0 при n → +∞. Тогда
un ⇀ u0 при n→ +∞, следовательно, u0 ∈M .

Наоборот, пусть M сильно замкнуто,
{
un
}+∞
n=1

⊂ M , un ⇀ u0 при
n→ +∞. Поскольку M – выпуклое замкнутое множество, то определена
проекция u ∈M элемента u0 на множествоM , причем в силу теоремы 1.2
проекция u является решением вариационного неравенства

(u− u0, η − u) ≥ 0 ∀ η ∈M,

откуда при η = un, имеем, что (u− u0, un − u) ≥ 0. Переходя в этом
неравенстве к пределу при n→ +∞, получим, что

0 ≥ (u0 − u, u0 − u) = ∥u0 − u∥2 ,

т.е. u0 = u ∈M .

5 Различные виды непрерывности
и монотонности.

В данном разделе содержатся некоторые определения, часто исполь-
зуемые в дальнейшем.

Определение 5.1. Оператор A : V → V называется:
– радиально непрерывным в точке u, если для любого η ∈ V

lim
t→0

(A(u+ t η), η) = (Au, η) ;

– хеминепрерывным в точке u, если для любых η, v ∈ V

lim
t→0

(A(u+ t η), v) = (Au, v) ;

– деминепрерывным в точке u, если для любой последовательности
{un}+∞

n=1, сходящейся сильно к u ∈ V при n→ +∞, последовательность

{Aun}+∞
n=1 сходится слабо к Au при n→ +∞;

– непрерывным в точке u, если для любой последовательности
{un}+∞

n=1, сходящейся сильно к u ∈ V при n→ +∞, последовательность

{Aun}+∞
n=1 сходится сильно к Au при n→ +∞ 15);

15) Определение непрерывного оператора дано было нами ранее, в п. 2. Здесь мы напоминаем
его с целью сравнения с другими видами непрерывности.
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– липшиц - непрерывным (непрерывным по Липшицу) с константой
L > 0, если для любых u, η ∈ V

∥Au− Aη∥ ≤ L ∥u− η∥.♢

Нетрудно проверить, что имеют место следующие импликации:
A – липшиц - непрерывный оператор ⇒ A – непрерывный оператор ⇒
A – деминепрерывный оператор ⇒ A – хеминепрерывный оператор ⇒
A – радиально непрерывный оператор. Обратные импликации, вообще
говоря, не имеют места.

Определение 5.2. Оператор A : V → V называется:
– монотонным, если

(Au− Aη, u− η) ≥ 0 ∀u, η ∈ V ;

– строго монотонным, если A – монотонный оператор, и из равен-
ства

(Au− Aη, u− η) = 0

следует, что u = η;
– сильно монотонным с константой µ > 0, если

(Au− Aη, u− η) ≥ µ ∥u− η∥2 ∀u, η ∈ V ;

– обратно сильно монотонным 16) с константой σ > 0, если

σ ∥Au− Aη∥2 ≤ (Au− Aη, u− η) ∀u, η ∈ V ;

– псевдомонотонным, если A – ограниченный оператор, и для любой
последовательности

{
un

}+∞
n=1

, слабо сходящейся к u в V при n→ +∞,

из неравенства 17)
lim sup
n→+∞

(Aun, un − u) ≤ 0

следует, что

lim inf
n→+∞

(Aun, un − η) ≥ (Au, u− η) ∀ η ∈ V.♢

16) Такое название связано с тем, что если оператор A имеет обратный, то A−1 – сильно моно-
тонный оператор.

17) Напомним, что верхним (нижним) пределом последовательности называется наибольший
(наименьший) из частичных ее пределов.
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Очевидно, что обратно сильно монотонный оператор с константой σ
является монотонным и непрерывным по Липшицу с константой L = 1/σ.
Имеют также место следующие импликации: A – сильно монотонный опе-
ратор ⇒ A – строго монотонный оператор ⇒ A – монотонный оператор.
Обратные импликации, вообще говоря, не имеют места.

В дальнейшем неоднократно будет использоваться

Лемма 5.1. Для произвольных числовых последовательностей
{ak}+∞

k=1 и {bk}+∞
k=1 выполнены неравенства

lim sup
k→+∞

(ak + bk) ≤ lim sup
k→+∞

ak + lim sup
k→+∞

bk ,

lim inf
k→+∞

(ak + bk) ≥ lim inf
k→+∞

ak + lim inf
k→+∞

bk ,

lim sup
k→+∞

(−ak) = − lim inf
k→+∞

ak .

Справедливость этой леммы следует непосредственно из определения
верхних и нижних пределов.

Лемма 5.2. Псевдомонотонный оператор A : V → V является
деминепрерывным.

Доказательство. Пусть последовательность {un }+∞
n=1 сходится силь-

но к u в V при n → +∞, тогда, поскольку A – ограниченный оператор,
последовательность {Aun}+∞

n=1ограничена в V , и в силу теоремы 4.4 у нее
существует по крайней мере одна слабо сходящаяся подпоследователь-
ность. Пусть {Aunk

}+∞
k=1 – произвольная слабо сходящаяся подпоследова-

тельность: Aunk
⇀ χ в V при k → +∞. Тогда (принимая во внимание

ограниченность Aunk
и сильную сходимость unk

к u) получаем, что

lim sup
k→+∞

(Aunk
, unk

− u) = 0,

следовательно, в силу следствия 4.1 и псевдомонотонности оператора A,
имеем, что

lim inf
k→+∞

(Aunk
, unk

− η) = (χ, u− η) ≥ (Au, u− η) ∀ η ∈ V.

Полагая в последнем неравенстве η = u ± w, где w – произвольный
элемент из V , получим, что

(χ− Au,w) = 0 ∀w ∈ V,
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т.е. χ = Au. Поскольку подпоследовательность {Aunk
}+∞
k=1 была произ-

вольной, то в силу следствия 4.2 вся последовательность {Aun}+∞
n=1 слабо

сходится к Au.

Лемма 5.3. Ограниченный, монотонный, радиально непрерыв-
ный оператор A : V → V является псевдомонотонным.

Доказательство. Пусть un ⇀ u в V при n→ +∞, и

lim sup
n→+∞

(Aun, un − u) ≤ 0.

Из монотонности A вытекает, что (Aun, un − u) ≥ (Au, un − u) для лю-
бого n, следовательно,

lim inf
n→+∞

(Aun, un − u) ≥ lim inf
n→+∞

(Au, un − u) = lim
n→+∞

(Au, un − u) = 0,

и, таким образом,
lim

n→+∞
(Aun, un − u) = 0. (5.1)

Пусть w = (1−λ)u+λ v = u+λ (v−u), где v – произвольный элемент
из V , λ ∈ ( 0, 1 ). В силу монотонности A

0 ≤ (Aun − Aw, un − w) = (Aun − Aw, un − u− λ (v − u)).

Поэтому

λ (Aun, u− v) ≥ − (Aun, un − u) + (Aw, un − u)− λ (Aw, v − u),

откуда благодаря (5.1)

λ lim inf
n→+∞

(Aun, u− v) ≥ −λ (Aw, v − u).

Разделим обе части этого неравенства на λ > 0, тогда с учетом (5.1)
получим

lim inf
n→+∞

(Aun, un − v) = lim inf
n→+∞

[(Aun, un − u) + (Aun, u− v)] ≥

≥ lim inf
n→+∞

(Aun, un − u) + lim inf
n→+∞

(Aun, u− v) = lim inf
n→+∞

(Aun, u− v) ≥

≥ (A(u+ λ (v − u)), u− v) ∀ v ∈ V, ∀λ ∈ ( 0, 1 ).

Устремляя в этом неравенстве λ к нулю, учитывая радиальную непре-
рывность A, получим, что

lim inf
n→+∞

(Aun, un − v) ≥ (Au, u− v) ∀ v ∈ V,

т.е. A – псевдомонотонный оператор.
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Определение 5.3. Оператор A : V → V называется:
– сжимающим c коэффициентом сжатия L, если он липшиц-непре-

рывен с постоянной L < 1;
– нерастягивающим, если он липшиц-непрерывен с постоянной L=1;
– жестко нерастягивающим 18), если

∥Au− Aη∥2 ≤ (Au− Aη, u− η) ∀u, η ∈ V.♢

Жестко нерастягивающий оператор является обратно сильно моно-
тонным с постоянной σ = 1, а потому – нерастягивающим.

Определение 5.4. Пусть M – некоторое подмножество V . Опе-
ратор A называется коэрцитивным на M , если существует такой эле-
мент η0 ∈M , что

(Aη, η − η0) ≥ ρ(∥η∥) ∥η∥ ∀ η ∈M, lim
ξ→+∞

ρ(ξ) = +∞.♢

Определение 5.5. Пусть M – некоторое подмножество V . Опе-
ратор A называется асимптотически регулярным на M , если для лю-
бого u из M последовательность

{
An+1u− Anu

}+∞
n=1

сходится к нулю
при n→ +∞. 19) ♢

Приведем теперь примеры возникающих на практике операторов и
функционалов, удовлетворяющих некоторым из приведенных выше опре-
делений.

Пусть V = Rn со скалярным произведением (u, v) =
n∑

i=1

uivi. Для

α > 0, β ≥ 0 определим функцию g : [0,+∞) → R1 по формуле

g(ξ) =


0, 0 ≤ ξ ≤ β,

α (ξ − β), ξ ≥ β.

(5.2)

Определим оператор A : V → V следующим образом:

Au =


g(∥u∥)u/∥u∥ , ∥u∥ ≠ 0,

0 , ∥u∥ = 0,
(5.3)

18) В англоязычной литературе firmly nonexpansive (см., например, [40]).
19) Через A2u мы обозначаем A(Au), и по индукции определяется An.
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Лемма 5.4. Оператор A, определенный с помощью (5.3), удовле-
творяет условию

∥Au− Av∥2 ≤ α (Au− Av, u− v) ∀u, v ∈ V ; (5.4)

т.е. A – обратно сильно монотонный с константой 1/α > 0.

Доказательство. Поскольку неравенство (5.4) симметрично относи-
тельно u и v, то достаточно рассмотреть 3 случая:

1. ∥u∥ ≤ β, ∥v∥ ≤ β;

2. ∥u∥ > β ≥ ∥v∥ ;

3. ∥u∥ > β, ∥v∥ > β.
В первом случае Au = Av = 0, следовательно, неравенство (5.4), оче-

видно, выполнено.
Во втором случае имеем, что Av = 0, поэтому

α (Au− Av, u− v)− ∥Au− Av∥2 = α (Au, u− v)− ∥Au∥2 =

= α

g(∥u∥)
∥u∥

, u− v

− g 2 (∥u∥) = α g(∥u∥)
∥u∥ − (u, v)

∥u∥

−
−g 2 (∥u∥) ≥ α 2 ( ∥u∥ − β) ( ∥u∥ − ∥v∥ )− α 2 ( ∥u∥ − β)2 ≥

≥ α 2 ( ∥u∥ − β)2 − α 2 ( ∥u∥ − β)2 = 0.

Наконец, в третьем случае

α (Au− Av, u− v)− ∥Au− Av∥2 = α

g(∥u∥)
∥u∥

u− g(∥v∥)
∥v∥

v, u− v

−

−
g(∥u∥)

∥u∥
u− g(∥v∥)

∥v∥
v,
g(∥u∥)
∥u∥

u− g(∥v∥)
∥v∥

v

 =

= α
[
g(∥u∥) ∥u∥+ g(∥v∥) ∥v∥

]
− α

[
g(∥u∥) ∥v∥+ g(∥v∥) ∥v∥

] (u, v)

∥u∥ ∥v∥
−

−g 2 (∥u∥)− g 2 (∥v∥) + 2 g(∥u∥) g(∥v∥) (u, v)

∥u∥ ∥u∥
=

= α 2 ( ∥u∥ − β) ∥u∥+ α 2 ( ∥v∥ − β) ∥v∥ − α 2 ( ∥u∥ − β)2 − α 2 ( ∥v∥ − β)2+

+α2
[
2(∥u∥ − β)(∥v∥ − β)− (∥u∥ − β)∥v∥ − (∥v∥ − β)∥u∥

] (u, v)

∥u∥∥v∥
=
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= α 2 (∥u∥ − β)(∥u∥ − ∥u∥+ β) + α 2 (∥v∥ − β)(∥v∥ − ∥v∥+ β)+

+α2
[
(∥u∥ −β)(∥v∥ −β − ∥v∥) + (∥v∥ −β)(∥u∥ −β− ∥u∥)

] (u, v)

∥u∥∥v∥
=

= α 2β (∥u∥+ ∥v∥ − 2 β)− α 2β (∥u∥+ ∥v∥ − 2 β)
(u, v)

∥u∥∥v∥
≥

≥ α 2β ( ∥u∥+ ∥v∥ − 2 β )

 1− | (u, v) |
∥u∥ ∥v∥

 ≥ 0.

Лемма 5.5. Пусть M – непустое подмножество V , тогда опера-
тор A коэрцитивен на M .

Доказательство. Пусть u0 – произвольный элемент из M ; тогда

(Au, u− u0) ≥ (Au, u)− ∥Au∥∥u0∥ = g(∥u∥)∥u∥ − g(∥u∥)∥u0∥ =

=

g(∥u∥)− g(∥u∥)∥u0∥
∥u∥

 ∥u∥ ≥ α (∥u∥ − β − ∥u0∥) ∥u∥ = ρ(∥u∥)∥u∥.

Здесь ρ(t) = α (t− β − ∥u0∥), и, очевидно, lim
t→+∞

ρ(t) = +∞.

Рассмотрим теперь пример обратно сильно монотонного оператора в
бесконечномерном пространстве, возникающего, например, в задачах тео-
рии фильтрации, теории мягких оболочек и т.д.

Пусть Ω – ограниченная область в Rm, m ≥ 1 с липшиц-непрерывной

границей Γ, V =
◦
W

(1)
2 (Ω) – пространство Соболева 20) со скалярным

произведением и соответствующей ему нормой:

(u, v)V =
∫
Ω

(∇u,∇v) dx, ∥u∥V =

 ∫
Ω

|∇u|2 dx

1/2

u, v ∈ V, (5.5)

где (·, ·) и | · | – соответственно скалярное произведение и норма в про-
странстве Rm.

Определим форму a : V × V → R1 следующим образом:

a(u, η) =
∫
Ω

(A(∇u),∇η) dx u, η ∈ V, (5.6)

где A – оператор, определенный в (5.3).
20) Определение и основные свойства пространств Соболева можно найти, например, в

[28], [32].
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Из неравенства |A(∇u)| ≤ α |∇u| получаем

|a(u, η)| ≤
 ∫
Ω

|A(∇u)|2 dx

1/2  ∫

Ω

|∇η|2 dx

1/2

≤

≤ α ∥u∥V ∥η∥V < +∞. (5.7)

Зафиксируем u ∈ V и рассмотрим функционал Fu : V → R1,
Fu(η) = a(u, η). Из определения (5.6) следует линейность, а из неравен-
ства (5.7) – ограниченность этого функционала. В силу леммы 2.4 имеем
Fu ∈ V ∗. Далее, по теореме Рисса-Фишера 2.2 найдется единственный
элемент u∗ ∈ V , такой, что

(u∗, η)V = Fu(η) ∀ η ∈ V. (5.8)

Таким образом, каждому u ∈ V поставлен в соответствие элемент
u∗ ∈ V ; определим оператор T : V → V , Tu = u∗. Из предыдущего
равенства (5.8) получаем:

(Tu, η)V = a(u, η) ∀ η ∈ V. (5.9)

Лемма 5.6. Оператор T , определенный в (5.9), удовлетворяет ус-
ловию

∥Tu− Tv∥2V ≤ α (Tu− Tv, u− v)V ∀u, v ∈ V, (5.10)

т.е. T – обратно сильно монотонный оператор с константой 1/α > 0.

Доказательство. Из определения оператора T и неравенства (5.4)
получаем

α (Tu− Tv, u− v)V =
∫
Ω

α (A(∇u)− A(∇v),∇u−∇v) dx ≥

≥
∫
Ω

|A(∇u)− A(∇v)|2 dx. ∀u, v ∈ V ; (5.11)

Далее, пользуясь (5.9), имеем

| (Tu− Tv, η)V | =

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

(A(∇u)− A(∇v),∇η) dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
 ∫
Ω

|A(∇u)− A(∇v)|2 dx

1/2  ∫

Ω

|∇η|2 dx

1/2

∀ η ∈ V.
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Выберем в предыдущем неравенстве η = Tu− Tv, тогда получим

∥Tu− Tv∥2V ≤
 ∫
Ω

|A(∇u)− A(∇v)|2 dx

1/2

∥Tu− Tv∥V .

Таким образом,

∥Tu− Tv∥2V ≤
∫
Ω

|A(∇u)− A(∇v)|2 dx,

и, пользуясь неравенством (5.11), получаем (5.10).

Определение 5.6. Функционал F : V → R1 называется липшиц-
непрерывным (непрерывным по Липшицу) с константой L > 0, если

|F (u)− F (η)| ≤ L ∥u− η∥ ∀u, η ∈ V.♢

Определение 5.7. Функционал F : V → R1 называется коэрци-
тивным , если

lim
∥η∥ → +∞

F (η) = +∞. ♢ (5.12)

Приведем теперь пример выпуклого, липшиц-непрерывного функцио-
нала, возникающего, например, в задачах теории фильтрации.

Определим функционал F : V → R1 соотношением

F (η) =
∫
Ω

(|∇η| − β)+ dx , где a+ = (|a|+ a)/2, β > 0 .

Для произвольных a, b ∈ R1 выполнено неравенство

|a+ − b+| = ||a|+ a− |b| − b|/2 ≤ (||a| − |b||+ |a− b|)/2 ≤ |a− b|,

следовательно, в силу неравенства Коши-Буняковского получаем

|F (u)− F (v)| ≤
∫
Ω

|(|∇u| − β)+ − (|∇v| − β)+| dx ≤

≤
∫
Ω

| |∇u| − |∇v| | dx ≤
∫
Ω

|∇u−∇v| dx ≤

≤
 ∫
Ω

12 dx


1/2  ∫

Ω

|∇u−∇v|2 dx

1/2

=
√
mes Ω ∥u− v∥V .
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Таким образом, F – липшиц-непрерывный функционал с постоянной
L =

√
mes Ω .

Далее, для произвольных a, b ∈ R1 и 0 ≤ λ ≤ 1 выполнено неравенство

|λa+ (1− λ)b| ≤ λ|a|+ (1− λ)|b|,

пользуясь которым, получаем

(λa+ (1− λ)b)+ ≤ λa+ + (1− λ)b+ .

Отсюда с учетом того, что a+ ≥ b+ при a ≥ b, имеем

F (λu+ (1− λ)v) =
∫
Ω

( |∇(λu+ (1− λ)v)| − β)+ dx ≤

≤
∫
Ω

(λ |∇u|+ (1− λ) |∇v| − β)+ dx =

=
∫
Ω

(λ(|∇u| − β) + (1− λ)(|∇v| − β))+ dx ≤

≤
∫
Ω

[
λ(|∇u| − β)+ + (1− λ)(|∇v| − β)+

]
dx = λF (u) + (1− λ)F (v),

т.е. F – выпуклый функционал.

6 Слабо полунепрерывные снизу функционалы.

Определение 6.1. Функционал F : V → R1 называется слабо по-
лунепрерывным снизу в точке u0 ∈ V , если для любой слабо сходящейся
к u0 последовательности {un}+∞

n=1

F (u0) ≤ lim inf
n→+∞

F (un).

Функционал F называется слабо полунепрерывным снизу на V , если
он слабо полунепрерывен снизу в любой точке u ∈ V . ♢

Лемма 6.1. Функционал F , F (u) = ∥u∥ является слабо полунепре-
рывным снизу на V .

Доказательство. Пусть un ⇀ u0 в V при n→ +∞. Тогда

∥u0∥2 = (u0, u0) = lim
n→+∞

(un, u0) ≤ lim inf
n→+∞

[
∥un∥∥u0∥

]
= ∥u0∥ lim inf

n→+∞
∥un∥,

откуда и следует требуемое утверждеие.
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Теорема 6.1. Функционал F : V → R1 является слабо полунепре-
рывным снизу на V тогда и только тогда, когда лебегово множество
функционала F

Eα = {u ∈ V : F (u) ≤ α}
слабо замкнуто для любого действительного α.

Доказательство. Пусть множество Eα слабо замкнуто для любого
действительного α. Пусть un ⇀ u0 в V при n→ +∞, докажем, что тогда

F (u0) ≤ lim inf
n→+∞

F (un) = b. (6.1)

Допустим противное, т.е. предположим, что F (u0) > b. Тогда найдется
ε > 0, такое, что

F (u0) > b+ ε. (6.2)

Поскольку
b = lim inf

n→+∞
F (un),

то существует подпоследовательность {unk
}+∞
k=1, для которой

F (unk
) < b+

ε

2
. (6.3)

Но по предположению множество

Eα1
=

{
u ∈ V : F (u) ≤ b+

ε

2

}
, α1 = b+

ε

2
,

слабо замкнуто, и, так как unk
⇀ u0 в V при k → +∞, то из неравенства

(6.3) следует, что {unk
}+∞
k=1 ⊂ Eα1

, а потому u0 ∈ Eα1
, т.е.

F (u0) ≤ b+
ε

2
.

Это неравенство противоречит неравенству (6.2). Полученное противоре-
чие доказывает слабую полунепрерывность снизу F , если b > −∞. При
b = −∞ любому числу α соответствует подпоследовательность {unm

}+∞
m=1,

такая, что F (unm
) < α. Поэтому u0 ∈ Eα, и в силу произвольности α име-

ем, что F (u0) = −∞.
Наоборот, пусть функционал F является слабо полунепрерывным сни-

зу на V . Покажем, что множество Eα слабо замкнуто для любого дей-
ствительного α. Рассмотрим произвольную последовательность {un}+∞

n=1

из Eα, слабо сходящуюся в V к элементу u0 ∈ V при n→ +∞. Поскольку
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функционал F является слабо полунепрерывным снизу на V , а значит,
и в точке u0, то выполнено соотношение (6.1). Но F (un) ≤ α для любого
n, а потому и b ≤ α. Следовательно, F (u0) ≤ b ≤ α, т.е. u0 ∈ Eα.

Еще одну характеризацию слабо полунепрерывных снизу функциона-
лов дает

Теорема 6.2. Функционал F : V → R1 является слабо полунепре-
рывным снизу на V тогда и только тогда, когда его надграфик слабо
замкнут.

Доказательство. Определим на V × R1 функционал φ при помощи
соотношения φ(u, a) = F (u)− a.

Докажем, что F является слабо полунепрерывным снизу на V тогда
и только тогда, когда функционал φ является слабо полунепрерывным
снизу на V ×R1.

Действительно, пусть F слабо полунепрерывен снизу на V , un ⇀ u0 в
V , αn → α0 при n→ +∞. Имеем

lim inf
n→+∞

[F (un)− αn] ≥ F (u0)− α0,

откуда

lim inf
n→+∞

φ(un, αn) = lim inf
n→+∞

[F (un)− αn] ≥ F (u0)− α0 = φ(u0, α0).

Наоборот, пусть φ слабо полунепрерывен снизу на V × R1, un ⇀ u0 в
V при n→ +∞. Тогда

lim inf
n→+∞

F (un) = lim inf
n→+∞

φ(un, 0) ≥ φ(u0, 0) = F (u0).

Далее, согласно теореме 6.1 функционал φ является слабо полунепре-
рывным снизу на V ×R1 тогда и только тогда, когда лебегово множество

Er = {{u, a} ∈ V ×R1 : φ(u, a) ≤ r}

слабо замкнуто для любого действительного r. Множество Er является
сдвигом на вектор (0, r) множества epiF , и, следовательно, оно слабо
замкнуто тогда и только тогда, когда надграфик F слабо замкнут.

Определение 6.2. Функционал F : V → R1 называется полуне-
прерывным снизу в точке u0 ∈ V , если для любой сильно сходящейся к
u0 последовательности {un}+∞

n=1

F (u0) ≤ lim inf
n→+∞

F (un).
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Функционал F : V → R1 называется полунепрерывным снизу на V ,
если он полунепрерывен снизу в любой точке u ∈ V . ♢

Теорема 6.3. Выпуклый и полунепрерывный снизу функционал
F : V → R1 является слабо полунепрерывным снизу.

Доказательство. Очевидным образом видоизменяя доказательство
теорем 6.1, 6.2, получаем, что функционал F : V → R1 является полуне-
прерывным снизу на V тогда и только тогда, когда его лебегово множе-
ство Eα замкнуто для любого действительного α и надграфик F также
является замкнутым. Но надграфик выпуклого функционала F по опре-
делению является выпуклым множеством. Тогда согласно теореме 4.5
надграфик функционала F является слабо замкнутым множеством. Ис-
пользуя теперь теорему 6.2, получим, что функционал F является слабо
полунепрерывным снизу.

Пример 6.1. Индикаторная функция выпуклого замкнутого мно-
жества (см. пример 3.1) слабо полунепрерывна снизу.

Действительно, индикаторная функция выпуклого замкнутого множе-
ства выпукла и, как нетрудно проверить, полунепрерывна снизу. Поэтому
в силу теоремы 6.3 она является слабо полунепрерывной снизу.

Случай, когда выпуклый, полунепрерывный снизу функционал при-
нимает значение −∞, (несобственный функционал) оказывается весьма
специфичным, о чем свидетельствует следующая

Лемма 6.2. Если F : V → R1 – выпуклый, полунепрерывный снизу
функционал, принимающий значение −∞, то у него не может быть
конечных значений.

Доказательство. Заметим, во-первых, что в силу теоремы 6.3 функ-
ционал F является слабо полунепрерывным снизу.

Допустим, что существует точка u0, такая, что для некоторого числа
a0 выполнено неравенство F (u0) > a0.

Множество epiF является выпуклым, а в силу теоремы 6.2 – слабо за-
мкнутым, а значит, и замкнутым. Так как F (u0) > a0, то {u0, a0} ̸∈ epiF .
Поэтому из теоремы 1.3 вытекает существование ненулевого линейного
непрерывного функционала {F0, α} ∈ V ∗×R1, строго разделяющего мно-
жества epiF и точку {u0, a0}:

F0(u0) + α a0 < F0(u) + α a ∀ {u, a} ∈ epiF. (6.4)
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Выбрав u = u0, a = F (u0) в (6.4), получим

α
[
F (u0)− a0

]
> 0,

и значит, α > 0.
Так как {u, F (u) } ∈ epiF , то, положив a = F (u) в неравенстве (6.4)

и разделив затем обе части получившегося неравенства на α, имеем с
учетом линейности F0:

1

α
F0(u0 − u) + a0 < F (u) ∀u ∈ V, (6.5)

что невозможно, ибо левая часть неравенства (6.5) всегда конечна, а пра-
вая - принимает значение −∞ хотя бы в одной точке.

Справедлива также

Лемма 6.3 (Об аффинной миноранте). Пусть F : V → R1 – вы-
пуклый, полунепрерывный снизу функционал, не принимающий значе-
ние −∞. Тогда F имеет аффинную миноранту, т.е. существуют ли-
нейный непрерывный функционал F0 ∈ V ∗ и число a ∈ R1, такие, что

F (u) ≥ F0(u) + a ∀u ∈ V.

Доказательство. Если F ≡ +∞, то утверждение леммы очевидно.
Предположим поэтому, что в некоторой точке u0 выполнено неравенство
F (u0) < +∞. Поскольку функционал F не принимает значение −∞, то
существует число a0, для которого F (u0) > a0. Требуемый результат те-
перь устанавливается теми же рассуждениями, что и при доказательстве
леммы 6.2 (вплоть до получения неравенства (6.5)).

7 Проксимальное отображение в гильбертовом
пространстве.

Обобщением понятия оператора проектирования является так назы-
ваемое проксимальное отображение, изучению которого и посвящен на-
стоящий раздел.

Теорема 7.1. Пусть функционал F : V → R1 является собствен-
ным, выпуклым и полунепрерывным снизу. Выберем произвольный эле-
мент u ∈ V и определим функционал G : V → R1 по правилу:

G(η) = F (η) +
1

2
∥ η − u ∥2, η ∈ V.
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Тогда существует единственное решение v ∈ domF следующей задачи
минимизации:

G(v) = min
η ∈V

G(η) . (7.1)

Эта задача эквивалентна вариационному неравенству:

(v − u, η − v) + F (η)− F (v) ≥ 0 ∀ η ∈ V. (7.2)

Доказательство. Установим сначала ограниченность снизу функци-
онала G. Согласно лемме об аффинной миноранте 6.3 и теореме Рисса-
Фишера 2.2 найдутся такие y∗ ∈ V и a ∈ R1, что выполнено неравенство

F (η) ≥ (y∗, η) + a ∀ η ∈ V,

используя которое, получаем

G(η) = F (η) +
1

2
∥η − u∥2 ≥ (y∗, η) + a+

1

2
∥η − u∥2 =

= (y∗, η − u) + (y∗, u) + a+
1

2
∥η − u∥2 ∀ η ∈ V.

Далее, поскольку 21)

(y∗, η − u) ≤ ∥y∗∥ ∥η − u∥ ≤ 1

2
∥y∗∥2 + 1

2
∥η − u∥2 ∀ η ∈ V,

то

G(η) ≥ (y∗, u) + a− | (y∗, η − u) |+ 1

2
∥η − u∥2 ≥ (y∗, u) + a−

−1

2
∥y∗∥2 − 1

2
∥η − u∥2 + 1

2
∥η − u∥2 = (y∗, u) + a− 1

2
∥y∗∥2 ∀ η ∈ V,

и значит,
inf
η ∈V

G(η) = d > −∞ .

Поскольку функционал F является собственным, то domF ̸= ∅, а зна-
чит, d < +∞.

Докажем теперь, что существует элемент v ∈ V , на котором достига-
ется точная нижняя грань d, т.е. существует решение задачи (7.1). Пусть
{uk }+∞

k=0 – минимизирующая последовательность этой задачи (существу-
ющая в силу определения точной нижней грани):

d+
1

k
≥ F (uk) +

1

2
∥uk − u∥2,

21) Здесь используем неравенство 2|a b| ≤ a2 + b2, справедливое для всех чисел a, b.
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т.е.
2 ∥uk − u∥2 ≤ 4

[
1

k
+ d− F (uk)

]
.

Заметим также, что

F

(
uk + un

2

)
+

1

2

∥∥∥∥∥ uk + un
2

− u

∥∥∥∥∥
2

≥ d,

откуда

−
∥∥∥∥∥ uk + un

2
− u

∥∥∥∥∥
2

≤ 2F

(
uk + un

2

)
− 2 d.

Используя тождество параллелограмма (1.2), получаем

∥uk − un ∥2 = ∥uk − u+ u− un ∥2 = 2 ∥uk − u ∥2 + 2 ∥un − u ∥2−

− ∥uk − u− u+ un ∥2 = 2 ∥uk − u ∥2 + 2 ∥un − u ∥2 − 4

∥∥∥∥∥ uk + un
2

− u

∥∥∥∥∥
2

.

Наконец, в силу выпуклости F

F

(
uk + un

2

)
− 1

2
F (uk)−

1

2
F (un) ≤ 0.

Учитывая полученные выше неравенства, имеем

∥uk − un ∥2 = 2 ∥uk − u ∥2 + 2 ∥un − u ∥2 − 4

∥∥∥∥∥ uk + un
2

− u

∥∥∥∥∥
2

≤

≤ 4

[
1

k
+

1

n
+ 2 d− F (uk)− F (un)

]
+ 8

[
F

(
uk + un

2

)
− d

]
=

= 4

[
1

k
+

1

n
+ 2F

(
uk + un

2

)
− F (uk)− F (un)

]
≤ 4

[
1

k
+

1

n

]
.

Итак, последовательность {uk}+∞
k=0 фундаментальна, и значит, сходит-

ся. Ее предел обозначим через v. В силу слабой полунепрерывности снизу
функционала F и нормы (см. лемму 6.1) получаем

d ≤ F (v) +
1

2
∥ v − u ∥2 ≤ lim inf

k→+∞

[
F (uk) +

1

2
∥uk − u ∥2

]
≤ d,

т.е. v – решение задачи (7.1), причем v ∈ domF.
Докажем теперь эквивалентность задач (7.1) и (7.2). Пусть v – решение

задачи (7.1). Выберем произвольный элемент η из V ; тогда для
zλ = λη + (1− λ) v при λ ∈ (0, 1] выполнено неравенство

G(v) = F (v) +
1

2
∥ v − u ∥2 ≤ G(zλ ) = F (λη + (1− λ)v)+
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+
1

2
∥ v + λ (η − v)− u ∥2 ≤ λF (η) + (1− λ)F (v)+

+
1

2
∥ v − u ∥2 + λ (v − u, η − v) +

λ2

2
∥ η − v ∥2,

откуда после деления на λ имеем

(v − u, η − v) + F (η)− F (v) ≥ − λ

2
∥ η − v ∥2 ∀ η ∈ V.

Переходя в последнем неравенстве к пределу при λ→ +0, получим, что
v – решение вариационного неравенства (7.2).

Наоборот, пусть теперь для некоторого v ∈ V выполнено вариационное
неравенство (7.2). Имеем, что (ср. с примером 3.2)

1

2
∥w∥2 − 1

2
∥z∥2 − (z, w − z) ≥ 0 ∀w, z ∈ V.

Используя это неравенство с w = η − u, z = v − u, в силу того, что v –
решение задачи (7.2),

G(η)−G(v) = F (η) +
1

2
∥ η − u ∥2 − F (v)− 1

2
∥ v − u ∥2 ≥

≥ (v − u, η − v) + F (η)− F (v) ≥ 0 ∀ η ∈ V,

т.е. v – решение задачи минимизации (7.1).
Установим, наконец, единственность решения задачи (7.2) (a значит,

и задачи (7.1)).
Пусть, наряду с v, элемент w также является решением задачи (7.2).

Тогда для w выполнено неравенство

(w − u, η − w) + F (η)− F (w) ≥ 0 ∀ η ∈ V. (7.3)

Подставим в (7.2) η = w, в (7.3) η = v и сложим получившиеся неравен-
ства:

(v − u,w − v) + F (w)− F (v) + (w − u, v − w) + F (v)− F (w) ≥ 0,

откуда имеем: −∥ v − w ∥2 = (v − w,w − v) ≥ 0, а значит, w = v.

Определение 7.1. Отображение, сопоставляющее каждому эле-
менту u ∈ V единственное решение v задачи (7.1) называется прокси-
мальным (или prox-отображением):

v = Prox {F}(u). ♢
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Частным случаем prox-отображения, когда F = IM – индикаторная
функция выпуклого замкнутого множества M ⊂ V , является оператор
проектирования в V на M , Prox {IM} ≡ PM .

Теорема 7.2. Пусть F : V → R1 – выпуклый полунепрерывный
снизу собственный функционал. Тогда отображение Prox {F} является
жестко нерастягивающим (а, следовательно, липшиц-непрерывным и
монотонным).

Доказательство. Пусть u1 и u2 – произвольные элементы из V . Под-
ставляя в (7.2) сначала u = u1, v = v1 = Prox {F}(u1), η = v2, а затем
u = u2, v = v2 = Prox {F}(u2), η = v1, получим:

(v1 − u1, v2 − v1) + F (v2)− F (v1) ≥ 0,

(v2 − u2, v1 − v2) + F (v1)− F (v2) ≥ 0.

Складывая эти неравенства, имеем:

(v1 − u1 − (v2 − u2), v2 − v1) ≥ 0,

или
(u2 − u1, v2 − v1) ≥ ∥ v2 − v1 ∥2,

следовательно,

(u2 − u1,Prox {F}(u2)− Prox {F}(u1)) ≥
∥∥∥Prox {F}(u2)− Prox {F}(u1)

∥∥∥2 ,
а значит, Prox {F} – жестко нерастягивающее отображение.

8 Теоремы существования для вариационных
неравенств с псевдомонотонными операторами.

Определение 8.1. Точка v называется неподвижной точкой опе-
ратора S, если Sv = v. ♢

Определение 8.2. Множество M называется счетным, если
между ним и множеством натуральных чисел можно установить
взаимно-однозначное соответствие. ♢
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Определение 8.3. Множество N называется плотным в M , если
для любого v ∈M существует последовательность {un}+∞

n=1 элементов
из N , такая, что un → v при n→ +∞, т.е. N =M .

Если при этом M совпадает со всем пространством V , то множе-
ство N называется всюду плотным.

Пространство V называется сепарабельным, если в нем существу-
ет счетное всюду плотное множество.

Множество M называется сепарабельным, если в нем существует
счетное плотное множество. ♢

Лемма 8.1. Любое подмножество M сепарабельного гильбертова
пространства V само сепарабельно.

Доказательство. Пусть N = {un}+∞
n=1 – счетное всюду плотное мно-

жество и
an = inf

v ∈M
∥un − v ∥.

По определению точной нижней грани для любых натуральных n и m
найдется такая точка un,m ∈M такая, что

∥un − un,m ∥ < an +
1

m
.

Пусть ε > 0 и
1

m
<
ε

3
. Так как N всюду плотно, то для любого η ∈ M

найдется такое n, что
∥ η − un ∥ <

ε

3
,

а значит, an <
ε

3
для этого n. Поэтому

∥un − un,m ∥ < an +
1

m
<
ε

3
+
ε

3
=

2 ε

3
.

Но тогда

∥ η − un,m ∥ ≤ ∥ η − un ∥+ ∥un − un,m ∥ < 2 ε

3
+
ε

3
= ε ,

т.е. не более чем счетное множество
{
un,m

}+∞
n,m=1

плотно в M .
В дальнейшем нам потребуется следующая теорема, доказательство

которой мы не приводим ввиду его чрезвычайно большого объема. Это
доказательство можно найти, например, в [27, Глава 2].
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Теорема 8.1 (Брауэра).Пусть Vn– гильбертово пространство раз-
мерности n, M ⊂ Vn – непустое, выпуклое, замкнутое и ограниченное
множество, оператор S :M →M непрерывен. Тогда существует непо-
движная точка u ∈M оператора S.

Следствием этой теоремы является

Теорема 8.2. Пусть Vn – гильбертово пространство размерности
n, функционал F : Vn → R1 является собственным, выпуклым и полу-
непрерывным снизу, M ⊂ Vn – непустое, выпуклое, замкнутое и ограни-
ченное множество, domF ∩M ̸= ∅, оператор A : M → Vn непрерывен.
Тогда для любого g ∈ Vn существует элемент u ∈ M , являющийся
решением следующего вариационного неравенства второго рода

(Au, η − u) + F (η)− F (u) ≥ (g, η − u) ∀ η ∈M. (8.1)

Доказательство. Введем функционал G = F + IM , являющийся по
построению собственным, выпуклым и полунепрерывным снизу. Опреде-
лим оператор S по правилу:

S(u) = Prox {G}(u− Au+ g), u ∈M.

Поскольку domG = domF∩M ⊆M , этот оператор отображаетM в себя.
Кроме того, S – непрерывный оператор, как суперпозиция непрерывных
операторов, а поскольку множество M ограничено, то в силу теоремы
Брауэра 8.1 у S есть неподвижная точка u ∈M : Su = u, или

Prox {G}(u− Au+ g) = u.

Последнее равенство в силу теоремы 7.1 эквивалентно вариационному
неравенству

(u− (u− Au+ g), η − u) + (F + IM)(η)− (F + IM)(u) ≥ 0 ∀ η ∈ Vn.

Пользуясь определением индикаторной функции IM , получаем, что
точка u ∈M удовлетворяет неравенству (8.1).

Замечание 8.1. Пусть M – непустое подмножество гильбертова
пространства V , F : V → R1– собственный функционал, domF∩M ̸= ∅,
A : M → V – ограниченный оператор. Тогда следующие вариационные
неравенства второго рода эквивалентны:

Найти u ∈M : (Au, η − u) + F (η)− F (u) ≥ 0 ∀ η ∈M. (8.2)
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Найти u ∈ V : (Au, η − u) + FM(η)− FM(u) ≥ 0 ∀ η ∈ V, (8.3)

где FM = F + IM .

Действительно, пусть u ∈ M – решение вариационного неравенства
(8.2). Имеем, что FM(u) = F (u). Если η ̸∈ M , то FM(η) = +∞, а зна-
чит, неравенство (8.3) справедливо. Если же η ∈M , то неравенство (8.3)
непосредственно следует из (8.2).

Обратно, пусть u ∈ V – решение вариационного неравенства нера-
венстве (8.3). Проверим, что u ∈ M . На самом деле, выбрав в (8.3)
η = η∗ ∈ domF ∩M , получим противоречивое неравенство

(Au, η∗ − u) + F (η∗) ≥ FM(u),

ибо левая часть этого неравенства конечна, а правая – равна +∞. Осталь-
ное – очевидно.

Теорема 8.3. Пусть M – непустое, выпуклое, замкнутое, огра-
ниченное подмножество сепарабельного гильбертова пространства V ,
A : M → V – псевдомонотонный оператор. Тогда для любого f ∈ V

существует по крайней мере одно решение вариационного неравенства

(Au, η − u) ≥ (f, η − u) ∀ η ∈M. (8.4)

Доказательство. Рассмотрим возрастающую последовательность
множеств Mn таких, что

M1 ⊂M2 ⊂ . . . ⊂Mn ⊂Mn+1 ⊂ . . . ⊂M ;
+∞∪
n=1

Mn плотно в M ;

Mn − выпуклое замкнутое множество, содержащееся
в подпространстве Vn размерности не большей, чем n.

(8.5)

Для n = 1, 2, . . . определим операторы Tn = PVn
◦ A 22). Оператор Tn

по построению отображает множество Mn в Vn. Кроме того, он является
непрерывным. Действительно, пусть последовательность {vk}+∞

k=1 ⊂ Mn

сильно сходится к v, тогда {Avk}+∞
k=1 слабо сходится к Av (лемма 5.2),

22) Для отображений A : X → Y , B : Z → X через A◦B мы обозначаем их суперпозицию,
т.е. отображение D = A ◦ B : Z → Y , определенное по формуле Dz = A(Bz), z ∈ Z.
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и, следовательно, согласно лемме 4.6, последовательность
{
PVn

(Avk)
}+∞
k=1

сильно сходится к PVn
(Av).

Пользуясь теоремой 8.2 с M = Mn, g = PVn
(f), A = Tn, F ≡ 0,

получаем, что существует элемент un ∈ Mn ⊆ M , удовлетворяющий
вариационному неравенству

(Tnun, η − un) ≥ (PVn
(f), η − un) ∀ η ∈Mn. (8.6)

Для любого v ∈ V согласно теореме 2.1 существует такой элемент
wv ⊥Vn, что v = PVn

v + wv. Поэтому

(v, η) = (PVn
v, η) + (wv, η) = (PVn

v, η) ∀ v ∈ V, ∀ η ∈ Vn.

С учетом этого соотношения и определения оператора Tn, из неравенства
(8.6) имеем:

(Aun, η − un) ≥ (f, η − un) ∀ η ∈Mn. (8.7)

Поскольку множество M ограничено, то принадлежащая ему после-
довательность {un}+∞

n=1 ограничена в V , поэтому из нее можно выделить
такую подпоследовательность vk = unk

, k = 1, 2, . . ., что

vk ⇀ u в V, при k → +∞. (8.8)

причем u ∈M , ибо множество M выпукло и замкнуто, а значит, и слабо
замкнуто (в силу теоремы 4.5).

Кроме того, в силу псевдомонотонности оператора A, последователь-
ность {Aun}+∞

n=1 ограничена в V :

∥Aun∥ ≤ c, n = 1, 2, . . .

Докажем, что
lim sup
k→+∞

(Avk, vk − u) ≤ 0. (8.9)

В самом деле, поскольку
+∞∪
n=1

Mn плотно в M , то в
+∞∪
n=1

Mn можно для

произвольного заданного ε > 0 найти такой элемент uε, что

∥uε − u∥ ≤ ε. (8.10)
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При этом uε ∈ Mk для достаточно больших k, поэтому в силу (8.7) с
η = uε

(Avk, vk − uε) = (Aunk
, unk

− uε) ≤ (f, unk
− uε) = (f, vk − uε) ,

а в силу (8.10) и ограниченности оператора A

| (Avk, uε − u) | ≤ ∥Avk∥ ∥uε − u∥ ≤ c ε,

следовательно,

lim sup
k→+∞

(Avk, vk − u) = lim sup
k→+∞

[
(Avk, vk − uε)− (Avk, uε − u)

]
≤

≤ lim sup
k→+∞

(f, vk − uε) + c ε = (f, u− uε) + c ε ≤
[
∥f∥+ c

]
ε,

откуда и следует (8.9).
Тогда в силу псевдомонотоности оператора A, получим, что

lim inf
k→+∞

(Avk, vk − η) ≥ (Au, u− η) ∀ η ∈
+∞∪
n=1

Mn. (8.11)

Далее, для любого фиксированного η ∈
+∞∪
n=1

Mn имеем, что η ∈ Mk для

достаточно больших k, поэтому в силу (8.7)

(Avk, vk − η) ≤ (f, vk − η) ,

откуда

lim inf
k→+∞

(Avk, vk − η) ≤ lim inf
k→+∞

(f, vk − η) = (f, u− η).

Из этого неравенства с учетом (8.11) вытекает, что

(Au, u− η) ≤ (f, u− η) ∀ η ∈
+∞∪
n=1

Mn,

а так как
+∞∪
n=1

Mnплотно в M , то получаем,что u– решение задачи (8.4).

Замечание 8.2. Приведем один из способов построения множеств
Mn, удовлетворяющих условиям (8.5). Согласно лемме 8.1 множество
M сепарабельного гильбертова пространства V само сепарабельно, т.е.
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существует счетное плотное в M множество N = {un }+∞
n=1. Обозна-

чим через Nn выпуклую оболочку множества {u1, u2, . . . , un}:

Nn =

 η : η =
n∑

k=1

αk uk, где
n∑

k=1

αk = 1, αk ≥ 0, k = 1, 2, . . . , n

 .
Замыкая Nn, получим требуемые множества Mn = Nn.

Теорема 8.4. Пусть F : V → R1 – выпуклый полунепрерывный
снизу собственный функционал, A : V → V – псевдомонотонный опе-
ратор, для заданного f ∈ V найдутся такие число Rf > 0 и элемент
v0 ∈ domF , что выполнено условие

(Aη − f, η − v0) + F (η)− F (v0) > 0 ∀ η ̸∈ B◦
Rf
(0). (8.12)

Тогда существует по крайней мере одно решение вариационного нера-
венства

(Au, η − u) + F (η)− F (u) ≥ (f, η − u) ∀ η ∈ V. (8.13)

Доказательство. Сведем настоящую теорему к теореме 8.3, исполь-
зуя надграфик F в качестве основного множества. Определим

Ṽ = V ×R1, M̃ = epiF = { {η, α} ∈ V ×R1 : α ≥ F (η) },

Ãη̃ = {Aη, 0 } для η̃ = { η, α } ∈ Ṽ ; f̃ = { f,−1 }.

Скалярное произведение в Ṽ обозначим через (·, ·)Ṽ (см. п. 3). Из опре-
деления оператора Ã имеем равенство:

(Ãũ, ṽ)Ṽ = (Au, v) ∀ ũ = {u, α },∀ ṽ = { v, β } ∈ Ṽ

и учитывая то, что из слабой сходимости в Ṽ следует слабая сходимость
в V , получаем псевдомонотонность оператора Ã. Проверим, что вариаци-
онное неравенство (8.13) эквивалентно задаче отыскания такого ũ ∈ M̃ ,
что (

Ãũ− f̃ , η̃ − ũ
)
Ṽ
≥ 0 ∀ η̃ ∈ M̃. (8.14)

Действительно, подробно расписывая неравенство (8.14), мы видим,
что оно сводится к задаче нахождения ũ = {u, a } ∈ epiF такого, что

(Au− f, η − u) + α− a ≥ 0 ∀ { η, α } ∈ epiF. (8.15)
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Однако, задача (8.15) эквивалентна вариационному неравенству

(Au− f, η − u) + F (η)− a ≥ 0 ∀ η ∈ V. (8.16)

В самом деле, если ũ = {u, a } ∈ epiF – решение (8.15), то, полагая в
нем α = F (η), получим, что ũ = {u, a } – решение (8.16).

Обратно, пусть ũ = {u, a } ∈ epiF – решение (8.16), и { η, α } – произ-
вольный вектор из epiF , т.е. α ≥ F (η). Имеем, что

(Au− f, η − u) + α− a ≥ (Au− f, η − u) + F (η)− a ≥ 0,

т.е. ũ = {u, a } – решение (8.15).
Пусть теперь ũ = {u, a } ∈ epiF – решение задачи (8.14), а следова-

тельно, и задач (8.15) и (8.16). Полагая в (8.16) η = u, мы найдем, что
a ≤ F (u), следовательно, a = F (u), откуда вытекает, что u является
решением вариационного неравенства (8.13).

Наоборот, если u – решение (8.13), то взяв ũ = {u, F (u)} в (8.15), мы
убеждаемся в том, что ũ – решение этого неравенства:

(Au− f, η − u) + α− F (u) ≥ (Au− f, η − u) + F (η)− F (u) ≥ 0,

а значит, и неравенства (8.15).
Итак, эквивалентность вариационных неравенств (8.13) и (8.14) уста-

новлена, и, следовательно, достаточно проверить разрешимость вариаци-
онного неравенства (8.14).

Определим для R > R0 =
√
∥v0∥2 + |F (v0)|2 множество

M̃R =

{
η̃ = {η, α} ∈ M̃ : ∥η̃∥

2

Ṽ
= ∥η∥2 + |α|2 ≤ R2

}
,

являющегося, очевидно, непустым, замкнутым, выпуклым и ограничен-
ным. Тогда в силу теоремы 8.3 существует такое ũR ∈ M̃R, что(

ÃũR − f̃ , η̃ − ũR
)
Ṽ
≥ 0 ∀ η̃ ∈ M̃R. (8.17)

Согласно определению M̃R, мы можем взять в (8.17)

η̃ = ṽ0 = {v0, F (v0 )} ∈ M̃R.

Поэтому неравенство (8.17) при ũR = {uR, aR } примет вид

(AuR, uR − v0) + aR ≤ (f, uR − v0) + F (v0), (8.18)
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и поскольку aR ≥ F (uR), мы заключаем, что

(AuR, uR − v0) + F (uR) ≤ (f, uR − v0) + F (v0) ; (8.19)

отсюда, ввиду (8.12), при R ≥ max{R0, Rf} следует, что ∥uR ∥ < Rf . Но
тогда из (8.18) и ограниченности оператора A вытекает, что

aR ≤ (f − AuR, uR − v0 ) + F (v0) ≤ ∥f − AuR ∥ ∥uR − v0 ∥+ F (v0) ≤ C,

где постоянная C = ( ∥f∥ + dRf ) (Rf + ∥v0 ∥) + |F (v0)| не зависит от
R ≥ max{R0, Rf}.

C другой стороны, пользуясь тем, что у функционала F существует
согласно лемме 6.3 аффинная миноранта, получаем:

aR ≥ F (uR) ≥ (y∗, uR) + a ≥ −∥y∗∥Rf + a = c,

где постоянная c также не зависит от R ≥ max{R0, Rf}. Пусть C0 –
максимальное из чисел ∥v0∥, R0, Rf , C, | c |. Положим R = 2C0, тогда
для ũR выполнено неравенство

∥ũR ∥
2

Ṽ
= ∥uR∥2 + a2R ≤ 2C2

0 < 4C2
0 = R2.

Докажем, что ũR – решение задачи (8.14). Eсли w̃ – произвольная
точка M̃ , то имеем, что η̃ = (1 − θ)ũR + θ w̃ = ũR + θ (w̃ − ũR ) при
достаточно малом θ > 0 принадлежит M̃R. Действительно, если w̃ ∈ M̃R,
то η̃ ∈ M̃R при θ < 1 в силу выпуклости M̃R. Если же w̃ ̸∈ M̃R, т.е.
∥ w̃ ∥ > R, то, выбирая

θ =
R− ∥ũR ∥Ṽ
∥ w̃ − ũR ∥Ṽ

≤ R− ∥ũR ∥Ṽ
∥ w̃ ∥Ṽ − ∥ ũR ∥Ṽ

<
R− ∥ũR ∥Ṽ
R− ∥ũR ∥Ṽ

= 1,

получаем, что

∥η̃ ∥
Ṽ
≤ θ ∥ w̃ − ũR ∥

Ṽ
+ ∥ ũR ∥

Ṽ
≤ R− ∥ ũR ∥ + ∥ ũR ∥ = R.

Поэтому и в этом случае η̃ ∈ M̃R (с учетом того, что η̃ ∈ M̃ как выпуклая
комбинация элементов выпуклого множества M̃).

При таком выборе η̃ в (8.17) получим

θ
(
ÃũR − f̃ , w̃ − ũR

)
Ṽ
≥ 0,

и, следовательно,(
ÃũR − f̃ , w̃ − ũR

)
Ṽ
≥ 0 ∀ w̃ ∈ M̃.
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Теорема 8.5. Пусть M ⊂ V – выпуклое замкнутое непустое мно-
жество, F : V → R1 – выпуклый полунепрерывный снизу собственный
функционал, domF ∩M ̸= ∅, A : V → V – псевдомонотонный, коэрци-
тивный на множестве domF ∩M оператор. Тогда для произвольного
f ∈ V существует по крайней мере одно решение вариационного нера-
венства

u ∈M : (Au, η − u) + F (η)− F (u) ≥ (f, η − u) ∀ η ∈M. (8.20)

Доказательство. Пусть FM = F + IM , где IM – индикаторная функ-
ция множества M . Тогда задача (8.20) эквивалентна вариационному не-
равенству

u ∈ V : (Au, η − u) + FM(η)− FM(u) ≥ (f, η − u) ∀ η ∈ V.

Докажем, что это вариационное неравенство имеет решение. Положим
v0 = η0 ∈ domF ∩M , где η0 – элемент из определения 5.4, и поскольку у
функционала FM существует согласно лемме 6.3 аффинная миноранта,
то

(Aη − f, η − v0) + FM(η)− FM(v0) ≥ ρ(∥η∥) ∥η∥ − (f, η − v0)+

+ (y∗, η) + a− FM(v0) ≥ ρ(∥η∥) ∥η∥ − ∥f∥∥η∥ − ∥y∗∥∥η∥+

+ (f, v0) + a− FM(v0) = (ρ(∥η∥)− ∥f∥ − ∥y∗∥) ∥η∥+ C∗,

где C∗ = (f, v0) + a − FM(v0) – константа, не зависящая от η. Так как
согласно определению 5.4 lim

ξ→+∞
ρ(ξ) = +∞, то получаем, что

lim
∥η∥→+∞

(ρ(∥η∥)− ∥f∥ − ∥y∗∥) ∥η∥ = +∞ ,

а значит, найдется такое число Rf > 0, что для любого η, удовлетворя-
ющего условию ∥η∥ ≥ Rf , выполнено неравенство (8.12), и тогда утвер-
ждение настоящей теоремы следует из теоремы 8.4.



Глава 2

Элементы выпуклого анализа

В данной главе приведены некоторые результаты выпуклого анали-
за: вводится понятие производной Гато функционала и устанавливаются
основные ее свойства, доказываются теоремы существования для задач
на минимум функционала. Приводятся результаты об эквивалентности
этих задач вариационным неравенствам. Доказаны теоремы об отделимо-
сти выпуклых множеств. Значительное внимание уделено также вопро-
сам субдифференциального исчисления. В частности, доказаны теоремы
о субдифференцировании суммы функционалов и субдифференцирова-
нии сложной функции.

9 Вариация и производная Гато функционала.

Определение 9.1. Если в точке u ∈ V существует предел

d

dt
F (u+ t η)

∣∣∣∣∣
t=0

= lim
t→0

F (u+ t η)− F (u)

t
= δ F (u, η) ∀ η ∈ V,

то функционал η → δ F (u, η) называется вариацией Гато функционала
F в точке u.

Если же функционал η → δ F (u, η) является линейным 1) и непре-
рывным, то, вообще говоря, нелинейный оператор F ′ : V → V , опреде-
ляемый соотношением

(F ′(u), η) = δ F (u, η) ∀ η ∈ V,

называется производной Гато (градиентом) функционала F . ♢
1) Вариация Гато является однородным оператором, что следует из ее определения, но,

вообще говоря, не обязательно аддитивным оператором (см. пример 9.2).

73



74 Гл. 2. Элементы выпуклого анализа.

Пример 9.1. Пусть V = R2,

F (x) =


1, x1 = x22, x2 ̸= 0,

0 в остальных точках.

Функция F является дифференцируемой по Гато в нуле (при этом
F ′(0) = 0), где она не является даже непрерывной.

Пример 9.2. Пусть F – функция, заданная в полярных координа-
тах (x1 = r cosφ, x2 = r sinφ) равенством F (x) = r cos(3φ). В этом
случае δ F (0, η) = F (η), т.е. функция F имеет в нуле вариацию Га-
то, но не является в то же время дифференцируемой по Гато в нуле,
поскольку ее вариация не аддитивна, а значит, и нелинейна по η.

Пример 9.3. Пусть B : V → V – линейный ограниченный опе-
ратор, B∗ : V → V – сопряженный к B оператор, F (u) = (Bu, u) .
Тогда

F ′(u) = Bu+B∗u.

Пример 9.4. Пусть F (u) = ∥u∥. Тогда

F ′(u) =
u

∥u∥
, u ̸= 0.

Требуемый результат следует из соотношения

∥u+ t η ∥ − ∥u ∥
t

=
(∥u+ t η ∥ − ∥u ∥) (∥u+ t η ∥+ ∥u ∥)

t (∥u+ t η ∥+ ∥u ∥)
=

=
2 t (u, η) + t2 ∥ η ∥2

t (∥u+ t η ∥+ ∥u ∥)
.

Лемма 9.1. Пусть функционал F имеет градиент в каждой точ-
ке V . Тогда для произвольных u, η ∈ V существует τ ∈ (0, 1), такое,
что справедлива обобщенная формула Лагранжа

F (η)− F (u) = (F ′(u+ τ (η − u)), η − u) .

Доказательство. Положим φ(t) = F (u+ t (η − u)). Тогда

φ′(t) =
d

dt
F (u+ t (η − u)) = (F ′(u+ t (η − u)), (η − u) ) ,
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Рис. 2.1:

следовательно, в силу классической формулы Лагранжа

F (η)− F (u) = φ(1)− φ(0) = φ′(τ) =

= (F ′(u+ τ (η − u)), η − u ) , τ ∈ (0, 1).

Лемма 9.2. Пусть F : V → R1 – выпуклый, всюду на V дифферен-
цируемый по Гато функционал. Тогда (см. рис. 2.1)

F (η)− F (u) ≥ (F ′(u), η − u) ∀u, η ∈ V.

Доказательство. Поскольку F – выпуклый функционал, то для лю-
бых u, η ∈ V , t ∈ (0, 1) имеем

F (t η + (1− t)u) = F (u+ t (η − u)) ≤

≤ t F (η) + (1− t)F (u) = F (u) + t (F (η)− F (u)),

откуда
F (u+ t (η − u))− F (u)

t
≤ F (η)− F (u).

Переходя в этом неравенстве к пределу при t→ 0, получим

(F ′(u), η − u) ≤ F (η)− F (u) ∀u, η ∈ V.

Теорема 9.1. Пусть F : V → R1 – выпуклый, дифференцируемый
по Гато в каждой точке V функционал. Тогда F является слабо полу-
непрерывным снизу на V .
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Доказательство. Пусть u0 – произвольная точка из V , un ⇀ u0 в
V при n → +∞. В силу леммы 9.2 F (un) − F (u0) ≥ (F ′(u0), un − u0) ,
откуда имеем:

lim inf
n→+∞

F (un) ≥ F (u0) + lim inf
n→+∞

(F ′(u0), un − u0) = F (u0).

Пример 9.5. (см. пример 3.2 ) Пусть A : V → V – линейный, огра-
ниченный, самосопряженный, неотрицательный оператор. Тогда функ-
ционал F : V → R1, F (η) = (Aη, η) является слабо полунепрерывным
снизу на V .

Действительно, как установлено в примере 3.2, функционал F явля-
ется выпуклым. Нетрудно проверить, что F ′(u) = 2Au, следовательно, в
силу теоремы 9.1 функционал F является слабо полунепрерывным снизу
на V .

Лемма 9.3. Пусть F : V → R1 – дифференцируемый по Гато в
каждой точке V функционал. Тогда F является выпуклым в том и
только том случае, когда его градиент F ′ : V → V – монотонный
оператор.

Доказательство. Пусть F – выпуклый функционал. В силу лем-
мы 9.2 для любых u, η ∈ V имеем

(F ′(u), η − u) ≤ F (η)− F (u),

(F ′(η), u− η) ≤ F (u)− F (η).

Складывая эти неравенства, получаем, что

(F ′(η)− F ′(u), η − u) ≥ 0 ∀u, η ∈ V,

т.е. F ′ – монотонный оператор.
Обратно, пусть F ′ : V → V – монотонный оператор, u, η – произволь-

ные элементы из V , λ ∈ (0, 1). Обозначим

d = λF (u) + (1− λ)F (η)− F (λu+ (1− λ) η) =

= λ [F (u)− F (λu+ (1− λ) η)] + (1− λ) [F (η)− F (λu+ (1− λ) η)].

Далее, имеем

λu+ (1− λ) η − u = (1− λ) (η − u), λ u+ (1− λ) η − η = λ (u− η).
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Используя теперь лемму 9.1, получим

d = λ (F ′(λu+ (1− λ) η + τ1 (1− λ) (u− η)), (1− λ) (u− η))+

+ (1− λ) (F ′(λu+ (1− λ) η + τ2 λ (η − u)), λ (η − u)) ,

где 0 < τ1, τ2 < 1. Положим

z = λu+ (1− λ) η+ τ1 (1− λ) (u− η), w = λu+ (1− λ) η+ τ2 λ (η− u),

γ = τ1 (1− λ) + τ2 λ > 0.

Тогда
z − w = (τ1 (1− λ) + τ2 λ) (u− η) = γ (u− η),

следовательно,

d = λ (1− λ) [ (F ′(z), u− η)− (F ′(w), u− η) ] =

=
λ (1− λ)

γ
(F ′(z)− F ′(w), z − w) ≥ 0,

т.к. F ′ – монотонный оператор. Из последнего неравенства вытекает вы-
пуклость F .

Лемма 9.4. Пусть F : V → R1 – дифференцируемый по Гато
функционал, его градиент F ′ : V → V – строго монотонный оператор.
Тогда F является строго выпуклым.

Доказательство. Отметим, во-первых, что в силу леммы 9.3 фун-
кционал F является выпуклым в том и только том случае, когда его
градиент F ′ – монотонный оператор. Поэтому достаточно проверить, что
из (3.4) следует равенство u = η.

Пусть для некоторых u, η ∈ V выполнено равенство (3.4). Тогда в силу
леммы 9.1 с учетом равенств

u− u+ η

2
=
u− η

2
, η − u+ η

2
=
η − u

2

имеем
0 = F (u) + F (η)− 2F

(
u+ η

2

)
=

=

[
F (u)− F

(
u+ η

2

)]
+

[
F (η)− F

(
u+ η

2

)]
=
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=

(
F ′

(
u+ η

2
+ τ1

u− η

2

)
,
u− η

2

)
+

+

(
F ′

(
u+ η

2
+ τ2

η − u

2

)
,
η − u

2

)
, τ1, τ2 ∈ (0, 1). (9.1)

Обозначим

w =
u+ η

2
+ τ1

u− η

2
, z =

u+ η

2
+ τ2

η − u

2
.

При этом
w − z = (τ1 + τ2)

u− η

2
, τ1 + τ2 > 0,

следовательно, (9.1) запишется в виде
1

τ1 + τ2
(F ′(w)− F ′(z), w − z) = 0,

откуда вследствие строгой монотонности F ′ получаем, что w = z, а зна-
чит, u = η.

В дальнейшем нам потребуется следующая

Лемма 9.5. Оператор A : V → V является монотонным в том и
только том случае, когда при любых фиксированных элементов u, η ∈ V
вещественная функция t→ φu, η (t) = (A(u+ t η), η) является не убыва-
ющей на [ 0, 1 ].

Доказательство. Пусть оператор A является монотонным. Тогда для
t1, t2 ∈ [0, 1], t1 < t2 имеем

φu, η (t2)− φu, η (t1) = (A(u+ t2 η)− A(u+ t1 η), η) =

=
1

t2 − t1
(A(u+ t2 η)− A(u+ t1 η), (u+ t2 η)− (u+ t1 η) ) ≥ 0.

Обратно, пусть при любых фиксированных u, η ∈ V вещественная
функция φu, η возрастает на [ 0, 1 ]. Тогда для η = w − u,

(Aw − Au,w − u) = φu, η (1)− φu, η (0) ≥ 0.

Лемма 9.6. Пусть A : V → V является градиентом некоторого
функционала F : V → R1. Если A – монотонный или радиально непре-
рывный оператор, то

F (η) = F (0) +
1∫
0

(A(t η), η) dt ∀ η ∈ V. (9.2)
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Доказательство. Для произвольного η ∈ V рассмотрим функцию
вещественного переменного

t→ φ(t) = F (t η), t ∈ [0, 1].

Имеем
φ′(t) = lim

s→0

F (t η + s η)− F (t η)

s
= (A(t η), η) .

Функция вещественного переменного

t→ ψ(t) = (A(t η), η) , t ∈ [0, 1],

является непрерывной, если A – радиально непрерывный оператор, или
не убывающей на [ 0, 1 ], если A – монотонной оператор (в силу лем-
мы 9.5), а потому она интегрируема на [ 0, 1 ]. Поэтому

F (η)− F (0) = φ(1)− φ(0) =
1∫
0

φ′(t) dt =
1∫
0

(A(t η), η) dt.

Определение 9.2. Оператор A : V → V называется потенциаль-
ным, если существует такой конечный функционал F : V → R1, что
A является его градиентом: A = F ′ . При этом F называют потенци-
алом оператора A. ♢

Теорема 9.2. Пусть A : V → V – радиально непрерывный опера-
тор. Тогда A является потенциальным в том и только том случае,
когда

1∫
0

(A(t η), η) dt−
1∫
0

(A(t u), u) dt =

=
1∫
0

(A(u+ t (η − u)), η − u) dt ∀u, η ∈ V. (9.3)

Доказательство. Пусть A : V → V – потенциальный оператор.
Определим функционал F : V → R1 по формуле (сравни с (9.2))

F (η) =
1∫
0

(A(t η), η) dt ∀ η ∈ V. (9.4)

Введем функцию вещественного переменного φ: φ(t) = F (u + t (η − u)).
Тогда

φ′(t) = lim
s→0

F (u+ t (η − u) + s (η − u))− F (u+ t (η − u))

s
=
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= (A(u+ t (η − u)), η − u) ,

следовательно,
1∫
0

(A(t η), η) dt−
1∫
0

(A(t u), u) dt = F (η)− F (u) =

= φ(1)− φ(0) =
1∫
0

φ′(t) dt =
1∫
0

(A(u+ t (η − u)), η − u) dt.

Обратно, пусть выполнено соотношение (9.3). Докажем, что в этом
случае функционал F : V → R1, определенный по формуле (9.4), явля-
ется дифференцируемым по Гато, и его потенциалом является оператор
A. Имеем:

lim
s→0

F (u+ s η)− F (u)

s
=

= lim
s→0

1

s

 1∫
0

(A(t(u+ s η)), u+ s η) dt−
1∫
0

(A(t u), u) dt

 =

= lim
s→0

1

s

1∫
0

(A(u+ t s η)), s η) dt = lim
s→0

1∫
0

(A(u+ t s η)), η) dt,

откуда в силу интегральной теоремы о среднем и радиальной непрерыв-
ности оператора A для некоторого t0 ∈ [0, 1] получаем, что

lim
s→0

F (u+ s η)− F (u)

s
= lim

s→0
(A(u+ t0 s η)), η) = (Au, η) ∀ η ∈ V,

т.е. A является градиентом функционала F .
Отметим, что теорема 9.2 – это критерий потенциальности радиально

непрерывных операторов.

10 Задачи на минимум функционала. Теоремы су-
ществования и эквивалентность вариационным
неравенствам.

Пусть F : V → R1, M – подмножество V . Рассматривается задача
отыскания элемента u ∈M , такого, что

F (u) = inf
η∈M

F (η). (10.1)

Справедлива
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Теорема 10.1 ( Первая обобщенная теорема Вейерштрасса).
Пусть M – непустое ограниченное слабо замкнутое подмножество
V , F : V → R1 – собственный слабо полунепрерывный снизу на V функ-
ционал. Тогда существует по крайней мере одно решение задачи (10.1).

Доказательство. Докажем сначала, что функционал F ограничен
снизу на M . Допустим противное. Тогда найдется последовательность
{un}+∞

n=1 ⊂ M , такая, что F (un) < −n. Поскольку множество M ограни-
чено, то согласно теореме 4.4 найдется подпоследовательность {unk

}+∞
n=k ,

сходящаяся слабо к некоторому элементу u0 в V при k → +∞. Так как
M слабо замкнуто, то u0 ∈ M . В силу слабой полунепрерывности снизу
функционала F

F (u0) ≤ lim inf
k→+∞

F (unk
) = −∞,

что невозможно, ибо F – собственный функционал. Полученное противо-
речие означает, что F ограничен снизу на M . Обозначим через d точную
нижнюю грань F на M :

inf
η∈M

F (η) = d ≤ F (w) ∀w ∈M. (10.2)

Из определения точной нижней грани вытекает существование мини-
мизирующей последовательности, т.е. последовательности {un}+∞

n=1 ⊂ M
такой, что

d = lim
n→+∞

F (un).

Так как M ограничено и слабо замкнуто, то найдется подпоследователь-
ность {unk

}+∞
n=k, сходящаяся слабо к некоторому элементу u0 ∈ M в V

при k → +∞. Для этой подпоследовательности сохраняется равенство

d = lim
k→+∞

F (unk
).

С другой стороны, в силу слабой полунепрерывности снизу функцио-
нала F

F (u0) ≤ lim inf
k→+∞

F (unk
) = lim

k→+∞
F (unk

) = d.

Отсюда и из неравенства (10.2) с w = u0 следует, что F (u0) = d.

Теорема 10.2 ( Вторая обобщенная теорема Вейерштрасса).
Пусть непустое множество M ⊂ V слабо замкнуто, F : V → R1 –
собственный, коэрцитивный, слабо полунепрерывный снизу на V функ-
ционал. Тогда существует по крайней мере одно решение задачи (10.1).



82 Гл. 2. Элементы выпуклого анализа.

Доказательство. Пусть u∗ ∈ M – произвольный фиксированный
элемент. Без ограничения общности можно считать, что F (u∗) < +∞.
Поскольку F – коэрцитивный функционал, то в силу определения (5.12)
существует число R > 0, такое, что

F (u) ≥ F (u∗) при ∥u∥ ≥ R. (10.3)

Как следует из теоремы 4.5, ограниченное множество

MR∗ = {u ∈M : ∥u∥ ≤ R∗} , R∗ = max {∥u∗ ∥, R} ,

является слабо замкнутым. При этом u∗ ∈ MR∗. Но тогда согласно тео-
реме 10.1 функционал F достигает на MR∗ своей точной нижней грани в
некоторой точке u0 ∈ MR∗ ⊂ M . Из неравенства (10.3) следует, что в u0
достигается точная нижняя грань F на всем M , поскольку

F (u) ≥ F (u0) ∀u ∈M, ∥u∥ ≤ R∗,

F (u) ≥ F (u∗) ≥ F (u0) ∀u ∈M, ∥u∥ ≥ R∗ ≥ R.

Имеет место следующее достаточное условие единственности решения
задачи (10.1).

Теорема 10.3. Пусть F : V → R1 – строго выпуклый функционал,
множество M ⊂ V является выпуклым. Тогда задача (10.1) не может
иметь более одного решения.

Доказательство. Пусть u1, u2 ∈M – решения задачи (10.1):

d = inf
η∈M

F (η) = F (u1) = F (u2).

Имеем, что (u1 + u2)/2 ∈M , следовательно,

d ≤ F

(
u1 + u2

2

)
<
F (u1) + F (u2)

2
= d.

Полученное противоречие показывает, что u1 = u2.
Приведем теперь ряд результатов об эквивалентности задачи об

отыскании минимума функционала и вариационных неравенств.

Теорема 10.4. Пусть множество M ⊂ V является выпуклым,
F = F1 + F2, F1, F2 : V → R1 – выпуклые функционалы, F1 диффе-
ренцируем по Гато. Тогда задача (10.1) эквивалентна вариационному
неравенству

u ∈M : (F ′
1(u), η − u) + F2(η)− F2(u) ≥ 0 ∀ η ∈M. (10.4)
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Доказательство. Пусть u ∈ M – решение задачи (10.1). Тогда для
произвольных η ∈ M , λ ∈ ( 0, 1 ) в силу выпуклости M имеем, что
λ η + (1− λ)u ∈M , следовательно,

F (u) ≤ F (λ η + (1− λ)u) ∀ η ∈M,

откуда, используя выпуклость F2, получаем

F1(u) + F2(u) ≤

≤ F1(λ η + (1− λ)u) + F2(u) + λ [F2(η)− F2(u)] ∀ η ∈M,

или
1

λ
[F1(λ η + (1− λ)u)− F1(u) ] + F2(η)− F2(u) ≥ 0 ∀ η ∈M.

Устремляя λ к нулю, получим, что u – решение задачи (10.4).
Пусть, наоборот, u ∈M – решение задачи (10.4). Докажем, что u – ре-

шение задачи (10.1). Действительно, поскольку функционал F1 является
выпуклым, то в силу леммы 9.2

F1(η)− F1(u) ≥ (F ′
1(u), η − u) ∀ η ∈M,

откуда согласно (10.4)

F1(η)− F1(u) + F2(η)− F2(u) ≥ 0 ∀ η ∈M,

т.е. u – решение задачи (10.1).

Теорема 10.5. Пусть множество M ⊂ V является выпуклым,
F = F1 + F2, F1, F2 : V → R1 – выпуклые функционалы, F1 дифференци-
руем по Гато, причем F ′

1 : V → V ∗ – радиально непрерывный оператор.
Тогда задача (10.4) эквивалентна вариационному неравенству

(F ′
1(η), η − u) + F2(η)− F2(u) ≥ 0 ∀ η ∈M. (10.5)

Доказательство. Пусть u ∈ M – решение задачи (10.4). Поскольку
F1 – выпуклый функционал, то в силу леммы 9.3 оператор F ′

1 является
монотонным, следовательно,

(F ′
1(η), η − u) + F2(η)− F2(u) ≥

≥ (F ′
1(u), η − u) + F2(η)− F2(u) ≥ 0 ∀ η ∈M,
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т.е. u – решение задачи (10.5).
Обратно, предположим, что u ∈ M – решение задачи (10.5). Пусть w

– произвольный элемент из M . Поскольку M – выпуклое множество, то
η = (1 − λ)u + λw = u + λ (w − u) ∈ M , λ ∈ (0, 1). При этом из (10.5)
имеем, что

λ (F ′
1(u+ λ (w − u)), w − u) + F2((1− λ)u+ λw)− F2(u) ≥ 0,

откуда вследствие выпуклости F2

λ (F ′
1(u+ λ (w − u)), w − u) + λ [F2(w)− F2(u)] ≥ 0 ∀w ∈M.

Так как F ′
1 – радиально непрерывный оператор, то разделив последнее

неравенство на λ и устремив λ к нулю, получим, что u – решение задачи
(10.4).

Следствие 10.1. Пусть множество M ⊂ V является выпуклым,
F = F1 + F2, F1, F2 : V → R1 – выпуклые функционалы, F1 дифференци-
руем по Гато, причем F ′

1 : V → V – радиально непрерывный оператор.
Тогда задачи (10.1), (10.4), (10.5) эквивалентны.

Доказательство. Требуемое утверждение является непосредствен-
ным следствием из теорем 10.4 и 10.5.

Замечание 10.1. Как это следует из доказательства теоре-
мы 10.5, то, что решение задачи (10.4) является и решением вариаци-
онного неравенства (10.5) устанавливается без предположения о ради-
альной непрерывности оператора F ′

1.

11 Отделимость выпуклых множеств.

Определение 11.1. Пусть M и N – подмножества V . Говорят,
что линейный функционал F : V → R1 разделяет множества M и N ,
если существует такое число c, что

F (u) ≥ c ≥ F (η) ∀u ∈M, ∀ η ∈ N.

Говорят, что линейный функционал F : V → R1 строго разделяет
множества M и N , если существует такое число c, что

F (u) > c > F (η) ∀u ∈M, ∀ η ∈ N,



п. 11. Отделимость выпуклых множеств. 85

что эквивалентно неравенству

inf
u∈M

F (u) > c > sup
η∈N

F (η).♢

Замечание 11.1. В гильбертовом пространстве V согласно тео-
реме Рисса-Фишера 2.2 множества M и N разделяются тогда и только
тогда, когда найдутся такие вектор u∗ ∈ V и число c, что выполнено

(u∗, u) ≥ c ≥ (u∗, η) ∀u ∈M, ∀ η ∈ N.

Справедлива следующая

Лемма 11.1. Пусть u0 – внутренняя точка выпуклого множест-
ва M , u1 – произвольная точка из M . Тогда для всех λ из интервала
(0, 1) точки uλ = λu1 + (1− λ)u0 являются внутренними.

Доказательство. По условию настоящей леммы существует такое
r > 0, что Br(u0) ⊂M . Пусть η – произвольный вектор из шара Brλ(uλ),
где rλ = r(1− λ) , λ ∈ (0, 1), т.е.

∥η − uλ∥ ≤ rλ.

Положим uη = (η − λu1)/(1− λ), тогда

uη − u0 =
1

1− λ
η− λ

1− λ
u1− u0 =

1

1− λ
η− λu1 + (1− λ)u0

1− λ
=
η − uλ
1− λ

,

и
∥uη − u0∥ =

1

1− λ
∥η − uλ∥ ≤ r

поэтому uη ∈ Br(u0) ⊂ M . Поскольку множество M выпукло, то оно
содержит элемент η = λu1 + (1− λ)uη.

Итак, если η ∈ Brλ(uλ), то η ∈M , т.е. Brλ(uλ) ⊂M , rλ > 0.

Лемма 11.2. Пусть M ⊂ V – выпуклое множество, intM ̸= ∅,
u1 ̸∈ intM , M – замыкание множества M . Тогда u1 ̸∈ intM .

Доказательство. Установим, что в любой окрестности u1 найдется
точка, не принадлежащая M ; это и будет означать то, что u1 ̸∈ intM .

Пусть u0 ∈ intM (т.е. существует шар Br(u0) ⊂ M , r > 0 ),
uλ = (1− λ)u0 + λu1, λ ≥ 0 (т.е. uλ – точка луча, проходящего через u1,
с началом в u0).
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Для λ > 1 имеем

u1 =
1

λ
uλ +

λ− 1

λ
u0 = µuλ + (1− µ)u0, µ =

1

λ
∈ (0, 1).

Поэтому uλ ̸∈M , иначе в силу леммы 11.1 точка u1 была бы внутренней
точкой M .

Пусть теперь rλ = r
λ− 1

2
> 0, η – произвольный вектор из шара

Brλ(uλ), т.е. ∥η − uλ∥ ≤ rλ. Положим uη =
η − λu1
1− λ

. Тогда так же, как и
при доказательстве леммы 11.1, получаем, что

∥uη − u0∥ =
1

λ− 1
∥η − uλ∥ ≤ rλ

λ− 1
=
r

2
,

и для любого w ∈ B r/2 (uη) имеем

∥w − u0∥ ≤ ∥w − uη∥+ ∥uη − u0∥ ≤ r

2
+
r

2
= r,

а значит, w ∈ B r(u0), следовательно, B r/2 (uη) ⊂ B r(u0) ⊂ M . Поэтому
uη ∈ intM .

Далее, как и выше, получаем, основываясь на выражении для uη,

u1 =
λ− 1

λ
uη +

1

λ
η = µuη + (1− µ) η, µ =

λ− 1

λ
∈ (0, 1).

Отсюда следует, что η ̸∈ M , ибо в противном случае в силу леммы 11.1
точка u1 была бы внутренней точкой M .

Итак, η ∈ Brλ(uλ), η ̸∈ M , т.е. Brλ(uλ)
∩
M = ∅ для любого λ > 1,

и, таким образом, uλ ̸∈ M . Но uλ → u1 при λ → 1, а значит, в любой
окрестности u1 найдется точка, не принадлежащая M .

Определение 11.2. Множество K ⊂ V называется конусом, ес-
ли, наряду с любым своим элементом u, оно содержит элемент (λu)
для любого λ ≥ 0. ♢

Лемма 11.3. Пусть K – выпуклый замкнутый конус, не совпа-
дающий со всем пространством V . Тогда существует ненулевой ли-
нейный непрерывный функционал F0, принимающий неотрицательные
значения на множестве K.
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Доказательство. Выберем точку u0, не принадлежащую конусу K
(таковая найдется по условию настоящей теоремы). Поскольку K – вы-
пуклое, замкнутое множество, то в силу теоремы 1.1 существует элемент
v0 = PK(u0) – проекция точки u0 на K, причем согласно теореме 1.1
вектор v0 ∈ K является решением вариационного неравенства

(v0 − u0, η − v0 ) ≥ 0 ∀ η ∈ K. (11.1)

Из определения конуса следует, что 0 ∈ K и 2 v0 ∈ K. Выберем в нера-
венстве (11.1) сначала η = 0, а затем η = 2 v0. Соответственно получим

(v0 − u0,−v0 ) ≥ 0 и (v0 − u0, v0 ) ≥ 0,

т.е.
(v0 − u0, v0) = 0.

Тогда в силу (11.1)

(v0 − u0, η) = (v0 − u0, η − v0) + (v0 − u0, v0) =

= (v0 − u0, η − v0) ≥ 0 ∀ η ∈ K,

т.е. функционал F0, задаваемый соотношением F0(η) = (v0 − u0, η),
η ∈ V , является искомым (в силу того, что v0 ∈ K, а u0 ̸∈ K, функционал
F0 – не нулевой).

Лемма 11.4. Пусть M – выпуклое множество, intM ̸= ∅, причем
0 ̸∈ intM . Тогда существует ненулевой линейный непрерывный функ-
ционал F , принимающий неотрицательные значения на M и, следова-
тельно, разделяющий множество M и точку 0.

Доказательство. Определим следующее множество:

K = { η ∈ V : η = λu , λ ≥ 0 , u ∈M }.

Очевидно, что множество K является конусом. Установим его выпук-
лость. Пусть v1, v2 ∈ K, тогда существуют такие числа λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0 и
векторы u1, u2 ∈ M , что v1 = λ1u1, v2 = λ2u2. Для любых a1 ≥ 0, a2 ≥ 0
имеем

a1v1 + a2v2 = a1λ1u1 + a2λ2u2 =

= (a1λ1 + a2λ2)

[
a1 λ1

a1λ1 + a2λ2
u1 +

a2λ2
a1λ1 + a2λ2

u2

]
,



88 Гл. 2. Элементы выпуклого анализа.

если a1λ1 + a2λ2 > 0 (в противном случае a1v1 = a2v2 = 0, а значит,
a1v1 + a2v2 = 0 ∈ K). Поскольку M выпукло, то элемент, задаваемый
выражением в квадратных скобках, принадлежит M , а тогда, по опреде-
лению множества K, вектор a1v1 + a2v2 принадлежит K.

Далее, так как intM ̸= ∅, то найдутся такие u0 ∈ M и r > 0, что
B r (u0) ⊂ M ⊂ K, т.е. intK ̸= ∅. Кроме того, 0 ̸∈ intK. Иначе бы
(−u0) ∈ K, следовательно, нашлось бы такое число µ > 0, что µ(−u0) ∈
M , при этом

0 = λ (−µu0) + (1− λ)u0, λ =
1

µ+ 1
∈ (0, 1),

и 0 ∈ intM согласно лемме 11.1, что противоречит условию настоящей
леммы.

Пусть K – замыкание конуса K. Очевидно, что K – выпуклый за-
мкнутый конус, а в силу леммы 11.2 точка 0 не является внутренней для
K , и, таким образом, K ̸= V . Согласно лемме 11.3 найдется линейный
непрерывный ненулевой функционал F , для которого выполнено условие

F (η) ≥ 0 = F (0) ∀ η ∈ K.

Поскольку M ⊆ K ⊆ K, то функционал F разделяет множество M и
точку 0.

Теорема 11.1 ( об отделимости выпуклых множеств). Пусть
M , N – выпуклые множества, intM ̸= ∅, intM ∩

N = ∅. Тогда суще-
ствует ненулевой линейный непрерывный функционал F , разделяющий
множества M и N .

Доказательство. Из леммы 11.1 следует, что непустое (по условию
настоящей теоремы) множество M ◦ = intM является выпуклым. Поло-
жим

L =M ◦ −N = {η ∈ V : η = u− v , u ∈M ◦ , v ∈ N}
Легко проверить, что множество L выпукло и имеет непустую внутрен-
ность. Кроме того, 0 ̸∈ intL. В противном случае 0 = u− v, где u ∈M ◦,
v ∈ N , т.е. u = v, в то время, как M◦ и N не пересекаются по условию на-
стоящей теоремы. Согласно лемме 11.4 найдется линейный непрерывный
ненулевой функционал, для которого выполнено условие

F (η) ≥ 0 ∀ η ∈ L,
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т.е.
F (u) ≥ F (v) ∀u ∈M◦, ∀ v ∈ N. (11.2)

В силу леммы 11.1 для любой точки u ∈M найдется последовательность
из внутренних точек множества M

uλn
= λn u+ (1− λn )u0, u0 ∈M ◦,

сильно сходящаяся к u при λn → 0. Тогда из неравенства (11.2) (с учетом
непрерывности функционала F ) получаем, что F разделяет множества
M и N .

Следствие 11.1. Пусть M – замкнутое, выпуклое множество,
u0 ̸∈ M . Тогда существует ненулевой линейный непрерывный функ-
ционал F , строго разделяющий множество M и точку u0.

Доказательство. Нетрудно проверить, что множество V \M от-
крыто и содержит точку u0. Поэтому существует такой шар Br(0), что
u0 + Br(0) ⊂ V \M , т.е. (u0 + Br(0))

∩
M = ∅. В силу теоремы 11.1 мно-

жества u0 +Br(0) и M можно разделить ненулевым функционалом F :

F (u) ≤ F (u0) + F (η) ∀u ∈M, ∀ η ∈ Br(0).

Поскольку F ̸= 0, то существует ε > 0, такое, что

−ε = inf
z∈Br(0)

F (z) < 0.

Поэтому
F (u) ≤ F (u0)− ε ∀u ∈M.

Замечание 11.2. Если M,N – выпуклые замкнутые подмноже-
ства V , внутренности которых пусты и пересекающиеся только в гра-
ничных точках, то не обязательно существует ненулевой линейный
непрерывный функционал, разделяющий эти множества. В качестве
примера можно привести, для V = R2, две пересекающиеся прямые.

Замечание 11.3. Справедливость следствия 11.1 была установ-
лена нами ранее (см. п. 1, теорема 1.3).
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∂F(u)

0 ηu

y=F(η)

y

Рис. 2.2: Множество субградиентов функционала F в точке u.

12 Субградиенты и субдифференциалы.

Определение 12.1. Пусть F : V → R1 – собственный функци-
онал. Элемент u∗ ∈ V называется субградиентом функционала F в
точке u, если

F (η)− F (u) ≥ (u∗, η − u) ∀ η ∈ V.

Множество всех субградиентов функционала F в точке u называет-
ся субдифференциалом F в точке u (см. рис. 2.2) и обозначается через
∂F (u):

∂F (u) = {u∗ ∈ V : F (η)− F (u) ≥ (u∗, η − u) ∀ η ∈ V } .♢

Пример 12.1. Пусть F (u) = ∥u∥. Тогда

∂F (u) =


{u∗ ∈ V : ∥u∗∥ ≤ 1} , u = 0,

{u∗ ∈ V : ∥u∗∥ = 1, (u∗, u) = ∥u∥ } , u ̸= 0.

Действительно, пусть u = 0. Тогда u∗ ∈ ∂F (0), если

∥η∥ ≥ (u∗, η) ∀ η ∈ V,
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откуда при η = u∗ получаем, что ∥u∗∥ ≤ 1.
Наоборот, если ∥u∗∥ ≤ 1, то для любого η ∈ V выполнено неравенство

(u∗, η) ≤ ∥u∗∥ ∥η∥ ≤ ∥η∥,

т.е. u∗ ∈ ∂F (0).
Пусть теперь u ̸= 0. Если (u∗, u) = ∥u∥ и ∥u∗∥ = 1, то

∥η∥ − ∥u∥ = ∥η∥ ∥u∗∥ − (u∗, u) ≥ (u∗, η)− (u∗, u) = (u∗, η − u) ∀ η ∈ V,

т.е. u∗ ∈ ∂F (u).
Наоборот, если u∗ ∈ ∂F (u), то

−∥u∥ = ∥0∥ − ∥u∥ ≥ (u∗, 0− u) = − (u∗, u) ,

∥u∥ = ∥2u∥ − ∥u∥ ≥ (u∗, 2u− u) = (u∗, u) ,

откуда вытекает, что (u∗, u) = ∥u∥. Далее, имеем

∥η∥ − ∥u∥ ≥ (u∗, η − u) = (u∗, η)− (u∗, u) = (u∗, η)− ∥u∥ ∀ η ∈ V.

Отсюда
∥η∥ ≥ (u∗, η) ∀ η ∈ V,

следовательно, как и выше, получаем, что ∥u∗∥ ≤ 1. А с другой стороны,

∥u∗∥ ∥u∥ ≥ (u∗, u) = ∥u∥,

т.е. ∥u∗∥ ≥ 1. Поэтому ∥u∗∥ = 1.

Пример 12.2. Пусть A : V → V – линейный, ограниченный, не-
отрицательный, самосопряженный оператор, функционал F : V → R1

задается соотношением F (η) = (Aη, η). Тогда, как это было показано
при рассмотрении примера 3.2,

F (η)− F (u) ≥ 2 (Au, η − u) ∀ η ∈ V,

а значит, элемент 2Au является субградиентом функционала F в точ-
ке u.

Теорема 12.1. Пусть F : V → R1 – собственный функционал,
имеющий в каждой точке V субградиент. Тогда F является выпуклым
и слабо полунепрерывным снизу на V .
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Доказательство. Пусть

F (w)− F (z) ≥ (u∗(z), w − z) ∀w, z ∈ V.

Тогда для любых u, η ∈ V и z = αu+ (1− α) η, α ∈ [ 0, 1 ]

F (u) ≥ F (z) + (u∗(z), u− z) ,

F (η) ≥ F (z) + (u∗(z), η − z) .

Умножая первое из этих неравенств на α, а второе – на 1−α, и складывая,
получим

αF (u) + (1− α)F (η) ≥ F (z) + (u∗(z), α u+ (1− α) η − z) =

= F (z) = F (αu+ (1− α) η),

т.е. F – выпуклый функционал.
Пусть теперь un ⇀ u0 в V при n→ +∞. Поскольку в силу леммы 9.2

выполнено неравенство

F (un) ≥ F (u0) + (u∗(u0), un − u0 ) ,

то
lim inf
n→+∞

F (un) ≥ F (u0),

т.е. F является слабо полунепрерывным снизу на V .

Теорема 12.2. Пусть F : V → R1 – собственный функционал,
имеющий в каждой точке u ∈ V субградиент Au . Тогда оператор
A : V → V является монотонным.

Доказательство. Имеем (сравни с леммой 9.3)

F (η)− F (u) ≥ (Au, η − u) ∀u, η ∈ V,

F (u)− F (η) ≥ (Aη, u− η) ∀u, η ∈ V.

Складывая эти неравенства, получим

(Aη − Au, η − u) ≥ 0 ∀u, η ∈ V.

Теорема 12.3. Пусть оператор A : V → V является монотон-
ным градиентом собственного функционала F : V → R1. Тогда эле-
мент Au является субградиентом функционала F в точке u, причем
∂F (u) = {Au} (субдифференциал состоит из одного элемента, совпада-
ющего с производной Гато).
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Доказательство. В силу леммы 9.3 функционал F является выпук-
лым, следовательно, из леммы 9.2 вытекает, что

(F ′(u), η − u) = (Au, η − u) ≤ F (η)− F (u) ∀ η ∈ V,

т.е. Au ∈ ∂F (u).
Наоборот, если u∗ ∈ ∂F (u), то

F (u+ λ η)− F (u) ≥ λ (u∗, η) ∀ η ∈ V, ∀λ > 0.

Разделив это неравенство на λ и переходя затем к пределу при λ → 0,
имеем

(F ′(u), η) ≥ (u∗, η) ∀ η ∈ V,

или
(F ′(u)− u∗, η) ≥ 0 ∀η ∈ V.

Из последнего неравенства вследствие произвольности η получаем, что
u∗ = F ′(u) = Au.

Пример 12.3. Пусть F (u) = ∥u∥. Тогда (см. пример 9.4) имеем,
что F ′(u) =

u

∥u∥
, u ̸= 0, следовательно, в силу теоремы 12.3

∂F (u) =
u

∥u∥
, u ̸= 0.

Пример 12.4. Пусть

F (u) = (u∗, u) + a, u∗ ∈ V ∗, a ∈ R1.

Тогда ∂F (u) = F ′(u) = u∗.

В дальнейшем нам потребуются следующие вспомогательные резуль-
таты (леммы 12.1–12.3).

Лемма 12.1. Пусть F : V → R1 – непрерывный в точке u0 функ-
ционал. Тогда int epiF ̸= ∅.

Доказательство. Пусть ε > 0 – заданное число. В силу непрерывно-
сти F в точке u0 мы можем выбрать такую окрестность U точки u0 ∈ V ,
что |F (η)− F (u0) | < ε для η ∈ U . Но тогда множество

D =
{
{η, a} ∈ V ×R1 : a > F (u0) + ε, η ∈ U

}
открыто и содержится в epiF .
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Лемма 12.2. Функционал F : V → R1 является выпуклым тогда
и только тогда, когда для любых u, η ∈ V выпукла функция веществен-
ного переменного t→ φ(t) = F (u+ t η).

Доказательство. Если F – выпуклый функционал, то для любых
t1, t2 ∈ R1, α ∈ [0, 1] имеем

φ(α t1 + (1− α) t2) = F (α (u+ t1 η) + (1− α) (u+ t2 η)) ≤

≤ αF (u+ t1 η) + (1− α)F (u+ t2 η) = αφ(t1) + (1− α)φ(t2).

Наоборот, если для любых u, η ∈ V функция вещественного перемен-
ного t→ φ(t) = F (u+ t η) является выпуклой, то, полагая η = w−u, где
w – произвольный элемент из V , получим для любого α ∈ [ 0, 1 ], что

F (u+ α (w − u)) = F (u+ α η) = φ(α) =

= φ(α · 1 + (1− α) · 0) ≤ αφ(1) + (1− α)φ(0) =

= αF (u+ η) + (1− α)F (u) = αF (w) + (1− α)F (u).

Лемма 12.3. Если функция φ : R1 → R1 выпукла, то функция
вещественного переменного f , определяемая формулой

f(λ) =
φ(λ)− φ(0)

λ
, λ ̸= 0,

является неубывающей.

Доказательство. Рассмотрим три случая:
1. 0 < λ1 < λ2;
2. λ1 < λ2 < 0;
3. λ1 < 0 < λ2.
Покажем, что во всех трех случаях f(λ1) < f(λ2).
Пусть 0 < λ1 < λ2. Положим α = λ1/λ2. Ясно, что 0 < α < 1, причем

1− α =
λ2 − λ1
λ2

, α λ2 + (1− α) · 0 = λ1.

В силу выпуклости φ

φ(λ1) = φ(αλ2 + (1− α) · 0) ≤ αφ(λ2) + (1− α)φ(0) =

=
λ1
λ2
φ(λ2) +

λ2 − λ1
λ2

φ(0),
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следовательно,

φ(λ1)− φ(0) ≤ λ1
λ2
φ(λ2) +

λ2 − λ1
λ2

φ(0)− φ(0) =
λ1
λ2

[φ(λ2)− φ(0) ] .

Разделив последнее неравенство на λ1 > 0, получим

f(λ1) =
φ(λ1)− φ(0)

λ1
≤ φ(λ2)− φ(0)

λ2
= f(λ2).

Пусть теперь λ1 < λ2 < 0. Положим α = λ2/λ1. Тогда 0 < α < 1,
причем

1− α =
λ1 − λ2
λ1

, α λ1 + (1− α) · 0 = λ2.

Имеем, что

φ(λ2) ≤ αφ(λ1) + (1− α)φ(0) =
λ2
λ1
φ(λ1) +

λ1 − λ2
λ1

φ(0),

откуда

φ(λ2)− φ(0) ≤ λ2
λ1

[φ(λ1)− φ(0) ] .

Разделив это неравенство на λ2 < 0, получим

f(λ2) =
φ(λ2)− φ(0)

λ2
≥ φ(λ1)− φ(0)

λ1
= f(λ1).

Пусть, наконец, λ1 < 0 < λ2. Положим α = −λ1/(λ2 − λ1). Так как
λ1 < 0, 0 < λ2, то 0 < α < 1, причем

1− α = 1 +
λ1

λ2 − λ1
=

λ2
λ2 − λ1

,

и
αλ2 + (1− α)λ1 =

−λ1 λ2
λ2 − λ1

+
λ1 λ2
λ2 − λ1

= 0.

Тогда

φ(0) = φ(αλ2 + (1− α)λ1) ≤ αφ(λ2) + (1− α)φ(λ1),

откуда
−α [φ(λ2)− φ(0) ] ≤ (1− α) [φ(λ1)− φ(0) ] ,

или
λ1

λ2 − λ1
[φ(λ2)− φ(0) ] ≤ λ2

λ2 − λ1
[φ(λ1)− φ(0) ] .
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Разделив последнее неравенство на
λ1 λ2
λ2 − λ1

< 0, получим

f(λ2) =
φ(λ2)− φ(0)

λ2
≥ φ(λ1)− φ(0)

λ1
= f(λ1).

Следствие 12.1. Пусть функционал F : V → R1 является выпук-
лым. Тогда функция вещественного переменного f , определяемая фор-
мулой

f(λ) =
F (u+ λw)− F (u)

λ
∀u,w ∈ V,

является неубывающей.

Доказательство. Необходимо положить φ(λ) = F (u + λw) и вос-
пользоваться леммами 12.2 и 12.3.

Теорема 12.4. Если в точке u ∈ V выпуклый конечный функци-
онал F : V → R1 является непрерывным и имеет единственный суб-
градиент u∗ ∈ V , то F дифференцируем по Гато в точке u, причем
∂F (u) = {F ′(u)}.

Доказательство. Пусть w – произвольный элемент из V . В силу
следствия 12.1 функция вещественного переменного f , определяемая
формулой

f(λ) =
F (u+ λw)− F (u)

λ
,

является неубывающей. Поскольку

F (u+ λw)− F (u) ≥ (u∗, λw) ∀λ ∈ R1,

то при 1 > λ > 0

−∞ < (u∗, w) ≤ f(λ) ≤ f(1) = F (u+ w)− F (u) < +∞,

следовательно, f(λ) имеет предел при λ→ +0, причем

δF (u,w) = lim
t→+0

f(t) ≤ f(λ) =
F (u+ λw)− F (u)

λ
∀λ > 0,

откуда
λ δF (u,w) ≤ F (u+ λw)− F (u) ∀λ > 0.

Аналогичным образом, поскольку при −1 < λ < 0

−∞ < F (u)− F (u+ w) = f(−1) ≤ f(λ) ≤ (u∗, w) < +∞,



п. 12. Субградиенты и субдифференциалы. 97

то f(λ) имеет предел при λ→ −0, причем

δF (u,w) = lim
t→+0

f(t) ≥ lim
t→−0

f(t) ≥ F (u+ λw)− F (u)

λ
∀λ < 0,

следовательно,

λ δF (u,w) ≤ F (u+ λw)− F (u) ∀λ ∈ R1.

Таким образом,

F (u) + λ δF (u,w) ≤ F (u+ λw) ∀λ ∈ R1. (12.1)

Из неравенства (12.1) вытекает, что множество

D =
{
{u+ λw, F (u) + λ δF (u,w)} ∈ V ×R1, λ ∈ R1

}
не пересекается с int epiF . Множество D, очевидно, выпукло. Множе-
ство epiF также выпукло, причем int epiF ̸= ∅ в силу леммы 12.1.
Тогда согласно теореме 11.1 существует ненулевой линейный непрерыв-
ный функционал {Gw, α }, разделяющий D и epiF :

(Gw, u+ λw) + α [F (u) + λ δF (u,w) ] ≤

≤ (Gw, η) + α a ∀λ ∈ R1, ∀ { η, a} ∈ epiF. (12.2)

Так как {u+λw, F (u+λw)} ∈ epiF , то подставляя в (12.2) η = u+λw,
a = F (u+ λw), получим

α [F (u+ λw)− F (u)− λ δF (u,w) ] ≥ 0,

откуда в силу неравенства (12.1) вытекает, что α ≥ 0. Если предполо-
жить, что α = 0, то подставляя в (12.2) λ = 0, η = u + z, a = F (u + z),
где z – произвольный элемент из V , получим

(Gw, z) ≥ 0 ∀ z ∈ V,

следовательно, в силу произвольности z,

(Gw, z) = 0 ∀ z ∈ V,

т.е. Gw = 0, в то время, как функционал {Gw, α } является ненулевым.
Полученное противоречие показывает, что α > 0.
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Разделив теперь обе части неравенства (12.2) на α > 0 и положив
η = u, a = F (u), имеем(

1

α
Gw, u+ λw

)
+ F (u) + λ δF (u,w) ≤

(
1

α
Gw, u

)
+ F (u) ∀λ ∈ R1,

откуда

λ δF (u,w) ≤ λ

(
− 1

α
Gw, w

)
∀λ ∈ R1,

или, с учетом произвольности λ,

δF (u,w) =

(
− 1

α
Gw, w

)
∀w ∈ V.

Полагая в (12.2) λ = 0, η = z, a = F (z), где z – произвольный элемент
из V , получим, что(

1

α
Gw, u

)
+ F (u) ≤

(
1

α
Gw, z

)
+ F (z) ∀ z ∈ V,

или (
− 1

α
Gw, z − u

)
≤ F (z)− F (u) ∀ z ∈ V.

Последнее неравенство означает, что элемент − 1

α
Gw ∈ V ∗ является суб-

градиентом функционала F в точке u. В силу единственности субгради-

ента u∗ функционала F в точке u, имеем, что u∗ = − 1

α
Gw, следовательно,

соотношение
δF (u,w) =

(
− 1

α
Gw, w

)
∀w ∈ V

можно записать в виде

δF (u,w) = (u∗, w) ∀w ∈ V,

т.е. вариация Гато функционала F является линейным функционалом.
Поскольку w – произвольный элемент из V , то функционал F диффе-

ренцируем по Гато в точке u, причем

(F ′(u), w) = (u∗, w) ∀w ∈ V,

т.е. F ′(u) = u∗.

Теорема 12.5. Если в точке u ∈ V выпуклый конечный функцио-
нал F : V → R1 является непрерывным, то ∂F (u) ̸= ∅.
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Доказательство. Функционал F является непрерывным в точке u и
выпуклым, следовательно, множество int epiF не пусто и выпукло. По-
скольку точка {u, F (u)} не принадлежит int epiF , то в силу теоремы 11.1
существует ненулевой линейный непрерывный функционал {G0, α}, раз-
деляющий {u, F (u) } и epiF :

(G0, u) + αF (u) ≤ (G0, η) + α a ∀ { η, a} ∈ epiF. (12.3)

Выберем в этом неравенстве η = u, a = F (u) + ε. Тогда получим, что
α > 0. Разделив обе части неравенства (12.3) на α и положив a = F (η),
имеем (

1

α
G0, u

)
+ F (u) ≤

(
1

α
G0, η

)
+ F (η) ∀ η ∈ domF.

Тем более, (
− 1

α
G0, η − u

)
≤ F (η)− F (u) ∀ η ∈ V,

следовательно, − 1

α
G0 ∈ ∂F (u).

Теорема 12.6. Пусть F : V → R1 – субдифференцируемый фун-
кционал. Тогда для любого u ∈ V множество ∂F (u) является выпуклым
и слабо замкнутым.

Доказательство. Пусть u∗1, u∗2 ∈ ∂F (u), α ∈ [ 0, 1 ]. Имеем

αF (η)− αF (u) ≥ (αu∗1, η − u) ∀ η ∈ V,

(1− α)F (η)− (1− α)F (u) ≥ ((1− α)u∗2, η − u) ∀ η ∈ V.

Складывая эти неравенства, получим, что

F (η)− F (u) ≥ (αu∗1 + (1− α)u∗2, η − u) ∀ η ∈ V,

т.е. αu∗1+(1−α)u∗2 ∈ ∂F (u), следовательно, ∂F (u) – выпуклое множество.
Пусть теперь {u∗n}

+∞
n=1 ⊂ ∂F (u), u∗n ⇀ u∗0 в V ∗ при n→ +∞. Тогда

F (η)− F (u) ≥ (u∗n, η − u) ∀ η ∈ V.

Переходя в этом неравенстве к пределу при n→ +∞, получим

F (η)− F (u) ≥ (u∗0, η − u) ∀ η ∈ V.

т.е. u∗0 ∈ ∂F (u), а следовательно, множество ∂F (u) является слабо за-
мкнутым.

Понятие субдифференциала позволяет дать следующую характери-
стику точки минимума субдифференцируемого функционала.
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Теорема 12.7. Пусть F : V → R1 – собственный субдифференци-
руемый функционал. Тогда элемент u ∈ V является решением задачи

F (u) = inf
η∈V

F (η)

в том и только том случае, когда 0 ∈ ∂F (u).

Доказательство. Справедливость утверждения теоремы вытекает
непосредственно из определения субдифференциала.

Определение 12.2. Оператор A : V → V называется субпотен-
циальным, если существует функционал F : V → R1, такой, что для
любого u ∈ V элемент Au ∈ V является субградиентом функционала
F в точке u. ♢

Теорема 12.8. Для того, чтобы оператор A : V → V был субпо-
тенциальным, необходимо и достаточно, чтобы этот оператор:

1) был монотонным;
2) удовлетворял соотношению (9.3).

Доказательство. Заметим, прежде всего, что в силу леммы 9.5, ес-
ли A – монотонный оператор, то при любых фиксированных u, η ∈ V

вещественная функция

t→ φu,η(t) = (A(u+ t η), η)

является возрастающей на [ 0, 1 ], а, следовательно, интегрируемой на
[ 0, 1 ] (по Риману).

Пусть выполнены условия 1), 2) настоящей Теоремы. Определим
функционал F : V → R1 по формуле

F (η) =
1∫
0

(A(t η), η) dt ∀ η ∈ V.

Тогда согласно сделанному выше замечанию и в силу (9.3) для любых
u, η ∈ V выполнено неравенство:

F (η)− F (u) =
1∫
0

(A(t η), η) dt−
1∫
0

(A(t u), u) dt =

=
1∫
0

(A(u+ t (η − u)), η − u) dt =
1∫
0

φu,η−u(t) dt ≥
1∫
0

φu,η−u(0) dt =
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=
1∫
0

(Au, η − u) dt = (Au, η − u) ,

означающее, что Au – субградиент функционала F в точке u.
Обратно, пусть элемент Au ∈ V ∗ является субградиентом функцио-

нала F в каждой точке u ∈ V . Тогда в силу теоремы 12.2 оператор A
является монотонным. Докажем, что условие 2) также выполняется.

Пусть t0 = 0 < t1 < . . . < tN = 1, ∆i = ti+1 − ti, i = 0, 1, . . . , N − 1.
Составим интегральную сумму

SN =
N−1∑
i=0

(A(u+ ti (η − u)),∆i (η − u) ) .

Так как Au – субградиент функционала F точке u, то для каждого
i = 1, 2, . . . , N − 1 имеем

(A(u+ ti (η − u)),∆i (η − u) ) ≤ F (u+ ti+1 (η − u))− F (u+ ti (η − u)),

следовательно,

SN ≤
N−1∑
i=0

[F (u+ ti+1 (η − u))− F (u+ ti (η − u)) ] =

= F (u+t1 (η−u))−F (u+t0 (η−u))+F (u+t2 (η−u))−F (u+t1 (η−u))+
+ . . .+ F (u+ tN (η − u))− F (u+ tN−1 (η − u)) =

= F (u+ tN (η − u))− F (u+ t0 (η − u)) = F (η)− F (u).

Поэтому
1∫
0

(A(u+ t (η − u)), η − u) dt = lim
N→+∞

SN ≤ F (η)− F (u).

Поскольку u, η – произвольные элементы, то меняя их местами, получим
1∫
0

(A(η + ξ (u− η)), u− η) dξ =

=
1∫
0

(A(u+ (1− ξ) (η − u)), u− η) dξ ≤ F (u)− F (η).

Производя под знаком интеграла замену 1− ξ = t, имеем
1∫
0

(A(u+ t (η − u)), η − u) dt ≥ F (η)− F (u),
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следовательно,

1∫
0

(A(u+ t (η − u)), η − u) dt = F (η)− F (u).

Из этого равенства следует, что

F (η) =
1∫
0

(A(t η), η) dt+ F (0),

поэтому условие 2) выполнено.
Отметим, что теорема 12.8 – это критерий субпотенциальности моно-

тонных операторов.

Теорема 12.9. Пусть функционал F : V → R1 имеет в каждой
точке u ∈ V субградиент Au ∈ V , причем A : V → V – строго моно-
тонный оператор. Тогда функционал F является строго выпуклым.

Доказательство. Выпуклость F следует из теоремы 12.1. Пусть су-
ществуют такие u, η ∈ V , что

0 = F (u) + F (η)− 2F

(
u+ η

2

)
.

Тогда из равенств

u− u+ η

2
=
u− η

2
, η − u+ η

2
=
η − u

2

и соотношения (9.3) вытекает, что

0 =

[
F (u)− F

(
u+ η

2

)]
+

[
F (η)− F

(
u+ η

2

)]
=

=
1∫
0

(
A

(
u+ η

2
+ t

u− η

2

)
,
u− η

2

)
dt+

=
1∫
0

(
A

(
u+ η

2
+ t

η − u

2

)
,
η − u

2

)
dt.

Обозначим

wt =
u+ η

2
+ t

u− η

2
, zt =

u+ η

2
+ t

η − u

2
.
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При этом wt − zt = t (u− η), следовательно,

0 =
1∫
0

1

t
(Awt − Azt, wt − zt) dt.

Подинтегральное выражение неотрицательно, поэтому существует такое
t0 > 0, что

1

t0
(Awt0 − Azt0, wt0 − zt0) = 0,

откуда вследствие строгой монотонности A получаем, что wt0 = zt0, т.е.
u = η.

Замечание 12.1. Непосредственно из определения 12.1 вытекает,
что элемент u будет решением вариационного неравенства

(Au, η − u) + F (η)− F (u) ≥ (f, η − u) ∀ η ∈ V

тогда и только тогда, когда f − Au ∈ ∂F (u).

13 Субдифференциальное исчисление.

Выясним, в какой мере обычные правила дифференцирования можно
распространить на исчисление субдифференциалов.

Теорема 13.1. Пусть F : V → R1, λ > 0. Тогда

∂(λF )(u) = λ ∂F (u) ∀u ∈ V.

Доказательство. Справедливость настоящей теоремы следует непо-
средственно из определения субдифференциала.

Теорема 13.2 ( Моро - Рокафеллара). Пусть F 1 : V → R 1 и
F 2 : V → R 1 – собственные, выпуклые функционалы. Тогда

∂F1(u) + ∂F2(u) ⊂ ∂(F1 + F2)(u). (13.1)

Если же существует точка ū ∈ domF1
∩
domF2, где F1 (или F2) непре-

рывен, то
∂(F1 + F2)(u) = ∂F1(u) + ∂F2(u). (13.2)
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Замечание 13.1. Напомним, что выражение ∂ F 1(u) + ∂ F 2(u) оз-
начает алгебраическую сумму множеств ∂F1(u) и ∂F2(u), т.е. сум-
ма ∂F1(u) + ∂F2(u) – это множество элементов вида v1 + v2, где
v1 ∈ ∂F1(u), v2 ∈ ∂F2(u). В частности, включение (13.1) означает, что
во всех точках u, в которых функционалы F1 и F2 одновременно суб-
дифференцируемы, существует субградиент функционала F1+F2, а ра-
венство (13.2) означает, что во всех точках u, в которых существует
субградиент у функционала F1 + F2, будут субдифференцируемы функ-
ционалы F1 и F2.

Доказательство. Включение (13.1) сразу же следует из определения
субдифференциала. Докажем второе утверждение, т.е. проверим, что лю-
бой элемент u∗ ∈ ∂(F1+F2)(u) можно представить в виде суммы u∗1+u

∗
2,

где u∗1 ∈ ∂F1(u), u∗2 ∈ ∂F2(u).
По условию теоремы функционал F1 + F2 (а следовательно, F1 и F2)

принимает конечное значение в точке u. Пусть u∗ ∈ ∂(F1 + F2)(u):

F1(η) + F2(η) ≥ F1(u) + F2(u) + (u∗, η − u) ∀ η ∈ V. (13.3)

Рассмотрим на V ×R1 множества

D1 =
{
{η, a} ∈ V ×R1 : F1(η)− F1(u)− (u∗, η − u) ≤ a

}
,

D2 =
{
{η, a} ∈ V ×R1 : a ≤ F2(u)− F2(η)

}
.

Пусть {η0, a0} ∈ D1
∩
D2, тогда выполнены неравенства

F1(η0)− F1(u)− (u∗, η0 − u) ≤ a0 ≤ F2(u)− F2(η0).

Из (13.3) следует, что предыдущие неравенства должны быть обязатель-
но равенствами, а значит, для любого ε > 0 выполнены условия

(η0, a0 − ε) ̸∈ D1, (η0, a0 + ε) ̸∈ D2.

Таким образом, intD1
∩
intD2 = ∅. Множество D1 – это надграфик

функционала G : V → R1, G(η) = F1(η) − F1(u) − (u∗, η − u), η ∈ V ,
который является непрерывным в точке ū и выпуклым. Следовательно,
множество D1 выпукло и, в силу леммы 12.1, имеет непустую внутрен-
ность.

Далее, для всех {η, a}, {ξ, b} ∈ D2, α ∈ [ 0, 1 ] в силу выпуклости функ-
ционала F2 справедливы соотношения

α a+ (1− α) b ≤ αF2(u) + (1− α)F2(u)− αF2(η)− (1− α)F2(ξ) =



п. 13. Субдифференциальное исчисление. 105

= F2(u)− αF (η)− (1− α)F (ξ) ≤ F2(u)− F2(α η + (1− α) ξ),

т.е. α {η, a}+(1−α) {ξ, b} ∈ D2, а значит, множество D2 выпукло. Поэто-
му согласно теореме 11.1 существует ненулевой линейный непрерывный
функционал {η∗, a∗} , разделяющий множества D1 и D2:

(η∗, η) + a∗ a ≤ (η∗, ξ) + a∗ b ∀ {η, a} ∈ D1, ∀ {ξ, b} ∈ D2. (13.4)

Положим в этом неравенстве ξ = η, a = F1(η) − F1(u) − (u∗, η − u),
b = F2(u)− F2(η). Тогда получим, что

a∗ [F1(η)− F1(u)− (u∗, η − u)− F2(u) + F2(η) ] ≤ 0,

откуда с учетом (13.3) вытекает, что a∗ ≤ 0. Предположим, что a∗ = 0,
тогда и η∗ = 0. Иначе, при η∗ ̸= 0, из (13.4) получаем

(η∗, η − ξ) ≤ 0 ∀ η ∈ domF1 ,∀ ξ ∈ domF2.

Положим в этом неравенстве ξ = ū и η = ū + ε η∗/∥η∗∥, где ε > 0 вы-
брано так, что Bε(ū) ⊂ domF1 (такое ε найдется в силу непрерывности
функционала F1 в точке ū). Получим ε (η∗, η∗) ∥η∗∥ ≤ 0, т.е. η∗ = 0, а это
противоречит тому, что {η∗, a∗ } – ненулевой функционал.

Итак, a∗ < 0; разделим обе части неравенства (13.4) на a∗ < 0 и
положим a = F1(η)− F1(u)− (u∗, η − u), b = F2(u)− F2(ξ). Тогда

(η∗1, η) + F1(η)− (u∗, η − u)− F1(u) ≥

≥ (η∗1, ξ) + F2(u)− F2(ξ) ∀ η ∈ domF1 , ∀ ξ ∈ domF2,

где η∗1 = η∗/a∗. Подставляя в последнее неравенство сначала ξ = u, а
затем η = u, получим

(η∗1, η) + F1(η)− F1(u)− (u∗, η − u) ≥ (η∗1, u) ∀ η ∈ domF1,

(η∗1, ξ) + F2(u)− F2(ξ) ≤ (η∗1, u) ∀ ξ ∈ domF2,

или
F1(η)− F1(u) ≥ (u∗ − η∗1, η − u) ∀ η ∈ domF1,

F2(ξ)− F2(u) ≥ (η∗1, ξ − u) ∀ ξ ∈ domF2.

Итак, η∗1 ∈ ∂F2(u), u∗ − η∗1 ∈ ∂F1(u). Получили, следовательно, иско-
мое разложение: u∗ = u∗1 + u∗2, где u∗1 = u∗ − η∗1, u∗2 = η∗1.

Справедлива следующая теорема о субдифференцировании сложной
функции.
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Теорема 13.3. Пусть V , Y – гильбертовы пространства со ска-
лярными произведениями (·, ·) и (·, ·)Y соответственно, Λ : V → Y
– линейный непрерывный оператор, Λ∗ : Y → V – сопряженный к Λ
оператор (см. определение 2.4), F : Y → R1 – собственный выпуклый
функционал, G = F ◦ Λ : V → R1. Тогда

Λ∗∂F (Λu) ⊂ ∂G(u). (13.5)

Если существует точка Λū ∈ domF , где F непрерывен, то

Λ∗∂F (Λu) = ∂G(u). (13.6)

Замечание 13.2. Элемент u∗ ∈ V принадлежит множеству
Λ∗∂F (Λu) тогда и только тогда, когда найдется y∗ из множества
∂F (Λu), такой, что u∗ = Λ∗y∗. В частности, включение (13.5) озна-
чает, что функционал G будет субдифференцируемым во всех точках
u, таких, что существует субградиент функционала F в точке Λu,
а равенство (13.6) означает, что для всех векторов u, в которых су-
ществует субградиент функционала G, будет субдифференцируемым
функционал F в точке Λu.

Доказательство. Пусть y∗ ∈ ∂F (Λu) ⊂ Y . По определению

(y∗, y − Λu)Y + F (Λu) ≤ F (y) ∀ y ∈ Y.

Полагая в этом неравенстве y = Λ η, где η – произвольный элемент из V ,
получим

(y∗,Λ (η − u))Y + F (Λu) ≤ F (Λ η),

откуда вытекает, что

(Λ∗ y∗, η − u) +G(u) ≤ G(η) ∀ η ∈ V.

Значит, Λ∗ y∗ ∈ ∂G(u), что доказывает включение (13.5).
Предположим теперь, что существует точка Λū ∈ Y , где функционал

F непрерывен и конечен. Пусть u∗ ∈ ∂G(u) ⊂ V , т.е.

(u∗, η − u) +G(u) ≤ G(η) ∀ η ∈ V. (13.7)

Рассмотрим на Y ×R1 множество

D =
{
{y, a} ∈ Y ×R1 : y = Λη, a = (u∗, η − u) +G(u), η ∈ V

}
.
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Пусть (y0, a0) ∈ D
∩
epiF . Тогда существует такой элемент η 0 ∈ V , что

y 0 = Λη 0, и выполнено неравенство

F (Λη 0) ≤ a 0 = (u∗, η0 − u) +G(u).

Из (13.7) следует, что предыдущее неравенство должно быть обязательно
равенством, т.е. для любого ε > 0 выполнены условия (y 0, a 0− ε) ̸∈ epiF
и (y 0, a 0 − ε) ̸∈ D. Таким образом, множества epiF и D могут иметь
общими лишь граничные точки.

Непосредственно из определения видно, что D – выпуклое множе-
ство. Функционал F по предположению является непрерывным в точке
Λū и выпуклым, а значит, epiF – выпуклое множество, имеющее непу-
стую внутренность. В силу теоремы 11.1 существует ненулевой линейный
непрерывный функционал {y∗, a∗ }, разделяющий множества D и epiF :

(y∗, y)Y + a∗ a ≤ (y∗, z)Y + a∗ b ∀ {y, a} ∈ D, ∀ {z, b} ∈ epiF. (13.8)

Подставив в (13.8) y = Λ η, a = (u∗, η − u) +G(u), z = y, b = F (y), где η
– произвольный элемент из domG (таким образом, y ∈ domF ), имеем:

a∗ [ (u∗, η − u) +G(u)−G(η) ] ≤ 0,

поэтому a∗ ≥ 0 в силу неравенства (13.7). Предположим, что a∗ = 0,
тогда и y∗ = 0. Действительно, если y∗ ̸= 0, то из (13.8) получаем

(y∗,Λη − z)Y ≤ 0 ∀ z ∈ domF, ∀ η ∈ V.

Положим η = ū и z = Λū−ε y∗/∥y∗∥, где ε > 0 выбрано так, что выполне-
но включение Bε(Λū) ⊂ domF (такое ε найдется в силу непрерывности
функционала F в точке Λū). Получим

ε (y∗, y∗)/∥y∗∥ ≤ 0,

т.е. y∗ = 0, чего не может быть, ибо (y∗, a∗) – ненулевой функционал.
Поэтому a∗ > 0.

Разделим обе части неравенства (13.8) на a∗ > 0 и положим y = Λ η,
a = (u∗, η − u) +G(u), b = F (z), y∗1 = y∗/a∗. Тогда

(y∗1,Λ η)Y + (u∗, η − u) +G(u) ≤

≤ (y∗1, z)Y + F (z) ∀ η ∈ V, ∀z ∈ domF. (13.9)
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Подставим в это неравенство z = Λu, η = u + w, где w – произвольный
элемент из V . Имеем

(y∗1,Λw)Y + (u∗, w) ≤ 0 ∀w ∈ V,

или
(Λ∗ y∗1, w) + (u∗, w) ≤ 0 ∀w ∈ V,

откуда в силу произвольности w ∈ V вытекает, что u∗ = −Λ∗ y∗1. Следо-
вательно, из (13.9) получим

(y∗1,Λ η)Y + (−Λ∗ y∗1, η − u) +G(u) ≤

≤ (y∗1, z)Y + F (z) ∀ η ∈ V, ∀ z ∈ domF,

или,
(−y∗1, z)Y + (y∗1,Λ η)Y − (y∗1,Λ η)Y −

− (−y∗1,Λu)Y +G(u) ≤ F (z) ∀ η ∈ V, ∀ z ∈ domF.

Таким образом,

(−y∗1, z − Λu)Y ≤ F (z)− F (Λu) ∀z ∈ domF,

т.е. −y∗1 ∈ ∂F (Λu), а значит, u∗ = Λ∗ (−y∗1) ∈ Λ∗ ∂F (Λu), и

∂G(u) ⊂ Λ∗ ∂F (Λu).

Из последнего соотношения и включения (13.5) вытекает, что

∂G(u) = Λ∗ ∂F (Λu).



Глава 3

Итерационные методы поиска
неподвижных точек нерастягивающих
отображений

В данной главе рассматривается метод последовательных приближе-
ний для поиска неподвижных точек операторов в гильбертовом простран-
стве. Устанавливается слабая сходимость метода последовательных при-
ближений к некоторой неподвижной точке асимптотически регулярного
нерастягивающего оператора, в предположении о существовании у него
неподвижной точки и доказывается асимптотическая регулярность жест-
ко нерастягивающего оператора. Затем для сжимающего отображения
устанавливается существование единственной неподвижной точки и силь-
ная сходимость к ней последовательных приближений. Эти результаты
используются впоследствии при исследовании сходимости итерационных
методов решения изучаемых вариационных неравенств. Кроме того, при-
ведены итерационные методы нижней релаксации и регуляризации поис-
ка неподвижных точек нерастягивающих операторов.

14 Нерастягивающий асимптотически
регулярный оператор.

В дальнейшем множество неподвижных точек оператора T будем обо-
значать через N(T ).

Теорема 14.1 ( [41]). Пусть M – непустое выпуклое замкнутое
множество, T :M →M – нерастягивающий асимптотически регуляр-
ный оператор, N(T ) ̸= ∅. Тогда для любого u0 ∈M последовательность

109
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{un }+∞
n=1 , построенная по формуле un = T n u0, n = 1, 2, . . ., сходится

слабо в V к некоторому элементу из N(T ) при n→ +∞.

Доказательство. Пусть u∗ ∈ N(T ). Обозначим

K = {u ∈M : ∥u− u∗∥ ≤ d = ∥u0 − u∗∥ } .

Это множество является, очевидно, выпуклым, замкнутым и ограничен-
ным. Оператор T (нерастягивающий по условию теоремы) переводит мно-
жество K в себя, поскольку (см. определение 5.3)

∥Tu− u∗∥ = ∥Tu− Tu∗∥ ≤ ∥u− u∗∥ ≤ d ∀u ∈ K.

Поэтому последовательность {un}+∞
n=0 содержится в множестве K и, та-

ким образом, ограничена. Следовательно, в силу теоремы 4.4 у нее суще-
ствуют слабо предельные точки, принадлежащие в силу слабой замкну-
тостиK этому множествуK. Пусть v – одна из этих точек, т.е. существует
такая подпоследовательность {unk

}+∞
k=1, что

unk
⇀ v при k → +∞ (14.1)

Докажем, что v ∈ K – неподвижная точка оператора T . Имеем

∥Tunk
− Tv ∥2 = ∥Tunk

− unk
+ unk

− v + v − Tv ∥2 =

= ∥Tunk
− unk

∥2 + 2 (Tunk
− unk

, unk
− v) + ∥unk

− v∥2+
+2 (unk

− v, v − Tv) + 2 (Tunk
− unk

, v − Tv) + ∥v − Tv∥2 =
= ∥Tunk

− unk
∥2 + 2 (Tunk

− unk
, unk

− Tv) + ∥unk
− v∥2+

+2 (unk
− v, v − Tv) + ∥v − Tv∥2. (14.2)

Поскольку T – нерастягивающий оператор, то

∥Tunk
− Tv∥2 ≤ ∥unk

− v∥2. (14.3)

Из (14.2) и (14.3) получаем неравенство

∥v − Tv∥2 ≤ −
[
∥Tunk

− unk
∥2+

+ 2 (Tunk
− unk

, unk
− Tv) + 2 (unk

− v, v − Tv)
]
. (14.4)

Поскольку T – асимптотически регулярный оператор (см. определе-
ние 5.5), то un+1 − un = T n+1u0 − T nu0 → 0 при n → +∞, и, таким
образом, получаем:

lim
k→+∞

∥Tunk
− unk

∥2 = lim
k→+∞

∥unk+1 − unk
∥2 = 0, (14.5)
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откуда в силу ограниченности (теорема 4.3) слабо сходящейся последо-
вательности вытекает, что

lim
k→+∞

| (Tunk
− unk

, unk
− Tv) | ≤ lim

k→+∞
[ ∥Tunk

− unk
∥ ∥unk

− Tv ∥ ] ≤

≤ const lim
k→+∞

∥Tunk
− unk

∥ = 0.

Поэтому в силу следствия 4.1

lim
k→+∞

(Tunk
− unk

, unk
− Tv) = 0. (14.6)

Далее, из (14.1) имеем

lim
k→+∞

(unk
− v, v − Tv) = 0. (14.7)

Перейдем теперь к пределу при k → +∞ в неравенстве (14.4) с учетом
(14.5)–(14.7); в результате получим, что ∥v − Tv∥2 ≤ 0, т.е. Tv = v.

Поскольку v – неподвижная точка оператора T , то

∥un+1 − v∥ = ∥Tun − Tv∥ ≤ ∥un − v∥ , (14.8)

а значит, ограниченная снизу (нулем) числовая последовательность{
∥un − v∥

}+∞
n=0

не возрастает, следовательно, существует предел

lim
n→+∞

∥un − v∥2 = λv. (14.9)

Установим теперь, что все слабо предельные точки последовательно-
сти {un}+∞

n=1 совпадают, откуда и будет вытекать в силу следствия 4.2
слабая сходимость всей последовательности.

Пусть, наряду с v, имеется другая слабо предельная точка w последо-
вательности {un }+∞

n=1, т.е. существует подпоследовательность
{
unj

}+∞
j=1

,
cлабо сходящаяся к w в V при j → +∞. Из вышедоказанного следует
справедливость соотношения:

lim
n→+∞

∥un − w∥2 = λw. (14.10)

Очевидно, что соотношения (14.9), (14.10) справедливы и для любой
подпоследовательности последовательности {un }+∞

n=1, в частности, для
подпоследовательностей {unk

}+∞
k=1 и

{
unj

}+∞
j=1

:

lim
k→+∞

∥unk
− v∥2 = lim

j→+∞
∥unj

− v∥2 = λv,

lim
k→+∞

∥unk
− w∥2 = lim

j→+∞
∥unj

− w∥2 = λw.
(14.11)
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Рассмотрим следующую числовую последовательность:

e(k, j) = ∥unk
−w∥2 −∥unk

− v∥2 + ∥unj
− v∥2 −∥unj

−w∥2, k, j = 1, 2, . . .

Из (14.11) имеем, что lim
k, j→+∞

e(k, j) = 0. С другой стороны, нетрудно

проверить, что e(k, j) = 2(unk
− unj

, v − w), следовательно, в силу сла-
бой сходимости в V подпоследовательностей {unk

}+∞
k=1 и

{
unj

}+∞
j=1

к v и w
соответственно при k → +∞ и j → +∞, получаем

0 = lim
k, j→+∞

e(k, j) = 2 (v − w, v − w) = 2 ∥v − w∥2.

Таким образом, ∥ v − w ∥ = 0, т.е. v = w.

15 Метод нижней релаксации для нерастягивающего
оператора.

Теорема 15.1. Пусть M – непустое, выпуклое, замкнутое мно-
жество, T : M → M – нерастягивающий оператор. Тогда для любо-
го ω ∈ (0, 1) оператор Tω = ω E + (1 − ω)T действует из M в M ,
N(T ) = N(Tω). Если N(T ) ̸= ∅, то Tω асимптотически регулярен.

Доказательство. Пусть u ∈ M , тогда Tu ∈ M , а значит, в силу
выпуклости M , Tωu = ω u+ (1− ω)Tu ∈M .

Если u∗ ∈ N(T ), то Tωu∗ = ω u∗+(1−ω)Tu∗ = ω u∗+(1−ω)u∗ = u∗, т.е.
u∗ ∈ N(Tω). Наоборот, если u∗ ∈ N(Tω), то u∗ = Tω u

∗ = ω u∗+(1−ω)Tu∗,
следовательно, (1− ω)u∗ = (1− ω)Tu∗, т.е. u∗ ∈ N(T ).

Предположим теперь, чтоN(T ) ̸= ∅. Пусть u0 – произвольная точка из
M . Обозначив un = T n

ω u0 , имеем, что un+1 = Tω un = ω un + (1−ω)Tun.
Пусть u∗ ∈ N(T ). Тогда u∗ = T u∗ = Tω u

∗, следовательно,

un+1 − u∗ = ω un + (1− ω)Tun − u∗ = ω (un − u∗) + (1− ω) (Tun − u∗),

поэтому

∥un+1 − u∗ ∥2 = ω2 ∥un − u∗ ∥2 + (1− ω)2 ∥Tun − u∗ ∥2+

+2ω (1− ω)(un − u∗, Tun − u∗) . (15.1)

Далее, для любого α ∈ ω (1− ω)) имеем

α ∥un − Tun ∥2 = α ∥(un − u∗)− (Tun − u∗) ∥2 =
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= α ∥un − u∗ ∥2 + α ∥Tun − u∗ ∥2 − 2α (un − u∗, Tun − u∗) . (15.2)

Поскольку T – нерастягивающий оператор, и u∗ ∈ N(T ), то

∥Tun − u∗ ∥ = ∥Tun − Tu∗ ∥ ≤ ∥un − u∗ ∥ , (15.3)

а значит,

| (un − u∗, Tun − u∗) | ≤ ∥un − u∗ ∥ ∥Tun − u∗ ∥ ≤ ∥un − u∗ ∥2. (15.4)

Складывая (15.1), (15.2) и принимая во внимание (15.3), (15.4) и то, что
ω (1− ω)− α > 0, получим

∥un+1 − u∗ ∥2 + α ∥un − Tun ∥2 ≤
[
ω2 + (1− ω)2 + 2α

]
∥un − u∗ ∥2+

+2 [ω (1− ω)− α ] ∥un − u∗ ∥2 = [ω + (1− ω) ]2 = ∥un − u∗ ∥2.

Таким образом, ограниченная снизу (нулем) числовая последователь-
ность

{
∥un+1 − u∗ ∥2

}+∞
n=0

не возрастает и потому имеет конечный предел.
Но тогда un − Tun → 0 при n→ +∞, следовательно,

∥T n+1
ω u0 − T n

ω u0 ∥ = ∥un+1 − un ∥ = ∥Tω un − un ∥ =

= ∥ω Tun + (1− ω)Tun − un∥ = (1− ω) ∥Tun − un∥ → 0 при n→ +∞.

В силу теорем 14.1, 15.1, если T : M → M – нерастягивающий опера-
тор, N(T ) ̸= ∅, то итерационная последовательность {un}+∞

n=0, построен-
ная при помощи метода нижней релаксации un+1 = ω un + (1− ω)Tun, ω ∈ (0, 1), n = 0, 1, 2, . . . ,

u0 − произвольный элемент из M,

сходится слабо в V к некоторой неподвижной точке оператора T .

16 Жестко нерастягивающий и сжимающий
операторы.

Теорема 16.1 ([37]). Пусть T : M → M – жестко нерастягиваю-
щий оператор. Тогда T является нерастягивающим. Если N(T ) ̸= ∅,
то оператор T является асимптотически регулярным.
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Доказательство. Из определения 5.3 и неравенства Коши-Буняковс-
кого получаем

∥Tu− Tv∥2 ≤ (Tu− Tv , u− v) ≤ ∥Tu− Tv∥ ∥u− v∥ ∀u, v ∈M,

т.е. оператор T является нерастягивающим.
Установим асимптотическую регулярность T . Пусть u 0 – произволь-

ный элемент из M ; определим последовательность {un}+∞
n=1 по формуле

un = T nu0, n = 1, 2, . . . Пусть, далее, v – неподвижная точка оператора
T . Имеем с учетом тождества 1)

(a, b) =
1

2
∥a∥2 − 1

2
∥b− a∥2 + 1

2
∥b∥2V ∀ a, b ∈ V, (16.1)

что

∥un+1 − v∥2 = ∥Tun − Tv∥2 ≤ (Tun − Tv , un − v) = (un+1 − v , un − v) =

=
1

2

[
∥un+1 − v∥2 + ∥un − v∥2 − ∥un+1 − un∥2

]
, (16.2)

поскольку

∥un+1 − un∥2 = ∥un+1 − v − (un − v)∥2 =

= ∥un+1 − v∥2 + ∥un − v∥2 − 2 (un+1 − v , un − v).

Из неравенства (16.2) получаем ∥un+1 − v∥2 + ∥un+1 − un∥2 ≤ ∥un − v∥2.
Таким образом, ограниченная снизу (нулем) числовая последователь-

ность
{
∥un − v∥

}+∞
n=1

является убывающей, а значит, существует предел
lim

n→+∞
∥un − v∥2 = λv, и, следовательно,

0 = lim
n→+∞

∥un+1 − un∥2 = lim
n→+∞

∥T n+1u0 − T nu0 ∥,

а поскольку u0 – произвольный элемент из M , то оператор T является
асимптотически регулярным.

Теорема 16.2 (принцип сжимающих отображений). ПустьM –
непустое замкнутое множество, T :M →M – сжимающий оператор
с константой d < 1. Тогда у него существует единственная неподвиж-
ная точка v; для любого u0 ∈M последовательность {un }+∞

n=1 , опреде-
ленная по формуле un = T n u0, n = 1, 2, . . ., сходится к этой точке при
n→ +∞, и выполнено неравенство:

∥un − v∥ ≤ dn∥u0 − v∥.
1) Данное тождество представляет из себя аналог теоремы косинусов.
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Доказательство. По условию настоящей теоремы оператор T явля-
ется сжимающим с константой d < 1, т.е. (см. определение 5.3)

∥Tu− Tv∥ ≤ d ∥u− v∥ ∀u, v ∈M.

Проверим, что итерационная последовательность {un }+∞
n=0 является

фундаментальной. Имеем

∥u1 − u2∥ = ∥Tu0 − Tu1∥ ≤ d ∥u0 − u1∥,

∥u2 − u3∥ = ∥Tu1 − Tu2∥ ≤ d ∥u1 − u2∥ ≤ d 2 ∥u0 − u1∥,
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

∥un − un+1∥ ≤ d n ∥u0 − u1∥.
Тогда для любых m,n, используя формулу для суммы бесконечно убы-
вающей геометрической прогрессии, получим

∥un − un+m∥ ≤ ∥un+1 − un∥+ ∥un+2 − un+1∥+ · · ·+ ∥un+m − un+m−1∥ ≤

≤
[
dn + dn+1 + · · ·+ dn+m−1

]
∥u0 − u1∥ =

= dn
[
1 + d+ · · ·+ dm−1

]
∥u0−u1∥ ≤ dn∥u0−u1∥

+∞∑
k=0

d k =
dn

1− d
∥u0−u1∥,

откуда вытекает фундаментальность итерационной последовательности
{un}+∞

n=0. Поэтому эта последовательность является сходящейся. Обозна-
чим ее предел через v. Так как M замкнуто, то v ∈M . Далее,

∥v − Tv∥ ≤ ∥v − un + un − Tv∥ ≤ ∥v − un∥+ ∥un − Tv∥ =

= ∥v − un∥+ ∥Tun−1 − Tv∥ ≤ ∥v − un∥+ d ∥un−1 − v∥.
Переходя в этом неравенстве к пределу при n→ +∞, имеем, что v = Tv.

Если предположить, что, наряду с v, существует другая неподвижная
точка w оператора T , то получим неравенство

∥v − w∥ = ∥Tv − Tw∥ ≤ d ∥v − w∥,

которое, с учетом того, что d < 1, является непротиворечивым лишь при
w = v.

Наконец,

∥un − v∥ = ∥Tun−1 − Tv∥ ≤ d ∥un−1 − v∥ ≤ d 2 ∥un−2 − v∥ ≤ · · · ≤

≤ dn ∥u0 − v∥ .
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17 Метод регуляризации для нерастягивающего опе-
ратора.

При исследовании итерационных методов поиска неподвижных точек
нерастягивающего оператора нам потребуется следующая

Лемма 17.1. Пусть M – замкнутое, выпуклое множество,
T : M → M – нерастягивающий оператор. Тогда множество N(T )
неподвижных точек оператора T является замкнутым и выпуклым.

Доказательство. Пусть un = Tun ∈ M , un → u∗ при n → +∞. Так
как M замкнуто, то u∗ ∈M . Кроме того, в силу нерастягиваемости T

∥Tu∗ − u∗ ∥ = ∥Tu∗ − Tun + Tun − u∗ ∥ = ∥Tu∗ − Tun + un − u∗ ∥ ≤

≤ ∥Tu∗ − Tun ∥+ ∥un − u∗ ∥ ≤ 2 ∥un − u∗ ∥.
Переходя к пределу при n→ +∞, получим, что Tu∗ = u∗, т.е. u∗ ∈ T (N),
а значит, T (N) – замкнутое множество.

Докажем теперь, что множество T (N) выпукло. Предварительно уста-
новим, что если для любых u, v ∈ V , u ̸= v элемент w удовлетворяет
неравенствам

∥w − u∥ ≤ (1− λ) ∥u− v∥ , ∥w − v∥ ≤ λ ∥u− v∥ , λ ∈ (0, 1) , (17.1)

то w = λu+ (1− λ) v (см. рис. 3.1).

w
u η

d=||u− η||

||w−u|| ≤ (1−λ)α ||w−η||≤ λα

Рис. 3.1:

Действительно, обозначим d = ∥u − v∥. Поскольку u ̸= v, то d > 0.
Далее, в силу (17.1)

d = ∥u− v∥ = ∥u− w + w − v∥ ≤ ∥u− w∥+ ∥w − v∥ ≤
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≤ (1− λ) d+ λ d = d, (17.2)

а значит, в (17.1) неравенства должны быть заменены на равенства, ибо
в случае строго неравенства хотя бы в одном из неравенств в (17.1), мы
получили бы из (17.2), что 0 < d < d.

Кроме того, из (17.2) вытекает, что

∥u− w + w − v∥ = ∥u− w∥+ ∥w − v∥ ,

следовательно,

∥u− w∥2 + ∥w − v∥2 + 2 (u− w,w − v) = ∥u− w + w − v∥2 =

= (∥u− w∥+ ∥w − v∥)2 = ∥u− w∥2 + ∥w − v∥2 + 2 ∥u− w∥ ∥w − v∥ ,
откуда имеем, что

(u− w,w − v) = ∥u− w∥ ∥w − v∥ = (1− λ)λ d 2 . (17.3)

Поэтому

∥w − (λu+ (1− λ) v) ∥2 = ∥λ (w − u) + (1− λ) (w − v)∥2 =

= λ2 ∥w − u∥2 + (1− λ)2 ∥w − v∥2 + 2λ (1− λ) (w − u,w − v) =

= 2λ2 (1− λ)2 d 2 − 2λ2 (1− λ)2 d 2 = 0,

т.е. w = λu+ (1− λ) v, что и требовалось доказать.
Пусть u, v ∈ N(T ). Поскольку T действует изM вM , аM выпукло, то

η = λu+ (1− λ) v ∈M для любого λ ∈ (0, 1). В силу нерастягиваемости
T имеем

∥Tη−u∥ = ∥Tη−Tu∥ ≤ ∥η−u∥ = ∥λu+(1−λ) v−u∥ = (1−λ)∥η−u∥ ,

∥Tη − v∥ = ∥Tη − Tv∥ ≤ ∥η − v∥ = ∥λu+ (1− λ) v − v∥ = λ ∥η − u∥ ,
т.е. элемент w = Tη удовлетворяет условиям (17.1). Но тогда в силу
доказанного выше Tη = λu+(1−λ) v, поэтому η = λu+(1−λ) v ∈ N(T ),
следовательно, N(T ) – выпуклое множество.

Определение 17.1. Оператор T : V → V называется демиза-
мкнутым, если для любой последовательности {un}+∞

n=0 , сходящейся
слабо в V к u∗ из того, что lim

n→+∞
∥Tun − un ∥ = 0, вытекает, что

u∗ ∈ N(T ). ♢
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Лемма 17.2. Нерастягивающий оператор является демизамкну-
тым.

Доказательство. Заметим, во-первых, что что для любых w, z из V
справедливо неравенство (сравни с примером 3.3 с A = E)

∥w∥2−∥z∥2−2 (w,w−z) = −∥w∥2−∥z∥2+2 (w,w−z) = −∥w−z∥2 ≤ 0,

следовательно,

∥w∥2 − ∥z∥2 ≤ 2 (w,w − z) ∀w, z ∈ V. (17.4)

Пусть оператор T : V → V является нерастягивающим, un ⇀ u∗ в V
при n→ +∞, а также

lim
n→+∞

∥Tun − un∥ = 0 . (17.5)

В силу нерастягиваемости T имеем:

∥un − Tu∗ ∥2 = ∥un − u∗ + u∗ − Tu∗ ∥2 = ∥un − u∗ ∥2 + ∥u∗ − Tu∗ ∥2+

+2 (un−u∗, u∗−Tu∗) ≥ ∥Tun−Tu∗ ∥2+∥u∗−Tu∗ ∥2+2 (un−u∗, u∗−Tu∗).
Отсюда, используя неравенство (17.4) с w = un − Tu∗, z = Tun − Tu∗,
получаем

∥u∗ − Tu∗ ∥2 ≤ ∥un − Tu∗ ∥2 − ∥Tun − Tu∗ ∥2 − 2 (un − u∗, u∗ − Tu∗) ≤

≤ 2 (un − Tu∗, un − Tu∗ − Tun + Tu∗)− 2 (un − u∗, u∗ − Tu∗) =

= 2 (un − Tu∗, un − Tun)− 2 (un − u∗, u∗ − Tu∗).

Первое слагаемое в правой части последнего неравенства стремится к ну-
лю в силу ограниченности слабо сходящейся последовательности {un}+∞

n=1

(см. теорему 4.3) и соотношения (17.5), а второе – в силу слабой сходимо-
сти в V последовательности {un}+∞

n=1 к u∗. Переходя к пределу в послед-
нем неравенстве при n→ +∞, получим, что u∗ = Tu∗, следовательно, T
является демизамкнутым.

ПустьM – непустое выпуклое замкнутое множество, содержащее нуль,
T :M →M – нерастягивающий оператор. Обозначим через Tn оператор
Tn = λn T , где n – произвольное натуральное число, λn = n/(n + 1).
Оператор Tn действует из M в M , поскольку M выпукло, и для любого
u ∈M в силу того, что 0 ∈M

Tnu = λn T + (1− λn) 0 ∈M.
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Кроме того, очевидно, что для любого n оператор Tn является сжима-
ющим с коэффициентом сжатия λn < 1, а следовательно, существует
единственная неподвижная точка u∗n = Tn u

∗
n.

Имеет место

Лемма 17.3. Пусть M – непустое, выпуклое, замкнутое и огра-
ниченное множество, T : M → M – нерастягивающий оператор,
N(T ) ̸= ∅, u∗n = Tnu

∗
n. Тогда u∗n → u∗ при n → +∞, где u∗ – непо-

движная точка с минимальной нормой оператора T :

∥u∗∥2 = min
u∈N(T )

∥u∥2. (17.6)

Доказательство. Заметим, во первых, что в силу леммы 17.1 множе-
ствоN(T ) является замкнутым и выпуклым. Функционал F , F (u) = ∥u∥2
является коэрцитивным, непрерывным а также (см. пример 3.3) стро-
го выпуклым. Поэтому согласно теоремам 10.2, 10.3 задача (17.6) имеет
единственное решение.

Не ограничивая общности рассуждений можно считать, что 0 ∈ M

(иначе мы рассмотрели бы множество M̃ = M − u 0 и оператор T̃ ,
T̃ (ũ ) = T (ũ + u0) − u0. При этом, как установлено выше, оператор Tn
действует из M в M , является сжимающим с коэффициентом сжатия
λn < 1, и имеет единственную неподвижную точку u∗n = Tn u

∗
n ∈M .

Поскольку множество M ограничено, то принадлежащая ему после-
довательность {u∗n }+∞

n=1 также ограничена, поэтому у нее согласно теоре-
ме 4.4 существуют слабо предельные точки (принадлежащие M в силу
выпуклости и замкнутости, а значит, и слабой замкнутости этого множе-
ства). Пусть u – произвольная такая слабо предельная точка, т.е. суще-
ствует подпоследовательность

{
u∗nm

}+∞
n=1

, слабо сходящаяся в V к u.
Далее, поскольку Tn u∗n = u∗n, то

∥Tu∗n − u∗n ∥ =

∥∥∥∥∥ 1

n+ 1
Tu∗n +

n

n+ 1
Tu∗n − u∗n

∥∥∥∥∥ =
=

∥∥∥∥∥ 1

n+ 1
Tu∗n + Tn u

∗
n − u∗n

∥∥∥∥∥ = 1

n+ 1
∥Tu∗n − T (0) + T (0)∥ ≤

≤ 1

n+ 1

[
∥u∗n ∥+ ∥T (0)∥

]
≤ c

n+ 1
.

Отсюда, подставляя nm вместо n, получаем, что

lim
m→+∞

∥∥∥Tu∗nm
− u∗nm

∥∥∥ = 0.
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Но тогда u∗nm
⇀ u = Tu в V при m→ +∞ в силу леммы 17.2.

Итак, любая слабо предельная точка u последовательности {u∗n }+∞
n=1

является неподвижной точкой оператора T . Докажем, что u = u∗. При
этом, поскольку у оператора T неподвижная точка u∗ с минимальной
нормой определяется единственным образом, то из следствия 4.2 будет
вытекать что и вся последовательность {u∗n }+∞

n=1 слабо сходится в V к u∗.
Если 0 ∈ N(T ), то тогда утверждение настоящей леммы очевидно,

ибо в этом случае u∗ = 0 – искомая неподвижная точка. Действительно,
в этом случае Tn(0) = λn T (0) = 0, т.е. u∗n = 0 для любого n = 1, 2, . . ., а
потому u∗n → 0 при n→ +∞.

Предположим поэтому, что 0 ̸∈ N(T ). При этом 0 ̸∈ N(Tn) ни для
какого n.

Пусть u – произвольная точка из N(T ). В силу нерастягиваемости T
имеем, что

∥u∗n − λn u∥ = ∥Tn u∗n − λn Tu∥ = λn ∥Tu∗n − Tu∥ ≤ λn ∥u∗n − u∥ ,

следовательно,

∥u∗n − λn u∥2 = ∥u∗n ∥
2 + λ2n ∥u∥2 − 2λn (u

∗
n, u) ≤ λ2n ∥u∗n − u∥2 =

= λ2n ∥u∗n ∥
2 + λ2n ∥u∥2 − 2λ2n (u

∗
n, u) .

Отсюда вытекает, что

(1− λn )
2 ∥u∗n ∥

2 ≤ 2λn (1− λn (u
∗
n, u) ≤ 2λn (1− λn ) ∥u∗n ∥ ∥u∥ ,

поэтому с учетом того, что u∗n ̸= 0 и 2λn/(1 + λn) < 1, имеем

∥u∗n ∥ ≤ 2λn
1 + λn

∥u∥ ≤ ∥u∥ ∀u ∈ N(T ). (17.7)

Пусть u∗ – неподвижная точка с минимальной нормой оператора T ,
тогда в силу (17.7) и леммы 6.1

∥u∗∥ ≤ ∥u∥ ≤ lim inf
m→+∞

∥u∗nm
∥ ≤ ∥u∥ ∀u ∈ N(T ).

Полагая в этом неравенстве u = u∗, получим, что ∥u∥ = ∥u∗∥, отку-
да в силу единственности неподвижной точки u∗ с минимальной нормой
оператора T вытекает, что все слабо сходящиеся подпоследовательности
последовательности {u∗n }+∞

n=1 имеют один и тот же предел u∗.
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Таким образом, u∗n ⇀ u∗ в V при n → +∞. Кроме того, из (17.7)
следует, что

∥u∗ ∥ ≤ lim inf
n→+∞

∥u∗n ∥ ≤ lim sup
n→+∞

∥u∗n ∥ ≤ ∥u∗ ∥ ,

следовательно, ∥u∗n ∥ → ∥u∗ ∥ при n → +∞, а значит, в силу леммы 4.3
получаем, что u∗n → u∗ при n→ +∞.

Справедлива

Теорема 17.1. Пусть M – непустое, выпуклое, замкнутое, огра-
ниченное множество, T : M → M – нерастягивающий оператор,
N(T ) ̸= ∅, Sn = T n2

n . Тогда для любого u0 ∈ M последовательность
{un}+∞

n=0 , построенная по формуле un+1 = Sn un, n = 0, 1, 2, . . ., сходит-
ся к неподвижной точке u∗ оператора T с минимальной нормой.

Доказательство. Снова, как и при доказательстве леммы 17.3, пред-
полагаем, не ограничивая общности рассуждений, что 0 ∈M . Поскольку
оператор Tn действует из M в M , то оператор T m

n также действует из M
в M для любого натурального m.

Пусть u∗ = Tu∗ – неподвижная точка с минимальной нормой операто-
ра T , u∗n ∈ N(Tn). Для любогоm ≥ 1 и любого v ∈M в силу сжимаемости
Tn с коэффициентом λn имеем

∥T m
n v − u∗n ∥ = ∥Tn (T m−1

n v)− u∗n ∥ ≤ λn ∥T m−1
n v − u∗n ∥ ≤

≤ λ2n ∥T m−2
n v − u∗n ∥ ≤ · · · ≤ λmn ∥ v − u∗n ∥ . (17.8)

По условиям теоремы множество M ограничено, т.е. существует такое
R > 0, что M ⊂ BR/2(0), а значит, ∥v − η ∥ ≤ R для всех v, η ∈ M .
Поэтому из (17.8) вытекает, что

∥T m
n v − u∗n ∥ ≤ R λmn . (17.9)

Докажем, что
lim

n→+∞
∥un − u∗ ∥ = 0 . (17.10)

Положим m = n2 в (17.8). Тогда ∥Sn un− u∗n ∥ ≤ Rλn
2

n , следовательно,

∥un+1 − u∗ ∥ = ∥un+1 − u∗n + u∗n − u∗ ∥ ≤ ∥ un − u∗n ∥+ ∥u∗n − u∗ ∥ =

= ∥Sn un − u∗n ∥+ ∥u∗n − u∗ ∥ ≤ R λ
n2

n + ∥u∗n − u∗ ∥ .
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Далее,

λ
n2

n =

(
n

n+ 1

)n2

=

[ (
n

n+ 1

)n ]−n

= [ e+ δn ]
−n , где lim

n→+∞
δn = 0 ,

следовательно, | δn | ≤ µ для любого фиксированного µ ∈ (0, e− 1), начи-
ная с некоторого номера n1 = n1(µ). Но тогда λ

n2

n ≤ 1/(e − µ) → 0 при
n→ +∞, поэтому для любого ε > 0 существует номер n2(ε) ≥ n1 такой,
что λ

n2

n ≤ ε/(2R ) при n ≥ n2.
В силу леммы 17.3 последовательность {u∗n}+∞

n=0 сходится к неподвиж-
ной точке с минимальной нормой u∗ с минимальной нормой оператора T ,
следовательно существует номер n3(ε) ≥ n1 такой, что ∥u∗n − u∗ ∥ ≤ ε/2
при n ≥ n3. Тогда, полагая n0 = max {n2, n3} имеем, что

∥un+1 − u∗ ∥ ≤ R λ
n2

n + ∥u∗n − u∗ ∥ ≤ ε

2
+
ε

2
, n ≥ n0 ,

откуда и следует (17.10).
Из теоремы 17.1 вытекает, что если T : M → M – нерастягивающий

оператор, N(T ) ̸= ∅, то итерационная последовательность {un}+∞
n=0, по-

строенная при помощи метода регуляризации un+1 = T n2

n un, n = 0, 1, 2, . . . ,
u0 − произвольный элемент из M,

сходится сильно к неподвижной точке u∗ оператора T с минимальной
нормой.

Данный метод назван нами методом регуляризации, поскольку

Tn =
n

n+ 1
T =

(
1 +

1

n+ 1

)
T = (1 + τn )T,

и, таким образом, оператор Tn является регуляризацией оператора T с
параметром τn = 1/(n+ 1).



Глава 4

Проективные методы

В данной главе изучаются проективные итерационные методы реше-
ния вариационных неравенств второго рода, которые позволяют свести
исходное вариационное неравенство к вариационному неравенству с опе-
ратором канонического изоморфизма, эквивалентного задаче минимиза-
ции сильно выпуклого функционала.

Сначала рассматриваются неравенства с обратно сильно монотонными
операторами. Исследование сходимости итерационного метода основано
на сведении его к методу последовательных приближений для отыскания
неподвижной точки оператора перехода итерационного метода. Благода-
ря использованию проксимального отображения удается выписать явный
вид оператора перехода. Доказано неравенство, более сильное, чем нера-
венство нерастягиваемости, что и позволило получить результаты о схо-
димости метода. В случае, когда оператор является сильно монотонным
и липшиц-непрерывным, доказана сильная сходимость метода.

Затем построен метод итеративной регуляризации для вариационных
неравенств с псевдомонотонными операторами и исследована его сходи-
мость. Особую привлекательность данный метод имеет в случае, когда
регуляризованный функционал становится дифференцируемым.

18 Постановка задачи и описание
итерационного процесса.

Рассматривается задача поиска элемента u ∈ V , удовлетворяющего
вариационному неравенству

(Au, η − u) + F (η)− F (u) ≥ (f, η − u) ∀ η ∈ V, (18.1)

123
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где F : V → R1 – собственный, выпуклый, полунепрерывный снизу функ-
ционал, f ∈ V – заданный элемент, A : V → V – монотонный оператор.
Предполагаем, что решение вариационного неравенства (18.1) существу-
ет. Достаточным для этого в дополнение к вышеперечисленным услови-
ям, в силу теоремы 8.5, является коэрцитивность оператора A (см. также
теорему 8.4).

Рассмотрим следующий итерационный процесс. Пусть u0 ∈ V – про-
извольный элемент. Для k = 0, 1, 2, . . . определим u k+1 ∈ V , как решение
вариационного неравенства(

uk+1 − uk
τ

, η − uk+1

)
+ F (η)− F (uk+1) ≥

≥ (f − Auk, η − uk+1) ∀ η ∈ V, (18.2)

где τ > 0 – итерационный параметр.
Элемент uk+1 однозначно определяется по uk. Действительно, перепи-

шем неравенство (18.2) в следующем виде:

(uk+1, η − uk+1) + τ F (η)− τ F (uk+1) ≥

≥ (uk − τ(Auk − f), η − uk+1) ∀ η ∈ V. (18.3)

Поскольку τ > 0, то функционал τ F : V → R1 является собственным
выпуклым и полунепрерывным снизу, и в силу теоремы 7.1 это неравен-
ство имеет единственное решение.

Используя определение проксимального отображения на основе вари-
ационного неравенства (см. теорему 7.1), имеем, что (18.3) эквивалентно
соотношению

uk+1 = Prox {τ F} (uk − τ (Auk − f)) .

Определим теперь отображение T : V → V следующим образом:

Tu = Prox {τ F} (u− τ (Au− f)) . (18.4)

Очевидно, что при этом итерационный процесс (18.2) можно записать
в следующем виде:

uk+1 = Tuk, k = 0, 1, 2, . . . ,

и значит, T – оператор перехода этого итерационного процесса.
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Из теоремы 7.1 вытекает, что возникающее на каждом шаге итера-
ционного процесса вариационное неравенство (18.2), т.е. вариационное
неравенство (18.3), эквивалентно задаче минимизации функционала Gk,

Gk(η) = τ F (η)− (uk − τ(Auk − f), η) +
1

2
∥ η ∥2,

который является строго выпуклым. При этом не требуется обращения
исходного оператора A.

Справедлива

Теорема 18.1. Множества неподвижных точек оператора T и ре-
шений задачи (18.1) совпадают.

Доказательство. Пусть u – неподвижная точка оператора T :

u = Prox {τ F}(u− τ (Au− f)). (18.5)

Используя соотношение (18.5) и определение проксимального отображе-
ния, получаем, что u – решение вариационного неравенства

(u, η − u) + τ [F (η)− F (u) ] ≥ (u− τ (Au− f), η − u) ∀ η ∈ V. (18.6)

Неравенства (18.1) и (18.6) эквивалентны, а значит, множества неподвиж-
ных точек оператора T и решений задачи (18.1) совпадают.

Замечание 18.1. В случае, когда задача (18.1) разрешима, суще-
ствует и неподвижная точка оператора T .

19 Проективный метод для неравенств с монотон-
ным оператором.

Из теоремы 18.1 следует, что исследование сходимости итерационного
процесса (18.2) можно свести к исследованию сходимости метода после-
довательных приближений для поиска неподвижной точки оператора T .

Установим предварительно некоторые свойства этого оператора в слу-
чае обратно сильно монотонного отображения A.
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Теорема 19.1. Пусть A – обратно сильно монотонный оператор
с константой σ > 0, и выполнено условие

0 < τ < 2σ. (19.1)

Тогда оператор T является нерастягивающим.
Более того, для произвольных элементов u, v ∈ V справедливо нера-

венство:
∥Tu− Tv∥2 + δ (Au− Av, u− v)+

+ ∥(Tu− u)− (Tv − v) + τ (Au− Av)∥2 ≤ ∥u− v∥2, (19.2)

где δ = τ(2σ − τ)/σ .

Доказательство. Поскольку оператор A является обратно сильно
монотонным с константой σ > 0, то

(Au− Av, u− v) ≥ σ ∥Au− Av∥2 , σ > 0 ∀u, v ∈ V. (19.3)

Заметим, что δ > 0 в силу условия (19.1), а значит, из (19.2) и (19.3)
будет следовать нерастягиваемость оператора T .

Докажем справедливость неравенства (19.2). Для этого перепишем ра-
венство (18.4), задающее оператор T , в следующем виде:

Tu = Prox {τ F} (u− τ(Au− f)) = Prox {τ F} (Su) ,

где оператор S : V → V определяется соотношением

Sw = w − τ(Aw − f).

Используя (19.3), получаем

∥Su− Sv∥2 = (u− v − τ(Au− Av), u− v − τ(Au− Av)) =

= ∥u− v∥2 − 2τ (Au− Av, u− v) + τ 2 ∥Au− Av∥2 ≤

≤ ∥u− v∥2 − τ

(
2− τ

σ

)
(Au− Av, u− v) . (19.4)

Непосредственно из определения (18.4) оператора T и жесткой нерастя-
гиваемости проксимального отображения (теорема 7.2) следует, что

∥Tu− Tv∥2 =
∥∥∥Prox {τ F} (Su)− Prox {τ F} (Sv)

∥∥∥2 ≤
≤
(
Prox {τ F}(Su)− Prox {τ F}, Su− Sv

)2
=
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= (Tu− Tv, Su− Sv) . (19.5)

Используя равенство (16.1) с a = Su− Sv, b = Tu− Tv, преобразуем
(19.5):

∥Tu− Tv∥2 ≤ 1

2
∥Su− Sv∥2 + 1

2
∥Tu− Tv∥2−

−1

2
∥(Tu− Tv)− (Su− Sv)∥2 ,

следовательно,

∥Tu− Tv∥2 + ∥(Tu− Tv)− (Su− Sv)∥2 ≤ ∥Su− Sv∥2 . (19.6)

Отсюда с учетом (19.4), получаем, что

∥Tu− Tv∥2 + ∥(Tu− Tv)− (Su− Sv)∥2+

+τ

(
2− τ

σ

)
(Au− Av, u− v) ≤ ∥u− v∥2 ,

откуда в силу равенства

(Tu− Tv)− (Su− Sv) = (Tu− u)− (Tv − v) + τ (Au− Av)

и вытекает (19.2).

Теорема 19.2. Пусть A – обратно сильно монотонный оператор с
константой σ > 0, выполнено условие (19.1), задача (18.1) имеет хотя
бы одно решение. Тогда итерационная последовательность {uk}+∞

k=0, по-
строенная согласно (18.2), сходится слабо в V при k → +∞, ее предел
u∗ является неподвижной точкой оператора T , и справедливо равен-
ство

lim
k→+∞

∥uk+1 − uk ∥ = 0. (19.7)

Доказательство. Воспользуемся неравенством (19.2), положив в нем
u = uk и выбрав в качестве v неподвижную точку оператора T (согласно
замечанию 18.1 существует хотя бы одна такая точка). Учитывая то, что
по построению Tuk = uk+1, получаем

∥uk+1 − v∥2 + δ (Auk − Av, uk − v)+

+ ∥ (uk+1 − uk) + τ (Auk − Av) ∥2 ≤ ∥ uk − v ∥2 . (19.8)
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Из неравенства (19.8) следует, что ограниченная снизу (нулем) число-
вая последовательность

{
∥uk − v∥2

}+∞
k=0

не возрастает и, следовательно,
имеет конечный предел:

lim
k→+∞

∥uk − v ∥2 = λv,

а значит, выполнены соотношения:

lim
k→+∞

(Auk − Av, uk − v) = 0, (19.9)

lim
k→+∞

∥ (uk+1 − uk)− τ (Auk − Av) ∥ = 0. (19.10)

Используя (19.9) и (19.3), получаем

lim
k→+∞

∥Auk − Av∥ = 0. (19.11)

Из (19.10) и (19.11) следует, что выполнено соотношение (19.7), и, по-
скольку u0 ∈ V – произвольный элемент, то оператор T является асимп-
тотически регулярным. Кроме того, согласно теореме 19.1 оператор T
является нерастягивающим, следовательно, в силу теоремы 14.1 итера-
ционная последовательность {uk }+∞

k=0 сходится слабо в V при k → +∞,
и ее предел u∗ является неподвижной точкой оператора T .

Рассмотрим теперь случай вариационных неравенств, когда оператор
A удовлетворяет более жестким условиям, чем условие обратной сильной
монотонности (19.3).

Теорема 19.3. Пусть оператор A сильно монотонен с констан-
той µ, липшиц-непрерывен с константой L, и выполнено следующее
условие:

0 < τ < 2µ/L2 . (19.12)

Тогда оператор T является сжимающим.
Более того, для произвольных элементов u, v ∈ V справедливо нера-

венство:
∥Tu− Tv∥ ≤ d ∥u− v∥, (19.13)

где d =
√
1− τ(2µ− τL2).

Доказательство. По условиям теоремы оператор A удовлетворяет
следующим неравенствам:

(Au− Av, u− v )V ≥ µ ∥u− v ∥2V , µ > 0 ∀u, v ∈ V, (19.14)
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∥Au− Av ∥V ≤ L ∥u− v ∥V , L > 0 ∀u, v ∈ V. (19.15)

Так же, как и при доказательстве теоремы 19.1, перепишем равенство
(18.4), задающее оператор T в виде

Tu = Prox {τ F} (Su) ,

где оператор S : V → V определяется соотношением

Sw = w − τ(Aw − f);

при этом имеет место неравенство (19.6).
Из (19.14) и (19.15) вытекает, что

∥Su− Sv∥2 = ∥u− v∥2 − 2τ (Au− Av, u− v) + τ 2 ∥Au− Av∥2 ≤

≤ (1− 2µτ + τ 2L2) ∥u− v∥2 .
Подставляя эту оценку в (19.6), имеем, что

∥Tu− Tv∥2 ≤ (1− 2µτ + τ 2L2) ∥u− v∥2 = d2 ∥u− v∥2 ,

где d =
√
1− τ(2µ− τL2) . Из последнего неравенства и следует требуе-

мое соотношение (19.13).
Заметим, наконец, что в силу условия (19.12) выполнено неравенство

d < 1, а значит, оператор T является сжимающим.
Следствием предыдущей теоремы 19.3 и теоремы 16.2 является следу-

ющий результат.

Теорема 19.4. Пусть оператор A – сильно монотоннй с констан-
той µ, липшиц-непрерывный с константой L оператор, и выполнено
условие (19.12). Тогда итерационная последовательность {uk}+∞

k=0, по-
строенная согласно (18.2), сходится сильно в V , ее предел u∗ является
единственной неподвижной точкой оператора T , и справедливо нера-
венство

∥uk − u∗ ∥ ≤ d k ∥u0 − u∗ ∥ . (19.16)

Имея оценку (19.16), можно говорить об оптимизации итерационного
параметра, а именно о выборе τ = τ ∗, при котором величина d∗ = d(τ ∗)
будет минимальной. Поскольку функция 1 − 2µτ + τ 2L2 по τ является
квадратичной, то она имеет единственный минимум при τ ∗ = µ/L2, и
при таком выборе итерационного параметра получаем d∗ =

√
1− µ2/L2 .
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20 Метод итеративной регуляризации для вариаци-
онных неравенств с псевдомонотонным потенци-
альным оператором.

В этом разделе рассматривается итерационный процесс, позволяющий
свести исходную задачу к вариационному неравенству второго рода с опе-
ратором канонического изоморфизма вместо исходного псевдомонотонно-
го оператора и регуляризованным функционалом. Особую привлекатель-
ность данный метод имеет в случае, когда регуляризованный функционал
становится дифференцируемым. Следует отметить, что путем незначи-
тельной модификации доказательства можно рассмотреть итерационный
метод и без регуляризации. При этом результат о сходимости итерацион-
ного процесса сохраняется.

Пусть M – непустое выпуклое замкнутое множество. Рассматривает-
ся задача поиска элемента u ∈ M , являющегося решением следующего
вариационного неравенства второго рода:

(Au, η − u) + F (η)− F (u) ≥ (f, η − u) ∀ η ∈M , (20.1)

где f ∈ V – заданный элемент, оператор A : V → V является псевдомо-
нотонным, потенциальным, т.е.

1∫
0

[
(A(t(u+ v)), u+ v)− (A(tu), u)

]
dt =

=
1∫
0

(A(u+ tv), v) dt ∀u, v ∈ V, (20.2)

липшиц-непрерывным с постоянной L, т.е.

∥Au− Av∥ ≤ L∥u− v∥ ∀u, v ∈ V, (20.3)

и коэрцитивным, т.е. существует η0 ∈M , для которого

(Au, u− η0) ≥ ρ(∥u∥)∥u∥ ∀ u ∈ V, (20.4)

где функция ρ удовлетворяет условию

lim
ξ→+∞

ρ(ξ) = +∞.
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Далее, считаем что F : V → R1 – выпуклый (вообще говоря, недиф-
ференцируемый) функционал, для которого при ε > 0 существует функ-
ционал Fε, удовлетворяющий условиям

|Fε(η)− F (η)| ≤ c(ε) ∀ η ∈ V, lim
ε→0

c(ε) = 0, (20.5)

|Fε(v)− Fε(u)| ≤ γ ∥v − u∥ ∀u, v ∈ V, (20.6)

где γ – положительная константа.
Из (20.5), (20.6) следует, что F липшиц-непрерывен:

|F (v)− F (u)| ≤ 2 γ ∥v − u∥ ∀ u, v ∈ V. (20.7)

Определим функционал Φ : V → R1 соотношением

Φ(u) = FA(u) + F (u)− (f, u) , FA(u) =
1∫
0

(A(tu), u) dt. (20.8)

При этом из (20.2), (20.8) вытекает, что для любых u, v ∈ V справед-
ливо равенство

Φ(u)− Φ(v) =
1∫
0

(A(v + t(u− v)), u− v) dt+

+F (u)− F (v)− (f, u− v) . (20.9)

Отметим, что в силу условий (20.4), (20.7) функционал Φ коэрцитивен.
Для решения задачи (20.1) рассмотрим следующий итерационный про-

цесс.
Пусть u0 – произвольный элемент из M . Для n = 0, 1, 2, . . ., определим

un+1 ∈M как решение вариационного неравенства:

(un+1 − un, v − un+1) + τ [Fεn(v)− Fεn(un+1) ] ≥

≥ τ (f − Aun, v − un+1) ∀ v ∈M, (20.10)

где τ – итерационный параметр, удовлетворяющий условию

0 < τ < 2/L . (20.11)

Относительно последовательности {εn}+∞
n=1 предполагаем, что

+∞∑
n=1

c(εn) = σ < +∞. (20.12)
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Так же, как и в п. 16, нетрудно убедиться в том, что вариационное
неравенство (20.10) имеет единственное решение.

При исследовании сходимости предложенного выше итерационного ме-
тода нам потребуется

Лемма 20.1 ([10, стр. 93]). Пусть числовая последовательность
{ak}+∞

k=1 удовлетворяет условиям

ai+1 ≤ ai + δi, δi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , (20.13)
+∞∑
k=1

δk < +∞.

Тогда существует предел

lim
k→+∞

ak < +∞.

Если к тому же последовательность {ak}+∞
k=1 ограничена снизу, то

этот предел конечен.

Доказательство. Суммируя неравенства (20.13) по i = 1, 2, . . . ,m−1,
имеем:

am ≤ ak +
m−1∑
i=k

δi ≤ ak +
+∞∑
i=k

δi (20.14)

при всех m > k ≥ 0. Пусть

lim inf
k→+∞

ak = lim
n→+∞

akn (kn < kn+1, n = 0, 1, . . .); lim
n→+∞

kn = +∞.

Полагая в (20.14) k = kn, получим

am ≤ akn +
+∞∑
i=kn

δi

при всех m > kn. Следовательно,

lim sup
m→+∞

am ≤ akn +
+∞∑
i=kn

δi, n = 1, 2, . . .

Отсюда при n→ +∞ имеем

lim sup
m→+∞

am ≤ lim
n→+∞

akn = lim inf
m→+∞

am ≤ lim sup
m→+∞

am.

Таким образом, предел
lim

k→+∞
ak
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существует.
Из (20.14) при k = 1 следует ограниченность сверху последовательно-

сти {am}+∞
m=1.

Если эта последовательность ограничена еще и снизу, то указанный
предел конечен.

Справедлива следующая

Теорема 20.1. Пусть выполнено условие (20.11). Тогда итераци-
онная последовательность {un }+∞

n=0, построенная согласно (20.10) огра-
ничена, и все ее слабо предельные точки являются решениями задачи
(20.1).

Доказательство. Докажем ограниченность итерационной последова-
тельности, а именно, проверим, что

{un}+∞
n=1 ⊂ S0, (20.15)

где S0 = {u ∈ M : Φ(u) ≤ Φ(u0) + 2σ} – ограниченное (в силу коэрци-
тивности Φ) множество.

По построению u0 ∈ S0. Докажем, что uN ∈ S0 для любого N . Исполь-
зуя (20.10) с v = un, получаем

− 1

τ
∥un − un+1∥2 + Fεn(un)− Fεn(un+1) ≥

≥ (f − Aun, un − un+1) . (20.16)

Из (20.3) вытекает, что для любого t ∈ [0, 1]

| (A(un + t(un+1 − un))− Aun, un+1 − un) | ≤

≤ ∥A(un + t(un+1 − un))− Aun∥ ∥un − un+1∥ ≤ L t ∥un − un+1∥2. (20.17)

Далее, из (20.9) имеем

Φ(un+1)− Φ(un) =
1∫
0

(A(un + t(un+1 − un)), un+1 − un) dt−

− (f, un+1 − un) + F (un+1)− F (un) =

=
1∫
0

(A(un + t(un+1 − un))− Aun, un+1 − un) dt+

+(f − Aun, un − un+1) + F (un+1)− F (un).
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Отсюда, учитывая (20.16) и (20.17), получаем

Φ(un+1)− Φ(un) ≤
1∫
0

| (A(un + t(un+1 − un))− Aun, un+1 − un) |dt−

− 1

τ
∥un − un+1∥2 + [Fεn(un)− F (un) ] + [F (un+1)− Fεn(un+1) ] ≤

≤ L ∥un − un+1∥2
1∫
0

t d t− 1

τ
∥un − un+1∥2 + 2 c (εn) =

= −λ ∥un − un+1∥2 + 2 c (εn), λ = 1/τ − L/2 ,

причем λ > 0 в силу условия (20.11).
Таким образом, для всех n = 0, 1, 2, . . . , N − 1 справедливы неравен-

ства

Φ(un+1) ≤ Φ(un) + λ∥un − un+1∥2 ≤ Φ(un) + 2 c (εn) . (20.18)

Просуммируем эти неравенства по n = 0, 1, 2, . . . , N−1. Тогда, принимая
во внимание (20.12), получим, что

Φ(uN) + λ
N−1∑
n=0

∥un − un+1∥2 ≤ Φ(u0) + 2
N−1∑
n=0

c(εi) ≤ Φ(u0) + 2σ,

а значит, Φ(uN) ≤ Φ(u0)+2σ, т.е. uN ∈ S0. Утверждение (20.15) доказано,
следовательно, последовательность {un }+∞

n=0 ограничена.
Из определения функционала Φ в виде соотношения (20.8), ограничен-

ности и липшиц-непрерывности оператора A и леммы 6.3 об аффинной
миноранте следует, что

Φ(u) =
1∫
0

(A(tu), u) dt+ F (u)− (f, u) =

=
1∫
0

(A(tu)− A(0), u− 0) dt+ F (u) + (A(0), u)− (f, u) ≥

≥ −L
1∫
0

t ∥u∥2 dt− ∥y∗ ∥ ∥u∥+ α∗ − ∥A(0)∥ ∥u∥ − ∥f∥ ∥u∥.

Из этого неравенства и ограниченности итерационной последовательно-
сти вытекает, что последовательность {Φ(un) }+∞

n=1 ограничена снизу, a
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значит, условия леммы 20.1 для последовательности {Φ(un)}+∞
n=0 в си-

лу (20.12) и (20.18) выполнены. Поэтому числовая последовательность
{Φ(un)}+∞

n=0 имеет конечный предел, следовательно, из (20.18) имеем

lim
n→+∞

λ∥un − un+1∥2 = 0,

и, следовательно,
lim

n→+∞
∥un − un+1∥ = 0. (20.19)

Далее, для произвольной функции v ∈M из (20.10) получаем:

(Aun, un − v) = (Aun, un − un+1) + (Aun, un+1 − v) ≤

≤ (Aun, un − un+1) +
1

τ
(un+1 − un, v − un+1)+

+
[
Fεn(v)− F (v)

]
+
[
F (v)− F (un)

]
+
[
F (un)− Fεn(v)

]
+

+
[
Fεn(un)− Fεn(un+1)

]
+ (f, un − v) + (f, un+1 − un) ≤

≤
[
∥Aun∥V +

1

τ
∥v − un+1∥+ ∥f∥+ γ

]
∥un+1 − un∥+

+
[
Fεn(v)− Fεn(un)

]
+ (f, un − v) ≤ Cv ∥un+1 − un∥+

+
[
F (v)− F (un)

]
+ (f, un − v) + 2 c (εn), (20.20)

где Cv – положительная константа, зависящая от v.
Из ограниченности итерационной последовательности следует суще-

ствование подпоследовательности {unk
}+∞
k=1, сходящейся слабо к u∗ в V

при k → +∞. Установим, что для этой подпоследовательности выполне-
но неравенство

lim sup
k→+∞

(Aunk
, unk

− u∗) ≤ 0.

Из (20.20), полагая v = u∗, n = nk, с учетом (20.19) и слабой полунепре-
рывности снизу функционала F , получаем:

lim sup
k→+∞

(Aunk
, unk

− u∗) ≤ lim sup
k→+∞

Cu∗ ∥unk+1 − unk
∥+

+ lim sup
k→+∞

[F (u∗)− F (unk
) ] + lim sup

k→+∞
(f, unk

− u∗) + 2 lim sup
k→+∞

c (εnk
) ≤

≤ F (u∗)− lim inf
k→+∞

F (unk
) ≤ F (u∗)− F (u∗) = 0. (20.21)
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Покажем, что u∗ является решением задачи (20.1). Из (20.20) для про-
извольной функции v ∈M имеем:

Cv ∥unk+1 − unk
∥ ≥ (Aunk

, unk
− v)+

+
[
F (unk

)− F (v)
]
+ (f, v − unk

) + 2 c (εnk
),

откуда в силу (20.19), слабой полунепрерывности снизу функционала F
и псевдомонотонности оператора A вытекает, что

0 = lim inf
k→+∞

[
Cv ∥unk+1 − unk

∥ − 2 c (εnk
)
]
≥

≥ lim inf
k→+∞

(Aunk
, unk

− v) + lim inf
k→+∞

[
F (unk

)− F (v)
]
+

+ lim inf
k→+∞

(f, v − unk
) ≥

≥ (Au∗, u∗ − v) + F (u∗)− F (v) + (f, v − u∗) ∀ v ∈M, (20.22)

т.е. u∗ – решение вариационного неравенства (20.1).



Глава 5

Двойственные методы

В настоящей главе предлагается итерационный метод решения вари-
ационных неравенств второго рода с оператором A : V → V и функцио-
налом F̂ : V → R1. При этом предполагается, что F̂ представим в виде
F̂ = F + F0, причем F0 – суперпозиция некоторого выпуклого функци-
онала и линейного непрерывного оператора. Так же, как и в четвертой
главе, исследование сходимости метода основано на сведении его к ме-
тоду последовательных приближений для отыскания неподвижной точ-
ки оператора перехода итерационного метода. Благодаря использованию
понятия проксимального отображения удается выписать явный вид опе-
ратора перехода. Доказано неравенство, более сильное, чем неравенство
нерастягиваемости, что и позволило получить результаты о сходимости
метода. Сначала изучается случай, когда оператор A является обратно
сильно монотонным, а затем рассматривается вариационное неравенство
с липшиц-непрерывным и сильно монотонным оператором. Во втором
случае удается получить более сильные результаты о сходимости метода.

21 Постановка задачи и описание итерационного
процесса.

Пусть V,H – гильбертовы пространства со скалярными произведени-
ями (·, ·)V , (·, ·)H соответственно, отождествленные со своими сопряжен-
ными. Рассматривается задача поиска u ∈ V , являющегося решением
вариационного неравенства

(Au− f, η − u)V +G (Λη)−G (Λu) + F (η)− F (u) ≥ 0 ∀ η ∈ V, (21.1)

где Λ : V → H – линейный непрерывный оператор, F : V → R 1,
G : H → R 1 – собственные, выпуклые, полунепрерывные снизу функци-
оналы, f ∈ V – заданный элемент, A : V → V – монотонный оператор.

137
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Предполагаем, что решение вариационного неравенства (21.1) суще-
ствует. Достаточным для этого в дополнение к вышеперечисленным усло-
виям, в силу теоремы 8.5, является коэрцитивность оператора A (см. так-
же теорему 8.4).

Считаем также, что для функционалов F и G выполнено условие
невырожденности задачи:

∃ y∗ ∈ Λ (domF ) ∩ domG : lim
y→y∗

G(y) = G(y∗), (21.2)

а оператор Λ∗Λ : V → V является каноническим изоморфизмом, т.е.
v = Λ∗Λv ∀ v ∈ V, (21.3)

где Λ∗ : H → V – сопряженный к Λ оператор (см. определение 2.4):
(Λ∗y, η)V = (y,Λη)H ∀ y ∈ H, ∀ η ∈ V. (21.4)

Из (21.3) и (21.4) следует равенство
(Λu,Λη)H = (u, η)V ∀u, η ∈ V. (21.5)

Для решения вариационного неравенства (21.1) рассмотрим следую-
щий итерационный процесс. Зададим τ > 0 и r > 0. Пусть u(0) ∈ V ,
y(0) ∈ H и λ(0) ∈ H – произвольные элементы. Для k = 0, 1, 2, . . ., зная
y(k), λ(k), определим u(k+1) как решение вариационного неравенства

1

τ

(
u(k+1) − u(k), η − u(k+1)

)
V
+ F (η)− F (u(k+1)) ≥

≥
(
f − Au(k) − Λ∗λ(k) − r (u(k) − Λ∗ y(k)), η − u(k+1)

)
V

∀ η ∈ V. (21.6)

Затем находим y(k+1), решая задачу минимизации

r
(
y(k+1), z − y(k+1)

)
H
+G(z)−G(y(k+1)) ≥

≥
(
rΛu(k+1) + λ(k), z − y(k+1)

)
H

∀ z ∈ H. (21.7)

Полагаем, наконец,
λ(k+1) = λ(k) + r

[
Λu(k+1) − y(k+1)

]
. (21.8)

Так же, как и в п. 16, нетрудно убедиться в том, что задачи (21.6),
(21.7) однозначно разрешимы.

Для исследования сходимости описанного итерационного процесса вы-
пишем явный вид оператора перехода этого процесса.

Введем гильбертово пространство Q = V × H × H. Для элементов q
из этого пространства будем обозначать q = (q1, q2, q3) = (u, y, λ). Опре-
делим оператор T : Q→ Q, Tq = (T1 q, T2 q, T3 q) следующим образом:

T1 q = Prox{τF} ( q1 − τ [Aq1 − f + Λ∗q3 + r (q1 − Λ∗q2) ] ) , (21.9)
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T2 q = Prox{G/r}
(
ΛT1 q + r−1 q3

)
, (21.10)

T3 q = q3 + r (ΛT1 q − T2 q) . (21.11)
Используя определение проксимального отображения на основе вариаци-
онного неравенства (см. теорему 7.1), перепишем итерационный процесс
(21.6)–(21.8) в виде q(k+1) = Tq(k), q(k) = (u(k), y(k);λ(k)), k = 0, 1, 2 . . ., т.е.
T – оператор перехода этого итерационного процесса.

Теорема 21.1. Точка q = (u,Λu, λ) является неподвижной точкой
оператора T в том и только том случае, когда выполнены условия

y = Λu, (21.12)
λ ∈ ∂G(Λu), −Λ∗ λ ∈ ∂F (u) + Au− f. (21.13)

При этом первая компонента u любой неподвижной точки оператора
T является решением задачи (21.1).

Доказательство. Пусть q = (u,Λu, λ) – неподвижная точка опера-
тора T :

u = Prox{τF} (u− τ [Au− f + Λ∗λ+ rΛ∗ (Λu− y) ] ) , (21.14)
y = Prox{G/r}

(
Λu+ r−1λ

)
, (21.15)

λ = λ+ r ( Λu− y ) . (21.16)
Равенство (21.16) эквиваленто (21.12), ибо r > 0. Равенство (21.15) с
учетом (21.12) в в силу теоремы 7.1 эквивалентно неравенству(

−1

r
y, z − λ

)
H
+

1

r

[
G(z)−G(y)

]
≥ 0 ∀ z ∈ H, (21.17)

которое в свою очередь эквивалентно соотношению λ ∈ ∂G(Λu) (см. за-
мечание 12.1), т.е. первому из включений в (21.13).

Аналогично устанавливается, что в силу (21.12) равенство (21.14) эк-
вивалентно вариационному неравенству

(Au− f + Λ∗ λ, η − u)V + F (η)− F (u) ≥ 0 ∀ η ∈ V, (21.18)

или второму из включений в (21.13).
Таким образом, установлена эквивалентность равенства Tq = q соот-

ношениям (21.12), (21.13).
Проверим, что u – решение задачи (21.1). С этой целью в неравенстве

(21.17) заменим, используя (21.12), y на Λu и положим z = Λη, где η –
произвольный элемент из V . Тогда с учетом (21.4) получим

− (Λ∗ λ, η − u)V +G(Λη)−G(Λu) ≥ 0 ∀ η ∈ V. (21.19)

Складывая (21.18) и (21.19), получим, что u – решение задачи (21.1).
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Теорема 21.2. Пусть существует по крайней мере одно решение
задачи (21.1), и выполнено условие (21.2). Тогда множество неподвиж-
ных точек оператора T не пусто.

Доказательство. Пусть u – решение задачи (21.1), y = Λu. Вариа-
ционное неравенство (21.1) эквивалентно следующему включению:

f − Au ∈ ∂(G ◦ Λ + F )(u). (21.20)

Из условия (21.2) и теорем 13.2, 13.3 получаем следующие равенства

∂(G ◦ Λ + F )(u) = ∂(G ◦ Λ)(u) + ∂F (u), (21.21)

∂(G ◦ Λ)(u) = Λ∗∂G(Λu). (21.22)

Из (21.20), (21.21) вытекает, что найдутся элементы v ∈ ∂F (u) и
w ∈ ∂(G ◦ Λ)(u), для которых выполнено равенство f − Au = v + w,
а соотношение (21.22) означает существование элемента λ ∈ ∂G(Λu), для
которого выполнено равенство w = Λ∗λ, т.е.

−Λ∗λ = −w = v + Au− f ∈ ∂F (u) + Au− f.

Итак, для точки q = (u, y, λ) имеют место соотношения (21.12), (21.13),
а значит, в силу теоремы 21.1, q – неподвижная точка оператора T .

Из теоремы 21.1 следует, что исследование сходимости итерационного
процесса (21.6)–(21.8) свдится к исследованию сходимости метода после-
довательных приближений отыскания неподвижной точки оператора T .

22 Двойственный метод для неравенств c обратно
сильно монотонным оператором.

Будем считать, что τ и r связаны соотношением τr < 1. Введем в рас-
смотрение гильбертово пространство Q = V ×H ×H со скалярным про-
изведением

(·, ·)Q = a1 (·, ·)V + a2 (·, ·)H + a3 (·, ·)H ,
где a1 = (1− τ r)/ τ , a2 = r, a3 = 1/ r).

Теорема 22.1. Пусть A : V → V – обратно сильно монотонный
оператор с константой σ > 0, и выполнено следующее условие:

0 < τ <
2σ

2σ r + 1
. (22.1)
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Тогда оператор T , определяемый соотношениями (21.9)–(21.11), явля-
ется нерастягивающим.

Более того, для любых q = (q1, q2, q3), p = (p1, p2, p3) ∈ Q справедливо
неравенство

∥Tq − Tp ∥2Q+δ (Aq1 − Ap1, q1 − p1)V +r ∥(q2 − ΛT1 q)− (p2 − ΛT1 p)∥2H +

+
1

τ(1− τr)
∥(1− τr)((q1 − T1 q)− (p1 − T1p))− τ (Aq1 − Ap1)∥2V ≤

≤ ∥ q − p ∥2Q , (22.2)

где δ = 2− τ/[ σ(1− τ r) ] .

Доказательство. По условию настоящей теоремыA – обратно сильно
монотонный оператор с константой σ > 0:

(Au− Av, u− v)V ≥ σ ∥Au− Av∥2V , σ > 0 ∀u, v ∈ V. (22.3)

Заметим, что в силу условия (22.1) выполнены неравенства τ r < 1
и δ > 0, а значит, из (22.2) и (22.3) будет следовать нерастягиваемость
оператора T .

Докажем неравенство (22.2). Перепишем равенство (21.9) в виде

T1 q = Prox{τF}

(
(1− τ r)q1 − τ Aq1 + τ f − τ

[
Λ∗q3 − rΛ∗q2

] )
=

= Prox{τF}

(
Sq1 − τ

[
Λ∗q3 − rΛ∗q2

] )
,

где оператор S : V → V , определяется соотношением

Sη = (1− τ r)η − τ Aη + τ f.

Используя (22.3), получаем

∥Sq1 − Sp1 ∥2V = (1− τr)2 ∥ q1 − p1 ∥2V −

−2 τ(1− τr) (Aq1 − Ap1, q1 − p1)V + τ 2 ∥Aq1 − Ap1∥2V ≤

≤ (1−τr)2 ∥ q1 − p1 ∥2V −τ
(
2− τ

2rσ + 1

σ

)
(Aq1 − Ap1, q1 − p1)V . (22.4)

Далее, в силу (21.9) и жесткой нерастягиваемости проксимального
отображения (теорема 7.2) получаем

∥T1 q − T1 p ∥2V ≤
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≤
(
T1 q − T1 p, (Sq1 − Sp1)− τ

[
Λ∗(q3 − p3)− rΛ∗(q2 − p2)

] )
V
=

= (T1 q − T1 p , Sq1 − Sp1 )V −

− τ (T1 q − T1 p , Λ
∗( q3 − p3 )− r Λ∗( q2 − p2 ) )V . (22.5)

Для произвольного числа ε имеем равенство

1

2 ε
∥ a− ε b ∥2V =

=
1

2 ε

(
∥a∥2V − 2 ε (a, b)V + ε2 ∥b∥2V

)
=

1

2 ε
∥a∥2V − (a, b)V +

ε

2
∥b∥2V ,

и, таким образом, получаем

( a, b )V =
1

2 ε
∥ a ∥2V − 1

2 ε
∥ a− ε b ∥2V +

ε

2
∥ b ∥2V . (22.6)

Используя это равенство с a = Sq1 − Sp1, b = T1 q − T1 p, преобразуем
(22.5):

∥T1 q − T1 p ∥2V ≤ 1

2 ε
∥Sq1 − Sp1 ∥2V +

ε

2
∥T1 q − T1 p ∥2V −

− 1

2 ε
∥ (Sq1 − Sp1 )− ε (T1 q − T1 p ) ∥2V −

− τ ( Λ∗( q3 − p3 )− rΛ∗( q2 − p2 ), T1 q − T1 p )V .

Отсюда (после деления на τ/ 2) с учетом (22.4) вытекает, что

1

ετ
∥Sq1 − Sp1 − ε (T1 q − T1 p ) ∥2V +

2− ε

τ
∥T1 q − T1 p ∥2V ≤

≤ 1

ετ
∥Sq1 − Sp1∥2V − 2 (Λ∗(q3 − p3)− r Λ∗(q2 − p2), T1 q − T1p)V ≤

≤ (1− τ r)2

ε τ
∥q1 − p1 ∥2V − 1

ε
(2− 2τ r − τ

σ
) (Aq1 − Ap1 , q1 − p1 )V −

−2 (Λ∗( q3 − p3 )− rΛ∗( q2 − p2 ), T1 q − T1 p )V .

Выбирая ε = 1− τ r, на основании определения оператора S, получим

1

(1− τr)τ
∥(1− τr)((q1 − T1 q)− (p1 − T1 p))− τ(Aq1 − Ap1 )∥2V +

+
1 + τ r

τ
∥T1 q − T1 p∥2V ≤ 1− τ r

τ
∥q1 − p1∥2V −
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−δ (Aq1 − Ap1, q1 − p1 )V − 2 (Λ∗(q3 − p3)− rΛ∗(q2 − p2), T1q − T1p)V =

=
1− τr

τ
∥ q1 − p1 ∥2V − δ (Aq1 − Ap1 , q1 − p1 )V −

−2 (q3 − p3 ,Λ(T1 q − T1 p))H + 2 r (q2 − p2 ,Λ(T1 q − T1 p))H . (22.7)

Положим ε = 1, a = q2 − p2, b = Λ(T1 q − T1 p) в равенстве (22.6) и
преобразуем (22.7) к следующему виду:

1

(1− τr)τ
∥(1− τr)((q1 − T1 q)− (p1 − T1 p))− τ(Aq1 − Ap1 )∥2V +

+r ∥ ( q2 − ΛT1 q)− ( p2 − ΛT1 p ) ∥2H + δ (Aq1 − Ap1 , q1 − p1 )V+

+
1 + τ r

τ
∥T1 q − T1 p ∥2V ≤ 1− τ r

τ
∥ q1 − p1 ∥2V −

−2 (q3 − p3,Λ(T1 q − T1 p ))H + r ∥q2 − p2∥2H + r ∥Λ(T1 q − T1 p)∥2H . (22.8)

Далее, из (21.10) с учетом жесткой нерастягиваемости проксимального
отображения (теорема 7.2) имеем, что

∥T2 q − T2 p ∥2H ≤
(
ΛT1 q +

1

r
q3 − ΛT1 p−

1

r
p3 , T2 q − T2 p

)
H
,

откуда, после умножения на r, получаем

r ∥T2 q − T2 p ∥2H ≤

≤ r ( Λ(T1 q − T1 p ) , T2 q − T2 p )H + ( q3 − p3 , T2 q − T2 p )H . (22.9)

Из (21.11) следует соотношение

1

r
∥T3 q − T3 p ∥2H =

1

r
∥ q3 − p3 ∥2H + 2 ( q3 − p3 , Λ(T1 q − T1 p ) )H −

−r ( q3 − p3 , T2 q − T2 p )H + r ∥Λ(T1 q − T1 p)− (T2 q − T2 p) ∥2H =

=
1

r
∥ q3 − p3 ∥2H + 2 ( q3 − p3, Λ(T1 q − T1 p ) )H −

− ( q3 − p3 , T2 q − T2 p )H + r ∥Λ(T1 q − T1 p ) ∥2H −
−2 r ( Λ(T1 q − T1 p ) , T2 q − T2 p )H + r ∥T2 q − T2 p ∥2H . (22.10)

Складывая соотношения (22.8)–(22.10) и учитывая то, что в силу (21.5)
имеет место равенство

∥Λ(T1 q − T1 p ) ∥H = ∥T1 q − T1 p ∥V ,

получаем, что справедливо неравенство (22.2).
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Теорема 22.2. Пусть A : V → V – обратно сильно монотонный
оператор с константой σ > 0, выполнены условия (21.2), (22.1), задача
(21.1) имеет по крайней мере одно решение, итерационная последова-
тельность

{
q(k)

}+∞
k=0

построена по формуле q(k+1) = Tq(k), q(0) ∈ Q –
произвольно заданный элемент. Тогда эта последовательность сходит-
ся слабо в Q при k → +∞, ее предел q∗ является неподвижной точкой
оператора T , и справедливы равенства

lim
k→+∞

∥∥∥ y(k) − Λu(k)
∥∥∥
H
= 0, (22.11)

lim
k→+∞

∥∥∥ q(k+1) − q(k)
∥∥∥
Q
= 0. (22.12)

Доказательство. Воспользуемся неравенством (22.2), положив в нем
q = q(k) и считая p неподвижной точкой оператора T (в силу теоремы 21.2
существует хотя бы одна такая точка). Учитывая, что по определению
итерационной последовательности Tq(k) = q(k+1), а для неподвижной точ-
ки, согласно теореме 21.1, выполнены равенства p2−ΛT1 p = p2−Λp1 = 0,
p1 − T1 p = 0, получаем

∥∥∥ q(k+1) − p
∥∥∥2
Q
+ δ

(
Au(k) − Ap1, u

(k) − p1
)
V
+
r

2

∥∥∥ y(k) − Λu(k+1)
∥∥∥2
H
+

+
1

2τ(1− τ r)

∥∥∥ (1− τ r) (u(k) − u(k+1) )− τ (Au(k) − Ap1 )
∥∥∥2
V
≤

≤
∥∥∥ q(k) − p

∥∥∥2
Q
. (22.13)

Из неравенства (22.13) следует, что ограниченая снизу (нулем) число-
вая последовательность

{∥∥∥ q(k) − p
∥∥∥
Q

}+∞

k=0
не возрастает, и следовательно,

имеет конечный предел:

lim
k→+∞

∥∥∥ q(k) − p
∥∥∥
Q
= λp, (22.14)

и значит, выполнены соотношения:

lim
k→+∞

(
Au(k) − Ap1 , u

(k) − p1
)
V
= 0, (22.15)

lim
k→+∞

∥∥∥ (1− τ r) (u(k) − u(k+1) )− τ (Au(k) − Ap1 )
∥∥∥
V
= 0, (22.16)

lim
k→+∞

∥∥∥ y(k) − Λu(k+1)
∥∥∥
H
= 0. (22.17)
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Используя (22.15) и (22.3), получаем

lim
k→+∞

∥∥∥Au(k) − Ap1
∥∥∥
V
= 0. (22.18)

Из (22.16) и (22.18) следует, что

lim
k→+∞

∥∥∥u(k) − u(k+1)
∥∥∥
V
= 0. (22.19)

Далее, используя (22.17), (22.19), (21.5) и неравенство∥∥∥ y(k) − Λu(k)
∥∥∥
H
≤
∥∥∥ y(k) − Λu(k+1)

∥∥∥
H
+
∥∥∥Λ(u(k) − u(k+1) )

∥∥∥
H
,

получаем соотношение (22.11), из которого с учетом условия (22.19) и
равенства

y(k) − y(k+1) = (y(k) − Λu(k)) + (Λu(k) − Λu(k+1)) + (Λu(k+1) − y(k+1))

следует, что
lim

k→+∞

∥∥∥ y(k) − y(k+1)
∥∥∥
H
= 0 . (22.20)

Наконец, используя (21.11) и (22.11), имеем

lim
k→+∞

∥∥∥λ(k+1) − λ(k)
∥∥∥
H
= r lim

k→+∞

∥∥∥Λu(k) − y(k)
∥∥∥
H
= 0 . (22.21)

Равенства (22.19)–(22.21) означают, что выполнено условие (22.12), и,
поскольку q(0) ∈ Q – произвольно заданный элемент, то оператор T яв-
ляется асcимптотически регулярным. Кроме того, оператор T является
нерастягивающим в силу теоремы 21.1, поэтому в силу теоремы 14.1 ите-
рационная последовательность

{
q(k)

}∞
k=0

сходится слабо в Q при k → +∞
и ее предел q∗ является неподвижной точкой оператора T .

Замечание 22.1. Из теорем 21.1, 22.2 вытекает, что итераци-
онные последовательности

{
u(k)

}+∞
k=0

,
{
y(k)

}+∞
k=0

, построенные согласно
(21.6)–(21.8), сходятся слабо к u и Λu в V и H соответственно при
k → +∞.

Замечание 22.2. Пусть u, v – решения задачи (21.1), т.е.

(Au− f, η − u)V +G (η)−G (Λu) + F (η)− F (u) ≥ 0 ∀ η ∈ V,

(Av − f, η − v)V +G (η)−G (Λv) + F (η)− F (v) ≥ 0 ∀ η ∈ V,
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Полагая η = v в первом из этих неравенств и η = u – во втором, имеем

(Au, v − u)V +G(Λv)−G(Λu) + F (v)− F (u) ≥ (f, v − u)V ,

(Av, u− v)V +G(Λu)−G(Λv) + F (u)− F (v) ≥ (f, u− v)V .

Складывая эти неравенства, получим, что

(Av − Au, v − u)V ≤ 0, (22.22)

и учитывая (22.3), имеем: Av = Au.
Таким образом, естественным является то, что, взяв в доказатель-

стве теоремы 22.2 произвольную неподвижную точку p, мы получили
равенство Aq∗1 = Ap1 для предельной точки q∗ итерационной последо-
вательности.

23 Двойственный метод для неравенств с сильно мо-
нотонным оператором.

В настоящем пункте рассматривается случай, когда оператор A удо-
влетворяет более жестким условиям, чем условие обратной сильной мо-
нотонности (22.3).

Теорема 23.1. Пусть оператор A сильно монотонен с констан-
той µ, липшиц-непрерывен с константой L и выполнено следующее
неравенство:

0 < τ <
2µ

2µ r + L2
. (23.1)

Тогда оператор T , определяемый соотношениями (21.9)–(21.11), явля-
ется нерастягивающим.

Более того, для q = (q1, q2, q3), p = (p1, p2, p3) ∈ Q справедливо нера-
венство

∥Tq − Tp ∥2Q + β ∥ q1 − p1 ∥2V + r ∥ (q2 − ΛT1 q )− (p2 − ΛT1 p ) ∥2H +

+
1

(1− τr)τ
∥(1− τr)((q1 − T1 q)− (p1 − T1 p))− τ(Aq1 − Ap1)∥2V ≤

≤ ∥ q − p ∥2Q , (23.2)

где β = 2− τL2/[µ (1− τ r) ].
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Доказательство. По условиям теоремы оператор A удовлетворяет
следующим неравенствам:

(Au− Av, u− v )V ≥ µ ∥u− v ∥2V , µ > 0 ∀u, v ∈ V, (23.3)

∥Au− Av ∥V ≤ L ∥u− v ∥V , L > 0 ∀u, v ∈ V. (23.4)

Заметим, что в при выполнении условия (23.1) справедливы неравен-
ства τ r < 1 и β > 0, и таким образом из (23.2) будет следовать нерастя-
гиваемость оператора T .

Докажем, что неравенство (23.2) имеет место. Для оператора
S : V → V , Sη = (1 − τ r) η − τ Aη + τ f , введенного в теореме 22.1,
используя (23.3) и (23.4), получаем неравенство

∥Sp1 − Sq1 ∥2V = (1− τ r)2 ∥ p1 − q1 ∥2V −

−2 τ (1− τ r) (Ap1 − Aq1 , p1 − q1 )V + τ 2 ∥Ap1 − Aq1 ∥2V ≤

≤ (1− τr)2 ∥p1 − q1 ∥2V − τ(2µ− τ(2rµ+ L2 )) ∥p1 − q1 ∥2V . (23.5)

Повторяя теперь рассуждения, проведенные при доказательстве теоре-
мы 22.1, используя (23.5), получаем вместо (22.7) неравенство:

1

(1− τr) τ
∥(1− τr)((q1 − T1 q)− (p1 − T1 p))− τ (Aq1 − Ap1)∥2V +

+
1 + τ r

τ
∥T1 q − T1 p ∥2V ≤ 1− τ r

τ
∥q1 − p1∥2V − β ∥q1 − p1∥2V −

−2 ( q3 − p3,Λ (T1 q − T1 p) )H + 2 r (q2 − p2,Λ (T1 q − T1 p) )H ,

где β = 1− τ L2/[ 2µ (1− τ r) ].
Проводя снова выкладки, аналогичные проведенным при доказатель-

стве теоремы 22.1, получаем неравенство (23.2).

Теорема 23.2. Пусть оператор A сильно монотонен с констан-
той µ, липшиц-непрерывен с константой L, выполнены условия (21.2),
(23.1). Тогда имеют место соотношения (22.11), (22.12) и следующие
равенства

lim
k→+∞

∥∥∥∥ q(k)1 − u
∥∥∥∥
V
= 0, lim

k→+∞

∥∥∥∥ q(k)2 − Λu
∥∥∥∥
H
= 0, (23.6)

где u – решение задачи (21.1).
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Доказательство. Отметим, прежде всего, что из условий (23.3) и
(23.4) вытекает существование единственного решения вариационного не-
равенства (21.1), а значит, в силу теоремы 21.2 у оператора T существует
хотя бы одна неподвижная точка.

Действительно, сильно монотонный оператор A, очевидно, является
коэрцитивным, кроме того, согласно лемме 5.3 оператор A является псев-
домонотонным, а значит, в силу теоремы 8.5 вариационное неравенство
(21.1) разрешимо. Далее, для любых решений u, v решения задачи (21.1)
из (22.22), (23.3) имеем, что

µ ∥u− v ∥2V ≤ (Av − Au, v − u)V ≤ 0,

т.е. u = v.
Поэтому в силу теоремы 21.1 оператор T имеет единственную непо-

движную точку.
Из неравенства (23.2), положив в нем q = q(k) и считая p неподвижной

точкой оператора T , имеем
∥∥∥ q(k+1) − p

∥∥∥2
Q
+ β

∥∥∥∥ q(k)1 − p1
∥∥∥∥2
V
+
r

2

∥∥∥∥ q(k)2 − Λ q
(k+1)
1

∥∥∥∥2
H
+

+
1

2 (1− τ r)τ

∥∥∥∥ (1− τ r)
(
q
(k)
1 − u(k+1)

)
− τ

(
Aq

(k)
1 − Ap1

) ∥∥∥∥2
V
≤

≤
∥∥∥ q(k) − p

∥∥∥2
Q
.

Из этого неравенства, проводя рассуждения, аналогичные проведенным
при доказательстве теоремы 22.2, получаем, что выполнены соотношения
(22.16), (22.17), а также следующее равенство

lim
k→+∞

∥∥∥∥ q(k)1 − p1
∥∥∥∥
V
= 0. (23.7)

Из (23.7) и (23.4) имеем (22.18), и снова следуя доказательству теоре-
мы 22.2, получаем соотношения (22.11), (22.12).

Поскольку задача (21.1) имеет единственное решение u, то в силу тео-
ремы 21.1 выполнены равенства p 1 = u, p 2 = Λu, и из (22.11), (23.7)
получаем соотношения (23.6).
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