
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

2002 ���������� ò 5 (480)

��� 512

�.�. ������

������� � ��������� �����������. II

�  ï à ¡®â  ï¢«ï¥âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥ë¬ ¯à®¤®«¦¥¨¥¬ [1]. �¥§ã«ìâ âë ®¡¥¨å ç áâ¥©  ®-
á¨à®¢ ë ¢ [2]. �® ¢â®à®© ç áâ¨ ¢¢®¤¨âáï ª®¢¥ªá®àë©   «®£ «¨¥©ëå ®¯¥à ¤: ª®®¯¥à ¤ë,
â. ¥. ®¯¥à ¤ë, ¢á¥ ª®¬¯®¥âë ª®â®àëå ï¢«ïîâáï ª®¢¥ªá®à ¬¨,   ®¯¥à æ¨¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¯®«¨«¨-
¥©ë ¢ ª®¢¥ªá®à®¬ á¬ëá«¥. �à¨¬¥à ¬¨ â ª¨å ®¯¥à ¤ ï¢«ïîâáï ®¯¥à ¤ë ¬®£®¬¥àëå áâ®-
å áâ¨ç¥áª¨å ¨ ¤¢®ïª®áâ®å áâ¨ç¥áª¨å ¬ âà¨æ, ¯¥à¢ë¥ ª®¬¯®¥âë ª®â®àëå | ¬®¦¥áâ¢  ®¡ëç-
ëå ª¢ ¤à âëå áâ®å áâ¨ç¥áª¨å ¨ ¤¢®ïª®áâ®å áâ¨ç¥áª¨å ¬ âà¨æ. �®-¢¨¤¨¬®¬ã, á¯¥æ¨ «¨áâë
¯® â¥®à¨¨ ¢¥à®ïâ®áâ¥© â®«ìª®  ç¨ îâ ¨áª âì ¯®¤å®¤ë ª ¨§ãç¥¨î íâ¨å ®¡ê¥ªâ®¢ (á¬.,  -
¯à., [3]). �®á«¥ ¯®¤å®¤ïé¥© ¯¥à¥ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ¢¥à®ïâ®áâë¥  ¢â®¬ âë áâ ®¢ïâáï í«¥¬¥â ¬¨
 «£¥¡à  ¤ ®¯¥à ¤ ¬¨ ¬®£®¬¥àëå áâ®å áâ¨ç¥áª¨å ¬ âà¨æ. �á®¢®© ¦¥ à¥§ã«ìâ â ¤ ®© à -
¡®âë á®áâ®¨â ¢ å à ªâ¥à¨§ æ¨¨ ¬®£®®¡à §¨© ª® «£¥¡à  ¤ ª®®¯¥à ¤ ¬¨: íâ® ¢ â®ç®áâ¨ â¥
¬®£®®¡à §¨ï, ª®â®àë¥ ®¯à¥¤¥«ïîâáï ª®¢¥ªá®àë¬¨   «®£ ¬¨ ¯®«¨«¨¥©ëå â®¦¤¥áâ¢. �â®
  «®£¨ç® á¨âã æ¨¨, ¨¬¥îé¥© ¬¥áâ® ¢ «¨¥©®¬ á«ãç ¥ [4]{[7].

�-«¨¥©®©  §ë¢ ¥âáï ®¯¥à ¤ R, ¤«ï ª®â®à®© á®®â¢¥âáâ¢¨¥ n 7! R(n) ï¢«ï¥âáï äãªâ®à®¬
¢ Conv,   ®â®¡à ¦¥¨ï ª®¬¯®§¨æ¨¨ �-¯®«¨«¨¥©ë. �«¥¤ãï à ¡®â ¬ [8], [9], â ªãî ®¯¥à ¤ã ¥é¥
¬®¦® ¡ë«® ¡ë  §¢ âì ª®®¯¥à ¤®©. �®®â¢¥âáâ¢¥®,  «£¥¡à®©  ¤ �-«¨¥©®© ®¯¥à ¤®© R
(¨«¨, ¯®   «®£¨¨ á [8], [9], R-ª® «£¥¡à®©) ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì R- «£¥¡àã A, ª®â®à ï ï¢«ï¥âáï ª®-
¢¥ªá®à®¬, ¢ ª®â®à®© ¢á¥ ®¯¥à æ¨¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨ R(n)�An ! A �-¯®«¨«¨¥©ë. �®¬®¬®àä¨§¬ë
â ª¨å  «£¥¡à ¡ã¤ãâ ¯à¥¤¯®« £ âìáï �-«¨¥©ë¬¨. � ®áâ «ì®© ç áâ¨ à ¡®âë Alg-R ¡ã¤¥â ®¡®-
§ ç âì ª â¥£®à¨î  «£¥¡à  ¤ �-«¨¥©®© ®¯¥à ¤®©. � â¥£®à¨ï  «£¥¡à ¨ £®¬®¬®àä¨§¬®¢ Alg-R
ï¢«ï¥âáï ¬®£®®¡à §¨¥¬ �-«¨¥©ëå ¬ã«ìâ¨®¯¥à â®àëå  «£¥¡à ¢ á¬ëá«¥ [1]. � ¬  ®¯¥à ¤  R
à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¢ ª ç¥áâ¢¥ á¨£ âãàë, ¯à¨ç¥¬ ¤«ï ¢á¥å n � 1 R(n) ¥áâì ¬®¦¥áâ¢® á¨¬¢®«®¢
n- àëå �-¯®«¨«¨¥©ëå ®¯¥à æ¨©.

�à®áâ¥©è¨© ¯à¨¬¥à �-«¨¥©®© ®¯¥à ¤ë: ®¯¥à ¤  C, ã ª®â®à®© ¤«ï ª ¦¤®£® n ¬®¦¥áâ¢®
C(n) ®¤®í«¥¬¥â®, C(n) = f!ng. � ª®¥ ¬®¦¥áâ¢® ®¡« ¤ ¥â ¥áâ¥áâ¢¥®© áâàãªâãà®© ª®-
¢¥ªá®à  �(!n; !n) = !n. �¯¥à æ¨ï ª®¬¯®§¨æ¨¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥¤¨áâ¢¥® ¢®§¬®¦ë¬ á¯®á®¡®¬
!m!n1 : : : !nm = !n1+���+nm . �á®, çâ® íâ¨ ®â®¡à ¦¥¨ï �-¯®«¨«¨¥©ë. �«ï «î¡®© ¯®¤ª â¥£®-
à¨¨ K ª â¥£®à¨¨ ª®¥çëå ®à¤¨ «®¢ FSet, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© ãá«®¢¨ï¬, áä®à¬ã«¨à®¢ ë¬ ¢
[1],   C âà¨¢¨ «ìë¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï áâàãªâãà  K-®¯¥à ¤ë.

� ¯®¬¨¬, çâ® ¤¢  ¬®£®®¡à §¨ï  «£¥¡à V1 ¨ V2  §ë¢ îâáï à æ¨® «ì® íª¢¨¢ «¥âë¬¨,
¥á«¨ ®¨ íª¢¨¢ «¥âë ª ª ª â¥£®à¨¨, ¯à¨ç¥¬ äãªâ®à íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ á®¯®áâ ¢«ï¥â  «£¥¡à¥
¨§ V1, ï¢«ïîé¥©áï ¬®¦¥áâ¢®¬ A á ¥ª®â®àë¬ á¥¬¥©áâ¢®¬ ®¯¥à æ¨©,  «£¥¡àã ¨§ V2, ï¢«ïî-
éãîáï â¥¬ ¦¥ á ¬ë¬ ¬®¦¥áâ¢®¬ A, ® ã¦¥, ¢®§¬®¦®, á ¤àã£¨¬  ¡®à®¬ ®¯¥à æ¨©. �®¬®¬®à-
ä¨§¬ë ¨§ V1 ª ª ®â®¡à ¦¥¨ï ¬®¦¥áâ¢ ¯¥à¥å®¤ïâ ¢ £®¬®¬®àä¨§¬ë V2, ï¢«ïîé¨¥áï â¥¬¨ ¦¥
á ¬ë¬¨ ®â®¡à ¦¥¨ï¬¨. �¡à âë© äãªâ®à ¤¥©áâ¢ã¥â â®ç® â ª¨¬ ¦¥ ®¡à §®¬. � ª¨¬ ®¡à -
§®¬,  «£¥¡àë ¤¢ãå ¬®£®®¡à §¨©, ¯® áãâ¨, íâ® ®¤¨ ¨ â¥ ¦¥ ¬®¦¥áâ¢ ,   ®¯¥à æ¨¨, § ¤ îé¨¥
áâàãªâãàã  «£¥¡à ¤¢ãå ¢¨¤®¢, ¢ëà ¦ îâáï ¤àã£ ç¥à¥§ ¤àã£  (ï¢«ïîâáï ¢§ ¨¬® ¯à®¨§¢®¤ë¬¨).
� æ¨® «ì ï íª¢¨¢ «¥â®áâì ¬®£®®¡à §¨© à ¢®á¨«ì  ¨§®¬®àä®áâ¨ ª â¥£®à¨© ¨å á¢®¡®¤-
ëå  «£¥¡à (¤®áâ â®ç® ¤ ¦¥ á¢®¡®¤ëå  «£¥¡à ª®¥ç®£® à £ ). �á«¨ ¬®£®®¡à §¨ï V1, V2

� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¯à¨ ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®¤  äã¤ ¬¥â «ìëå ¨áá«¥¤®¢ ¨© (£à â ò99-01-
00469).
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¯à¥¤áâ ¢«¥ë ª ª¨¬-â® ®¡à §®¬ ¢ ¢¨¤¥ ¯®¤¬®£®®¡à §¨© ¬®£®®¡à §¨ï ¢á¥å 
- «£¥¡à, â® ¤«ï ¨å
à æ¨® «ì®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ¨å á¢®¡®¤ë¥  «£¥¡àë á® áç¥âë¬¨ ¡ §¨á ¬¨
¡ë«¨ ¨§®¬®àäë ª ª 
- «£¥¡àë.

�¥¬¬ . � â¥£®à¨ï Alg-C� à æ¨® «ì® íª¢¨¢ «¥â  ª â¥£®à¨¨ ¢á¥å ª®¬¬ãâ â¨¢ëå  á-

á®æ¨ â¨¢ëå ª®ª®«¥æ (¢®§¬®¦®, ¡¥§ ¥¤¨¨æë). � â¥£®à¨ï Alg-CId à æ¨® «ì® íª¢¨¢ «¥â 
ª â¥£®à¨¨ ¢á¥å  áá®æ¨ â¨¢ëå ª®ª®«¥æ (¢®§¬®¦®, ¡¥§ ¥¤¨¨æë).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¯à¥¤¥«¥¨¥ ª®ª®«¥æ á¬. ¢ [9]. �â® ª®¢¥ªá®àë,   ª®â®àëå § ¤   ¡¨-
 à ï  áá®æ¨ â¨¢ ï ®¯¥à æ¨ï x�y, ï¢«ïîé ïáï �-¡¨«¨¥©®©. �¥¬¬  ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¯à ªâ¨-
ç¥áª¨ â ª ¦¥, ª ª ¨   «®£¨ç®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¤«ï á«ãç ï, ª®£¤  ª®¢¥ªá®à ï áâàãªâãà    C
¨    «£¥¡à å ¥ ãç¨âë¢ ¥âáï. �®à®è® ¨§¢¥áâ®, çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¯®«ãç îâáï á®®â¢¥âáâ¢¥®
¬®£®®¡à §¨ï ¢á¥å ª®¬¬ãâ â¨¢ëå ¯®«ã£àã¯¯ (¡¥§ ¥¤¨¨æë) ¨ ¢á¥å ¯®«ã£àã¯¯. �à¨¢¥¤¥¬ ®á®¢-
ë¥ íâ ¯ë à ááã¦¤¥¨©. �®«®¦¨¬ ! = !2, " = !1. �á«¨ A ¥áâì C- «£¥¡à , â® ®¯à¥¤¥«¨¬ ¡¨ à-
ãî ®¯¥à æ¨î A�A! A á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: x�y = !(xy). �â  ®¯¥à æ¨ï �-¡¨«¨¥©  ¯® ®¯à¥-
¤¥«¥¨î. �¥£ª® ¯à®¢¥àï¥âáï  áá®æ¨ â¨¢®áâì: x � (y � z) = !("!)(xyz) = !(!")(xyz) = (x � y) � z.
�á«¨ ®¯à¥¤¥«¥® ¤¥©áâ¢¨¥ £àã¯¯ ¯®¤áâ ®¢®ª ¨ � = (1 2) | âà á¯®§¨æ¨ï, â® �!(x; y) = !(y; x),
® �! = !, ®âªã¤  x � y = y � x.

�¡à â®, ¥á«¨ ¤ ® ª®ª®«ìæ® A á ®¯¥à æ¨¥© ã¬®¦¥¨ï x � y, â® ¯®« £ ¥¬ !n(x1; : : : ; xn) =
x1 � � � � � xn. �à®¢¥àª  á¢®©áâ¢  «£¥¡àë  ¤ ®¯¥à ¤®© ¯à®¢®¤¨âáï ¡¥§ § âàã¤¥¨©. �á®, çâ®
£®¬®¬®àä¨§¬ ¬¨ ¡ã¤ãâ ¨ ¢ â®¬ ¨ ¢ ¤àã£®¬ á«ãç ¥ ®¤¨ ¨ â¥ ¦¥ ®â®¡à ¦¥¨ï. � á«ãç ¥, ª®£¤ 
K = Id, â. ¥. ¨á¯®«ì§®¢ âì ¯®¤áâ ®¢ª¨ § ¯à¥é¥®, ª®¬¬ãâ â¨¢®áâ¨ ¥ ¡ã¤¥â, ®  áá®æ¨ â¨¢-
®áâì ã¬®¦¥¨ï x � y á®åà ï¥âáï, ¨ ¯®«ãç ¥¬ ª â¥£®à¨î  áá®æ¨ â¨¢ëå ª®ª®«¥æ.

�à¨¢¥¤¥¬ ¥é¥ ¥áª®«ìª® ¡®«¥¥ ¨«¨ ¬¥¥¥ ¥âà¨¢¨ «ìëå ¯à¨¬¥à®¢ �-«¨¥©ëå ®¯¥à ¤.
�®«®¦¨¬ I(n) = I = [0; 1] ¤«ï ¢á¥å n = 1; 2; : : : , ¨ ¯ãáâì I(m) � I(n1) � � � � � I(nm) ! I(n1 +
� � � + nm) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª ®â®¡à ¦¥¨¥, á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥  ¡®àã ç¨á¥« ¨§ ¥¤¨¨ç®£® ®âà¥§ª 
(�; �1; : : : ; �m) ¨å ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ��1 : : : �m. �«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® f : [n] ! [m] ¨ � 2 I(n) = I
¯®« £ ¥¬ f� = � 2 I(m) = I. �¢®©áâ¢  ®¯¥à ¤ë ¯à®¢¥àïîâáï ¡¥§ âàã¤ .

�ãáâì X | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¬®¦¥áâ¢®. �®áâà®¨¬ ®¯¥à ¤ã ¬®£®¬¥àëå áâ®å áâ¨ç¥áª¨å ¬ -
âà¨æ SM = SM(X). �®«®¦¨¬ SM(n) à ¢ë¬ ¬®¦¥áâ¢ã ¢á¥å ®â®¡à ¦¥¨© ! ¨§ X � Xn

¢ [0; 1] â ª¨å, çâ® ¯à¨ «î¡®¬ y 2 Xn ¨¬¥¥â ¬¥áâ® !(x; y) = 0 ¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å x 2 X ¨P
x2X

!(x; y) = 1. �âàãªâãà  ª®¢¥ªá®à    SM(n) ¢¢®¤¨âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ¥á«¨ � 2 [0; 1],

!1; !2 : X � Xn ! [0; 1], â® �(!1; !2)(x; x1; : : : ; xn) = �(!1(x; x1; : : : ; xn); !1(x; x1; : : : ; xn)). �¯à¥-
¤¥«¨¬ ¤¥©áâ¢¨¥ �n   SM(n), ¯®« £ ï (�!)(x; y) = !(x; y�). �ãáâì !i 2 SM(ni), ! 2 SM(m),
1 � i � m, zi 2 Xni , x 2 X. �®« £ ¥¬

(!!1 : : : !m)(x; z1 : : : zm) =
X

y1;:::;ym2X

!(x; y1 : : : ym)!1(y1; z1) : : : !m(ym; zm):

� áá¬®âà¨¬ â ª¦¥ ¬®¦¥áâ¢® à á¯à¥¤¥«¥¨©   X � U , â. ¥. ®â®¡à ¦¥¨© ¢¨¤   : X �
U ! [0; 1] â ª¨å, çâ® (x; u) = 0 ¤«ï «î¡®£® u 2 U ¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å x 2 X ¨

P
x2X

(x; u) = 1.

�¡®§ ç¨¬ íâ® ¬®¦¥áâ¢® ç¥à¥§ AU (¨«¨ AX;U ). �âàãªâãà  ª®¢¥ªá®à    AX;U å®à®è® ¨§¢¥áâ 
[9]: �(1; 2)(x; u) = �1(x; u) + (1 � �)2(x; u). �¯à¥¤¥«¨¬ ª®¬¯®§¨æ¨î SM ¨ AU á«¥¤ãîé¨¬
®¡à §®¬. �ãáâì ! 2 SM(n), 1; : : : ; n 2 AU . �®£¤ 

!(1 : : : n)(x; u) =
X

y1:::yn

!(x; y1 : : : ; yn)1(y1; u) : : : n(yn; u):

�àï¬®© ¯à®¢¥àª®© ¤®ª §ë¢ ¥âáï

�¥®à¥¬  1. SM(X) ¥áâì �-«¨¥© ï �-®¯¥à ¤ . AU;X ¥áâì ª® «£¥¡à   ¤ ®¯¥à ¤®© SM(X).
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� ªâ¨ç¥áª¨ ¯à¨ ¡¥áª®¥ç®¬ X ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì ¥é¥ ®¤ã ®¯¥à ¤ã â ª®£® ¦¥ â¨¯ , à á-
á¬ âà¨¢ ï â¥ ®â®¡à ¦¥¨ï ! ¨§ X � Xn ¢ K(n), ã ª®â®àëå ¤«ï ª ¦¤®£® x 2 X ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
!(x; y) = 0 ¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å y 2 Xn, ¨

P
y2Xn

!(x; y) = 1. �¢¥¤¥ ï  ¬¨ ª®¬¯®§¨æ¨ï ¯à¥¢à é ¥âáï

¯® áãâ¨ ¢ ã¬®¦¥¨¥ ¬®£®¬¥àëå ¬ âà¨æ, ®¯à¥¤¥«¥®¥ ¢ [10]. \�¥áª®®à¤¨ â ï" ä®à¬  íâ®©
®¯¥à ¤ë,  §ë¢ ¥¬ ï ¨®£¤  ®¯¥à ¤®© í¤®¬®àä¨§¬®¢ [11], â ª®¢ . �¥à¥âáï ª®¢¥ªá®à V , EV
á®áâ®¨â ¨§ ª®¬¯®¥â EV (n) = Conv(V 
n; V ),   ª®¬¯®§¨æ¨ï ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª !!1!2 : : : !m =
!(!1
!2
 � � � 
!m). �n ¤¥©áâ¢ã¥â á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: �!(v1
 � � � 
 vn) = !(v�(1)
 � � � 
 v�(n)).
�¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ¤«ï «î¡®© �-«¨¥©®© �-®¯¥à ¤ë R § ¤ ¨¥ áâàãªâãàë R- «£¥¡àë   V
à ¢®á¨«ì® § ¤ ¨î £®¬®¬®àä¨§¬  ®¯¥à ¤ R! EV .

�   «®£¨ç®£® ¯à¨¬¥à , à áá¬®âà¥®£® ¢ [12], áã¤ï ¯® ¢á¥¬ã, ¨ á«¥¤ã¥â ®âáç¨âë¢ âì  ç «®
¨§ãç¥¨ï («¨¥©ëå) ®¯¥à ¤ ª ª á ¬®áâ®ïâ¥«ìëå ®¡ê¥ªâ®¢. � ¡®â  [13], ª®â®àãî ¯à¨ïâ® ¯®ª 
áç¨â âì ¨áå®¤ë¬ ¯ãªâ®¬ à §¢¨â¨ï â¥®à¨¨, ¢ëè«  á¯ãáâï ¡®«¥¥ ç¥¬ ¤¢  £®¤  ¯®á«¥ [12].

�¯à¥¤¥«¨¬ ¥é¥ ®¯¥à ¤ã ¤¢®ïª®áâ®å áâ¨ç¥áª¨å ¬®£®¬¥àëå ¬ âà¨æ DSM = DSM(X), ¯®-
« £ ï DSM(n) á®áâ®ïé¨¬ ¨§ ¢á¥å â¥å ! 2 SM(n), ! : X �Xn ! [0; 1], ¤«ï ª®â®àëå ¯à¨ «î¡®¬
x 2 X ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®

P
y2Xn

!(x; y) = 1.

�¥®à¥¬  2. DSM(X) ¥áâì �-«¨¥© ï �-®¯¥à ¤ .

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢®¤¨âáï ¯à®¢¥àª®© ®¯à¥¤¥«¥¨ï. �

�ãáâì B = f0; 1g | ¤¢ãåí«¥¬¥â ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à . � ä¨ªá¨àã¥¬ á®¢  ¬®¦¥áâ¢® X ¨
®¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à ¤ã ¡ã«¥¢áª¨å áâ®å áâ¨ç¥áª¨å ¬ âà¨æ SBM = SBM(X). �®«®¦¨¬ SBM(n),
à ¢ë¬ ¬®¦¥áâ¢ã ¢á¥å ®â®¡à ¦¥¨© ¢¨¤  ! : X �Xn ! B â ª¨å, çâ® ¯à¨ «î¡®¬ y 2 Xn ¡ã¤¥â
!(x; y) = 0 ¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å x 2 X ¨

P
x2X

!(x; y) = max
x2X

!(x; y) = 1. �¯à¥¤¥«¨¬   SBM áâàãªâãàã

®¯¥à ¤ë. �®«®¦¨¬

SBM(m)� SBM(n1)� � � � � SBM(nm)! SBM(n1 + � � �+ nm);

(!!1 : : : !m)(x; z1 : : : zm) =
X

y1:::ym2X

!(x; y1 : : : ym)!1(y1; z1) : : : !m(ym; xm):

�¤¥áì áã¬¬  ®§ ç ¥â ¢§ïâ¨¥ ¬ ªá¨¬ã¬ ,   ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ | ¬¨¨¬ã¬ .
� ¯®¬¨¬, çâ® ª ¦¤ ï ¢¥àåïï ¯®«ãà¥è¥âª  ®¡« ¤ ¥â áâàãªâãà®© ª®¢¥ªá®à : ¤®áâ â®ç-

® ¯®«®¦¨âì �(x; y) = x + y ¯à¨ � 2 (0; 1), 1(x; y) = x, 0(x; y) = y. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®
¢á¥ SBM(n) ï¢«ïîâáï ª®¢¥ªá®à ¬¨, ¨ ®¯à¥¤¥«¥ ï â®«ìª® çâ® ®¯¥à æ¨ï ª®¬¯®§¨æ¨¨ �-
¯®«¨«¨¥© . �¯à¥¤¥«¨¬ BA = BAU;X ª ª ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®â®¡à ¦¥¨©  : X � U ! B â -
ª¨å, çâ® ¤«ï «î¡®£® u 2 U ¢ë¯®«ï¥âáï (u; x) = 0 ¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å x 2 X ¨

P
x2X

(u; x) = 1.

�®¬¯®§¨æ¨ï SBM(n) � BAn ! BA ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ëè¥ ¤«ï SM ¨ A. � ¤ ¤¨¬
®â®¡à ¦¥¨¥ Q : [0; 1] ! f0; 1g, ¯®« £ ï Q(0) = 0, Q(a) = 1 ¯à¨ a > 0. �®áâà®¨¬ á¥¬¥©áâ¢® ®â®-
¡à ¦¥¨© Qn : SM(n) ! SBM(n) á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �á«¨ A 2 SM(n), â® Qn(A) 2 SBM(n)
®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ Qn(A)(y; x1 : : : xm) = Q(A(y; x1 : : : xm)). �«¥¤ãï ([14], c. 32), ¬®¦®  §¢ âì
Qn(A) ¡ã«¥¢áª¨¬¨ è ¡«® ¬¨ ¬®£®¬¥àëå áâ®å áâ¨ç¥áª¨å ¬ âà¨æ. � ¬, £¤¥ íâ® ¥ ¯à¨¢®¤¨â
ª ¥¤®à §ã¬¥¨ï¬, ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì ç¥à¥§ Q ¢á¥ á¥¬¥©áâ¢® Qn, n = 1; 2; : : :

�¥®à¥¬  3. �¥¬¥©áâ¢® SBM á ®¯à¥¤¥«¥®© ¢ëè¥ ª®¬¯®§¨æ¨¥© ¥áâì ®¯¥à ¤ . �  ¥©

â ª¦¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¥áâ¥áâ¢¥ ï áâàãªâãà  �-«¨¥©®© ®¯¥à ¤ë. BAU;X ¥áâì  «£¥¡à   ¤

SBM(X). �¥¬¥©áâ¢® Q ¥áâì £®¬®¬®àä¨§¬ �-«¨¥©ëå ®¯¥à ¤, Q : SM ! SBM .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï, ªà®¬¥ ¯®á«¥¤¥£®, ¤®ª §ë¢ îâáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®©
¯à®¢¥àª®© ®¯à¥¤¥«¥¨©. �-«¨¥©®áâì ®â®¡à ¦¥¨ï Qn : SM(n) ! SBM(n) â ª¦¥ ®ç¥¢¨¤-
 . �à®¢¥à¨¬, çâ® Q(AA1 : : : Am) = Q(A)Q(A1) : : : Q(Am). �ãáâì zi 2 Xni , 1 � i � m. �®£¤ 
Q(AA1 : : : Am)(x; z1 : : : zm) = 0 ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  (AA1 : : : Am)(x; z1 : : : zm) = 0.
�â® à ¢®á¨«ì® â®¬ã, çâ® ¤«ï «î¡®£® á¥¬¥©áâ¢  y1; : : : ; ym 2 X ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ®¤® ¨§ ç¨á¥«
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A(x; y1 : : : ym); A1(y1; z1); : : : ; Am(ym; zm) à ¢® ã«î, ¨«¨ çâ® ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ®¤  ¨§ ª®¬¯®-
¥â ¡ã«¥¢áª¨å è ¡«®®¢ Q(A)(x; y1 : : : ym); Q(A1)(y1; z1); : : : ; Q(Am)(ym; zm) ï¢«ï¥âáï ã«¥¢®©.
� ¤àã£®© áâ®à®ë,

Q(A)Q(A1) : : : Q(Am)(x; z1 : : : zm) =

= max
y1;:::;ym

(min(Q(A)(x; y1 : : : ym); Q(A1)(y1; z1); : : : ; Q(Am)(ym; zm)));

¨ íâ® ¢ëà ¦¥¨¥ à ¢® ã«î ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® á¥¬¥©áâ¢  y1; : : : ; ym2X

min(Q(A)(x; y1 : : : ym); Q(A1)(y1; z1); : : : ; Q(Am)(ym; zm)) = 0;

â. ¥. à ¢® ã«î å®âï ¡ë ®¤® ¨§ Q(A)(x; y1 : : : ym); Q(A1)(y1; z1); : : : ; Q(Am)(ym; zm). �â ª, ®¡¥
áà ¢¨¢ ¥¬ë¥ äãªæ¨¨ ¯à¨¨¬ îâ ã«¥¢ë¥ § ç¥¨ï   ®¤¨å ¨ â¥å ¦¥ § ç¥¨ïå  à£ã¬¥â .
�«¥¤®¢ â¥«ì®,   ®áâ «ìëå § ç¥¨ïå  à£ã¬¥â  ®¨ ®¡ï§ ë ¡ëâì à ¢ë¬¨ ¥¤¨¨æ¥.

�®á«¥¤¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë 3 | íâ® ¬®£®¬¥àë©   «®£ «¥¬¬ë 1.3.6 ¨§ ª¨£¨ ([14],
á. 33). �¥£ª® § ¬¥â¨âì, çâ®   «®£¨çë© ä ªâ á¯à ¢¥¤«¨¢ ¨ ¤«ï  «£¥¡à à á¯à¥¤¥«¥¨©: ¤«ï ¨å
â ª¦¥ ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì ¡ã«¥¢áª¨¥ è ¡«®ë, ¯à¨ç¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ®â®¡à ¦¥¨ï ®ª §ë¢ -
îâáï £®¬®¬®àä¨§¬ ¬¨  «£¥¡à  ¤ ®¯¥à ¤ ¬¨. � ¯®¬¨¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¢¥à®ïâ®áâ®£®  ¢â®¬ â 
[14]. �ãáâì X | ¬®¦¥áâ¢® ¢å®¤ëå á¨£ «®¢, Y | ¬®¦¥áâ¢® ¢ëå®¤ëå á¨£ «®¢, Q | ¬®-
¦¥áâ¢® á®áâ®ï¨©. �¥à®ïâ®áâë©  ¢â®¬ â | íâ® ®â®¡à ¦¥¨¥  : X �Q� Y �Q! [0; 1] â ª®¥,
çâ® ¤«ï ª ¦¤®© ä¨ªá¨à®¢ ®© ¯ àë (x; q) 2 X � Q ¨¬¥îâ ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢  (x; q; y; q0) = 0
¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å (y; q0) 2 Y �Q ¨

P
(y;q)2Y�Q

(x; q; y; q0) = 1. �®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï, çâ® (x; q; y; q0) ¥áâì

ãá«®¢ ï ¢¥à®ïâ®áâì ¯¥à¥å®¤  ¨§ á®¡ëâ¨ï q ¯à¨ ¢å®¤®¬ á¨£ «¥ x ¢ á®áâ®ï¨¥ q0 ¯à¨ ¢ë-
å®¤®¬ á¨£ «¥ y. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ A = AX;Q;Y ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å â ª¨å  ¢â®¬ â®¢, Z = Y � Q,
SM = SM(Z). O¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥¨ï ª®¬¯®§¨æ¨¨ SM(n)�An ! A á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

(!1 : : : n)(x; q; y; q
0) =

X
y0
1
:::y0n

q0
1
:::q0n

!((y; q0); (y01; q
0

1) : : : (y
0

n; q
0

n))1(x; q; y
0

1; q
0

1) : : : n(x; q; y
0

n; q
0

n):

�¥®à¥¬  4. �¯à¥¤¥«¥ë¥ ¢ëè¥ ®¯¥à æ¨¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¯à¥¢à é îâ AX;Q;Y ¢ ª® «£¥¡àã  ¤

ª®®¯¥à ¤®© SM .

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢®¤¨âáï ¯àï¬®© ¯à®¢¥àª®© ®¯à¥¤¥«¥¨ï. �

�â¬¥â¨¬, çâ® á ¬  ®¯¥à ¤  � ¥ ï¢«ï¥âáï �-«¨¥©®©.

�¥®à¥¬  5. �¢®¡®¤ ï �-«¨¥© ï  «£¥¡à  á ¡ §¨á®¬ X ¢ ¬®£®®¡à §¨¨ Alg-RId ¨¬¥¥â ¢¨¤

FrR(X) =
1̀

n=1
R(n) 
 T n(X), £¤¥ T n(X) | á¢®¡®¤ë© ª®¢¥ªá®à á ¡ §¨á®¬ Xn,  

`
| ª®¯à®-

¨§¢¥¤¥¨¥ ¢ ª â¥£®à¨¨ Conv. �á«¨ K | ¯®¤ª â¥£®à¨ï ª â¥£®à¨¨ ª®¥çëå ¬®¦¥áâ¢, ®¡« -

¤ îé ï á¢®©áâ¢ ¬¨, áä®à¬ã«¨à®¢ ë¬¨ ¢ ([1], x 1), ¨ R ¥áâì K-®¯¥à ¤ , â® ¢ ¬®£®®¡à §¨¨

Alg-RK, ª®â®à®¥ ï¢«ï¥âáï ¯®¤¬®£®®¡à §¨¥¬ Alg-RId, á¢®¡®¤ ï  «£¥¡à  FrR;K(X) ¥áâì ä ª-

â®à «£¥¡à  FrR(X) ¯® ª®£àãíæ¨¨, ¯®à®¦¤¥®© ¢á¥¬¨ ¯ à ¬¨ ¢¨¤  ((f!) 
 (x1; : : : ; xm)) �
(! 
 (xf(1); : : : ; xf(n))), £¤¥ f 2 K(n;m), ! 2 R(n), x1; : : : ; xm 2 X. � á«ãç ¥ K = � á¢®¡®¤ë¥

 «£¥¡àë ¢ Alg-R� ¨¬¥îâ ¢¨¤ FrR(X) =
1̀

n=1
R(n)
�n T

n(X).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï «¨¥©ëå �-®¯¥à ¤ íâ®â ä ªâ å®à®è® ¨§¢¥áâ¥ (á¬. [7], [11]). � �-
«¨¥©®¬ á«ãç ¥ ¢á¥ ¯®«ãç ¥âáï â®ç® â ª ¦¥. � ¯®¬¨¬ «¨èì, ª ª ¤¥©áâ¢ã¥â ®¯¥à ¤  R  
 «£¥¡à¥ FrR(X):

!(!1 
 x1; : : : ; !m 
 xm) = (!!1 : : : !m)
 (x1 : : : xm):

�¤¥áì ! 2 R(m), !i 2 R(ni), xi 2 Xni , 1 � i � m. � á«ãç ¥ ¯à®¨§¢®«ì®© ª â¥£®à¨¨ K ¢á¥
á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï.
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� «¥¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï â®«ìª® �-®¯¥à ¤ë, ¨ íâ® ¥ ¡ã¤¥â ®á®¡® ®£®¢ à¨¢ âìáï. �¯à¥¤¥«¨¬
á¢®¡®¤ãî �-«¨¥©ãî ®¯¥à ¤ã á ¡ §¨á®¬ 
 =

1

[
n=1


n ª ª ®¯¥à ¤ã F = F(
) ¢¬¥áâ¥ á ¢«®¦¥¨-

ï¬¨ 
n � F(n) â ª¨¬¨, çâ® ¤«ï «î¡®© �-«¨¥©®© ®¯¥à ¤ë R «î¡®¥ á¥¬¥©áâ¢o ®â®¡à ¦¥¨©
¢¨¤  
n ! R(n), n = 1; 2; : : : , ¥¤¨áâ¢¥ë¬ á¯®á®¡®¬ ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® £®¬®¬®àä¨§¬  ®¯¥à ¤
F ! R. �¢®¡®¤ë¥ ®¯¥à ¤ë áãé¥áâ¢ãîâ ¨ áâà®ïâáï ¯à¨¬¥à® â ª ¦¥, ª ª ¨  ¡á®«îâ® á¢®-
¡®¤ë¥  «£¥¡àë. � ¨¬¥®, á ç «  ¨¤ãªâ¨¢® áâà®¨âáï ¥«¨¥© ï á¢®¡®¤ ï ®¯¥à ¤  W.
�á®¢ ¨¥ ¨¤ãªæ¨¨: 
n � W(n) ¤«ï ¢á¥å n � 1, ¨, ªà®¬¥ â®£®, ¯®áâã«¨àã¥âáï áãé¥áâ¢®¢ ¨¥
¥¤¨¨æë (\¯ãáâ®£® á«®¢ ") " 2W(1). � «¥¥, ¥á«¨ ã¦¥ ¯®áâà®¥ â¥à¬ (á«®¢®) t 2W(n), â® ®¯à¥-
¤¥«¥ â¥à¬ �t 2 W(n) ¤«ï «î¡®£® � 2 �n,   ¥á«¨ ®¯à¥¤¥«¥ë â¥à¬ë w 2 W(m), wi 2 W(ni),
â® ¯® ¨¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â¥à¬ ww1 : : : wm 2 W(n1 + � � � + nm). �â®¡ë ¯®«ãç¨« áì ®¯¥à ¤ , ¥-
®¡å®¤¨¬® ¯à®ä ªâ®à¨§®¢ âì ¬®¦¥áâ¢® â¥à¬®¢ ¯®  ¨¬¥ìè¥¬ã ®â®è¥¨î íª¢¨¢ «¥â®áâ¨,
á®¤¥à¦ é¥¬ã ¢á¥ â®¦¤¥áâ¢  ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ®¯¥à ¤ë ¢ [1]. �â ¤ àâë¬ ®¡à §®¬ ¯®ª §ë¢ -
¥âáï ¢ë¯®«¨¬®áâì ã¨¢¥àá «ì®£® á¢®©áâ¢ . �-«¨¥© ï ®¯¥à ¤  F ¥áâì á¥¬¥©áâ¢® á¢®¡®¤ëå
ª®¢¥ªá®à®¢ á ¡ §¨á ¬¨ W(n). �¯¥à æ¨¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨ ®¯à¥¤¥«ïîâáï \¯® �-«¨¥©®áâ¨".

�¥®à¥¬  6. �®£®®¡à §¨¥ Alg-F à æ¨® «ì® íª¢¨¢ «¥â® ¬®£®®¡à §¨î ¢á¥å �-«¨¥©ëå

- «£¥¡à, â ª çâ® FrF(Z) �= Fr
(Z) ¤«ï ¢á¥å ¡ §¨á®¢ Z. �®¬¯®¥â  F(n) á¢®¡®¤®© �-«¨¥©®©
�-®¯¥à ¤ë á ¡ §¨á®¬ 
 ¨§®¬®àä  (ª ª ª®¢¥ªá®à ¨ ª ª �n-¬®¦¥áâ¢®) ¯®¤¬®¦¥áâ¢ã ¢á¥å

®¤®à®¤ëå n-¯®«¨«¨¥©ëå í«¥¬¥â®¢  ¡á®«îâ® á¢®¡®¤®© �-«¨¥©®© 
- «£¥¡àë Fr
(X),
£¤¥ X = fx1; : : : ; xng.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ F- «£¥¡àã A. � ª ª ª ¯® ¯®áâà®¥¨î 
n � F(n), â® ¨§  «¨-
ç¨ï �-¯®«¨«¨¥©ëå ª®¬¯®§¨æ¨© F(n)� An ! A á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® ! 2 
n ®¯à¥¤¥«¥®
�-¯®«¨«¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ !A : An ! A, ¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ª ¦¤ ï F- «£¥¡à  ¥áâ¥áâ¢¥-
ë¬ ®¡à §®¬ ¯à¥¢à é ¥âáï ¢ 
- «£¥¡àã. �¡à â®, § ¤ ¨¥ áâàãªâãàë �-«¨¥©®© 
- «£¥¡àë
  A íª¢¨¢ «¥â® § ¤ ¨î á¥¬¥©áâ¢  ®â®¡à ¦¥¨© ¢¨¤  
n ! EA(n) ¤«ï ¢á¥å n = 1; 2; : : :
�® á®£« á® ®¯à¥¤¥«¥¨î á¢®¡®¤®© ®¯¥à ¤ë ¯® íâ®¬ã á¥¬¥©áâ¢ã ®â®¡à ¦¥¨© ¥¤¨áâ¢¥ë¬
®¡à §®¬ áâà®¨âáï £®¬®¬®àä¨§¬ ®¯¥à ¤ F ! EA, çâ® à ¢®á¨«ì® § ¤ ¨î   A áâàãªâãàë F-
 «£¥¡àë. �¥£ª® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® íâ¨ á®®â¢¥âáâ¢¨ï áâàãªâãà  «£¥¡à ¢§ ¨¬® ®¡à âë ¨ çâ® ¢
®¡®¨å á«ãç ïå £®¬®¬®àä¨§¬ ¬¨ ï¢«ïîâáï ®¤¨ ¨ â¥ ¦¥ ®â®¡à ¦¥¨ï. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨¬¥¥â ¬¥-
áâ® ¨§®¬®àä¨§¬ ª â¥£®à¨© ¨¬¥® â®£® ¢¨¤ , ª®â®àë© ä¨£ãà¨àã¥â ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ à æ¨® «ì®©
íª¢¨¢ «¥â®áâ¨.

�â®¡ë ãáâ ®¢¨âì ¯®á«¥¤¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥, à áá¬®âà¨¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  F0(n) � Fr
(x1; : : : ; xn),
á®áâ®ïé¨¥ ¨§ ¯®«¨«¨¥©ëå í«¥¬¥â®¢. � ª ª ª á®£« á® ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ã Fr
(x1; : : : ; xn) ¬®¦®

®â®¦¤¥áâ¢¨âì á
1̀

n=1
F(n)
�n T

n(X), â® í«¥¬¥âë F0(n) ¨¬¥îâ ¢¨¤
P
�
�sfs 
 (x�(1); : : : ; x�(n)), £¤¥

fs 2 F(n), áã¬¬¨à®¢ ¨¥ ¢¥¤¥âáï ¯® ¥ª®â®à®¬ã ¬®¦¥áâ¢ã ¯®¤áâ ®¢®ª � 2 �n ¨
P
�
�s = 1. �á-

¯®«ì§ãï á¢®©áâ¢  â¥§®à®£® ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï (  «®£¨çë¥ â¥¬, ª®â®àë¥ á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¤«ï «¨¥©-

®£® á«ãç ï), ¯à¨¢®¤¨¬ íâ® ¢ëà ¦¥¨¥ ª ¢¨¤ã
�P

�
�s(��1fs)

�

 (x1; : : : ; xn) ¨«¨ f 
 (x1; : : : ; xn),

£¤¥ f 2 F(n). �â®â í«¥¬¥â ¬®¦® ®â®¦¤¥áâ¢¨âì á f , çâ® ¤ ¥â ¨áª®¬ë© ¨§®¬®àä¨§¬. �®«¥¥
ä®à¬ «ì®¥ ®¡®á®¢ ¨¥: T n(x1; : : : ; xn) à §« £ ¥âáï ¢ ª®¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ æ¨ª«¨ç¥áª¨å ª®¬®¤ã-
«¥©  ¤ ª®ª®«ìæ®¬ |   «®£®¬ £àã¯¯®¢®©  «£¥¡àë £àã¯¯ë �n, ¯à¨ç¥¬ ¯àï¬ë¥ á« £ ¥¬ë¥
á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ®à¡¨â ¬ ¤¥©áâ¢¨ï �n   Xn. � ç áâ®áâ¨, ®¤® ¨§ ¯àï¬ëå á« £ ¥¬ëå | á¢®¡®¤-
ë© ª®¬®¤ã«ì á ¡ §¨á®¬ (x1; : : : ; xn). �®áª®«ìªã äãªâ®à â¥§®à®£® ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¯¥à¥áâ -
®¢®ç¥ á ª®¯à®¨§¢¥¤¥¨ï¬¨ (¢¢¨¤ã  «¨ç¨ï á®¯àï¦¥®£®, á¬. [1]) ¨ â¥§®à®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥
F(n)  ¤ �n   á¢®¡®¤ë© �n-ª®¬®¤ã«ì á ¡ §¨á®¬ ¨§ ®¤®£® í«¥¬¥â  ¨§®¬®àä® F(n), â® ãª -
§ ®¥ ¢ëè¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ f ! f 
 (x1; : : : ; xn) ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ ª®¢¥ªá®à®¢ ¨ ¤ ¦¥
�n-íª¢¨¢ à¨ âë¬. F0 ¯à¥¢à é ¥âáï ¢ ®¯¥à ¤ã á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �á«¨ ¤ ë ¯®«¨«¨¥©ë¥
í«¥¬¥âë ! = f 
 (x1; : : : ; xm), !i = fi 
 (x1; : : : ; xni), 1 � i � m, â® !!1 : : : !m ¥áâì à¥§ã«ìâ â
¯®¤áâ ®¢ª¨ ¢ ! ¢¬¥áâ® xi í«¥¬¥â  !i á ®¤®¢à¥¬¥®© ¯¥à¥ã¬¥à æ¨¥© ¯¥à¥¬¥ëå ¢ !i ¤«ï
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¢á¥å i � 2

(ff1 : : : fm)
 (x1; : : : ; xn1 ; xn1+1; : : : ; xn1+n2 ; : : : ; xn1+���+nm�1+1; : : : ; xn1+���+nm):

�á¯®«ì§ãï ¤ ®¥ ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 5 ®¯¨á ¨¥ ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¢ F- «£¥¡à¥ FrF(x1; : : : ; xn),
«¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ¨§®¬®àä¨§¬ ª®¢¥ªá®à®¢ F(n) ¨ F0(n) | íâ® ¨§®¬®àä¨§¬ ®¯¥à ¤. � ¬¥â¨¬
â ª¦¥, çâ®   «®£¨çë¬ ®¡à §®¬ ¬®¦® ®â®¦¤¥áâ¢¨âì R(n) á ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ ä®à¬ «ìëå ¯®-
«¨«¨¥©ëå í«¥¬¥â®¢ FrR(x1; : : : ; xn) ¤«ï «î¡®© ®¯¥à ¤ë R.

�«¥¬¥âë f 
 (x1; : : : ; xn) ¡ã¤¥¬ § ¯¨áë¢aâì ¢ ¢¨¤¥ fx1 : : : xm. �à¥¦¤¥ ç¥¬ ¤®ª §ë¢ âì á«¥-
¤ãîéãî â¥®à¥¬ã,  ¯®¬¨¬, çâ® ¯®¤ ª®£àãíæ¨¥© ¢  «£¥¡à¥ A ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï ¯®¤ «£¥¡à 
A � A, ª®â®à ï ï¢«ï¥âáï ®â®è¥¨¥¬ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨   A. �á«¨ A | á¢®¡®¤ ï  «£¥¡à , â®
¢¥à¡ «ì ï ª®£àãíæ¨ï   A | íâ® ¢¯®«¥ ¨¢ à¨ â ï ª®£àãíæ¨ï, â. ¥. ¤«ï «î¡®£® í-
¤®¬®àä¨§¬  ' : A ! A í¤®¬®àä¨§¬ ' � ' ¯¥à¥¢®¤¨â íâã ¯®¤ «£¥¡àã ¢ á¥¡ï. �®£àãíæ¨¥© ¢
®¯¥à ¤¥ R  §ë¢ ¥âáï ¯®¤®¯¥à ¤  U ¢ R�R â ª ï, çâ® ¢á¥ U(n) ï¢«ïîâáï ®â®è¥¨ï¬¨ íª¢¨-
¢ «¥â®áâ¨ ¢ R(n). � ¯®¬¨¬, çâ® (R�R)(n) = R(n)�R(n), ª®¬¯®§¨æ¨ï ¢ ®¯¥à ¤¥ ¨ ¤¥©áâ¢¨¥
£àã¯¯ ¯®¤áâ ®¢®ª ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯®ª®¬¯®¥â®.

�¥®à¥¬  7. �ãé¥áâ¢ã¥â ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã à¥è¥âª®© ª®£àãíæ¨© á¢®¡®¤®© �-«¨¥©®©
®¯¥à ¤ë F á ¡ §¨á®¬ 
 ¨ à¥è¥âª®© ¢¥à¡ «ìëå ª®£àãíæ¨© ¢  ¡á®«îâ® á¢®¡®¤®© �-«¨¥©®©

- «£¥¡à¥ Fr(X) á® áç¥âë¬ ¡ §¨á®¬ X, ¯®à®¦¤¥ëå ¯®«¨«¨¥©ë¬¨ í«¥¬¥â ¬¨. �á«¨ U

| ª®£àãíæ¨ï ¢ F, â® á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¢¥à¡ «ì ï ª®£àãíæ¨ï eU ¨¬¥¥â á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤ :
1̀

n=1
U(n)
�n T

n(X). �®ç¥¥, ¨¬¥¥âáï ¢ ¢¨¤ã ®¡à § ¯à¨ ®â®¡à ¦¥¨¨

1a
n=1

U(n)
�n T
n(X)!

1a
n=1

(F(n)� F(n))
�n T
n(X)!

� 1a
n=1

F(n)
�n T
n(X)

�2
:

�¥à¢®¥ ¨§ ãç áâ¢ãîé¨å §¤¥áì ®â®¡à ¦¥¨© ¨¤ãæ¨à®¢ ® ¢«®¦¥¨ï¬¨ U(n) � F(n) � F(n),  
¢â®à®¥   ¯®à®¦¤ îé¨å í«¥¬¥â å ¨¬¥¥â ¢¨¤ (!1; !2) 
 x 7! (!1 
 x; !2 
 x). �¬¥¥â ¬¥áâ®

¨§®¬®àä¨§¬ �-«¨¥©ëå 
- «£¥¡à: FrF(X)=eU �= FrF=U(X).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ¤   ¢¥à¡ «ì ï ª®£àãíæ¨ï U � Fr(X) � Fr(X), £¤¥ X áç¥â®.
� áá¬®âà¨¬ ¬®¦¥áâ¢® P ¢á¥å ¯ à ¯®«¨«¨¥©ëå í«¥¬¥â®¢ ¢¨¤  (!x; �x), £¤¥ ¢ x = xi1 : : : xin
¢á¥ xi1 ; : : : ; xin à §«¨çë, !; � 2 F(n). �â¢¥à¦¤ ¥âáï, çâ® â®£¤  á¥¬¥©áâ¢® ¬®¦¥áâ¢ bU = U,
U = fU(n) j n = 1; 2; : : : g, U(n) = f (!; �) 2 F(n)2 j (!x; �x) 2 P ¤«ï ¥ª®â®à®£® xg ®¡à §ã¥â
ª®£àãíæ¨î ¢ ®¯¥à ¤¥ F. �®-¯¥à¢ëå, § ¬¥â¨¬, çâ® ¢ë¡®à x ¤«ï ¯ àë (!; �) ¯à®¨§¢®«¥ ¢ â®¬
á¬ëá«¥, çâ® ¢¬¥áâ® x = xi1 : : : xin ¬®¦® ¢§ïâì «î¡®¥ ¤àã£®¥ á«®¢® x0 = xj1 : : : xjn á ãá«®¢¨¥¬,
çâ® ¢á¥ xj1 ; : : : ; xjn | à §«¨çë¥ í«¥¬¥âë X. �â® á«¥¤ã¥â ¨§ ¨¢ à¨ â®áâ¨ ª®£àãíæ¨¨ U :
á®®â¢¥âáâ¢¨¥ xik 7! xjk , 1 � k � n, ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® í¤®¬®àä¨§¬  Fr(X), § â¥¬ ¤® í¤®¬®àä¨§-
¬  Fr(X)�Fr(X), ®â®¡à ¦ îé¥£® U ¢ U ,   ¯ àã (!x; �x) | ¢ ¯ àã (!x0; �x0). �ç¥¢¨¤®, çâ® ¢á¥
U(n) ¡ã¤ãâ ®â®è¥¨ï¬¨ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨ ª®¢¥ªá®à ¬¨. �ãáâì (!; �) 2 U(m), (!i; �i) 2 U(ni),
1 � i � m. �®ª ¦¥¬, çâ® (!!1 : : : !m; ��1 : : : �m) 2 U(n1 + � � �+ nm). �ë¡¥à¥¬ x1; : : : ; xm | á«®¢ 
¢  «ä ¢¨â¥ X â ª, çâ® (!ixi; �ixi) 2 P , 1 � i � m, ¨ ¢ xi, xj ¥â ®¡é¨å á¨¬¢®«®¢ ¤«ï ¢á¥å i 6= j.
�â® ¬®¦® á¤¥« âì ¢¢¨¤ã áç¥â®áâ¨ X. �®áª®«ìªã U � Fr(X)�Fr(X) | ¯®¤ «£¥¡à  F- «£¥¡àë
Fr(X), â® ¤«ï «î¡®£® ! 2 F(n) ¨ «î¡ëå (!ixi; �ixi) 2 P , 1 � i � m, ¯®«ãç¨¬ í«¥¬¥â ¨§ U

!(!1x1; �1x1) : : : (!mxm; �mxm) = ((!!1 : : : !m)(x1 : : : xm); (!�1 : : : �m)(x1 : : : xm)):

�® ¢¢¨¤ã ¢ë¡®à  xi íâ®â í«¥¬¥â ¤®«¦¥ ¯à¨ ¤«¥¦ âì P . � ª¨¬ ®¡à §®¬,

(!!1 : : : !m; !�1 : : : �m) 2 U(n1 + � � �+ nm):

�ãáâì x = xt1 : : : xtm | á«®¢® ¢  «ä ¢¨â¥ X â ª®¥, çâ® ¢á¥ xtj à §«¨çë ¨ x ¥ ¨¬¥¥â ®¡é¨å á¨¬-
¢®«®¢ ¨ á ®¤¨¬ ¨§ xi, 1 � i � m. �®£¤  (!x; �x) 2 P � U . � áá¬®âà¨¬ ¥ª®â®àë© í¤®¬®àä¨§¬
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Fr(X), ®â®¡à ¦ îé¨© xtj ¢ �jxj , 1 � j � m. �®£¤  (!x; �x) ®â®¡à ¦ ¥âáï ¢ í«¥¬¥â U

(!(�1x1 : : : �mxm); �(�1x1 : : : �mxm)) = ((!�1 : : : �m)(x1 : : : xm); (��1 : : : �m)(x1 : : : xm)):

�ç¥¢¨¤®, ®¤ ª®, çâ® ¢®¢ì ¯®«ãç¥ í«¥¬¥â ¨§ P , â ª çâ® (!�1 : : : �m; ��1 : : : �m) 2 U(n1 +
� � � + nm). �®áª®«ìªã U(n1 + � � � + nm) ¥áâì ®â®è¥¨¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨, ¯®«ãç ¥¬ âà¥¡ã¥¬®¥
¢ª«îç¥¨¥ (!!1 : : : !m; ��1 : : : �m) 2 U(n1 + � � � + nm). �§ ¨¢ à¨ â®áâ¨ ª®£àãíæ¨¨ U â ª¦¥
¥¯®áà¥¤áâ¢¥® á«¥¤ã¥â, çâ® U(n) § ¬ªãâë ®â®á¨â¥«ì® ¤¥©áâ¢¨ï £àã¯¯ �n.

�§ ¯®áâà®¥¨ï á®®â¢¥âáâ¢¨ï U 7! bU = U ïá®, çâ® ®® á®åà ï¥â ¢ª«îç¥¨ï ¨ ¯à®¨§-
¢®«ìë¥ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï. �¡à â®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ U 7! eU ®¯à¥¤¥«¥® ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬ë.
�¥âàã¤ ï ¯à®¢¥àª  ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® eU ¥áâì ª®£àãíæ¨ï. �à®¢¥à¨¬ ¥¥ ¯®«ãî ¨¢ à¨ â-
®áâì. �ãáâì £®¬®¬®àä¨§¬ ' : Fr(X) ! Fr(X) ®â®¡à ¦ ¥â xi ¢

P
j
�i j(wi jxi j), £¤¥ wi j 2 F,

0 � �i j � 1,
P
j
�i j = 1, ¨ (u1x1 : : : xm; u2x1 : : : xm) | ¯®à®¦¤ îé¨© í«¥¬¥â eU (§¤¥áì ¬®¦®

¤ ¦¥ ¥ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® ¢á¥ x1; : : : ; xm à §«¨çë). �®£¤  ¯à¨¬¥¥¨¥ ' ª íâ®¬ã í«¥¬¥âã ¤ -
¥â (u1'(x1) : : : '(xm); u2'(x1) : : : '(xm)), çâ® ¯à¥®¡à §ã¥âáï ª ¢¨¤ã (á ãç¥â®¬ â®£®, ª ª ãáâà®¥®
¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ª®¢¥ªá®à®¢)X

j1

: : :
X
jm

�1 j1 : : : �mjm((u1w1 j1 : : : wmjm)xj1:::jm ; (u2w1 j1 : : : wmjm)xj1:::jm);

£¤¥ xj1:::jm = x1 j1 : : : xmjm . �áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® ¢ ®¯¥à ¤¥ F� F

(u1w1 j1 : : : wmjm ; u2w1 j1 : : : wmjm) = (u1; u2)(w1 j1 ; w1 j1) : : : (wmjm ; wmjm);

¯à¨ç¥¬ (u1; u2) 2 U(m) ¯® ¢ë¡®àã,   «î¡ ï ¯ à  (w;w) 2 U(k), â. ª. ¢á¥ U(k) | ®â®è¥¨ï
íª¢¨¢ «¥â®áâ¨. �«¥¤®¢ â¥«ì®, à¥§ã«ìâ â § ¯¨á ®© ¢ëè¥ ª®¬¯®§¨æ¨¨ â ª¦¥ ¯à¨ ¤«¥¦¨â
¯®¤®¯¥à ¤¥ U. �â® ¤®ª §ë¢ ¥â ¢¥à¡ «ì®áâì ª®£àãíæ¨¨ eU .

�®ª ¦¥¬ ¢§ ¨¬ãî ®¡à â®áâì á®®â¢¥âáâ¢¨© U 7! bU ¨ U! eU. � ®¤ã áâ®à®ã íâ® ®ç¥¢¨¤®:
¯®«¨«¨¥©ë¥ í«¥¬¥âë ¨§ eU ¯à¨¢®¤ïâ ¢®¢ì ª ®¯¥à ¤¥ U. �à®¢¥à¨¬, çâ® ¥á«¨ U = bU , â® U = eU.
�® á¨å ¯®à ¥ ¨á¯®«ì§®¢ «®áì â®, çâ® U ¯®à®¦¤ ¥âáï ¬®¦¥áâ¢®¬ P ª ª ¢¥à¡ «ì ï ª®£àã-
íæ¨ï. �â® ®§ ç ¥â, çâ® ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â (z1; z2) 2 U ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ «¨¥©®©
ª®¬¡¨ æ¨¨ (á ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ¨§ ®âà¥§ª  [0; 1], áã¬¬  ª®â®àëå à ¢  ¥¤¨¨æ¥) í«¥¬¥â®¢ ¢¨-
¤  !(p01; p

00

1) : : : (p
0

m; p
00

m), £¤¥ ! 2 F(m),   ª ¦¤ ï ¯ à  (p
0

i; p
00

i ) ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¥ª®â®à®£® í«¥¬¥â 
P ¯®¤áâ ®¢ª®© ¢¬¥áâ® ¯¥à¥¬¥ëå ¥ª®â®àëå í«¥¬¥â®¢ Fr(X), ¯à¨ç¥¬ ¤«ï ª ¦¤®£® ®â¤¥«ì®
¢§ïâ®£® i, 1 � i � m, ¢¬¥áâ® ®¤¨ ª®¢ëå ¯¥à¥¬¥ëå ¯®¤áâ ¢«ïîâáï ®¤¨ ª®¢ë¥ í«¥¬¥âë. �
¯®¬®éìî à ááã¦¤¥¨©, áå®¤ëå á â¥¬¨, ª®â®àë¥ ¢ëè¥ ¡ë«¨ ¨á¯®«ì§®¢ ë ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢ 
¢¥à¡ «ì®áâ¨ eU, § ª«îç ¥¬, çâ® ª ¦¤ë© í«¥¬¥â (p0i; p00i ) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ «¨¥©®© ª®¬-
¡¨ æ¨¨ í«¥¬¥â®¢ ¢¨¤  (q0ixi; q

00

i xi), £¤¥ (q
0

i; q
00

i ) 2 U = bU . �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â
U ¥áâì «¨¥© ï ª®¬¡¨ æ¨ï í«¥¬¥â®¢ ¢¨¤ 

!(q01x1; q
00

1x1) : : : (q
0

mxm; q
00

mxm) = ((!q01 : : : q
0

m)x1 : : : xm; (!q
00

1 : : : q
00

m)x1 : : : xm): (�)

� à  (!q01 : : : q
0

m; !q
00

1 : : : q
00

m) ¯à¨ ¤«¥¦¨â U. �â®¡ë ã¡¥¤¨âìáï ¢ íâ®¬, ¢ë¡¥à¥¬ ¤«ï ª ¦¤®© ¯ àë
(q0i; q

00

i ) á«®¢® yi ¢  «ä ¢¨â¥ X â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ® (q0iyi; q
00

i yi) 2 P , ¯à¨ç¥¬ ¢ yi ¨ yj ¥â ®¡é¨å
á¨¬¢®«®¢ ¯à¨ ¢á¥å i 6= j. �®áª®«ìªã U | ¯®¤ «£¥¡à , â® ª®¬¯®§¨æ¨ï

!(q01y1; q
00

1y1) : : : (q
0

mym; q
00

mym) = ((!q01 : : : q
0

m)y1 : : : ym; (!q
00

1 : : : q
00

m)y1 : : : ym)

¯à¨ ¤«¥¦¨â U ¨ ®ç¥¢¨¤®, çâ® ®  ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¨ P . �®§¢à é ïáì ª í«¥¬¥âã (�), § ª«îç ¥¬,
çâ® ® ¯à¨ ¤«¥¦¨â eU . �ª«îç¥¨¥ eU � U ®ç¥¢¨¤®.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®«ãç¥® ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥, á®åà ïîé¥¥ ¯®àï¤®ª, ¬¥¦¤ã
¤¢ã¬ï à¥è¥âª ¬¨, ¯à¨ç¥¬ ®â®¡à ¦¥¨¥ U 7! bU á®åà ï¥â ¯à®¨§¢®«ìë¥ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï. �® â ª
ª ª â®ç ï ¢¥àåïï £à ì í«¥¬¥â®¢ U1 ¨ U2 ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå à¥è¥âª å ¥áâì ¯¥à¥á¥ç¥¨¥
¢á¥å U â ª¨å, çâ® U1; U2 � U , â® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¨§®¬®àä¨§¬ à¥è¥â®ª.
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� áá¬®âà¨¬ ¤¨ £à ¬¬ã U(n)
v

� F(n)� F(n) �1�!
�!
�2

F(n) c
�! F(n)=U(n), ¢ ª®â®à®© �1, �2 | ¥áâ¥-

áâ¢¥ë¥ ¯à®¥ªæ¨¨   ¯¥à¢ë© ¨   ¢â®à®© á®¬®¦¨â¥«¨, v | ¢«®¦¥¨¥,   c ¥áâì ª®ãà ¢¨â¥«ì
¯ àë (�1v; �2v). � ª ¡ë«® ®â¬¥ç¥® ¢ [1], â¥§®àë¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï á®åà ïîâ ª®ãà ¢¨â¥«¨, â ª
çâ® ¢ á«¥¤ãîé¥© ¤¨ £à ¬¬¥ c
 1 ¥áâì ª®ãà ¢¨â¥«ì ¯ àë ((�1 
 1)(v 
 1); (�2 
 1)(v 
 1)):

U(n) 

�n

T n(X) v
1
��! (F(n)� F(n)) 


�n
T n(X) �1
1�!

�!
�2
1

F(n) c
1
��! ((F(n)=U(n)) 


�n
T n(X)):

� áá¬®âà¨¬ ®â®¡à ¦¥¨¥ d : (F(n)�F(n))
�n T
n(X)! (F(n)
�n T

n(X))2 â ª®¥, çâ® d((!1; !2)

x) = (!1 
 x; !2 
 x). �á«¨ pi : (F(n) 
�n T

n(X))2 ! F(n) 
�n T
n(X), i = 1; 2, | ¥áâ¥áâ¢¥-

ë¥ ¯à®¥ªæ¨¨, â® ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ®ç¥¢¨¤ë¥ à ¢¥áâ¢  pid = �i 
 1, i = 1; 2. �âáî¤  á«¥¤ã¥â,
çâ® F(n)=U(n) 
�n T

n(X) | ª®ãà ¢¨â¥«ì ¯ àë (p1d(v 
 1); p2d(v 
 1)), â. ¥. ä ªâ®à¬®¦¥áâ¢®
(F(n)
�n T

n(X))2 ¯® ª®£àãíæ¨¨, ï¢«ïîé¥©áï ®¡à §®¬ d(v 
 1). �áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® ¢ «î-
¡®© ª â¥£®à¨¨, £¤¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ®¯¥à æ¨¨ ®¯à¥¤¥«¥ë, ¢§ïâ¨¥ ª®¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¯à®¨§¢®«ì-
®£® á¥¬¥©áâ¢  ¤¨ £à ¬¬ ª®ãà ¢¨â¥«¥© ¥áâì â ª¦¥ ¤¨ £à ¬¬  ª®ãà ¢¨â¥«ï. �â® § ç¨â, çâ®

á¢®¡®¤ ï  «£¥¡à  ¬®£®®¡à §¨ï Alg-(F=U), ¨¬¥îé ï ¢¨¤
1̀

n=1
(F(n)=U(n))
�n T

n(X), ¨§®¬®àä 

ä ªâ®à «£¥¡à¥ FrF(X) ¯® ª®£àãíæ¨¨ eU.
�¥®à¥¬  8. �®£®®¡à §¨ï �-«¨¥©ëå ¬ã«ìâ¨®¯¥à â®àëå  «£¥¡à, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ �-¯®«¨-

«¨¥©ë¬¨ â®¦¤¥áâ¢ ¬¨ (¨ â®«ìª® ®¨) ¨¬¥îâ ¢¨¤ Alg-R ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥© �-«¨¥©®© ®¯¥-

à ¤ë R.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ¤   ª®®¯¥à ¤  R. �à¥¤áâ ¢¨¬ ¥¥ ¢ ¢¨¤¥ ä ªâ®à®¯¥à ¤ë á¢®¡®¤-
®© ®¯¥à ¤ë F ¯® ª®£àãíæ¨¨ U. �®£¤  Alg-R ¬®¦® ¢«®¦¨âì ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯®¤¬®£®®¡à §¨ï ¢
¬®£®®¡à §¨¥ Alg-F, ª®â®à®¥ ¬®¦® áç¨â âì ¬®£®®¡à §¨¥¬ ¢á¥å �-«¨¥©ëå 
- «£¥¡à (¢ë¡®à

 ¤®áâ â®ç® ¯à®¨§¢®«¥, íâ® ¬®¦¥áâ¢® ¤®«¦® «¨èì  å®¤¨âáï ¢® ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¬ á®-
®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¥ª®â®àë¬ ¬®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å R). �§ ¯à¥¤ë¤ãé¥© â¥®à¥¬ë á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï
áç¥â®£® X ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã FrR(X) ¨ ä ªâ®à «£¥¡à®© FrF(X) ¯® ª®£àãíæ¨¨eU. �® ª®£àãíæ¨ï eU ¯®à®¦¤ ¥âáï ¯®«¨«¨¥©ë¬¨ â®¦¤¥áâ¢ ¬¨,   íâ® ¨ ®§ ç ¥â, çâ® Alg-R
®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯®«¨«¨¥©ë¬¨ â®¦¤¥áâ¢ ¬¨.

�¡à â®, ¯ãáâì ¤ ® ¬®£®®¡à §¨¥ �-«¨¥©ëå 
- «£¥¡à V, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ ¯®«¨«¨¥©ë¬¨
â®¦¤¥áâ¢ ¬¨, ¨ F ¥áâì á¢®¡®¤ ï  «£¥¡à  ¨§ V á® áç¥âë¬ ¡ §¨á®¬ X. �®£« á® ãá«®¢¨î F
¨§®¬®àä  ä ªâ®à «£¥¡à¥  ¡á®«îâ® á¢®¡®¤®©  «£¥¡àë FrF(X) ¯® ¢¥à¡ «ì®© ª®£àãíæ¨¨,
¯®à®¦¤¥®© ¯®«¨«¨¥©ë¬¨ í«¥¬¥â ¬¨. �® ã¦¥ ¨§¢¥áâ®, çâ® íâ  ª®£àãíæ¨ï ¨¬¥¥â ¢¨¤eU. �§ ¯®á«¥¤¥£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¯à¥¤ë¤ãé¥© â¥®à¥¬ë á«¥¤ã¥â, çâ® FrF(X)=eU �= FrF=U(X) ª ª
�-«¨¥©ë¥ 
- «£¥¡àë. �® íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ¬®£®®¡à §¨ï V ¨ Alg-(F=K) á®¢¯ ¤ îâ ª ª ¯®¤-
¬®£®®¡à §¨ï Alg-F.

� ¬¥â¨¬, çâ® áå®¤ë¬ ®¡à §®¬  ¢â®à®¬ ¡ë«® à ¥¥ ¤®ª § ® ([4]{[7]), çâ® ¤«ï ¬®£®®¡à -
§¨© «¨¥©ëå ¬ã«ìâ¨®¯¥à â®àëå  «£¥¡à ( ¤ ª®¬¬ãâ â¨¢ë¬¨ ª®«ìæ ¬¨) ª« áá ¬®£®®¡à §¨©,
§ ¤ ¢ ¥¬ëå ¯®«¨«¨¥©ë¬¨ â®¦¤¥áâ¢ ¬¨, á®¢¯ ¤ ¥â á ª« áá®¬ ¬®£®®¡à §¨© ¢¨¤  Alg-R (¯®¤
á®¢¯ ¤¥¨¥¬ ¯®¨¬ ¥âáï, ª®¥ç®, à æ¨® «ì ï íª¢¨¢ «¥â®áâì). �¥¤ ¢®   «®£¨çë© ä ªâ
ãáâ ®¢«¥ ¨ ¤«ï ¬®£®®¡à §¨© áã¯¥à «£¥¡à [15].

�¨â¥à âãà 

1. �à®¨ �.�. �¯¥à ¤ë ¢ ª â¥£®à¨¨ ª®¢¥ªá®à®¢. I // �§¢. ¢ã§®¢. � â¥¬ â¨ª . { 2002. { ò3.
{ C. 42{50.

2. �à®¨ �.�. �¯¥à ¤ë ¢ ª â¥£®à¨¨ ª®¢¥ªá®à®¢ // �¨¢¥àá «ì ï  «£¥¡à  ¨ ¥¥ ¯à¨«®¦¥¨ï.
�¥§. ¤®ª«. ¬¥¦¤ã à®¤. á¥¬¨ à , ¯®á¢ïé. ¯ ¬ïâ¨ ¯à®ä. �.�.�ª®àïª®¢ . �®«£®£à ¤, 6{11
á¥â. 1999 £. { �®«£®£à ¤: \�¥à¥¬¥ ", 1999. { �. 62{63.

68



3. � ªá¨¬®¢ �.�. �ã¡¨ç¥áª¨¥ áâ®å áâ¨ç¥áª¨¥ ¬ âà¨æë ¨ ¨å ¢¥à®ïâ®áâë¥ ¨â¥à¯à¥â æ¨¨

// �¥®à¨ï ¢¥à®ïâ. ¨ ¥¥ ¯à¨¬¥. { 1996. { �. 41. { Bë¯. 1. { �. 89{106.
4. �à®¨ �.�. � ¬®£®®¡à §¨ïå, § ¤ ¢ ¥¬ëå ¯®«¨«¨¥©ë¬¨ â®¦¤¥áâ¢ ¬¨ // �¥§. á®®¡é.

XIX �á¥á®î§.  «£¥¡à. ª®ä. 9{11 á¥â. 1987 £. �. 2. �ì¢®¢, 1987. { �. 280.
5. �à®¨ �.�. � ¥ª®â®àëå á¢®©áâ¢ å ä¨¨â àëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å â¥®à¨© // �¥§. á®®¡é.

V �¨¡¨àáª®© èª®«ë ¯® ¬®£®®¡à §¨ï¬  «£¥¡à. á¨áâ¥¬, 1{5 ¨î«ï 1988 £. � à ã«, 1988. {
�. 68{70.

6. �à®¨ �.�. � ¥ª®â®àëå á¢®©áâ¢ å  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å â¥®à¨© ¬®£®®¡à §¨© «¨¥©ëå  «-

£¥¡à. I. �®£®®¡à §¨ï, § ¤ ¢ ¥¬ë¥ ¯®«¨«¨¥©ë¬¨ â®¦¤¥áâ¢ ¬¨. { � § áª. £®á. ã-â. {
� § ì, 1988. { 31 á. { �¥¯. ¢ ������ 11.08.88, ò6511-B88.

7. �à®¨ �.�. � à¥âà ªæ¨ïå á¢®¡®¤ëå  «£¥¡à ¨ ¬®¤ã«¥©: �¨á. : : : ª ¤. ä¨§.-¬ â¥¬.  ãª.
�¨è¨¥¢, 1989. { 105 á.

8. �ª®àïª®¢ �.�. �â®å áâ¨ç¥áª ï  «£¥¡à  // �§¢. ¢ã§®¢. � â¥¬ â¨ª . { 1985. { ò7. { �. 3{11.
9. �ª®àïª®¢ �.�. �«£¥¡à  áâ®å áâ¨ç¥áª¨å à á¯à¥¤¥«¥¨© // �§¢. ¢ã§®¢. � â¥¬ â¨ª . { 1982.

{ ò 11. { �. 59{67.
10. � á¯ àï �.�. � ¥ª®â®àëå ¯à¨«®¦¥¨ïå ¬®£®¬¥àëå ¬ âà¨æ. { �.: �� �� ����, 1983.

{ 60 á.
11. Ginzburg V., Kapranov M. Koszul duality for operads // Duke Math. J. { 1994. { V. 76. { ò 1. {

P. 203{272.
12. �àâ ¬®®¢ �.�. �«®ë ¯®«¨«¨¥©ëå ®¯¥à æ¨© // �MH. { 1969. { �. 24. { Bë¯. 1. { �. 47{59.
13. May J.P. The geometry of iterated loop spaces // Lect. Notes Math. { 1972. { V. 271. { 175 p.
14. �ãå à ¥¢ �.�. �á®¢ë â¥®à¨¨ ¢¥à®ïâ®áâëå  ¢â®¬ â®¢. { �.: � ãª , 1985. { 400 á.
15. �à®¨ �.�. �®£®®¡à §¨ï áã¯¥à «£¥¡à ¨ «¨¥©ë¥ ®¯¥à ¤ë // �¥®à¨ï äãªæ¨©, ¥¥ ¯à¨-

«®¦¥¨ï ¨ á¬¥¦ë¥ ¢®¯à®áë. � â¥à¨ «ë èª®«ë-ª®ä., ¯®á¢ïé. 130-«¥â¨î á® ¤ï à®¦¤.
�.�.�£®à®¢  (� § ì, 13{18 á¥â. 1999 £.) { � § ì: �§¤-¢® � § áª. ¬ â¥¬. ®¡é¥áâ¢a, 1999.
{ �. 224{227.

� § áª¨© £®áã¤ àáâ¢¥ë© ã¨¢¥àá¨â¥â �®áâã¯¨« 

30.12.1999

69


