
Îá îäíîì óðàâíåíèè ñ ÿäðîì Ò. Êàðëåìàíà
è åãî ïðèëîæåíèè â ïðîáëåìå ìîìåíòîâ

1 Ðàçíîñòíîå (ôóíêöèîíàëüíîå) óðàâíåíèå
Ðàññìîòðèì åäèíè÷íûé êâàäðàò

R := {z ∈ C : −1

2
< Re z <

1

2
,−1

2
< Im z <

1

2
}.

Ïóñòü, êðîìå òîãî, I = (−1
2
, 0), l1 = − i

2
+ I, lk+1 = ikl1, k = 1, 2, 3,

Γ =
4⋃

k=1

lk. Îñíîâíàÿ öåëü äàííîé ðàáîòû � èññëåäîâàòü äåâÿòèýëåìåíòíîå
ðàçíîñòíîå (ôóíêöèîíàëüíîå) óðàâíåíèå

Vf(z) := f(z) +
8∑
j=1

f(σj(z)) = g(z), z ∈ R. (1)

Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

1. ôóíêöèÿ g(z) ãîëîìîðôíà â R, g+ ∈ Hµ(∂R), µ ∈ (0, 1];

2. ôóíêöèè σj � ýòî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ñäâèãè) èç ñîîòâåòñòâóþùåé
äâÿêîïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû ñ ïåðèîäàìè 1 è i, îòëè÷íûå îò òîæäåñò-
âåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è òàêèå ÷òî R ∩ σj(R) 6= ∅.

3. ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà â D := C \ Γ, èñ÷åçàåò íà áåñêîíå÷íîñòè
è èìååò ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ f±(t) íà Γ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
Ãåëüäåðà.
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ßñíî, ÷òî V - ëèíåéíûé ðàçíîñòíûé îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè, êîììóòèðóþùèé ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì. Òåì íå ìåíåå, ê íåìó
íåïðèìåíèìû îáû÷íûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
ìíîæåñòâî ãîëîìîðôíîñòè ýòîãî îïåðàòîðà ðàñïàäàåòñÿ íà 2 ñâÿçíûå
êîìïîíåíòû - êâàäðàòR è åãî âíåøíîñòü. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñîîòíîøåíèå
(1), âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿåòñÿ íà ìíîæåñòâå, ñîäåðæàùåì R. Ýòî
æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

Vf(z) = 0. (2)
Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèþ (2) óäîâëåòâîðÿåò è ëþáàÿ ïðîèçâîäíàÿ,

ïðè÷åì ñèñòåìà {f (j)(z)}, j = 0, 1, . . . , n, ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Äëÿ ãàðàí-
òèè êîíå÷íîñòè ÷èñëà ðåøåíèé äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåì, ÷òîáû ãðàíè÷-
íûå çíà÷åíèÿ f±(t) èìåëè â êîíöàõ Γ, ñàìîå áîëüøåå, ëîãàðèôìè÷åñêèå
îñîáåííîñòè. Òàêîé êëàññ ðåøåíèé îáîçíà÷èì ÷åðåçB. Âïåðâûå ïîäîáíûé
ïîäõîä è åãî ïðèëîæåíèÿ ê ïðîáëåìå ìîìåíòîâ áûëè ïðåäëîæåíû â ðàáî-
òàõ [2] è [3].

2 Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â âèäå èíòåãðàëà òèïà Êîøè

f(z) =
1

2πi

∫

Γ

ϕ(τ)dτ

τ − z , z /∈ Γ, (3)

c íåèçâåñòíîé ãåëüäåðîâñêîé ïëîòíîñòüþ. Òîãäà èç (1) ïîëó÷àåì

Aϕ(z) :=
1

2πi

∫

Γ

A(z, τ)ϕ(τ)dτ = g(z), z ∈ R,

ãäå

A(z, τ) :=
1

τ − z +
8∑
j=1

1

τ − σj(z) . (4)

ßäðî (4) íàçûâàåòñÿ ÿäðîì Ò.Êàðëåìàíà äëÿ äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû.
Âïåðâûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñ ÿäðàìè ïîäîáíîé ñòðóêòóðû ïðåäëîæèë
èñïîëüçîâàòü Ò.Êàðëåìàí íà ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì êîíãðåññå
â Öþðèõå â 1932 ãîäó äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è, íîñÿùåé
åãî èìÿ (ò.í. "çàäà÷à î ñêà÷êå", [4]). Îäíàêî èññëåäîâàíèå ïîëó÷åííîãî
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óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà Ò.Êàðëåìàí íå ïðîâåë äàæå â ïðåäëîæåííîì èì
ñàìèì ñëó÷àå, êîãäàR - ôóíäàìåíòàëüíûé ìíîãîóãîëüíèê ôóêñîâîé ãðóï-
ïû. Â äàëüíåéøåì öåëûé ðÿä èññëåäîâàòåëåé ñ áîëüøèì èëè ìåíüøèì
óñïåõîì ïîïûòàëèñü ëèêâèäèðîâàòü ýòîò ïðîáåë (ñì., íàïðèìåð, [5]-[7]).
Öåííîñòü èäåè Ò.Êàðëåìàíà ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî â åãî ÿäðå, â îòëè÷èè
îò êâàçèàâòîìîðôíîãî àíàëîãà ÿäðà Êîøè, ñîäåðæàëîñü ëèøü êîíå÷íîå
÷èñëî ñëàãàåìûõ. Íå âäàâàÿñü â ïîäðîáíîñòè áîëüøîãî ÷èñëà èññëåäîâàíèé
ïî ýòîé òåìàòèêå, ïîä÷åðêíåì òðè îáñòîÿòåëüñòâà:

1). Çàäà÷à Êàðëåìàíà â ñëó÷àå, êîãäàR - ôóíäàìåíòàëüíûé ìíîãîóãîëü-
íèê ôóêñîâîé ãðóïïû, ïîëíîñòüþ èññëåäîâàíà äðóãèì ìåòîäîì - ñâåäåíèåì
ê çàäà÷å Ðèìàíà íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ([6], [8]).

2). Â äàííîé ñòàòüå âìåñòî ãðàíèöû ïàðàëëåëîãðàììà ïåðèîäîâ ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ëèøü åãî "ïîëîâèíà"Γ, ò.å. èíòåãðàë òèïà Êîøè (3) ÿâëÿåòñÿ
ãîëîìîðôíîé, à íå êóñî÷íî-ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé.

3). Âïåðâûå êëàññè÷åñêîå ÿäðî Ò.Êàðëåìàíà èñïîëüçóåòñÿ íå äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ñî ñäâèãîì, à äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ â òåîðèè
öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà.

Çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [3] èñïîëüçîâàëèñü ÿäðà, ñîäåðæàùèå ìåíüøåå
÷èñëî ñëàãàåìûõ, ÷åì ÿäðî (4). Â ÷àñòíîñòè, îíè íå ñîäåðæàëè â êà÷åñòâå
îäíîãî èç ñëàãàåìûõ ÿäðà Êîøè.

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèÿ (1). Âîçüìåì òî÷êó t ∈ Γ
è ïóñòü z → t èç R. Òîãäà, ñ ó÷åòîì ôîðìóëû Þ.Â.Ñîõîöêîãî -Ïëåìåëÿ
èìååì: èç (1)

1

2
ϕ(t) +

1

2πi

∫

Γ

A(t, τ)ϕ(τ)dτ = g+(t), t ∈ Γ. (5)

Ïóñòü òåïåðü z → α(t) ∈ ∂R \ Γ. Çäåñü α(t) = {t + ik, t ∈ lk} � ñäâèã
Êàðëåìàíà, èçìåíÿþùèé îðèåíòàöèþ ∂R è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
α(α(t)) = t. Îí èíäóöèðîâàí ïîðîæäàþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñîîòâåò-
ñòâóþùåé äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû è îáðàòíûìè ê íèì. Ïîýòîìó ìû
ïîëó÷àåì

−1

2
ϕ(t) +

1

2πi

∫

Γ

A(α(t), τ)ϕ(τ)dτ = g+(α(t)), t ∈ Γ. (6)

Âû÷èòàÿ èç ðàâåíñòâà (5) ðàâåíñòâî (6) ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

Kϕ(t) := ϕ(t) +
1

2πi

∫

Γ

K(t, τ)ϕ(τ)dτ = g+(t)− g+(α(t)), t ∈ Γ, (7)
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ñ ÿäðîì
K(t, τ) := A(t, τ)− A(α(t), τ) (8)

Óðàâíåíèå (7) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà, ò.ê. ÿäðî (8)
îãðàíè÷åíî (êîíêðåòíûå îöåíêè ñì. íèæå â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1).
Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

Kϕ = 0. (9)

Ëåììà 1 Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé (ô.ñ.ð.) óðàâíåíèÿ (9)
ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ô.ñ.ð. ñîäåðæèò ôóíêöèþ
ϕ ñî ñâîéñòâîì ∫

Γ

ϕ(τ)dτ = 0. (10)

Ñ÷èòàåì îïåðàòîð K îïðåäåëåííûì íà áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå C(Γ) ñ
íîðìîé ‖ϕ‖ = max{|ϕ(t)| : t ∈ Γ}. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ íà l1. Ïîëîæèì u = τ − t. Òîãäà

K(t, τ) =
1

u+ i
+

1

u+ 1 + i
+

1

u− 1 + i
+

1

u− 2i
+

1

u+ 1− 2i
+

1

u− 1− 2i
.

Â ñèëó óñëîâèÿ (10) âìåñòî ÿäðà (8) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü "ïîäïðàâëåííîå"
ÿäðî K1(t, τ) = K(t, τ)−K(t, 0). Îöåíèì ñâåðõó âåëè÷èíû

bj(t) =

∣∣∣∣∣
∫

lj

K1(t, τ)ϕ(τ)dτ

∣∣∣∣∣ .

ßñíî, ÷òî

K1(t, τ)τ−1 =
1

(u+ i)(t− i)+
1

(u+ +1 + i)(t− 1− i)+
1

(u− 1 + i)(t+ 1− i)

− 1

(u− 2i)(t+ 2i)
− 1

(u− 1− 2i)(t+ 1 + 2i)
− 1

(u+ 1− 2i)(t− 1 + 2i)
,

ïðè÷åì |τ | ≤
√

2
2
. Íåïîñðåäñòâåííàÿ îöåíêà êàæäîãî èç 6 ñëàãàåìûõ èç

ïðîñòûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé äàåò |K1(t, τ)| < 3. Îòñþäà bj(t) ≤
1.5‖ϕ‖, j = 1, 2, 3, 4. Ïîñêîëüêó 6 < 2π, òî îòñþäà ‖ϕ‖ = 0. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
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Ëåììà 2 Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (9) ñîäåðæèò
åäèíñòâåííóþ ôóíêöèþ ϕ0, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

∫

Γ

ϕ0(τ)dτ = 1, ϕ0(iτ) = −iϕ0(τ). (11)

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñîþçíîãî óðàâíåíèÿ

K′ϕ = 0 (12)

ñîñòîèò òîëüêî èç ïîñòîÿííîé. Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (7) áåçóñëîâíî
ðàçðåøèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßäðî (4) êîñîñèììåòðè÷íî, ò.å.

K′ψ = ψ(t)− 1

2πi

∫

Γ

(A(t, τ)− A(t, α(τ)))ψ(τ)dτ = 0.

Òîãäà
1

2πi

∫

Γ

(A(t, τ)− A(t, α(τ)))dτ =
1

2πi

∫

Γ

(A(t, τ)dτ = 1,

îòêóäà ñëåäóåò âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû, òî åñòü ô.ñ.ð. îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ (9) ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ôóíêöèþ ϕ0. Çàìåíèì â ñîîòíîøå-
íèè (9) τ è t íà −τ è −t ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ôóíêöèÿ ϕ0(−t) òàêæå
óäîâëåòâîðÿåò (3)þ Çíà÷èò, ôóíêöèÿ ϕ0(t) ëèáî ÷åòíà, ëèáî íå÷åòíà.
Íî ïåðâîå íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó èç ÷åòíîñòè ñëåäóåò (10) è â ñèëó
ëåììû 1 ïîëó÷àåì ϕ0(t) ≡ 0. Ïîñêîëüêó ϕ0(it) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò
(3), òî íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ ϕ0(t) óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó èç óñëîâèé (11).
Ðàçðåøèìîñòü íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (7) ñëåäóåò èç àëüòåðíàòèâ Ôðåä-
ãîëüìà, òàê êàê

∫

Γ

(g+(t)− g+(α(t)))dt =

∫

∂R

g+(t)dt = 0,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
Ïîëó÷èì äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î ñâîéñòâàõ ϕ0. Ïîñêîëüêó

Kϕ0 = 0, òî (Aϕ0)+(t) = (Aϕ0)+(α(t)), ÷òî â ñèëó òåîðèè êðàåâîé çàäà÷è
Êàðëåìàíà ñî ñäâèãîì α äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà [9] èìååì Aϕ0 = c, à â ñèëó
íå÷åòíîñòè ϕ0 ýòà ïîñòîÿííàÿ åñòü íóëü.
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Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ0 íå ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü âî
âñåõ êîíöàõ (óçëàõ)Γ. Äðóãèìè ñëîâàìè, åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå
ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (2)

f0(z) =
1

2πi

∫

Γ

ϕ0(τ)dτ

τ − z (13)

õîòÿ áû íà îäíîì êîíöå Γ èìååò ëîãàðèôìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü. Ïðåäïî-
ëîæèì ïðîòèâíîå. Â ñèëó ñâîéñòâ ÿäðà (8) ðåøåíèå ϕ0 ∈ C∞(Γ). Âîçüìåì
óðàâíåíèå Aϕ0(z) = 0 è ïðîäèôôåðåíöèðóåì åãî. Çàòåì âîñïîëüçóåìñÿ
òåì ñâîéñòâîì ÿäðà (4), ÷òî ∂A\∂z = −∂A\∂τ è ïðîèíòåãðèðóåì ïî
÷àñòÿì, ò.å. Aϕ′0(z) = 0 ⇒ Tϕ′0(t) = 0. Ôóíêöèÿ ϕ′0(t) ÷åòíà è ïî ëåììå
1 èìååì ϕ′0(t) ≡ 0. Èòàê, ôóíêöèÿ ϕ′0(t) ìîæåò áûòü ëèøü êóñî÷íî
ïîñòîÿííîé, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Îñóùåñòâèì òåïåðü îáðàòíûé ïåðåõîä îò íåîäíîðîäíîãî èíòåãðàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà (7) ê èñõîäíîìó ðàçíîñòíîìó
óðàâíåíèþ (1). Çàìåòèì, ÷òî áåçóñëîâíàÿ ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (7)
âîâñå íå îçíà÷àåò áåçóñëîâíîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (1). Äåéñòâèòåëü-
íî, (7)⇔ A+(t)−A+(α(t)) = g+(t)−g+(α(t))⇒ A+(t) = g+(t)+C. Îñòàëîñü
âûÿñíèòü, êîãäà C=0. Äëÿ ýòîãî ðàâåíñòâî

ϕ(t)

2
+

1

2πi

∫

Γ

A(t, τ)ϕ(τ)dτ = g+(t) + C

óìíîæèì íà ϕ0(t) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî Γ, âîñïîëüçîâàâøèñü êîñîñèììåò-
ðè÷íîñòüþ ÿäðà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

C =

∫

Γ

ϕ0(t)ϕ(t)dt−
∫

Γ

ϕ0(t)g+(t)dt

Òåîðåìà 1 Îäíîðîäíîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå Vf = 0 èìååò â êëàññ
B åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå (13). Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå
(1) ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∫

Γ

ϕ0(t)g+(t)dt =

∫

Γ

ϕ0(t)ϕ(t)dt. (14)

Çäåñü ϕ0 åñòü ôóíêöèÿ èç ëåììû 2, à ϕ0 � ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
Ôðåäãîëüìà (7).
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Çàìå÷àíèå 1 Ïðè íå÷åòíîì ñâîáîäíîì ÷ëåíå óðàâíåíèå (1) âñåãäà ðàçðåøèìî,
ïîñêîëüêó óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè (14) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè (èíòåãðàë
ïî Γ îò íå÷åòíîé ôóíêöèè ðàâåí íóëþ).

Çàìå÷àíèå 2 Ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (Vf)(z) = 1, z ∈ R, íåðàçðåøèìî â
êëàññå B. Ïî çàäàííîé ôóíêöèè g(z) âñåãäà ìîæíî ïîäîáðàòü ïîñòîÿííóþ
c òàêóþ ÷òî óðàâíåíèå (Vf)(z) = g(z) + c, z ∈ R, áóäåò ðàçðåøèìî â
ýòîì êëàññå.

3 Íåêëàññè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ
Ðàññìîòðèì ïðèëîæåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â ïðîáëåìå ìîìåíòîâ
äëÿ öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà (ö.ô.ý.ò.). Ôóíêöèÿ f(z) ∈
B ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ôóíêöèåé, àññîöèèðîâàííîé ïî Áîðåëþ ñ ö.ô.ý.ò.
F (z) (âåðõíåé ôóíêöèåé), ñì. [10] , ãë. 1, ïàðàãðàô 1. Ââåäåì ïðåæäå
âñåãî ö.ô.ý.ò.

F0(z) = − 1

2πi

∫

Γ

ϕ0(τ) exp (τz)dτ, F0(iz) = F0(z), (15)

ñîïðÿæåííóþ ïî Áîðåëþ ñ íèæíåé ôóíêöèåé (13). Åå èíäèêàòîðíîé äèàã-
ðàììîé (ñîâïàäàþùåé ñ ñîïðÿæåííîé èíäèêàòîðíîé äèàãðàììîé) áóäåò
êâàäðàò R.

Çàìå÷àíèå 3 Âûÿñíèì, êîãäà íèæíÿÿ ôóíêöèÿ f ∈ B èìååò ñâîåé
ñîïðÿæåííîé èíäèêàòîðíîé äèàãðàììîé íåêîòîðîå "ìåíüøåå"âûïóêëîå
ìíîæåñòâî R1 ⊂ R. Òîãäà ôóíêöèÿ àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèìà èç R â
íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè è g(∞) = 0, òî
åñòü îíà ñàìà ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ôóíêöèåé. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæå-
íèÿõ ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (1) âûïîëíÿåòñÿ è â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî
óäàëåííîé òî÷êè. Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Áîðåëÿ, ïîëó÷èì F (λ)H(λ) =
G(λ), ãäå G(λ) � âåðõíÿÿ ôóíêöèÿ, àññîöèèðîâàííàÿ ïî Áîðåëþ ñ g, à
H(λ) = 1 +

∑8
j=0 exp (−λσj(0)) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êâàçèïîëèíîì.

×àñòíîå G(λ)/H(λ) äîëæíî áûòü öåëîé ôóíêöèåé, è åå íèæíÿÿ ôóíêöèÿ
f(z) ïðèíàäëåæèò êëàññó B. Ýòîò ñëó÷àé íå î÷åíü èíòåðåñåí, ïîñêîëüêó
ðå÷ü èäåò î "ïåðåîïðåäåëåííîé"êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå. ßñíî, ÷òî äëÿ
ôóíêöèè (13) âûøåèçëîæåííîå íå âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå G ≡ 0 è f0 ≡ 0, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.
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Èòàê, ö.ô.ý.ò. (15) èìååò êóñî÷íî-òðèãîíîìåòðè÷åñêèé èíäèêàòîð

h0(θ) =
1

2
(cos θ + sin θ), θ ∈ [0,

π

2
], h0(θ +

π

2
= h0(θ),

è òèï σ0 =
√

2
2
.

Òåîðåìà 2 Ö.ô.ý.ò. (15) èìååò âïîëíå ðåãóëÿðíûé ðîñò (â.ð.ð.).

Äîêàçàòåëüñòâî.Äâàæäû ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì èíòåãðàë (15); ïîëó÷èì

−2πiF0(z) = z−1 exp (zτ)ϕ0(τ)|Γ−z−2 exp (zτ)ϕ′0(τ)|Γ+z−2

∫

Γ

exp (zτ)ϕ′′0(τ)dτ.

(16)
Âîçüìåì ëó÷è arg z = π

4
(2k−1), k = 1, 2, 3, 4, � íàïðàâëåíèÿ íàèáîëüøåãî

ðîñòà, íà êîòîðûõ çíà÷åíèÿ èíäèêàòîðà ðàâíû òèïó. Ïîñêîëüêó
∫

Γ

|ϕ(k)
0 (τ)||dτ | <∞

äëÿ ëþáîãî k, òî ïðè ϕ0(t1) 6= 0 (çäåñü t1 -âåðøèíà êâàäðàòà) àñèìïòîòè÷åñêîå
ïîâåäåíèå ö.ô.ý.ò. (15) íà íàïðàâëåíèÿõ íàèáîëüøåãî ðîñòà ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûì ïðèðàùåíèåì â ïðàâîé ÷àñòè (16), òî åñòü îíà
èìååò â.ð.ð. íà ýòèõ ëó÷àõ. Ïóñòü ϕ0(t1) = 0. Åùå ðàç âîçüìåì èíòåãðàë
â ïðàâîé ÷àñòè (16) ïî ÷àñòÿì. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì, ÷òî
ôóíêöèÿ (15) ìîæåò íå èìåòü â.ð.ð. íà ýòèõ ëó÷àõ òîëüêî â ñëó÷àå ϕ′0(t1) =
0. Ïðîäîëæàÿ ýòî ðàññóæäåíèå, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè â.ð.ð. íå èìååò ìåñòà
íà ýòèõ ëó÷àõ, òî ϕ

(k)
0 (t1) = 0, k = 1, 2, . . . . Òîãäà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ

ôóíêöèè ϕ0(t) è ñòðóêòóðû ÿäðà (8) âûïîíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Ïðèíñãåéìà
([11], ñòð. 102), òî åñòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè âåðøèí êâàäðàòà tk, k =
1, 2, 3, 4, ïîëó÷èì ϕ0 ≡ 0. Íî òîãäà F0 ≡ 0 (ñì. çàìå÷àíèå 3). Îñòàëîñü
çàêëþ÷èòü, ÷òî ôóíêöèÿ (15) èìååò â.ð.ð. íà íàïðàâëåíèÿõ íàèáîëüøåãî
ðîñòà. Òîãäà îíà èìååò â.ð.ð. âíóòðè êàæäîé èç êîîðäèíàòíûõ ÷åòâåðòåé,
ãäå ó íåå òðèãîíîìåòðè÷åñêèé èíäèêàòîð ([12]á ñòð. 186), ÷òî çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî.

Ñëåäñòâèå 1 Ìíîæåñòâî êîðíåé ö.ô.ý.ò. (15) èìååò íóëåâóþ ïëîòíîñòü
âíóòðè êàæäîé èç êîîðäèíàòíûõ ÷åòâåðòåé (ñì. [12], ñòð. 202).

Ïóñòü g(iz) = −ig(z). Òîãäà f(iz) = −if(z). Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1) â
âèäå f(z) = g(z)− f(z + 1)− f(z + 1− i)− f(z + 1 + i) + f(1− z) + f(1 +
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i− z) + f(1− i− z) + if(1− iz)− f(1 + iz), z ∈ R. Òîãäà

f(z) = g(z) + 2

∞∫

0

F (x)e−x((1 + 2 cos x) sh xz − sinxz)dx,

è îòñþäà

f (4n+3)(0) = g(4n+3)(0) + 4

∞∫

0

F (x)x4n+3e−x(1 + cos x)dx. (17)

Çàìå÷àíèå 4 Òåì æå ñàìûì ïðèåìîì, ÷òî â [13] (ñòð. 115) ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî

∞∫

0

F (x)x4n+1e−x cosxdx = 0, k = 0, 1, 2, . . . .

Ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó òàêæå [3].
Ðàâåíñòâà (17) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èíòåðïîëÿöèîííóþ çàäà÷ó, ñâÿçûâàþùóþ
êîýôôèöèåíòûÌàêëîðåíà íèæíåé ôóíêöèè è ìîìåíòû Ñòèëüòüåñà âåðõíåé
ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî âåñà (1 + cos x) exp (−x).

Ïóñòü èùåòñÿ ôóíêöèÿ f ∈ B òàêàÿ ÷òî

f(z) =
∞∑
n=0

fnz
4n+3

â îêðåñòíîñòè íóëÿ è

4

(4n+ 3)!

∞∫

0

F (x)e−x(1 + cos x)x4n+3dx− fn = gn, n = 1, 2, 3, . . . , (18)

ãäå gn � çàäàííûå ÷èñëà, à F (z) � ïðåîáðàçîâàíèå Áîðåëÿ ôóíêöèè f .
Òåîðåìà 3 Åñëè gn ≡ 0, òî çàäà÷à (18) èìååò åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå
ðåøåíèå. Åñëè ôóíêöèÿ

g(z) =
∞∑
n=0

gnz
4n+6

(4n+ 6)!

ãîëîìîðôíà â êâàäðàòå R è íåïðåðûâíà â åãî çàìûêàíèè (íàïðèìåð, åñëè
ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà áîëüøå

√
2

2
), òî çàäà÷à (18) áåçóñëîâíî

ðàçðåøèìà.
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Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f ∈ B èíòåãðàë
∫
∂R
|f−(t)|2|dt|

ñõîäèòñÿ. Â ñèëó îáîáùåíèÿ èçâåñòíîé òåîðåìû Ïýëè - Âèíåðà ([12], ñòð.
502-503) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f(z) =
4∑
j=1

exp (tjz)gj(−iz exp iθj),

ãäå gj(z) � öåëûå ôóíêöèè, èíòåãðèðóåìûå ñ êâàäðàòîì íà âåùåñòâåííîé
îñè, à θj = π

2
(j − 1), j = 1, 2, 3, 4.
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