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Íà âàøè âîïðîñû ÿ áóäó îòâå÷àòü âàì reply'åì. Â êîíöå òåêñòà êàæäîé ëåêöèè áóäóò
ïðåäëîæåíû çàäàíèÿ, êîòîðûå âàì ñëåäóåò âûïîëíèòü è âûñëàòü ìíå ïî ïî÷òå (èëè, ïî
êðàéíåé ìåðå, ñîîáùàòü, ÷òî âû �íà ïðîâîäå�). Î òîì, êàê èõ âûïîëíèòü ÿ ìîãó âàì
ðàññêàçàòü â Âèðòóàëüíîé Àóäèòîðèè, åñëè íàæìåòå íà ñëîâî Ôîðóì è íàïèøèòå âàøè
âîïðîñû.

Ïîêà, â áëèæàéøåå âðåìÿ, ñòóäåíòàì îòêðûò äîñòóï â óíèâåðñèòåò, òàê ÷òî âû ìîæå-
òå ïðèõîäèòü êî ìíå (àóä. 1205) â ÷àñû âàøèõ çàíÿòèé ïî ðàñïèñàíèþ äëÿ êîíñóëüòàöèé.

Ñ íàäåæäîé íà ñêîðîå çàêðûòèå êàðàíòèíà âàø ïðåïîäàâàòåëü Èãîðü Íèêîëàåâè÷.

Ëåêöèÿ 6

Âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè ñòàðåíèÿ è èçíîñà

Äîêàçàííîå ïðåäëîæåíèå ïîçâîëÿåò íàì äîñòàòî÷íî ïðîñòî óñòàíîâèòü ðàñïðåäåëå-
íèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû τ, ðåàëèçàöèÿ êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó ïåðâîãî äîñòè-
æåíèÿ ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì çàäàííîãî óðîâíÿ h.

Ñëåäñòâèå 15.1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τ èìååò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå G(m, λ−1), ãäå
ïàðàìåòð ôîðìûm ïðèíèìàåò öåëî÷èñëåííîå çíà÷åíèå, ðàâíîå h, åñëè h öåëîå, è ðàâíîå
[h ] + 1, åñëè h äðîáíîå.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåìåäëåííî âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòà ïðåäëîæåíèÿ 15.1, ïîñêîëü-
êó

τ =
m∑
1

τk,

ãäå τ1, . . . , τm íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîêàçàòåëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì E(λ−1) (íàïîìíèì, ÷òî èìåííî òàêèì îáðàçîì ââîäèëîñü ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå
â �12).

Âïðî÷åì, ðàñïðåäåëåíèå ìîìåíòà τ ïîÿâëåíèÿ k-ãî ñîáûòèÿ â ïðîöåññå Ïóàññîíà
ìîæíî ïîëó÷èòü èñïîëüçóÿ ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà, ïîñòóëàò íåçàâèñèìîñòè ïðèðàùå-
íèé è ïîñòóëàò îðäèíàðíîñòè:

P (t 6 τ 6 t+ ∆t) = P (X(t) = m− 1, X(t+ ∆t)−X(t) = 1) =

P (X(t) = m− 1) · P (X(t+ ∆t)−X(t) = 1) =

(λt)m−1e−λt

(m− 1)!
· λ∆t =

λm

Γ(m)
tm−1e−λt∆t = f(t)∆t, t→ 0.

Èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé, â ñèëó ïðîèçâîëüíîé ìàëîñòè ∆t, ñëåäóåò, ÷òî f(t) �
ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ.

Óñòàíîâëåííàÿ ñâÿçü ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïóàññîíîâñêèì ïîòîêîì ñîáûòèé îòêðû-
âàåò íîâóþ îáëàñòü ïðèëîæåíèé ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòî � âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè

1



èçíîñà è ñòàðåíèÿ. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ òàêîé ìîäåëè äàåò èññëåäîâàíèå
ïðîöåññà èçíîñà ïðîòåêòîðà àâòîìîáèëüíîé øèíû. Ðåçîííî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçëè÷íîãî
ðîäà ïðåïÿòñòâèÿ, âîçíèêàþùèå íà ïóòè äâèæåíèÿ àâòîìîáèëÿ è ïðèâîäÿùèå ê ðåçêî-
ìó òîðìîæåíèþ, ðåàëèçóþò ïóàññîíîâñêèé ïîòîê ñîáûòèé. Êàæäîå ðåçêîå òîðìîæåíèå
ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ãëóáèíû r ïðîòåêòîðà íà îïðåäåëåííóþ (ïðåäïîëîæèì, äëÿ
ïðîñòîòû,� îäèíàêîâóþ) âåëè÷èíó ∆r. Â òàêîì ñëó÷àå �îáëûñåíèå� øèí íàñòóïèò ïî-
ñëå m òîðìîæåíèé, ãäå m â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäñòâèåì 15.1 îïðåäåëÿåòñÿ óðîâíåì
h = r/∆r.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè íà îäíîé èç öåíòðàëüíûõ çàäà÷
òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ, èìåþùåé áîëüøèå ïðèìåíåíèÿ â ïðàêòèêå è òåîðèè íàäåæ-
íîñòè ñèñòåì, ïîäâåðãàåìûõ â ïðîöåññå èõ ýêñïëóàòàöèè ðåìîíòó (âîññòàíîâëåíèþ),
ïðîôèëàêòèêå è ðåçåðâèðîâàíèþ êîìïîíåíò ñ âûñîêîé ÷àñòîòîé îòêàçà.

Ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå G(λ, θ). Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà, äîëãîâå÷íîñòü êîòîðîé
îïðåäåëÿåòñÿ ìîìåíòîì îòêàçà ξ1 åå îòäåëüíîãî ýëåìåíòà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξ1 ∼ E(θ),
òî åñòü ôóíêöèîíèðîâàíèå ýëåìåíòà ïðîòåêàåò â ðàìêàõ ïîñòóëàòà �îòñóòñòâèå ïîñëå-
äåéñòâèÿ� . Ñèñòåìà èìååò ðåçåðâ, ñîñòîÿùèé èç n − 1 òàêèõ æå ýëåìåíòîâ, è ïðè îò-
êàçå ðàáîòàþùåãî ýëåìåíòà ìãíîâåííî ïîäêëþ÷àåòñÿ çàïàñíîé. Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ

äîëãîâå÷íîñòü ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ =
∑n

1
ξi, â

êîòîðîé ñëàãàåìûå íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó
E(θ) ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé (ñì. ïðèìåð 12.4) ϕ1(t) = (1− iθt)−1.

Â ñèëó ïóíêòà 30 ïðåäëîæåíèÿ 12.1 õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ξ ðàâíà ϕ(t) = (1−
iθt)−n. Ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê ϕ(t), ïîëó÷àåì ôóíêöèþ ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ äîëãîâå÷íîñòè

f(x) = f(x |n, θ) =
1

(n− 1)!θn
xn−1 exp

{
−x
θ

}
, x > 0,

(åñòåñòâåííî, f(x) = 0 ïðè x 6 0).
Êàê áóäåò âèäíî â äàëüíåéøåì, ïîëó÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå äîëãîâå÷íîñòè ñ çàìåíîé

öåëî÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà n íà ïðîèçâîëüíûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð λ îïèñûâàåò
äîëãîâå÷íîñòü íå òîëüêî ðåçåðâèðîâàííûõ (èëè âîññòàíàâëèâàåìûõ ïðè îòêàçå) ñèñòåì,
íî è äîëãîâå÷íîñòü ñèñòåì, ïîäâåðæåííûõ èçíîñó, ñòàðåíèþ, íàêîïëåíèþ óñòàëîñòè, â
îáùåì, âñåìó òîìó, ÷òî ïîñòåïåííî íàêàïëèâàåòñÿ, à ïîòîì ïðèâîäèò ê �ãèáåëè� . Â
ñâÿçè ñ ýòèìè çàìå÷àíèÿìè ìû îïðåäåëÿåì ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå G(λ, θ) ïîñðåäñòâîì
ôóíêöèè ïëîòíîñòè

f(x |λ, θ) =
1

Γ(λ)θλ
xλ−1 exp

{
−x
θ

}
, x > 0; λ > 0, θ > 0,

ãäå

Γ(λ) =

∞∫
0

xλ−1e−xdx

� ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.
Ñåìåéñòâî ãàììà-ðàñïðåäåëåíèé {G(λ, θ), (λ, θ) ∈ R+ × R+} ñîäåðæèò, êàê ÷àñòíûé

ñëó÷àé, ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (λ = 1). Ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå óíèìîäàëüíî: åñëè
λ 6 1, òî modX = 0, à ïðè λ > 1 ìîäà modX = θ(λ− 1).
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Ó ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâóþò ìîìåíòû ëþáîãî ïîðÿäêà:

αk = E ξk =
1

Γ(λ) θλ

∞∫
0

xλ+k−1 exp
{
−x
θ

}
dx =

Γ(λ+ k) θλ+k

Γ(λ) θλ
= λ(λ+ 1) · · · (λ+ k − 1)θk.

Â ÷àñòíîñòè, E ξ = λθ, D ξ = λθ2.

Ïðèì å ð 3. 2. Îöåíêà ïàðàìåòðîâ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ G(λ, a). Ó ýòîãî äâóõïà-
ðàìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäíåå ðàâíî λa, à äèñïåðñèÿ � λa2. Ðåøåíèå ñèñòåìû
óðàâíåíèé

λa = X, λa2 = S2

äàåò îöåíêè

ân =
S2

X
, λ̂n =

X
2

S2
,

êîòîðûå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, íå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòè-
êè

T
(
X(n)

)
=
(∑n

1
Xk,

∏n

1
Xk

)
,

è êàê ïîêàçûâàþò íå ñîâñåì ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ, èõ ðèñêè äàëåêè îò âîçìîæíîãî ìè-
íèìóìà. Òåì íå ìåíåå, î÷åâèäíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîñòîòà îöåíîê ïàðàìåòðîâ ãàììà-
ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ îáåñïå÷èâàåò èõ ïîïóëÿðíîñòü â ïðàêòè÷åñêèõ ïðè-
ìåíåíèÿõ.

Ïðèì å ð 4. 2. Îöåíêà ïàðàìåòðîâ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ G(a, λ). Ó ýòîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè

f(x | θ) =
1

aλΓ(λ)
xλ−1 exp

{
−x
a

}
, x > 0, θ = (a, λ),

îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè, è ëîãàðèôìè÷åñêîå ïðàâäîïîäîáèå

L(a, λ |X(n)) = −nλ ln a− n ln Γ(λ) + (λ− 1)
n∑
1

lnXk −
1

a

n∑
1

Xk.

Ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ:

∂L
∂a

= −nλ
a

+
1

a2

n∑
1

Xk = 0,

∂L
∂λ

= −n ln a− nψ(λ) +
n∑
1

lnXk = 0,

ãäå ψ(λ) = d ln Γ(λ)/dλ � òàê íàçûâàåìàÿ ïñè-ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Èñêëþ÷àÿ èç ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ ïàðàìåòð a è ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò âî âòîðîå, ïîëó÷àåì òðàíñ-
öåíäåíòíîå óðàâíåíèå

lnλ− ψ(λ) = lnX − 1

n

n∑
1

lnXk,
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êîòîðîå â ñèëó ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè lnλ−ψ(λ) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíîé àñèìïòîòè÷åñêàÿ
(λ→∞) ôîðìóëà

lnλ− ψ(λ) =
1

2λ
+

1

12λ2
+O

(
1

λ4

)
.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ýòà ëåêöèÿ èìåëà öåëüþ ïîçíàêîìèòü âàñ ñ íîâûì êëàññîì âåðîÿòíîñòíûé ìîäå-
ëåé, ãäå íàáëþäàþòñÿ íå ÷èñëîâûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, à ñëó÷àéíûå ôóíêöèè � òðàåê-
òîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Çàäà÷è ïî ñòàòèñòè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè òàêèõ ìîäåëåé
â íàøåì ñïåöèàëüíîì êóðñå ðàññìàòðèâàòüñÿ íå áóäóò, äëÿ ýòîãî ñóùåñòâóåò îñîáûé
ñïåöèàëüíûé êóðñ, êîòîðûé âû ìîæåòå ïîñåùàòü. Â êà÷åñòâå êîíòðîëüíîãî âîïðîñà ÿ
õîòåë áû ïðåäëîæèòü âàì â íåêîòîðîì ñìûñëå �ëèòåðàòóðíóþ� çàäà÷ó: óêàæèòå íîâûå
ðåàëüíûå ïðèðîäíûå îáúåêòû òèïà òåõ, ÷òî ïðèâåäåíû â Ïðèìåðàõ 15.1-15.5.
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