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ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÀß ÎÁÐÀÁÎÒÊÀ ÄÀÍÍÛÕ

ÈÇÎÒÅÐÌ ÌÎÐÑÊÈÕ ÏËÅÍÎÊ

Ãàøåíèå ïîâåðõíîñòíûõ âîëí ïëåíêàìè ÏÀÂ âàæíî ñ òî÷-

êè çðåíèÿ èíäèêàöèè êðóïíîìàñøòàáíûõ ïðîöåññîâ â îêåàíå

ñ ïîìîùüþ äèñòàíöèîííûõ ìåòîäîâ çîíäèðîâàíèÿ. Îäíèì èç

îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ, âëèÿþùèõ íà çàòóõàíèå ðÿáè, ÿâëÿåòñÿ

óïðóãîñòü ïëåíêè, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ å¼ èçîòåðìîé, òî

åñòü çàâèñèìîñòüþ äàâëåíèÿ ïëåíêè îò çàíèìàåìîé åé ïëîùà-

äè. Êðîìå òîãî, óïðóãîñòü ìîðñêèõ ïëåíîê âëèÿåò íà ñîñòîÿíèå

îáìåíà íà ãðàíèöå âîçäóõ-îêåàí.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ àíàëèç èçîòåðì îáðàçöîâ

ïëåíîê, ñîáðàííûõ çà íåñêîëüêî ëåò â ïðèáðåæíîé çîíå ×åð-

íîãî ìîðÿ, îíè ñðàâíèâàþòñÿ ñ äàííûìè, âçÿòûìè â Àòëàíòè÷å-

ñêîì îêåàíå è çàëèâå Ñàí-Äèåãî. Äàâëåíèå â ïëåíêå àïïðîêñè-

ìèðóåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé çàâèñèìîñòüþ 3-é ñòåïåíè. Ñðåäíèå

çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîãî ÷ëåíà è êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî ìíîãî÷ëå-

íà ñîïîñòàâèìû ñ èõ ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì. Êâàäðàòè÷íûå

è êóáè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû ïðåâûøàþò ñòàíäàðòíîå îòêëîíå-

íèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé íà äâà ïîðÿäêà âåëè-

÷èíû, ïîýòîìó ïðèáëèçèòü èçîòåðìû ïîâåðõíîñòíî-àêòèâíûõ

ïëåíîê ñ èñïîëüçîâàíèåì åäèíîé óíèâåðñàëüíîé ïîëèíîìèàëü-

íîé ôóíêöèè äëÿ îïðåäåëåííîãî ðàéîíà Ìèðîâîãî îêåàíà íå

ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðàñïðå-

äåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â âåðîÿòíîñòíûõ
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ýêñïðåññ-ìîäåëÿõ îïðåäåëåíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ ïëåíîê íà ìîð-

ñêîé ïîâåðõíîñòè.

Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàìêàõ âûïîëíå-

íèÿ áàçîâîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ � 2014/133, ïðè

ïîääåðæêå ñòèïåíäèè Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè ÑÏ-

202.2013.5 (Å.À.) è â ðàìêàõ ãðàíòà ÐÔÔÈ 12-05-00472 (Ò.Ò.).
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÏÎËß

ÑÊÎÐÎÑÒÈ ÃÐÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÎ-ÊÀÏÈËËßÐÍÛÕ

ÂÎËÍ ÍÀ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ ÂßÇÊÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

Â ÏÐÈÑÓÒÑÒÂÈÈ ÌÎÐÑÊÎÉ ÏËÅÍÊÈ

Ïëåíî÷íûå çàãðÿçíåíèÿ åñòåñòâåííîãî è àíòðîïîãåííîãî

ïðîèñõîæäåíèÿ (öâåòåíèå âîäîðîñëåé, ìîðñêîé ìóñîð, çàãðÿç-

íåíèå íåôòüþ è ò. ï.), ïîêðûâàþùèå ìîðñêóþ ïîâåðõíîñòü,

âëèÿþò íà áèîõèìè÷åñêèå ïðîöåññû îáìåíà, ýêîëîãèþ ïðèïî-

âåðõíîñòíîé çîíû, à òàêæå ïîâåðõíîñòíûå âîëíû, èçáèðàòåëü-

íî ïîäàâëÿÿ êîðîòêîâîëíîâûå êîìïîíåíòû âåòðîâîãî âîëíåíèÿ

è èçìåíÿÿ ñòðóêòóðó òå÷åíèé â ïîãðàíè÷íûõ ñëîÿõ.

Óïðóãîñòü ïëåíîê ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ âÿçêîýëàñòè-

÷åñêèõ âîëí Ìàðàíãîíè íà ïîâåðõíîñòè áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé

âÿçêîé æèäêîñòè. Èññëåäîâàíèþ ïîëåé ãîðèçîíòàëüíîé è âåð-

òèêàëüíîé ñêîðîñòè ãðàâèòàöèîííî-êàïèëëÿðíûõ âîëí è âîëí

Ìàðàíãîíè íà ïîâåðõíîñòè ìàëîâÿçêîé æèäêîñòè ïîñâÿùåíû
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ðàáîòû [1, 2], à â ðàáîòå [3] àâòîðû ïðåäñòàâèëè àíàëèòè÷å-

ñêîå âûðàæåíèå äëÿ äèñïåðñèîííûõ çàâèñèìîñòåé îáåèõ ìîä,

íå îãðàíè÷èâàÿñü óçêèì äèàïàçîíîì çíà÷åíèé âÿçêîñòè è óïðó-

ãîñòè. Íàìè èññëåäîâàíà âåðòèêàëüíàÿ ñòðóêòóðà ïîëåé ñêî-

ðîñòè â îáåèõ ìîäàõ áåç îãðàíè÷åíèé íà âÿçêîñòü æèäêîñòè è

óïðóãîñòü ïîâåðõíîñòíîé ïëåíêè.

Èññëåäîâàíèå êîìïîíåíò ñêîðîñòè áàçèðóåòñÿ íà ðåøåíèè

ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà â ðàìêàõ äâóìåð-

íîãî äâèæåíèÿ ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè

áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé âÿçêîé æèäêîñòè (êèíåìàòè÷åñêèì ãðà-

íè÷íûì óñëîâèåì, óñëîâèåì ðàâåíñòâà íîðìàëüíûõ è òàíãåí-

öèàëüíûõ íàïðÿæåíèé, à òàêæå óñëîâèåì áàëàíñà îðãàíè÷å-

ñêîãî âåùåñòâà â ðàìêàõ àäâåêöèîííîé ìîäåëè). Äèñïåðñèîí-

íîå ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü îïèñàíî ïîëèíîìîì 7-é ñòåïåíè

ñ äâóìÿ áåçðàçìåðíûìè ïàðàìåòðàìè óïðóãîñòè è âÿçêîñòè.

×èñëåííûé ðàñ÷åò êîðíåé è ïîñòðîåíèå íà åãî îñíîâå ïîëÿ

ñêîðîñòè ïîçâîëèëè èçó÷èòü îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, â êîòîðûõ

âîçäåéñòâèå ïîïåðå÷íûõ è ïðîäîëüíûõ ìîä ïðèâîäèò ê èçìå-

íåíèÿì â âåðòèêàëüíîé ñòðóêòóðå ñêîðîñòè. Âûäåëåíû îáëàñòè

çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ â âåðòèêàëüíîé ñòðóêòóðå

ïîëÿ ñêîðîñòè ïðîèñõîäèò ñìåíà çíàêà â ïîãðàíñëîå.

Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàìêàõ âûïîëíå-

íèÿ áàçîâîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ � 2014/133, ïðè

ïîääåðæêå ñòèïåíäèè Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè ÑÏ-

202.2013.5 (Å.À.) è â ðàìêàõ ãðàíòà ÐÔÔÈ 12-05-00472 (Ò.Ò.).
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Ïðè ôîêóñèðîâêè óäàðíûõ âîëí âíóòðè êàâèòàöèîííûõ ïó-

çûðüêîâ ìîãóò äîñòèãàòüñÿ ýêñòðåìàëüíî âûñîêèå òåìïåðàòó-

ðû, ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ [1]. Â ëèòåðàòóðå, â îñíîâíîì, ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ôîêóñèðîâêà ñôåðè÷åñêèõ óäàðíûõ âîëí âíóòðè

ñôåðè÷åñêîãî ïóçûðüêà ïðè åãî ñèëüíîì ðàñøèðåíèè-ñæàòèè.

Îäíàêî, â ðåàëüíîñòè ïóçûðåê è óäàðíûå âîëíû â íåì ÿâëÿ-

þòñÿ íåñôåðè÷åñêèìè. Ýòî ìîæåò áûòü ñâÿçàíî, íàïðèìåð, ñ

äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè, ñëèÿíèåì ïóçûðüêîâ èëè èõ ðàçðó-

øåíèåì. Êðîìå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî ñôåðè÷åñêàÿ ôîðìà ïó-

çûðüêà ïðè ñæàòèè è óäàðíîé âîëíû ïðè ñõîæäåíèè ÿâëÿåò-

ñÿ íåóñòîé÷èâîé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äåôîð-

ìàöèè ðàäèàëüíî ñõîäÿùèõñÿ óäàðíûõ âîëí âíóòðè ïóçûðüêà,

îáðàçîâàííîãî ñëèÿíèåì äâóõ îäèíàêîâûõ ñôåðè÷åñêèõ êàâè-

òàöèîííûõ ìèêðîïîëîñòåé â ïó÷íîñòè äàâëåíèÿ óëüòðàçâóêî-

âîé ñòîÿ÷åé âîëíû. Àìïëèòóäà êîëåáàíèé äàâëåíèÿ â âîëíå
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ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé 15 áàð, ñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå � 1 áàð, ÷à-

ñòîòà êîëåáàíèÿ � 2π × 19.3 êÃö. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îáðàçóþùèå

ïóçûðåê ìèêðîïîëîñòè âîçíèêàþò â âèäå êàâèòàöèîííûõ çàðî-

äûøåé (ðàäèóñîì 10−100 íì) â ìîìåíò t = 0 , êîãäà íàïðÿæå-

íèÿ â æèäêîñòè ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè ðàñòÿãèâàþùèìè. Â

ïðîìåæóòêå 0 < t < t0 êàâèòàöèîííûå ìèêðîïîëîñòè ðàñøèðÿ-

þòñÿ. Â ìîìåíò ñëèÿíèÿ â èññëåäóåìûé ïóçûðåê t0 òåìïåðàòó-

ðà æèäêîñòè è ïàðà ðàâíà 293.15 Ê, äàâëåíèå â ïóçûðüêå ðàâíî

äàâëåíèþ íàñûùåíèÿ, ðàäèóñ ïóçûðüêà ðàâåí R0 . Â äàëüíåé-

øåì ïóçûðåê ñíà÷àëà ðàñøèðÿåòñÿ äî ðàäèóñà Rm ≈ 450 ìêì,

à çàòåì ñæèìàåòñÿ äî ðàäèóñà Rc ≈ 25 ìêì. Äâèæåíèå ïàðà â

ïóçûðüêå è îêðóæàþùåé æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ äâóìåðíûìè

óðàâíåíèÿìè äèíàìèêè íåâÿçêîãî òåïëîïðîâîäíîãî ãàçà, êîòî-

ðûå ðåøàþòñÿ ÷èñëåííî ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäèêè ðàáîòû [2].

Ïîêàçàíî âëèÿíèå ðàäèóñà êàâèòàöèîííûõ ìèêðîïîëîñòåé

â ìîìåíò ñëèÿíèÿ íà äåôîðìàöèè ðàäèàëüíî-ñõîäÿùèõñÿ óäàð-

íûõ âîëí â îáðàçîâàííîì ïóçûðüêå. Âîçíèêàþùàÿ â ïóçûðüêå

â êîíöå åãî ñæàòèÿ ðàäèàëüíî-ñõîäÿùàÿñÿ óäàðíàÿ âîëíà â ìî-

ìåíò ñâîåãî îáðàçîâàíèÿ ñíà÷àëà ïî ôîðìå ïîäîáíà ïóçûðüêó.

Â ïðîöåññå ñâîåãî ñõîæäåíèÿ îíà äåôîðìèðóåòñÿ. Ïðè ýòîì,

÷åì ìåíüøå ðàäèóñ ìèêðîïîëîñòåé â ìîìåíò ñëèÿíèÿ, òåì áëè-

æå ôîðìà óäàðíîé âîëíû ê ñôåðè÷åñêîé â ìîìåíò âõîæäåíèÿ

â �ãîðÿ÷åå ÿäðî� (ìàëóþ öåíòðàëüíóþ îáëàñòü ïóçûðüêà ðàäè-

óñà r 6 4 ìêì). Òàê, åñëè ïðè R0/Rm = 0.00056 óäàðíàÿ âîëíà

ãðàôè÷åñêè íå îòëè÷èìà îò ñôåðè÷åñêîé â ìîìåíò âõîæäåíèÿ

â �ãîðÿ÷åå ÿäðî�, òî ïðè R0/Rm = 0.0022 îíà â ýòîò ìîìåíò

óæå ïîõîæà íà òîíêóþ öèëèíäðè÷åñêóþ òðóáêó. Â ðåçóëüòàòå,

ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ñòåïåíü êóìóëÿöèè ýíåðãèè ïðè R0/Rm =

= 0.00056 áóäåò âûøå, ÷åì ïðè R0/Rm = 0.0022 .
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ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÑÏÎÑÎÁÛ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß

ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÐÀÊÒÀËÎÂ

Ìû ñòðîèì íîâûå ãåîìåòðè÷åñêèå ôðàêòàëû íà ïëîñêîñòè,

ïðèìåíÿÿ òðè îñíîâíûõ ñïîñîáà: ãåîìåòðè÷åñêèé, ñ ïîìîùüþ

L -êîäîâ è ñ ïðèìåíåíèåì ñèñòåìû èòåðèðîâàííûõ ôóíêöèé.

Ïîñòðîåíèå ôðàêòàëîâ ãåîìåòðè÷åñêèì ñïîñîáîì íà÷èíàåò-

ñÿ ñ äâóõ ôèãóð: èíèöèàòîðà è ãåíåðàòîðà. Â íàøèõ ïðèìåðàõ

â êà÷åñòâå èíèöèàòîðà áåðåòñÿ åäèíè÷íûé êâàäðàò. Äàëåå ýòîò

êâàäðàò ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî êâàäðàòîâ è âûáèðàåòñÿ k

èç íèõ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî, êîòîðîå íàçûâàåò-

ñÿ ãåíåðàòîðîì èëè ïåðâîé èòåðàöèåé ôðàêòàëà. Âòîðàÿ èòå-

ðàöèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîé, åñëè ìû çàìåíèì êàæäûé èç k

âûáðàííûõ êâàäðàòîâ íà ãåíåðàòîð, ìàñøòàáèðîâàííûé íóæ-

íûì îáðàçîì. Äàëåå ýòîò ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ. Ïðè ñòðåì-

ëåíèè ÷èñëà èòåðàöèé ê áåñêîíå÷íîñòè ìû ïîëó÷àåì èñêîìûé

ôðàêòàë. Ãåîìåòðè÷åñêèì ñïîñîáîì íàìè ïîñòðîåíû íåñêîëüêî

íîâûõ ôðàêòàëîâ.
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Ìåòîä L -êîäîâ ÷àùå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôðàê-

òàëüíûõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè. Ïðîñòåéøèé êîä ñîñòîèò èç

íåñêîëüêèõ áóêâ E è çíàêîâ �+ � è �− �. Êðîìå ýòîãî, çàäà-

þòñÿ äâà óãëà: φ è φ0 . Ïî çàäàííîìó êîäó ñòðîèòñÿ ëîìà-

íàÿ. Áóêâå E ñîîòâåòñòâóþò îòðåçêè îäèíàêîâîé äëèíû. Çíàê

�+ � îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäóþùèé îòðåçîê ìû ñòðîèì èç êîí-

öà ïðåäûäóùåãî â íàïðàâëåíèè, îáðàçóþùåì ñ ïðåäûäóùèì

îòðåçêîì óãîë φ , à çíàê �− � îçíà÷àåò, ÷òî âìåñòî φ áåðåò-

ñÿ óãîë (−φ) . Óãîë φ0 îïðåäåëÿåò íàêëîí ïåðâîãî îòðåçêà ê

îñè OX .

Ïîñòðîèì ñ ïîìîùüþ L -êîäîâ íîâûé ôðàêòàë, íàçâàííûé

íàìè �Ñîëíûøêî�. Ñíà÷àëà ñòðîèì êðèâóþ ïî íà÷àëüíîìó êîäó

E−E−E−E−E−E−E−E−E−E−E−E ñ óãëàìè φ0 = 0 è φ =

= π/6 , è ïîëó÷àåì ïðàâèëüíûé 12 -òè óãîëüíèê. Çàòåì êàæäóþ

áóêâó E â íà÷àëüíîì êîäå ìû çàìåíÿåì íà òàê íàçûâàåìûé êîä

çàìåíû E+E−E+E è ñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ëîìàíóþ. Â

ïîëó÷åííîì íà ïåðâîì ýòàïå êîäå ìû îïÿòü çàìåíÿåì êàæäóþ

áóêâó E íà òîò æå êîä çàìåíû è ïðîäîëæàåì ýòîò ïðîöåññ.

Íàìè ïîñòðîåíû íåñêîëüêî èòåðàöèé óêàçàííîãî ôðàêòàëà.

Îñíîâîé òðåòüåãî ñïîñîáà ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ñèñòåì èòå-

ðèðîâàííûõ ôóíêöèé. Âîçüìåì ñèñòåìó ñæèìàþùèõ àôôèí-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé fj(x, y) , 1 6 j 6 n , åâêëèäîâîé ïëîñêî-

ñòè. Åñëè ýòó ñèñòåìó ïðèìåíèòü ê íåêîòîðîé òî÷êå ïëîñêîñòè,

òî ïîëó÷èì n òî÷åê. Äàëåå ê ïîëó÷åííûì òî÷êàì ìû îïÿòü

ïðèìåíÿåì ýòó ñèñòåìó ôóíêöèé è ïðîäîëæàåì èòåðàöèîííûé

ïðîöåññ. Ïðè ñòðåìëåíèè ÷èñëà èòåðàöèé ê áåñêîíå÷íîñòè ïðå-

äåëüíûì ìíîæåñòâîì áóäåò íåêîòîðûé ôðàêòàë.
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Ðèñ. 1. Ôðàêòàë è åãî ãåíåðàòîð.

Â íàøåé ðàáîòå ìû ðåøàåì îáðàòíóþ çàäà÷ó � íàõîæäå-

íèå ñèñòåìû èòåðèðîâàííûõ ôóíêöèé, îïèñûâàþùèõ çàäàííûé

ãåîìåòðè÷åñêèé ôðàêòàë. Ðàññìîòðèì ôðàêòàë, ïðåäñòàâëåí-

íûé íà ðèñ. 1a. Èíèöèàòîðîì ýòîãî ôðàêòàëà ÿâëÿåòñÿ åäè-

íè÷íûé êâàäðàò. Ãåíåðàòîð ôðàêòàëà èçîáðàæåí íà ðèñ. 1á.

Ðàçîáüåì åãî íà ñåìü ïðÿìîóãîëüíèêîâ: A , B , C , D , E , F

è G . Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû èòåðèðóåìûõ ôóíêöèé íàìè

íàéäåíû àôôèííûå ñæèìàþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿùèå

èíèöèàòîð â ýòè ïðÿìîóãîëüíèêè.

Íà îñíîâå íàéäåííîé ñèñòåìû ìû ìîæåì ñòðîèòü ëþáîå êî-

íå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé ôðàêòàëà.
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O β -ÄÎÑÒÈÆÈÌÎÑÒÈ Â ÊËÀÑÑÅ

α-ÄÎÑÒÈÆÈÌÛÕ ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎ ÍÓËß

ÎÁËÀÑÒÅÉ

Ïóñòü x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn, (x, y) � ñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B n[x,R] è B n(x,R)

çàìêíóòûé è îòêðûòûé åâêëèäîâû øàðû ñ öåíòðîì â òî÷êå

x ðàäèóñà R.

Îïðåäåëåíèå [1]. Ïóñòü α ∈ [0; 1]. Îáëàñòü D ⊂ Rn ,

a ∈ D, íàçûâàåòñÿ α-äîñòèæèìîé îòíîñèòåëüíî òî÷êè a ∈
∈ D, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈ ∂ D ñóùåñòâóåò òàêîå

÷èñëî r = r(p) > 0 , ÷òî êîíóñ

K+(p, a, α, r)=

{
x∈B n[p, r] :

(
x−p, p−a

∥p−a∥

)
>∥x− p∥ cosαπ

2

}
ñîäåðæèòñÿ â Rn\D.

Êëàññ α -äîñòèæèìûõ îáëàñòåé ïîäðîáíî èçó÷àëñÿ â [1 �

3]. Â [1] áûëî äîêàçàíî, ÷òî α -äîñòèæèìûå îáëàñòè ÿâëÿþòñÿ

çâåçäîîáðàçíûìè è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ êîíóñà, âàæíîìó

äëÿ ïðèëîæåíèé, íàïðèìåð òàêèõ, êàê òåîðèÿ èíòåãðàëüíûõ

ïðåäñòàâëåíèé ôóíêöèè, òåîðåìû âëîæåíèÿ, âîïðîñû ãðàíè÷-

íîãî ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé, ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî åùå îäíî ñâîéñòâî α -

äîñòèæèìûõ îáëàñòåé.

Ïóñòü Aα
ρ � êëàññ α -äîñòèæèìûõ îòíîñèòåëüíî íóëÿ îáëà-

ñòåé D , òàêèõ ÷òî min
p∈∂D

∥p∥ = ρ, ρ ∈ (0;+∞) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
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Ωβ
D ⊂ D ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òåõ òî÷åê, îòíîñèòåëüíî êî-

òîðûõ îáëàñòü D ∈ Aα
ρ ÿâëÿåòñÿ β -äîñòèæèìîé, 0 6 β 6 α .

Òåîðåìà. 1) Åñëè α ∈ [0; 1), β ∈ [0;α] èëè α = 1, β ̸= 0, òî∩
D∈Aα

ρ

Ωβ
D = B n

[
0, ρ sin

(α− β)π

2

]
.

2) Åñëè α = 1, β = 0, òî
∩

D∈A1
ρ

Ω0
D = B n(0, ρ).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðîãðàììû

ñòðàòåãè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ ÏåòðÃÓ â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè êîì-

ïëåêñà ìåðîïðèÿòèé ïî ðàçâèòèþ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé

äåÿòåëüíîñòè è ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 14-01-00510).
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ÍÎÐÌÀ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ, ÊÀÑÀÒÅËÜÍÎÌ

Ê G-ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÓ ÁÓÇÅÌÀÍÀ

ÍÅÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÎÉ ÊÐÈÂÈÇÍÛ

Ïîíÿòèå G-ïðîñòðàíñòâà áûëî ââåäåíî Ã. Áóçåìàíîì â ðÿ-

äå ñòàòåé 40-õ ãîäîâ 20 âåêà. Ïîäðîáíûé îáçîð òåîðèè G -

ïðîñòðàíñòâ ïðèâåä¼í â êíèãå [1]. Â ÷àñòíîñòè, â íåé äà¼òñÿ

îïðåäåëåíèå G-ïðîñòðàíñòâ íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû.

Â ñòàòüå [2] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñÿêîå G -ïðîñòðàíñòâî Áó-

çåìàíà íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì

ìíîãîîáðàçèåì. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì â äîêàçàòåëüñòâå ñëó-

æèò êîíñòðóêöèÿ êàñàòåëüíîãî êîíóñà KpX ê äàííîìó ïðî-

ñòðàíñòâó X â åãî ïðîèçâîëüíîé òî÷êå p . Êîíóñ KpX ñòðîèòñÿ

êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîâîé ìåòðèêîé d∗ , çàäàííîé

íà òîì æå ìíîæåñòâå X . Ñâîéñòâà êàñàòåëüíîãî êîíóñà ïåðå-

÷èñëåíû â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü (X, d) � îäíîñâÿçíîå G-ïðîñòðàíñòâî

Áóçåìàíà íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Òîãäà åãî êàñàòåëüíûé

êîíóñ KpX = (X, d∗) òàêæå ÿâëÿåòñÿ G-ïðîñòðàíñòâîì Áó-

çåìàíà íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû, ïðè÷¼ì

• äëÿ ëþáûõ y, z ∈ X âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî d∗(y, z) 6
d(y, z);

• îòîáðàæåíèå Id: X → X ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì ïðî-

ñòðàíñòâà X íà KpX;



14 Ï.Ä.ÀÍÄÐÅÅÂ

• ñåìåéñòâî ïðÿìûõ â ñìûñëå ìåòðèêè d∗, ïðîõîäÿùèõ

÷åðåç òî÷êó p, ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì ñåìåéñòâîì

ïðÿìûõ â ñìûñëå ìåòðèêè d, ïðè÷¼ì âäîëü êàæäîé òà-

êîé ïðÿìîé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî d = d∗;

• íà ïðîñòðàíñòâå KpX äåéñòâóåò ãðóïïà H ïîëîæè-

òåëüíûõ ãîìîòåòèé ñ öåíòðîì p .

Îäíîñâÿçíîå G -ïðîñòðàíñòâî Áóçåìàíà X íåïîëîæèòåëü-

íîé êðèâèçíû íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êîíè÷åñêîãî òèïà ñ

âåðøèíîé p ∈ X , åñëè òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå Id : X →
→ KpX ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé. Ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ òî-

ãäà, è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà X äåéñòâóåò ãðóïïà ïîëîæèòåëü-

íûõ ãîìîòåòèé ñ öåíòðîì p . Â ÷àñòíîñòè, êîíóñ KpX ÿâëÿåò-

ñÿ ïðîñòðàíñòâîì êîíè÷åñêîãî òèïà ñ âåðøèíîé p . Äåòàëüíîå

èçó÷åíèå ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâ êîíè÷åñêîãî òèïà ïðèâîäèò ê

ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü (X, d) � îäíîñâÿçíîå G-ïðîñòðàíñòâî

Áóçåìàíà íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû êîíè÷åñêîãî òèïà. Òî-

ãäà îíî èçîìåòðè÷íî íåêîòîðîìó êîíå÷íîìåðíîìó íîðìèðî-

âàííîìó ïðîñòðàíñòâó ñî ñòðîãî âûïóêëîé íîðìîé.

Òàêèì îáðàçîì, G -ïðîñòðàíñòâà Áóçåìàíà íåïîëîæèòåëü-

íîé êðèâèçíû ìîæíî â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå ðàññìàòðèâàòü
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ÏÎ ß×ÅÉÊÀÌ

Ïóñòü mi , i ∈ N , � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå

íåîòðèöàòåëüíûå öåëî÷èñëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îïðå-

äåëåííûå íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω1,A,P1) , (ηi1, . . .

. . . , ηiN ) , 1 6 i 6 N , � îáîáùåííûå íåçàâèñèìûå îäèíàêî-

âî ðàñïðåäåëåííûå ñõåìû ðàçìåùåíèÿ mi(ω1) ÷àñòèö ïî N

ÿ÷åéêàì, îïðåäåëåííûå íà äðóãîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå

(Ω,A,P) . Ðàññìàòðèâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü pnN = pnN (r, ω1) ñîáû-

òèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî â êàæäîé ÿ÷åéêå êàæäîé ñõåìû ðàç-

ìåùåíèÿ ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå r ÷àñòèö, ãäå r � ôèêñèðîâàííîå

÷èñëî, ò. å. pnN =
∏N

i=1P{ηi1 6 r, . . . ηiN 6 r} .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Em!mr+1

am1
< ∞ , âåëè÷èíû n,N → ∞

òàê, ÷òî n
Nr → β , ãäå β <∞ . Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ ω1 ∈ Ω1

P(An,N ) → e
−β

ar+1E(m(m−1)···(m−r))

ar+1
1 .

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû pnN (ω1) îïèñûâàåòñÿ òåîðåìîé:
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü Em!mr+1

am1
< ∞ , à âåëè÷èíû n,N → ∞

òàê, ÷òî n
Nr → β , ãäå β < ∞ , σ2 � äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû m(m− 1) · · · (m− r) . Òîãäà

P1(G < x) → Φ(x)

äëÿ âñåõ x ∈ R , ãäå

G(ω1) =

√
n

σ

(
E(m(m− 1) · · · (m− r))+

+
ar+1
1 n

N rar+1
ln(P(An,N (ω1)))

)
è

AnN = AnN (ω1) = P (∩n
i=1{ηi1 6 r, . . . , ηiN 6 r}) .
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Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå äâèæåíèÿ òâåðäûõ òåë îòíîñè-

òåëüíî íåïîäâèæíîé òî÷êè áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ òàê

íàçûâàåìûì èíòåãðèðóåìûì ñëó÷àÿì Ýéëåðà, Ëàãðàíæà è Êî-

âàëåâñêîé, â êîòîðûõ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò ïåðâûå èí-

òåãðàëû, ïîçâîëÿþùèå ñîêðàòèòü ïîðÿäîê ñèñòåìû äî åäèíè-

öû. Â ðàáîòå îñóùåñòâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé òî÷êè òÿæ¼ëîãî òâåðäî-

ãî òåëà ñî ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòüþ, öåëèêîì çàïîëíåííîé âÿç-

êîé æèäêîñòüþ, è ïðîèçâîäèòñÿ îïðåäåëåíèå âëèÿíèÿ âÿçêîé

æèäêîñòè, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëîñòè òâåðäîãî òåëà, íà åãî äè-

íàìèêó. Äëÿ äâèæåíèÿ òÿæ¼ëîãî òâåðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî

íåïîäâèæíîé òî÷êè íàèáîëåå èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü èíòåãðè-

ðóåìûå ñëó÷àè Ýéëåðà, Ëàãðàíæà è Êîâàëåâñêîé.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-

ëè äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ âÿçêîé æèäêîñòüþ è ïîëó÷åíèå

àíàëèòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé, ïîçâîëÿþùèõ ïðîâîäèòü àíàëèç

äâèæåíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ

âÿçêîé æèäêîñòüþ ïðèâåäåíû ê èíòåãðèðóåìûì ñëó÷àÿì, è

ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ æèäêîñòüþ è

áåç æèäêîñòè.

×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïîêàçàëî,
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÷òî äâèæåíèÿ ñèñòåì ñ æèäêîñòüþ è áåç íå¼ ñõîäíû, à, ñëåäîâà-

òåëüíî, äëÿ èññëåäîâàíèÿ äâèæåíèÿ âîçìóù¼ííûõ ñèñòåì ìîæ-

íî ïðèìåíèòü àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû õîòÿ áû íà íà÷àëüíîì

ýòàïå äâèæåíèÿ. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ïðèáëèæåííûå àíàëèòè÷å-

ñêèå çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ âÿçêîé

æèäêîñòüþ îò âðåìåíè ìåòîäîì Ïóàíêàðå.

2 4 6 8 10 12 14
t,æ

-0.2

-0.1

0.1

0.2

p,ð à ä �æ

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü ïðîåêöèè óãëîâîé ñêîðîñòè îò âðåìåíè

Íà ðèñ. 1 ïóíêòèðîì èçîáðàæåíî ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâà-

íèå, à ñèíåé ëèíèåé � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ìåòîäîì Ïóàí-

êàðå. Èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äîâîëüíî

õîðîøî ñîâïàäàåò ñ ÷èñëåííûì íà íà÷àëüíîì èíòåðâàëå âðåìå-

íè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òåîðèè ìåòîäà Ïóàíêàðå. Àíàëèòè÷åñêîå

ðåøåíèå èìååò âåñüìà ãðîìîçäêèé âèä, ïîýòîìó â òåêñòå òåçè-

ñîâ ôîðìóëû íå ïðèâåäåíû.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè êà÷å-

ñòâåííîì èññëåäîâàíèè äâèæåíèÿ ñèñòåì, ñîäåðæàùèõ ïîëî-

ñòè, çàïîëíåííûå æèäêîñòüþ.
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Ïðåäëîæåí ìåòîä çàãðóçêè ýëåêòðîííûõ äîêóìåíòîâ, ïîä-

ãîòîâëåííûõ â íîòàöèè TEX, â æóðíàëüíóþ ñèñòåìó Open

Journal Systems (OJS) [1], ðàñïîëîæåííóþ íà ïëàòôîðìå

Science-Tatarstan [2] (http://science.tatarstan.ru).

Ìåòîä âàëèäàöèè, ïðèìåíÿåìûé íà ïëàòôîðìå, ïîçâîëÿåò

ïðîâåðèòü çàãðóæàåìûé ôàéë â æóðíàëüíîé ñèñòåìå íà ñîîò-

âåòñòâèå ðåäàêöèîííûì ïðàâèëàì îôîðìëåíèÿ ñòàòåé, â ÷àñò-

íîñòè, èñïîëüçîâàíèå ñòèëåâûõ êîíñòðóêöèé è ïðàâèë îôîðì-

ëåíèÿ áèáëèîãðàôèè.

Ïðè çàãðóçêå ôàéëîâ ñòàòåé â æóðíàëüíóþ ñèñòåìó OJS

îòñóòñòâóåò âàëèäàöèÿ òèïà çàãðóæàåìûõ ôàéëîâ. Âìåñòî òåê-

ñòîâîãî äîêóìåíòà ìîæíî çàãðóçèòü ôàéë ìóëüòèìåäèà, ëèáî

äðóãîãî ôîðìàòà; îãðàíè÷åíèå ñîñòàâëÿåò ëèøü ðàçìåð ôàéëà,
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âûñòàâëÿåìûé âåá-ñåðâåðîì (íà ïëàòôîðìå Science-Tatarstan

óñòàíîâëåíî îãðàíè÷åíèå â 10 ÌÁ). Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ñîñòî-

èò â âûäåëåíèè ìåòàäàííûõ èç çàãðóæåííûõ ôàéëîâ ñòàòåé.

Â ðàáîòå [3] ïðåäëîæåí ìåòîä çàãðóçêè ôàéëà â íîòàöèè

TEX â æóðíàëüíóþ ñèñòåìó OJS.

Àâòîìàòè÷åñêàÿ ñòèëåâàÿ âàëèäàöèÿ äîêóìåíòà â íîòàöèè

TEX ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîâåäåíèå ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëè-

çà òåêñòîâîãî äîêóìåíòà, ðåàëèçîâàííîãî íà ñåðâåðíîé ñòîðîíå

ïëàòôîðìû Science-Tatarstan.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêò � 12-07-97018-ð_ïîâîëæüå) è ÐÃÍÔ (ïðîåêò � 14-03-

12004).
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Â ðàáîòå ïðåäëîæåíà êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìåòîäèêà ðàñ÷å-

òà äåôîðìèðîâàíèÿ îáäåëêè òîííåëÿ ìåòðîïîëèòåíà, ðàñïîëî-

æåííîãî â ñóõîì è âîäîíàñûùåííîì ãðóíòå. Äëÿ ìîäåëèðîâà-

íèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè äåôîðìèðóåìûõ êîí-

ñòðóêöèé è ãðóíòîâûìè ñðåäàìè èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíûé

�êîíòàêòíûé� êîíå÷íûé ýëåìåíò, ïîçâîëÿþùèé ó÷åñòü âñå ñëó-

÷àè âçàèìîäåéñòâèÿ êîíòàêòèðóþùèõ ïîâåðõíîñòåé. Ðåøåí ðÿä

çàäà÷ äåôîðìèðîâàíèÿ êîëüöà îáäåëêè òîííåëÿ ìåòðîïîëèòå-

íà, ðàñïîëîæåííîãî â ãðóíòå ñëîæíîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû.

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ñîâðåìåííûõ òðàíñïîðòíûõ è ñòðî-

èòåëüíûõ ñîîðóæåíèé ÷àñòî ïðàêòèêóþòñÿ ðàáîòû â ãðóí-

òàõ, íàõîäÿùèõñÿ â ñëîæíåéøèõ ôèçèêî-ãåîëîãè÷åñêèõ óñëî-

âèÿõ. Òðàäèöèîííî â ìåõàíèêå äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà

èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäèêè, â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ëàãðàíæåâî

îïèñàíèå ñïëîøíîé ñðåäû. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëèðóåòñÿ êðà-

åâàÿ çàäà÷à â äèôôåðåíöèàëüíîé èëè âàðèàöèîííîé ôîðìàõ,

äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ ÷èñ-

ëåííûõ àëãîðèòìîâ. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîëó÷èëè ðàçâèòèå ïî-

øàãîâûå ìåòîäû íàãðóæåíèÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûìè ïðî-

öåññ äåôîðìèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé, è ïåðåõîä èç òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ â ïî-
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ñëåäóþùåå îïðåäåëÿåòñÿ ïðèðàùåíèåì íàãðóçêè, èçìåíåíèåì

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èëè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è ò.ä. Ïðè ìîäå-

ëèðîâàíèè âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ñ ãðóíòà-

ìè â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äëÿ àäåêâàòíîé îöåíêè õàðàêòåðà

äåôîðìèðîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäèêè êîíòàêò-

íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ìåæäó ñîáîé è ñ

ãðóíòîì. Äëÿ îïèñàíèÿ ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ îáû÷-

íî èñïîëüçóåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ïðèðàùåíèÿìè êîìïîíåíò òåí-

çîðà îáîáùåííûõ íàïðÿæåíèé è òåíçîðà äåôîðìàöèé Êîøè�

Ãðèíà â âèäå óðàâíåíèé Ïðàíäòëÿ�Ðåéññà äëÿ óïðî÷íÿþùåãî-

ñÿ ìàòåðèàëà.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìåõàíè÷åñêîãî êîíòàêòà èñïîëüçóåòñÿ

ñïåöèàëüíûé êîíòàêòíûé ýëåìåíò, ïîçâîëÿþùèé ó÷åñòü âîç-

ìîæíûå ðàçëè÷íûå ñëó÷àè âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñîáîé êîí-

òàêòèðóþùèõ ïîâåðõíîñòåé, â ÷àñòíîñòè, îòðûâà, ïðîñêàëüçû-

âàíèÿ ñ òðåíèåì è ò.ä.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíîå îáæàòèå êîíòàêòíîãî

êîíå÷íîãî ýëåìåíòà âñåãäà ñóùåñòâóåò.

Äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ èòåðàöèîí-

íûé ìåòîä, ÿâëÿþùèéñÿ êîìáèíàöèåé ìåòîäà íà÷àëüíûõ íà-

ïðÿæåíèé è ìåòîäà äîïîëíèòåëüíîé äåôîðìàöèè.

Ðàçðàáîòàíà è ðåàëèçîâàíà ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ

íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â îáäåëêå òîííåëÿ

ìåòðîïîëèòåíà íà îñíîâå óòî÷íåííûõ ìîäåëåé. Ðàññìàòðèâà-

ëàñü çàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè êîëüöà îáäåëêè ñ ãðóíòîâûì

ìàññèâîì, äîñòèãíóâøåì ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. ×èñëåííûå

ðàñ÷åòû ñâèäåòåëüñòâóþò î äîñòèæåíèè ãðóíòîì ïðåäåëüíîãî

ñîñòîÿíèÿ â ÷àñòè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.

Åùå îäíà ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ïðåäïîëàãàåò ðåøåíèå ñòàöèî-

íàðíîé çàäà÷à êîíñîëèäàöèè ãðóíòîâîé ñðåäû, êîòîðàÿ ó÷èòû-
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âàåò âçàèìíîå âëèÿíèå äàâëåíèÿ ãðóíòîâûõ âîä è íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñêåëåòà ãðóíòà. Ïðîâåäåíû èñ-

ñëåäîâàíèÿ òå÷åíèÿ ãðóíòîâûõ âîä íà íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå

â ãðóíòå è îáäåëêå. Äëÿ ýòîãî íà áîêîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ðàñ÷åò-

íîé îáëàñòè çàäàâàëèñü íåêîòîðûå óñëîâíûå çíà÷åíèÿ ïîòîêà.

Â ýòîì ñëó÷àå äàâëåíèå ãðóíòîâûõ âîä ïðèîáðåòàëî íåðàâíî-

ìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ãîðèçîíòàëè è ïîÿâëÿëàñü áîêîâàÿ

ñîñòàâëÿþùàÿ íàãðóçêè. Â êîëüöå îáäåëêè óðîâåíü íàïðÿæå-

íèé íåçíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ.

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè ñ êîíêðåò-

íûìè ïðèëîæåíèÿìè îòíîñèòñÿ ê ñîâðåìåííîé òåõíîëîãèè íà-

ó÷íîãî ñîïðîâîæäåíèÿ, ïðîåêòèðîâàíèÿ è ñòðîèòåëüñòâà ñëîæ-

íûõ îáúåêòîâ. Åãî èñïîëüçîâàíèå ïîçâîëÿåò ïðîñëåäèòü çà èç-

ìåíåíèåì íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ è ïîëÿ ïå-

ðåìåùåíèé ñòðóêòóðíî èçìåíÿþùåéñÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè îò

íà÷àëà è äî êîíöà ñòðîèòåëüñòâà. Ýòî ïîçâîëÿåò áîëåå òî÷-

íî è òåõíè÷åñêè ãðàìîòíî ïðèíèìàòü ïðîåêòíûå ðåøåíèÿ äëÿ

ðàçëè÷íûõ ýòàïîâ ñòðîèòåëüíûõ ðàáîò, ÷òî çà÷àñòóþ íåëüçÿ

ñäåëàòü, îïèðàÿñü òîëüêî íà ñóùåñòâóþùèå ÑÍèÏû.
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÂÈÑÊÎÇÈÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ

ÒÅ×ÅÍÈß ÓÏÐÓÃÎÂßÇÊÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ

ÑÐÅÄÛ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ çàäà÷ î âèñêî-

çèìåòðè÷åñêèõ òå÷åíèÿõ óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ

ìåæäó æåñòêèìè êîàêñèàëüíûìè öèëèíäðàìè. Äëÿ ìàòåìàòè-

÷åñêîãî îïèñàíèÿ èññëåäóåìûõ ïðîöåññîâ èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü

áîëüøèõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé [1], îáîáùåííàÿ íà

ñëó÷àé ó÷åòà âÿçêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ïðè ïëàñòè÷åñêîì òå-

÷åíèè â [2]. Ðàññìîòðåíî äåôîðìèðîâàíèå ìàòåðèàëà çà ñ÷åò

ïîâîðîòà è âèíòîâîãî äâèæåíèÿ îäíîãî èç öèëèíäðîâ, èçó÷åí

ñîâìåñòíûé ñëó÷àé ïîâîðîòà îäíîé èç æåñòêèõ ïîâåðõíîñòåé è

ïðîäàâëèâàíèÿ ìàòåðèàëà ìåæäó öèëèíäðàìè. Íà æåñòêèõ ïî-

âåðõíîñòÿõ îòäåëüíî ðàññìîòðåíû ñëó÷àé ïðèëèïàíèÿ è ñëó÷àé

ïðîñêàëüçûâàíèÿ ìàòåðèàëà.

Íàéäåíû óñëîâèÿ çàðîæäåíèÿ è çàêîíîìåðíîñòè ðàçâèòèÿ

âÿçêîïëàñòè÷åñêèõ òå÷åíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî ïëàñòè÷åñêîå òå-

÷åíèå âñåãäà íà÷èíàåòñÿ â îêðåñòíîñòè âíóòðåííåãî æåñòêîãî



À.Ñ.ÁÅÃÓÍ, Å.Î.ÕÓÑÀÈÍÎÂÀ 25

öèëèíäðà, è îáëàñòè âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ðàçâèâàþòñÿ

îäèíàêîâî êàê ïðè äâèæåíèè âíóòðåííåãî öèëèíäðà, òàê è ïðè

äâèæåíèè âíåøíåãî. Ðàññ÷èòàíû ïîëÿ íàïðÿæåíèé, äåôîðìà-

öèé, ïåðåìåùåíèé è ñêîðîñòåé.

Ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ çàäà÷, êîãäà â îêðåñòíîñòè îäíîãî èç

æåñòêèõ öèëèíäðîâ íàõîäèòñÿ ñëîé ýëàñòè÷íîé íåíüþòîíîâ-

ñêîé ñìàçêè. Èçó÷åíû óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ òå÷åíèÿ â ñëîå

ñìàçêè è â îñíîâíîì ìàòåðèàëå. Óêàçàíû çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëü-

íîé ñêîðîñòè, ïðè êîòîðîé òå÷åíèå íå âûõîäèò çà ñëîé ñìàçêè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ïðå-

çèäåíòà ÐÔ � ÌÊ-2879.2014.1 è Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè â ðàì-

êàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ âóçàì íà âûïîëíåíèå ÍÈÐ

(� 2014/292).
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ÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ïóñòü Γ � ïîäãðóïïà ãðóïïû âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R, âñþ-
äó ïëîòíàÿ îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâîé òîïîëîãèè τ, è G � ãðóï-

ïà õàðàêòåðîâ ãðóïïû Γ : G = Γ̂ . Ïî òåîðåìå äâîéñòâåííîñòè

Ïîíòðÿãèíà ãðóïïà õàðàêòåðîâ ãðóïïû G èçîìîðôíà ãðóïïå

Γ : Ĝ ∼= Γ . Ñ ïîìîùüþ G ìû îïðåäåëÿåì äåêàðòîâî ïðîèçâåäå-

íèå G× [0,∞) è ñêëåèâàåì â òî÷êó ñëîé G× {0} . Ïîëó÷åííîå
ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∆ è íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé

ïëîñêîñòüþ. Îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðèíàäëåæèò

Àðåíñó è Çèíãåðó [1]. Ïðîñòðàíñòâî ∆ êàíîíè÷åñêè îòîæäåñòâ-

ëÿåòñÿ ñ ïðîñòðàíñòâîì C = {αr : α ∈ G, r ∈ [0,∞)} � àíàëî-

ãîì êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C , ñîñòîÿùåì èç ãîìîìîðôèçìîâ

αr : Γ → C : a 7→ α(a)ra . Äëÿ óäîáñòâà, ìû îáû÷íî ïðèíèìàåì

∆ = C , ïðåäñòàâëåíèå s = αr ýëåìåíòà s ∈ ∆ íàçûâàåì ïî-

ëÿðíûì ðàçëîæåíèåì, à ÷èñëî r � ìîäóëåì ýëåìåíòà s . Òàêæå

îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆1 = {s ∈ ∆, |s| 6 1} è ∆0
1 = {s ∈ ∆, |s| <

< 1} ñîîòâåòñòâåííî çàìêíóòûé è îòêðûòûé åäèíè÷íûé êðóãè

íà îáîáùåííîé ïëîñêîñòè.

Ïóñòü O(∆0
1) � ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ

ôóíêöèé íà ∆0
1 (ñì. [2]), A = P (∆1) � ðàâíîìåðíàÿ àëãåá-

ðà íà ∆1, ïîðîæäåííàÿ ïîëèíîìàìè, è ReA � ïðîñòðàíñòâî

âåùåñòâåííûõ ÷àñòåé ôóíêöèé èç A .

Îïðåäåëåíèå. Íåïðåðûâíàÿ íà ∆0
1 ôóíêöèÿ f íàçûâà-

åòñÿ îáîáùåííîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé, åñëè îíà ëîêàëüíî

àïïðîêñèìèðóåòñÿ ôóíêöèÿìè èç ReA , òî åñòü äëÿ êàæäîé
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òî÷êè èç ∆0
1 ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü, ÷òî ôóíêöèÿ

f àïïðîêñèìèðóåòñÿ â ýòîé îêðåñòíîñòè ôóíêöèÿìè èç ReA .

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ u ∈ H(∆0
1)

òàêàÿ, ÷òî u /∈ ReO(∆0
1) .
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ÂÛ×ÈÑËÈÌÛÅ ËÈÍÅÉÍÛÅ ÏÎÐßÄÊÈ

È ÅÑÒÅÑÒÂÅÍÍÛÅ ÎÒÍÎØÅÍÈß ÍÀ ÍÈÕ

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè

åñòåñòâåííûõ îòíîøåíèé íà âû÷èñëèìûõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêàõ,

à èìåííî, îòíîøåíèé ñîñåäñòâà S, îòíîøåíèÿ áëîêà F, îòíîøå-

íèÿ ïëîòíîñòè dn, îòíîøåíèÿ ïðåäåëüíîñòè ñëåâà P− è îòíî-

øåíèÿ ïðåäåëüíîñòè ñïðàâà P+, îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ìîæíî

íàéòè, íàïðèìåð, â ðàáîòå [1].

Äæ. Ðåììåëîì è Ñ. Ãîí÷àðîâûì è, ïîçäíåå, Ë. Ôåéíåðîì [2]

áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìûé ëèíåéíûé ïî-

ðÿäîê L òàêîé, ÷òî â ëþáîé åãî âû÷èñëèìîé êîïèè îòíîøåíèå

ñîñåäñòâà SL íåâû÷èñëèìî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Ì. Ìîçåñ [3] ïî-

êàçàë, ÷òî âû÷èñëèìîñòü îòíîøåíèÿ áëîêà FA â íåêîòîðîé âû-

÷èñëèìîé êîïèè A ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà L âëå÷åò ñóùåñòâî-

âàíèå òàêîãî åãî âû÷èñëèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ B , ÷òî îòíîøåíèå
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ñîñåäñòâà SB âû÷èñëèìî.

Â ðàáîòå èçó÷åíû âîçìîæíûå âàðèàíòû àëãîðèòìè÷åñêîé

çàâèñèìîñòè åñòåñòâåííûõ îòíîøåíèé íà êëàññå âû÷èñëèìûõ

ïðåäñòàâëåíèé âû÷èñëèìîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà. Â ÷àñòíîñòè,

äîêàçàíî, ÷òî íåò äðóãèõ çàâèñèìîñòåé, êðîìå òîé, êîòîðóþ

óñòàíîâèë Ì. Ìîçåñ.

Äðóãèì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î êîí-

ñòðóêòèâèçèðóåìîñòè íà÷àëüíîãî ñåãìåíòà âû÷èñëèìîãî ëè-

íåéíîãî ïîðÿäêà ñ äîáàâëåííûìè îòíîøåíèÿìè ïëîòíîñòè dn ,

ïðåäåëüíîñòè ñïðàâà P+ è ïðåäåëüíîñòè ñëåâà P− . Ì. Çóá-

êîâ [4] èññëåäîâàë îòíîøåíèÿ ñîñåäñòâà S è áëîêà F íà íà-

÷àëüíûõ ñåãìåíòàõ âû÷èñëèìûõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ, ÷òî ïîç-

âîëèëî åìó ïîëó÷èòü áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòà-

òà Êîóëçà�Äîóíè�Õóñàèíîâà [5] î ñóùåñòâîâàíèå âû÷èñëèìîãî

ëèíåéíîãî ïîðÿäêà ñ íåêîíñòðóêòèâèçèðóåìûì Π0
2 -íà÷àëüíûì

ñåãìåíòîì. Äëÿ ýòîãî èì áûëè ïîñòðîåíû âû÷èñëèìûå ñòðóê-

òóðû ⟨L, < L, SL⟩ è ⟨L, < L, FL⟩ , ñîäåðæàùèå íåêîíñòðóêòè-
âèçèðóåìûå Π0

1 -íà÷àëüíûå ñåãìåíòû.

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ñëó÷àè äëÿ îñòàâøèõñÿ åñòåñòâåííûõ

îòíîøåíèé íà ëèíåéíûõ ïîðÿäêàõ, à èìåííî, îòíîøåíèé ïëîò-

íîñòè dn , ïðåäåëüíîñòè ñïðàâà P+ è ïðåäåëüíîñòè ñëåâà P− .

Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå âû÷èñëèìûõ ñòðóêòóð ⟨L, < L, dnL⟩ ,
⟨L, < L, P

+
L ⟩ è ⟨L, < L, P

−
L ⟩ , ñîäåðæàùèõ íåêîíñòðóêòèâèçè-

ðóåìûå Π0
1 -íà÷àëüíûå ñåãìåíòû.
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ÊÓÑÎ×ÍÎ-ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈß

Ñ ÎÄÍÈÌ ÐÅÁÐÎÌ ÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ

Ïðîñòûå ìîäåëè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÷àñòî èñïîëüçóþò

äëÿ îïèñàíèÿ ðàçâèòèÿ áèîëîãè÷åñêèõ ïîïóëÿöèé. Â ñâÿçè ñ

ýòèì, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå äèíàìèêè äèñêðåò-

íûõ âåùåñòâåííûõ îòîáðàæåíèé, çàâèñÿùèõ îò íåñêîëüêèõ ïà-

ðàìåòðîâ. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ îòîáðàæåíèå

F :

{
x 7→ f(x+ y),

y 7→ px,
ãäå f(t) =

{
1 + at, t 6 0,

1− bt, t > 0,
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à ïåðåìåííûå x , y è ïàðàìåòðû a , b è p ïðèíèìàþò âåùå-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ýòî îòîáðàæåíèå íàçûâàþò ïîïóëÿöèîí-

íûì ðàñïðåäåëåíèåì, çàâèñÿùèì îò âîçðàñòíîé ñòðóêòóðû

ãðóïïû.

Ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðîâåäåíî èññëåäîâà-

íèå äèíàìèêè îòîáðàæåíèÿ F , íàéäåíû íåïîäâèæíûå è äâó-

ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ, îáëàñòè èõ ñóùåñòâîâàíèÿ

è îáëàñòè, ãäå íàéäåííûå òî÷êè èìåþò ðàçëè÷íûå òèïû, ò. å.

ÿâëÿþòñÿ ïðèòÿãèâàþùèìè, îòòàëêèâàþùèìè èëè ñåäëîâûìè.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü p ̸= −1 . Åñëè a > 1
1+p , òî â îáëàñòè

x+ y 6 0 îòîáðàæåíèå F èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó

(x−, y−) =

(
1

1− a− ap
,

p

1− a− ap

)
.

Åñëè b > − 1
1+p , òî â îáëàñòè x + y > 0 îòîáðàæåíèå F

èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó

(x+, y+) =

(
1

1 + b+ bp
,

p

1 + b+ bp

)
.

Òèïû íåïîäâèæíûõ òî÷åê îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè óñ-

ëîâèÿìè íà ïàðàìåòðû a , b è p .

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x+, y+) ÿâëÿåòñÿ îòòàëêèâàþùåé ïðè

p ∈ (−∞,−1) è b ∈
(
− 1

1+p ,+∞
)
; p ∈ (1/2, 1) è b ∈

(
1
p ,−

1
p−1

)
;

p > 1 è b ∈
(
1
p ,+∞

)
; p ∈ (−1,−1/2) è b ∈

(
1
p ,−

1
1+p

)
.

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x+, y+) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé ïðè p ∈
∈ (−1, 1) è b ∈

(
− 1

p−1 ,+∞
)
. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x+, y+) ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùåé ïðè p ∈ (−1,−1/2) è b ∈
(
1
p ,−

1
p−1

)
;

p ∈ (−1/2, 1/2) è b ∈
(
− 1

p+1 ,−
1

p−1

)
; p ∈ (1/2,+∞) è b ∈

∈
(
− 1

p+1 ,
1
p

)
.
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Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x−, y−) ÿâëÿåòñÿ îòòàëêèâàþùåé ïðè

p ∈ (−∞,−1) è a ∈
(
−1

p ,+∞
)
; p ∈ (1,+∞) è a ∈

(
1

p−1 ,+∞
)
.

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x−, y−) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé ïðè p ∈
(−∞,−1) è a ∈

(
1

p−1 ,
1

p+1

)
; p ∈ (−1, 1) è a ∈

(
1

p+1 ,+∞
)
;

p ∈ (1,+∞) è a ∈
(

1
p+1 ,

1
p−1

)
. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x−, y−)

ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùåé ïðè p ∈ (−∞,−1) è a ∈
(

1
p−1 ,−

1
p

)
.

Íàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äâóïåðèîäè÷åñêîé îðáè-

òû.

Òåîðåìà 2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

1 + a+ p− ap2

1 + bp+ ab− ap− abp2
> 0,

1− b+ p+ bp2

1− ap+ ab+ pb− abp2
6 0,

îòîáðàæåíèå F èìååò äâóïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè(
1 + bp+ a

1 + bp+ ab− ap− abp2
,

p(1− b− ap)

1 + bp+ ab− ap− abp2

)
,

(
1− b− ap

1− ap+ ab+ pb− abp2
,

p(1 + a+ bp)

1− ap+ ab+ pb− abp2

)
.

Ñ ïîìîùüþ ïàêåòà �Mathematica� íàìè ïîñòðîåíû îáëà-

ñòè ñóùåñòâîâàíèÿ äâóïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû. Îïðåäåëÿÿ òèïû

äâóïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, ìû ïîëó÷èëè êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

λ2 + λ(2abp− ab2 − b2p)− ab2p3 = 0,

èìåþùåå äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ λ1 è λ2 . Ñðàâíèâàÿ |λ1|
è |λ2| ñ 1 , ìîæåì ñäåëàòü âûâîäû î òèïå äâóïåðèîäè÷åñêîé

îðáèòû. Íàìè ïîñòðîåíû îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ãäå

äâóïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà èìååò ðàçëè÷íûå òèïû. Èññëåäîâà-

íî ïîâåäåíèå îòîáðàæåíèÿ F íà ãðàíèöàõ ýòèõ îáëàñòåé.

Ìû áëàãîäàðèì ïðîô. Ã. Ñ¼äåðáàêêó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è

è íàó÷íûå êîíñóëüòàöèè.
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ÌÅÒÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÄÅÈ Í.È.ËÎÁÀ×ÅÂÑÊÎÃÎ

Äîêëàä ïîñâÿùåí ðàñêðûòèþ ìåòîäîëîãè÷åñêèõ è ìåòîäè-

÷åñêèõ èäåé èçëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí â ãèìíà-

çèè è óíèâåðñèòåòå, ïðåäëîæåííûõ Í.È. Ëîáà÷åâñêèì. Áóäåò

ïîêàçàíî, ÷òî öåííûå ôóíäàìåíòàëüíûå âîïðîñû ôèëîñîôèè,

ìåòîäèêè è èñòîðèè ìàòåìàòèêè è èçó÷åíèå îïûòà åå ïðåïî-

äàâàíèÿ Ëîáà÷åâñêèì ÿâëÿþòñÿ ïîëåçíûìè äëÿ ñîâðåìåííîãî

ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â øêîëå è óíèâåðñèòåòå.

Ïåðâîå äåñÿòèëåòèå ñâîåé ïåäàãîãè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè

Í.È. Ëîáà÷åâñêèé ñîñðåäîòî÷èëñÿ íà ãëàâíîì âîïðîñå ìåòî-

äè÷åñêîãî õàðàêòåðà: îá îñíîâàíèÿõ ãåîìåòðèè. Îí ñ÷èòàë, ÷òî

ïåðâûìè òðåáîâàíèÿìè ïðè ïðåïîäàâàíèè ìàòåìàòèêè äîëæíû

áûòü òðåáîâàíèÿ ÿñíîñòè è, âìåñòå ñ òåì, ñòðîãîñòè èçëîæåíèÿ

âñåõ îñíîâíûõ ïîëîæåíèé êóðñà ãåîìåòðèè. Èç çàïèñåé ëåêöèé,

ñîñòàâëåííûõ ñòóäåíòàìè â 1815 � 1816 ãã., âèäèì, ÷òî îí, íå

óäîâëåòâîðÿÿñü òåì, ÷òî â îñíîâàíèè ãåîìåòðèè ëåæèò ïîñòó-

ëàò î ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, íå ÿâëÿþùèéñÿ íè î÷åâèäíûì, íè

äîêàçàííûì, ïûòàåòñÿ äîêàçàòü åãî êàê òåîðåìó. (Ïîäîáíî ïî-

ïûòêàì Ëåæàíäðà è Êðåëëÿ). Çàòåì Ëîáà÷åâñêèé ïðåäëàãàåò

ïîäõîä ê òåîðèè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, îñíîâàííûé íà ïîíÿ-

òèè î íàïðàâëåíèè. Îäíàêî îòñóòñòâèå äîñòàòî÷íîé ñòðîãîñòè

â äîêàçàòåëüñòâàõ, à òàêæå ñîáñòâåííûé ïîäõîä ê ïîñòóëàòó î

ïàðàëëåëüíûõ åãî íå óäîâëåòâîðÿë. Ê 1823 ã. îí âûðàáîòàë îðè-

ãèíàëüíûé ó÷åáíèê ãåîìåòðèè, îòëè÷íûé îò åâêëèäîâûõ òðà-

äèöèé, îñíîâíóþ èäåþ êîòîðîãî âûðàçèë â îïðåäåëåíèè ãåî-

ìåòðèè: �×àñòü ÷èñòîé Ìàòåìàòèêè, â êîòîðîé ïðåäïèñûâàþò-
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ñÿ ñïîñîáû èçìåðÿòü ïðîñòðàíñòâî, íàçûâàåòñÿ Ãåîìåòðèåþ�.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó ãåîìåòðèè àâòîð âèäèò â èçìåðåíèè

ïðîñòðàíñòâåííûõ âåëè÷èí, ñòðåìèòñÿ îáîáùèòü, îáúåäèíèòü

îäíîðîäíûå ïî ñâîåìó õàðàêòåðó èçìåðåíèÿ íà ïëîñêîñòè è â

ïðîñòðàíñòâå, âêëþ÷èòü â êóðñ ïðîñòåéøèå çàäà÷è íà ïîñòðî-

åíèå â ïðîñòðàíñòâå. Ó÷åáíèê Ëîáà÷åâñêîãî èñòîðèêè ìàòåìà-

òèêè íàçûâàþò îäíèì èç ïåðâûõ ôóçèîíèñòñêèõ êóðñîâ ãåî-

ìåòðèè. Èñòîðè÷åñêèé îïûò ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ñëèòíîãî ïðå-

ïîäàâàíèÿ ñòåðåîìåòðèè è ïëàíèìåòðèè ÿâëÿåòñÿ âåñüìà àê-

òóàëüíûì, èáî îíà ðàçðåøåíà óæå â ïðîïåäåâòè÷åñêèõ êóðñàõ

ãåîìåòðèè â ìëàäøèõ êëàññàõ (Í.Ñ. Ïîõîäîâà è äð.), ñîçäà-

íû ó÷åáíèêè ãåîìåòðèè äëÿ îñíîâíîé øêîëû (È.Ô. Øàðûãèí,

Ë.Í. Åðãàíæèåâà, Â.À. Ãóñåâ è äð.).

Èçâåñòíî, ÷òî ñîîáðàæåíèÿ ìåòîäè÷åñêîãî õàðàêòåðà, æå-

ëàíèå ñîçäàòü áåçóïðå÷íóþ â ìåòîäè÷åñêîì ñìûñëå ãåîìåòðèþ

ïðèâîäÿò Ëîáà÷åâñêîãî ê ñîçäàíèþ íîâîé ãåîìåòðèè (â ðàáîòàõ

�Î íà÷àëàõ ãåîìåòðèè� (1829) è �Ãåîìåòðè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ

ïî òåîðèè ïàðàëëåëüíûõ ëèíèé� (1840), �Îáîçðåíèÿ ïðåïîäà-

âàíèÿ ÷èñòîé ìàòåìàòèêè� çà 1824 � 1825 è 1825 � 1826 ó÷.

ãã.). Ìåòîäè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè Ëîáà÷åâñêîãî ïî îáó÷åíèþ

ãåîìåòðèè â ãèìíàçèÿõ áóäóò ïîëåçíû áóäóùèì ó÷èòåëÿì ìàòå-

ìàòèêè è ó÷àùèìñÿ øêîë äëÿ ëó÷øåãî óñâîåíèÿ è ïðàâèëüíîãî

ïîíèìàíèÿ øêîëüíîãî êóðñà ãåîìåòðèè.

Ë È Ò Å Ð À Ò Ó Ð À

1. ÁîëãàðñêèéÁ.Â. Êàçàíñêàÿ øêîëà ìàòåìàòè÷åñêîãî îá-

ðàçîâàíèÿ. ×. 1. � Êàçàíü, 1966. � 260 ñ.

2. ÑìèðíîâàÈ.Ì. Èäåÿ ôóçèîíèçìà â ïðåïîäàâàíèè øêîëü-

íîãî êóðñà ãåîìåòðèè // Ìàòåìàòèêà (åæåíåäåëüíîå ïðèëîæå-

íèå ê ãàçåòå �Ïåðâîå ñåíòÿáðÿ�). � 1998. � � 17. � Ñ. 1.
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3. Íèêîëàé Èâàíîâè÷ Ëîáà÷åâñêèé: èñòîðèêî-áèîãðàôè÷åñ-

êèé ñáîðíèê. � Êàçàíü: Æèåí, 2014. � 656 ñ.

È.È.Âàëååâ, Ì.Â.Ôàëèëååâà

Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò

ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ×ÅÒÛÐÅÕÓÃÎËÜÍÈÊÎÂ

Â ØÊÎËÜÍÎÌ ÊÓÐÑÅ ÏËÀÍÈÌÅÒÐÈÈ

Äëÿ ìåòîäè÷åñêîãî àíàëèçà ïðåäñòàâëåíèÿ òåìû �×åòûðåõ-

óãîëüíèê� â øêîëüíîì êóðñå ãåîìåòðèè íàìè áûëî èçó÷åíî

÷åòûðå ó÷åáíûõ ïîñîáèÿ ïî øêîëüíîìó êóðñó ïëàíèìåòðèè.

Ýòî ó÷åáíûå ïîñîáèÿ äëÿ îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ øêîë àâòîðîâ

À.Â. Ïîãîðåëîâà è Ë.Ñ. Àòàíàñÿíà, äëÿ ïðîôèëüíûõ êëàññîâ �

È.Ì. Ñìèðíîâà è È.Ô. Øàðûãèíà. Îáðàùàÿñü ê ïîíÿòèÿì è èõ

ñâîéñòâàì ïî òåìå �×åòûðåõóãîëüíèê�, ìû èçó÷èëè îïðåäåëå-

íèÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêà, êëàññèôèêàöèþ, ñâîéñòâà è ïðèçíàêè,

à òàêæå âûäåëèëè òàêèå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè, êàê ÷èñëî

çàäà÷ íà âûïóêëûå è íåâûïóêëûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè, íà ïî-

ñòðîåíèå ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ öèðêóëåì è ëèíåéêîé.

Âàæíåéøèì âîïðîñîì ôîðìèðîâàíèÿ ëþáîãî ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî ïîíÿòèÿ ÿâëÿåòñÿ âûäåëåíèå àâòîðîì îïðåäåëåíèÿ, ïî-

ñêîëüêó èìåííî îíî ÿâëÿåòñÿ êëþ÷îì ê ðàáîòå ñî ñâîéñòâàìè,

ïðèçíàêàìè è âûäåëåíèåì âèäîâ â èçó÷àåìîì ïîíÿòèè. Òàê, â

ó÷åáíûõ ïîñîáèÿõ È.Ô. Øàðûãèíà è È.Ì. Ñìèðíîâà ÷åòûðåõ-

óãîëüíèê îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç îãðàíè÷åííóþ ÷àñòü ïëîñêîñòè,

â îñòàëüíûõ � êàê ëîìàíàÿ, îáëàäàþùàÿ îïðåäåëåííûìè ñâîé-

ñòâàìè. Ïåðâîå îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò áîëåå øèðîêî è òî÷íî

ðàáîòàòü ñ îòíîøåíèåì ïðèíàäëåæíîñòè òî÷åê è îòðåçêîâ ÷å-

òûðåõóãîëüíèêó, ñîîòâåòñòâåííî, áîëåå êîìôîðòíî ðàáîòàòü ñ
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íåâûïóêëûì ÷åòûðåõóãîëüíèêîì, ÷òî â äàëüíåéøåì äàåò âîç-

ìîæíîñòü, íàïðèìåð, íà äîïîëíèòåëüíûõ çàíÿòèÿõ ââåñòè ñà-

ìîïåðåñåêàþùèéñÿ ÷åòûðåõóãîëüíèê. Ââåäåíèå äàííûõ òðåõ

âèäîâ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâîëÿåò áåç ìà-

ëåéøèõ çàòðóäíåíèé îáðàòèòüñÿ ê ïîíÿòèþ ÷åòûðåõóãîëüíèêà

ïðè èçó÷åíèè êîîðäèíàòíîãî èëè âåêòîðíîãî ìåòîäîâ (íàïðè-

ìåð, ðàññìàòðèâàòü ÷åòûðåõóãîëüíèê áîëåå øèðîêî áåç âèäîâ

÷åðåç ìíîæåñòâî ÷åòûðåõ òî÷åê-âåðøèí). Íå ìîæåì íå îòìå-

òèòü, ÷òî â 9 êëàññå â ïîñîáèè À.Â. Ïîãîðåëîâà îïðåäåëåíèå

ìíîãîóãîëüíèêà ïðîâîäèòñÿ ÷åðåç îãðàíè÷åííóþ ÷àñòü ïëîñ-

êîñòè, íî îíî âñòóïàåò â ïðîòèâîðå÷èå ñ ðàíåå óñâîåííûì (â

8 êëàññå) äåòüìè îïðåäåëåíèåì ÷åòûðåõóãîëüíèêà êàê ôèãó-

ðû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ òî÷åê è ÷åòûðåõ ïîñëåäîâàòåëüíî

ñîåäèíÿþùèõ èõ îòðåçêîâ.

Îáðàòèìñÿ ê êëàññèôèêàöèÿì ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ, ïðåäëà-

ãàåìûõ àâòîðàìè ó÷åáíûõ ïîñîáèé. Â ó÷åáíîì ïîñîáèè À.Â.

Ïîãîðåëîâà â 8 êëàññå íå ïðåäëàãàåòñÿ äåëåíèå ÷åòûðåõóãîëü-

íèêîâ íà âûïóêëûå è íåâûïóêëûå. Ñðàçó ïîñëå ââåäåíèÿ îïðå-

äåëåíèÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêà èäåò ðàáîòà ñ ïàðàëëåëîãðàììîì,

òðàïåöèåé è èõ âèäàìè. Òàêèì îáðàçîì, ó ó÷àùèõñÿ ñêîðåå

âñåãî ñëîæèòñÿ íåâåðíîå ïðåäñòàâëåíèå î òîì, ÷òî êëàññèôèêà-

öèÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêà îãðàíè÷åíà âèäàìè âûïóêëîãî ÷åòûðåõ-

óãîëüíèêà ñ ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàìè. Äàæå ïîñëå ââåäåíèÿ

ïîíÿòèÿ ìíîãîóãîëüíèêà â 9 êëàññå îïðåäåëÿþòñÿ âûïóêëûå,

íî íåò íè ñëîâà î íåâûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêàõ. Ó îñòàëüíûõ

àâòîðîâ ïðè îïðåäåëåíèè ÷åòûðåõóãîëüíèêà (èëè ìíîãîóãîëü-

íèêà) ïðåäëàãàåòñÿ äâà âèäà ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ � âûïóêëûå è

íåâûïóêëûå. Íî ó Ë.Ñ. Àòàíàñÿíà â ñïèñêå çàäà÷ ê ïàðàãðàôó,

ãäå ïðåäñòàâëåíû îïðåäåëåíèÿ âûïóêëûõ è íåâûïóêëûõ ìíîãî-

óãîëüíèêîâ, íåò íè îäíîãî óïðàæíåíèÿ íà çàêðåïëåíèå ïîíÿòèÿ
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íåâûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê. Äàëåå â ïåðâûõ çàäà÷àõ íà çà-

êðåïëåíèå ïîíÿòèé ïàðàëëåëîãðàììà, òðàïåöèè, ðîìáà, êâàä-

ðàòà, ïðÿìîóãîëüíèêà èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå âûïóêëîãî ÷åòû-

ðåõóãîëüíèêà, íî ïîñòåïåííî âûõîäèò èç óïîòðåáëåíèÿ. Ïîçä-

íåå â ó÷åáíîì ïîñîáèè âñòðå÷àåòñÿ ïîíÿòèå ÷åòûðåõóãîëüíèêà,

íî òîëüêî â ñî÷åòàíèè ñ ïàðàëëåëîãðàììîì è åãî âèäàìè. Òà-

êîå ÷àñòî ïîâòîðÿþùååñÿ ñî÷åòàíèå ïðèâîäèò ê íåïðàâèëüíîìó

ôîðìèðîâàíèþ ïîíÿòèÿ �÷åòûðåõóãîëüíèê� ó ó÷àùèõñÿ, ÷òî

ñóæàåò âîçìîæíîñòü åãî ïðàâèëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðè ðå-

øåíèè çàäà÷. Â ó÷åáíûõ ïîñîáèÿõ È.Ì. Ñìèðíîâà è È.Ô. Øà-

ðûãèíà ñèñòåìà çàäà÷ ê ïàðàãðàôó íàïðàâëåíà íà ñðàâíåíèå

ñâîéñòâ âûïóêëûõ è íåâûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.

Äàëüíåéøèé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå òåìû

�×åòûðåõóãîëüíèêè� â ó÷åáíûõ ïîñîáèÿõ, øèðîêî èñïîëüçóå-

ìûõ â îáó÷åíèè ó÷àùèõñÿ 7 � 9 êëàññîâ, íå âñåãäà ïîëíî ôîð-

ìèðóåò ïîíÿòèå ÷åòûðåõóãîëüíèêà â öåëîì.

À.Ð.Âàõèòîâà

Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé

óíèâåðñèòåò èì. àê. Ñ. Ï. Êîðîë¼âà,

alsu.vakhitova03@mail.ru

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ

ÄÂÈÆÅÍÈß ÑÏÓÑÊÀÅÌÎÃÎ ÀÏÏÀÐÀÒÀ

Ñ ×ÀÑÒÈ×ÍÎÉ ÇÀÊÐÓÒÊÎÉ

Îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè êîñìè÷åñêîãî ïîëåòà ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðîáëåìà ïðîñòðàíñòâåííîé îðèåíòàöèè ñïóñêàåìûõ àï-

ïàðàòîâ (ÑÀ). Íåïðàâèëüíàÿ îðèåíòàöèÿ ÑÀ ìîæåò ïðèâåñòè

ê íåøòàòíîìó íàãðåâó, íåïðàâèëüíîìó íàïðàâëåíèþ òîðìîçíî-

ãî èìïóëüñà è, â êîíöå êîíöîâ, ê ðàçðóøåíèþ ÑÀ. Îðèåíòàöèÿ
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ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ñ ïîìîùüþ óïðàâëÿþùèõ ðåàêòèâíûõ

äâèãàòåëåé, à òàêæå ïðè ïîìîùè ìàõîâèêîâ, âðàùàÿ êîòîðûå

âíóòðåííèìè ýëåêòðîäâèãàòåëÿìè, ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå óãëî-

âîé ñêîðîñòè è îðèåíòàöèè ÑÀ. Âòîðîé âàðèàíò ÿâëÿåòñÿ áîëåå

âûãîäíûì, òàê êàê íå òðåáóåò òîïëèâíûõ çàòðàò, íî âîçíèêàåò

ïðîáëåìà ïîèñêà çàâèñèìîñòåé âíóòðåííèõ óïðàâëÿþùèõ ìî-

ìåíòîâ îò âðåìåíè äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ. Â äàí-

íîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå ÑÀ êàê ñèñòåìû ÷åòû-

ðåõ òåë, ïðîâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äâèæå-

íèÿ òðåõðîòîðíîãî ãèðîñòàòà â àòìîñôåðå, ïîëó÷åíèå ðåøåíèé

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, îïðåäåëåíèå ìîìåí-

òîâ âíóòðåííåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåí-

òà ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñîñòàâëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêèå óðàâíå-

íèÿ äâèæåíèÿ ãèðîñòàòà ñ ó÷åòîì âîçäåéñòâèÿ ìîìåíòà àýðîäè-

íàìè÷åñêîé ñèëû. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè íåñóùåãî òåëà

ê äèíàìè÷åñêèì óðàâíåíèÿì äîáàâëÿþòñÿ èçâåñòíûå êèíåìà-

òè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà è êèíåìàòè÷åñêèå ñâÿçè ìåæäó

îòíîñèòåëüíûìè óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè è óãëàìè îòíîñèòåëü-

íîãî çàêðó÷èâàíèÿ ðîòîðîâ. Óïðàâëåíèå óãëîâîé ñêîðîñòüþ

íåñóùåãî òåëà è åãî ïðîñòðàíñòâåííîé îðèåíòàöèåé îñóùåñòâ-

ëÿåòñÿ èçìåíåíèåì îòíîñèòåëüíûõ óãëîâûõ ñêîðîñòåé ðîòîðîâ.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè èññëåäîâà-

íèè äâèæåíèÿ ïåðñïåêòèâíûõ ÑÀ, èñïîëüçóþùèõ ÷àñòè÷íóþ

çàêðóòêó äëÿ óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì âîêðóã öåíòðà ìàññ.

Ë È Ò Å Ð À Ò Ó Ð À

1. ÀëåêñååâÀ.Â. Äâèæåíèå ñèñòåìû ñîîñíûõ òåë ñ ìåä-

ëåííî âðàùàþùèìèñÿ ðîòîðàìè // Ñá. òð. XII Âñåðîñ. íàó÷í.-

òåõí. ñåìèíàðà ïî óïðàâëåíèþ äâèæåíèåì è íàâèãàöèè ëåòà-

òåëüíûõ àïïàðàòîâ. � Ñàìàðà: Èçä-âî Ñàìàð. ãîñ. àýðîêîñì.
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Ð.À.Âåïðèíöåâ

Òóëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

veprintsevroma@gmail.com

ÎÁ ÎÏÅÐÀÒÎÐÅ ÑÏËÅÒÅÍÈß ÄÀÍÊËß

Áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ îáîçíà÷åíèé è îïðåäåëåíèé, ïðèíÿ-

òûõ â [1]. Â ïðåäëàãàåìîì èññëåäîâàíèè ìû òàêæå ñóùåñòâåííî

îïèðàåìñÿ íà ðàáîòó [2], â êîòîðîé äîêàçàíî, ÷òî ïðè ïî÷òè âñåõ

x ∈ Rd ïðåäñòàâëÿþùèå ìåðû µκx îïåðàòîðà ñïëåòåíèÿ Äàíêëÿ

Vκ àáñîëþòíî íåïðåðûâíû îòíîñèòåëüíî ñóæåíèÿ ñòàíäàðòíîé

ìåðû Ëåáåãà â ïðîñòðàíñòâå Rd íà åãî áîðåëåâñêóþ σ -àëãåáðó,

åñëè ôóíêöèÿ êðàòíîñòè κ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïîëîæè-

òåëüíîñòè

∀α ∈ R+ κ(α) > 0. (1)

Ì.Ð�åñëåð â [3] äîêàçàëà, ÷òî äëÿ âñåõ ïîëèíîìîâ p íà Rd

Vκp(x) =

∫
Rd

p(y) dµκx(y), x ∈ Rd. (2)

Ïåðåéäåì îò ñåìåéñòâà ìåð {µκx}x∈Rd , îïðåäåëåííûõ íà áî-

ðåëåâñêîé σ -àëãåáðå ïðîñòðàíñòâà Rd , ê ñåìåéñòâó ìåð {µκx} ,
ãäå µκx åñòü åäèíñòâåííîå ïðîäîëæåíèå ìåðû µκx íà σ -àëãåáðó

èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâ â Rd .
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Ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà (2) îïåðàòîð Vκ ïðîäîëæàåòñÿ íà

êëàññ ôóíêöèé C(Rd) . Â [1] ïîñòðîåí îïåðàòîð Vκ èç L1,γκ(Bd)

â L1,κ(Sd−1) .

Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ êðàòíîñòè κ óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ (1) . Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(a) Åñëè φ ∈ L∞,γκ(Bd) , òî

Vκφ(x) =

∫
Bd

φ(y) dµκx(y) ïî÷òè âñþäó íà Sd−1 .

(b) Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó öåíòðàëüíî-

ñèììåòðè÷íîãî ìíîæåñòâà A ⊂ Bd

µκx(A) = µκ−x(A) ïî÷òè âñþäó íà Sd−1 .

(c) Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà

A ⊂ Bd

µκx(A) + µκ−x(A) = µκx(−A) + µκ−x(−A) ïî÷òè âñþäó íà Sd−1 .

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïîëîæåíèé (b) è (c) òåîðåìû 1 èñïîëü-

çóþòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà è ïîëîæåíèå (a) òåîðåìû 1.

Òåîðåìà 2. (1) Åñëè φ ∈ L1,γκ(Bd) è φ(−x) = φ(x) ïî÷òè

âñþäó íà Bd , òî Vκφ(−x) = Vκφ(x) ïî÷òè âñþäó íà Sd−1 .

(2) Åñëè φ ∈ L1,γκ(Bd) è φ(−x) = −φ(x) ïî÷òè âñþäó íà

Bd , òî Vκφ(−x) = −Vκφ(x) ïî÷òè âñþäó íà Sd−1 .

Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü Â.È. Èâàíîâó.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêò � 13-01-00045), Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ

(ãîñçàäàíèå � 1.1333.2014Ê).
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ÃÈÍÇÁÓÐÃÀ�ËÀÍÄÀÓ ÍÀ ÊÂÀÇÈÌÎÄÅËÜÍÛÕ

ÐÈÌÀÍÎÂÛÕ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈßÕ

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà âîïðîñàì ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëî-

æèòåëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó íà òàê íà-

çûâàåìûõ êâàçèìîäåëüíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Îïè-

øåì èõ ïîäðîáíåå.

Ïóñòü íåêîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå M èçîìåòðè÷-

íî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ R+ × S1 × S2 × ...× Sk , ãäå âñå Si �

êîìïàêòû áåç êðàÿ ðàçìåðíîñòè ni ñ ìåòðèêîé

ds2 = dr2 + g21(r)dθ
2
1 + g22(r)dθ

2
2 + ...+ g2k(r)dθ

2
k,

ãäå âñå gi(r) � ïîëîæèòåëüíûå ãëàäêèå íà R+ ôóíêöèè, à dθ2i �

ìåòðèêà íà ñîîòâåòñòâóþùåì êîìïàêòå Si .
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Ðàññìîòðèì íà M óðàâíåíèå

−∆u = c(x)f(u). (1)

Çäåñü ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà�Áåëüòðàìè íà M , c(x) > 0 íà

M , à f � ëîêàëüíî-ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ íà [0, a] , òàêàÿ ÷òî

f(0) = f(a) = 0, f(u) > 0 íà (0, a).

Âñþäó íèæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæèòåëü-

íûõ êîíñòàíò c1, c2, òàêèõ ÷òî 0 < c1 6 c(x) 6 c2 < +∞ .

Äàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ñòàöèîíàðíîãî óðàâ-

íåíèÿ Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå:

−∆u = αu− βu3,

ãäå α > 0 è β > 0 .

Ïóñòü G(r) = gn1
1 (r)gn2

2 (r) · ... · gnk
k (r) .

Òåîðåìà. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû q > 1 âûïîë-

íåíî

lim sup
ρ→∞

ρ
2

q−1


2ρ∫

ρ/4

G(r)dr

ρ∫
ρ/2

G(r)dr


1

q−1

∞∫
2ρ

ds

G(s)
= +∞

è ñóùåñòâóþò δ(q) > 0 è σ(q, δ) > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ

s ∈ (0, δ) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî f(s) > σsq.

Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå

óñëîâèþ 0 6 u 6 a , ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé êîíñòàíòîé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêò � 13-01-97038-ð_ïîâîëæüå_à).
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ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÎÂ

Ïóñòü Ω � âûïóêëàÿ îáëàñòü â C ; HΩ (θ) � îïîðíàÿ ôóíê-

öèÿ îáëàñòè Ω â ñìûñëå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà; H � ïðîñòðàí-

ñòâî ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â Ω , ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ; π(z) � öåëàÿ ôóíêöèÿ âïîëíå ðå-

ãóëÿðíîãî ðîñòà ïðè íåêîòîðîì óòî÷íåííîì ïîðÿäêå ρ(r) →
→ ρ ∈ (0, 1) ñ âñþäó ïîëîæèòåëüíûì èíäèêàòîðîì. Â ýòîì

ñëó÷àå ñóùåñòâóåò òàêîå κ > 1 , ÷òî âíå íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà

íóëåâîé îòíîñèòåëüíîé ìåðû κ−1 |z| 6 µ̂(|π(z)|) 6 κ |z| , ãäå
µ̂ (r) = ν(ln r) , ν � îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè µ(r) := rρ(r) .

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð áåñêî-

íå÷íîãî ïîðÿäêà π(D) : H → H . Î÷åâèäíî, ÷òî îí íåïðåðûâåí.

Ãîâîðÿò, ÷òî çàìêíóòîå π(D) -èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

W ⊆ H äîïóñêàåò ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç, åñëè îíî ñîâïàäà-

åò ñ çàìûêàíèåì â H ëèíåéíîé îáîëî÷êè êîðíåâûõ ýëåìåíòîâ

îïåðàòîðà π(D) , ñîäåðæàùèõñÿ â W .
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Ïóñòü S := {S1, S2} � ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèîíàëîâ íà H ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè F è

G ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì çàìêíóòîå π(D) -èíâàðèàíòíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî

WS :={f ∈ H : ⟨Sn, π(D)kf⟩ = 0, Sn ∈ S, k ∈ {0, 1, . . .}} ⊆ H.

Åñëè S1 = S2 , òî ïîäïðîñòðàíñòâî WS äîïóñêàåò ñïåê-

òðàëüíûé ñèíòåç (ñëó÷àé π(ζ) ∈ C[ζ] ðàññìîòðåí [1], îáùèé

ñëó÷àé � â [2]). Ðàññìîòðèì ñëó÷àé S1 ̸= S2 .

Ïóñòü èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå F = φfF è G = φgG , ãäå

φ � íåêîòîðàÿ öåëàÿ ôóíêöèè, à f, F, g,G ÿâëÿþòñÿ êîìïîçè-

öèÿìè âèäà f := f̂ ◦π , F := F̂ ◦π , g := ĝ ◦π , G := Ĝ◦π , ãäå f̂ ,
F̂ , ĝ , Ĝ � òîæå íåêîòîðûå öåëûå ôóíêöèè. Ïóñòü Λ̂ := {λ̂i} ,
Γ̂ := {γ̂i} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé ôóíêöèé F̂ è Ĝ , âñå

ýëåìåíòû Λ̂ è Γ̂ ëåæàò âíå åäèíè÷íîãî êðóãà è

∆ := max

{
sup
λ̂n∈Λ̂

n

µ̂(|λ̂n|)
; sup

γ̂n∈Γ̂

n

µ̂(|γ̂n|)

}
< +∞,

à äëÿ èíäèêàòîðîâ hfG , hgF ôóíêöèé fG è gF è íåêîòîðîé

îãðàíè÷åííîé òðèãîíîìåòðè÷åñêè âûïóêëîé 2π -ïåðèîäè÷åñêîé

ôóíêöèè h (θ) âûïîëíåíû îöåíêè: max {hfG (θ) , hgF (θ)} <

< h (θ) < HΩ(θ) .

Òåîðåìà. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0 , óäîâëåòâîðÿþùåãî

óñëîâèþ h (θ)+δ < HΩ (θ) , íóëåâûå ìíîæåñòâà Λ̂ è Γ̂ ìîæíî

óïîðÿäî÷èòü òàê, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

lim
n→∞

lnSn
µ̂ (tn)

< −κ1+2ρ

(
2κ

∆

δ

) 2
1−ρ

(h+ δ) ,

ãäå Sn :=
∑

i>n

∣∣∣ 1γ̂i − 1
λ̂i

∣∣∣ , tn := maxi=1,...,nmax
{
|λ̂i|, |γ̂i|

}
,

h=hmax−min {hmin; 0} , hmax :=max
θ
h (θ) , hmin :=min

θ
h (θ) ,
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òî çàìêíóòîå π(D)-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî WS ⊆ H

äîïóñêàåò ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç.
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ÑÂÎÁÎÄÍÛÅ ÊÎÌÌÓÒÀÒÈÂÍÛÅ ÎÏÅÐÀÄÛ

Â ðàáîòàõ [1] è [2] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå êîììóòàòèâíîé

îïåðàäû. Êîììóòàòèâíûå îïåðàäû (íàä ôèêñèðîâàííîé âåð-

áàëüíîé êàòåãîðèåé) îáðàçóþò ïîäìíîãîîáðàçèå â ìíîãîîáðà-

çèè âñåõ îïåðàä, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ìíîãîñîðòíûå óíèâåð-

ñàëüíûå àëãåáðû. Ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíû ñóùåñòâîâàòü ñâî-

áîäíûå àëãåáðû ýòîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ, òî åñòü ñâîáîäíûå êîì-

ìóòàòèâíûå îïåðàäû. Â äàííîé çàìåòêå ïîëó÷åíû ïåðâûå ðå-

çóëüòàòû îá èõ ñòðîåíèè.

Íàïîìíèì êîíñòðóêöèþ ñâîáîäíûõ Σ -îïåðàä èç ðàáîòû [1]

(ñ. 687�688). Ïóñòü S � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, S∗

� ñâîáîäíûé ìîíîèä ñ áàçèñîì S . Ðàññìîòðèì îïåðàäó G c

êîìïîíåíòàìè G(n) = (S∗)n . Îïðåäåëèì â íåé ïîäîïåðàäó
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PCS . Ýëåìåíòû PCS(n) � ýòî óïîðÿäî÷åííûå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè (w1, . . . , wn) ñëîâ â àëôàâèòå S , òàêèå, ÷òî ñîâîêóïíîñòü

{w1, . . . , wn} ÿâëÿåòñÿ �ïðåôèêñíûì êîäîì�, ò. å. âñå ýòè ñëîâà

ðàçëè÷íû, è íè îäíî èç íèõ íå ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì äðóãîãî.

Òåîðåìà 1. PCS ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé Σ-îïåðàäîé ñ áàçè-

ñîì XS = {XS,n|n > 1} , ãäå XS,n ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ

(s1, . . . , sn) , s1, . . . , sn ∈ S è s1 < . . . < sn . Äëÿ ëþáîãî ñå-

ìåéñòâà Ω = {Ωn|Ωn ⊆ XS,n, n > 1} ïîäîïåðàäà îïåðàäû

PCS , ïîðîæäåííàÿ ýòèì ñåìåéñòâîì, áóäåò ñâîáîäíîé îïå-

ðàäîé ñ áàçèñîì Ω . Äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ

ìíîæåñòâ Ω = {Ωn|n > 1} ìîæíî íàéòè ëèíåéíî óïîðÿ-

äî÷åííîå ìíîæåñòâî S è íàáîð èíúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé

Ωn → XS,n äëÿ âñåõ n > 1 .

Ðàññìîòðèì ñâîáîäíûé êîììóòàòèâíûé ìîíîèä Z , ïîðîæ-

äåííûé òåì æå ìíîæåñòâîì S . Åìó ñîîòâåòñòâóåò êîììóòàòèâ-

íàÿ îïåðàäà Z ñ êîìïîíåíòàìè Z(n) = Zn .

Òåîðåìà 2. Σ-ïîäîïåðàäà îïåðàäû Z , ïîðîæäåííàÿ ýëå-

ìåíòàìè ìíîæåñòâà XS = {XS,n|n > 1} , îïðåäåëÿåìîãî êàê
â òåîðåìå 1, ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé êîììóòàòèâíîé Σ-îïåðàäîé

ñ áàçèñîì XS . Ëþáàÿ ñâîáîäíàÿ êîììóòàòèâíàÿ îïåðàäà èçî-

ìîðôíà ïîäîïåðàäå òàêîãî âèäà.

Îòìåòèì, ÷òî èçó÷åíèå êîììóòàòèâíûõ îïåðàä èìååò òàêæå

è ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå (ñì. [3]).

Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò ñðåäñòâ ñóáñèäèè, âûäåëåííîé

Êàçàíñêîìó (Ïðèâîëæñêîìó) ôåäåðàëüíîìó óíèâåðñèòåòó äëÿ

âûïîëíåíèÿ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ â ñôå-

ðå íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè (ïðîåêò � 2045).
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ÎÄÍÎÌÅÐÍÛÕ ÖÈÊËÎÂ, ÏÎÐÎÆÄÀÞÙÈÕ

ÁÀÇÈÑ ÃÐÓÏÏÛ ÎÄÍÎÌÅÐÍÛÕ ÃÎÌÎËÎÃÈÉ

ÇÀÌÊÍÓÒÎÃÎ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈß

Ïóñòü ïîëèýäð P � m -ìåðíîå çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå, s ∈
∈ V � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà. Òàêæå èçâåñòíû çíà÷åíèÿ èí-

äåêñíîé âåêòîð-ôóíêöèè J (ñì. [5]) îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî

áàçèñà Hm−1(P ) . Çäåñü Hk(P ) � ãðóïïû ãîìîëîãèé P ñ êîýô-

ôèöèåíòàìè èç ïîëÿ Z2 , k = 1, · · · ,m , L : C1(P ) → R �

íåîòðèöàòåëüíàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ.
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Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì âñå íàáîðû z1, · · · , zk 1-

öèêëîâ ïîëèýäðà P , ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó s . Îòñîðòèðóåì

âíóòðè êàæäîãî íàáîðà öèêëû ïî çíà÷åíèþ L(zi) , à ñàìè íà-

áîðû � ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïî çíà÷åíèÿì L íà öèêëàõ íàáîðà.

Àëãîðèòì ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî íàáîðà öèêëîâ, ïðîõîäÿ-

ùèõ ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó è ïîðîæäàþùèõ áàçèñ H1(P ) :

Øàã 1. Íàõîæäåíèå ìèíèìàëüíûõ ïóòåé äî âñåõ âåðøèí

P èç òî÷êè s ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Äåéêñòðû (ñì. [1]).

Øàã 2. Äëÿ êàæäîãî ðåáðà P ñòðîèòñÿ öèêë, ïîëó÷åííûé

îáüåäèíåíèåì ðåáðà è ìèíèìàëüíûõ ïóòåé îò åãî êîíöîâ ê òî÷-

êå s .

Øàã 3. Ñîðòèðîâêà ïîëó÷åííûõ öèêëîâ ïî íåóáûâàíèþ

äëèí.

Øàã 4. Íàõîæäåíèå ïåðâûõ p ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ öèê-

ëîâ èç ðàíåå îòñîðòèðîâàííîãî íàáîðà ïðÿìûì õîäîì ìåòîäà

Ãàóññà.

Àëãîðèòì ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü ïîèñê çà âðåìÿ

O(n lg n+ np2),

ãäå n � êîëè÷åñòâî ñèìïëåêñîâ â ïîëèýäðå, p � ðàíã Hm−1(P ) .

Â ðàáîòå [4] îïèñàí àíàëîãè÷íûé æàäíûé àëãîðèòì äëÿ çà-

äà÷è ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî íàáîðà öèêëîâ, îáðàçóþùåãî áàçèñ

H1(P ) äëÿ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé áåç êðàÿ, â [2] è [3] ìåòîä

îáîáù¼í äëÿ ìíîãîîáðàçèé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Ïðåä-

ëîæåííûé àâòîðîì ìåòîä ïðèìåíèì äëÿ çàìêíóòûõ ìíîãîîá-

ðàçèé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè, ÷òî îòëè÷àåò åãî îò ìåòîäà

èç [4], ïðè ýòî èìååò ëó÷øóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ ñëîæíîñòü, ÷åì

ìåòîäû èç [2] è [3].
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Ý.È. Ãàëèìîâà, Í.Â.Òèìåðáàåâà

Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò

ÑÐÀÂÍÈÒÅËÜÍÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ

ÐÎÑÑÈÉÑÊÎÉ È ÑÈÍÃÀÏÓÐÑÊÎÉ ÌÅÒÎÄÈÊ

ÏÐÅÏÎÄÀÂÀÍÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

Ìàòåìàòèêà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé, à ÷àñòî è îñíîâîïîëàãàþ-

ùåé, ÷àñòüþ îáùåãî îáðàçîâàíèÿ. Íè îäíà îáëàñòü ÷åëîâå÷å-

ñêîé äåÿòåëüíîñòè íå ñìîæåò îáîéòèñü áåç ìàòåìàòèêè.Øêîëü-

íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå ñïîñîáñòâóåò îâëàäåíèþ çíà-

íèÿìè, íåîáõîäèìûìè â ñîâðåìåííîì ìèðå; ïðèîáðåòåíèþ íà-
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âûêîâ ëîãè÷åñêîãî è àëãîðèòìè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ; ôîðìèðîâà-

íèþ îòâåòñòâåííîñòè; âîñïèòàíèþ ñïîñîáíîñòè ê àäåêâàòíîìó

è îáúåêòèâíîìó âîñïðèÿòèþ îêðóæàþùåãî ìèðà.

Êàê èçâåñòíî, ó÷åáíûé êóðñ ìàòåìàòèêè ïîñòîÿííî îêàçû-

âàåòñÿ ïåðåä íåîáõîäèìîñòüþ ïðåîäîëåâàòü ïðîòèâîðå÷èå ìåæ-

äó ìàòåìàòèêîé � ðàçâèâàþùåéñÿ íàóêîé è ñòàáèëüíûì ÿä-

ðîì ìàòåìàòèêè � ó÷åáíûì ïðåäìåòîì. Ðàçâèòèå íàóêè òðåáóåò

íåïðåðûâíîãî îáíîâëåíèÿ ñîäåðæàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðà-

çîâàíèÿ, ñáëèæåíèÿ ó÷åáíîãî ïðåäìåòà ñ íàóêîé.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ðÿäå øêîë Ðåñïóáëèêè Òàòàðñòàí øè-

ðîêî èñïîëüçóåòñÿ ñèíãàïóðñêàÿ ìåòîäèêà ïðåïîäàâàíèÿ. Ïî-

ýòîìó íàì ïðåäñòàâëÿëîñü èíòåðåñíûì ñðàâíèòü ìåòîäèêè ïðå-

ïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè â äâóõ ñòðàíàõ, à, èìåííî, ðîññèéñêîé

è ñèíãàïóðñêîé ìåòîäèê. Ïðîâåäåííûé ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç

ïîçâîëÿåò çàìåòèòü, ÷òî â ðîññèéñêîé ìåòîäèêå îáó÷åíèÿ áîëü-

øèíñòâî ó÷àùèõñÿ áîëüøóþ ÷àñòü óðîêà îñòàþòñÿ íàáëþäàòå-

ëÿìè, ñëóøàþò ìíåíèå äðóãèõ. Â êà÷åñòâå ïðåèìóùåñòâ äàííîé

ìåòîäèêè ìîæíî îòìåòèòü ðàçâèòèå ìûñëèòåëüíîé äåÿòåëüíî-

ñòè ó÷àùèõñÿ; ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé; ôîðìè-

ðîâàíèå èíòåðåñà ê ó÷åíèþ; âîñïèòàíèå àêòèâíîñòè â îáó÷åíèè;

ôîðìèðîâàíèå òâîð÷åñêîãî íà÷àëà.

Â îñíîâó æå, òàê íàçûâàåìîé, ñèíãàïóðñêîé ñèñòåìû ïðåïî-

äàâàíèÿ ïîëîæåíû êîììóíèêàòèâíîñòü è ñîòðóäíè÷åñòâî. Ýòà

ñèñòåìà îñíîâàíà íà êîìàíäíûõ ôîðìàõ ðàáîòû, ñîçäàíèè ïñè-

õîëîãè÷åñêè êîìôîðòíîé, áåçîïàñíîé ñðåäû äëÿ îáó÷àþùèõ-

ñÿ, èñïîëüçîâàíèè ðàçíîîáðàçíûõ ñòðóêòóð êàê äëÿ àêàäåìè-

÷åñêèõ öåëåé, òàê è äëÿ êëàññáèëäèíãà (îáúåäèíåíèå êëàññà),

òèìáèëäèíãà (îáúåäèíåíèå êîìàíäû), ó÷åíèêè ìîãóò ðàáîòàòü

â ïàðàõ èëè ãðóïïàõ è ò.ä. Îáùàÿñü ñ ñîñåäîì, ïðîãîâàðè-

âàÿ åìó âûó÷åííûå ôîðìóëèðîâêè, èìåÿ âîçìîæíîñòü íàó÷èòü
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êîãî-òî òîìó, ÷òî çíàåøü ñàì, è ïîëó÷èòü, â ñëó÷àå íåîáõîäè-

ìîñòè, êîíñóëüòàöèþ èëè ðàçúÿñíåíèå, ó÷åíèêè ôîðìèðóþò è

ïîçèòèâíîå îòíîøåíèå ê ïðåäìåòó, è íàâûêè âûïîëíåíèÿ ðàç-

ëè÷íûõ çàäàíèé.

Òðàäèöèîííîå îáó÷åíèå, ïðèñóùåå ðîññèéñêîé ñèñòåìå, îñ-

íîâûâàåòñÿ íà ïðèíöèïå �ó÷èòåëü � ó÷åíèê�, ãäå óðîê ïðîõîäèò

â âèäå ëåêöèè, à çà óðîê óñïåâàþò îòâåòèòü òîëüêî äâà-òðè

ó÷åíèêà. Ïî ñèíãàïóðñêîé ñèñòåìå âî âðåìÿ óðîêà çàäåéñòâî-

âàí âåñü êëàññ. Êàæäûé ðåáåíîê äîëæåí áûòü óñëûøàí. Ñèíãà-

ïóðñêàÿ ìåòîäèêà ïðåïîäàâàíèÿ ðàçâèâàåò â ó÷åíèêå æèçíåííî

íåîáõîäèìûå â ëþáîå âðåìÿ êà÷åñòâà, òàêèå êàê êîììóíèêàòèâ-

íîñòü, ñîòðóäíè÷åñòâî, êðèòè÷åñêîå ìûøëåíèå, êðåàòèâíîñòü.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â îáåèõ ìåòîäèêàõ îáó÷åíèÿ ìàòåìà-

òèêå áîëüøàÿ ðîëü â îòáîðå ñðåäñòâ, ìåòîäîâ è ïðèåìîâ ðàáîòû

íà óðîêå îòâîäèòñÿ ó÷èòåëþ. Óñïåõ äåëà çàâèñèò âî ìíîãîì îò

òîãî, íàñêîëüêî ãëóáîêî ïðîíèêàåò ó÷èòåëü â ñïåöèôèêó ó÷åá-

íîãî ìàòåðèàëà, íàñêîëüêî óìåëî ñòàâèò ó÷åáíûå ïîçíàâàòåëü-

íûå çàäà÷è, ó÷èòûâàåò óðîâåíü îáùåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ïîä-

ãîòîâêè ó÷àùèõñÿ, èõ ëè÷íîñòíûå êà÷åñòâà, íàñêîëüêî óìåëî

ïðîãíîçèðóåò ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíèÿ òîãî èëè èíîãî ñðåä-

ñòâà, ìåòîäà èëè ïðèåìà.
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ÇÀÌÅ×ÀÒÅËÜÍÛÅ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ

Â ìàòåìàòèêå òåìà �Íåðàâåíñòâà� çàíèìàåò îäíî èç âàæ-

íûõ ìåñò. Â øêîëå äåòè íà÷èíàþò èçó÷àòü ýòó òåìó óæå â

íà÷àëüíûõ êëàññàõ, ãäå îíè çíàêîìÿòñÿ ñî ñâîéñòâàìè íåðà-

âåíñòâ è ìåòîäàìè èõ ðåøåíèÿ â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ. Ðåøå-

íèå çàäà÷ ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ èñïîëüçóåòñÿ â êàæäîé îáëà-

ñòè ìàòåìàòèêè: â àëãåáðå, â ãåîìåòðèè, â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,

â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå è äðóãèõ äèñöèïëèíàõ. Íà ïðàêòèêå

ó÷àùèåñÿ ñòàëêèâàþòñÿ ñ òåì, ÷òî íåêîòîðûå çàäà÷è íåâîçìîæ-

íî ðåøèòü ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì, òî åñòü ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ

çàìå÷àòåëüíûå íåðàâåíñòâà, òàêèå êàê íåðàâåíñòâà Êîøè, Áåð-

íóëëè, Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî.

Â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷-

íûå íåðàâåíñòâà. Ìíîãèå èç íèõ îñíîâàíû íà î÷åíü ïðîñòîì

íåðàâåíñòâå î ñðåäíèõ, ïîÿâèâøåìñÿ åùå â äðåâíèå âðåìåíà:
1
2(a+ b) >

√
ab , ãäå a, b > 0.

Èçâåñòíî, ÷òî âåëèêèé ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Îãþñòåí

Ëóè Êîøè (1789�1857) â íà÷àëå XIX âåêà çàíèìàëñÿ îáîáùå-

íèåì ýòîãî íåðàâåíñòâà. Ñàìûì èíòåðåñíûì îêàçàëîñü îáîáùå-

íèå, êîòîðîå ïîêàçàíî â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà (Íåðàâåíñòâî Êîøè). Ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë íå áîëüøå ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêî-

ãî ýòèõ æå ÷èñåë: 1
n(a1 + a2 + ... + an) > √

a1a2...an , ãäå

a1, a2, ..., an > 0.

Ðàâåíñòâî â íåðàâåíñòâå Êîøè äîñòèãàåòñÿ, êîãäà âñå ó÷àñò-

âóþùèå â í¼ì ÷èñëà îäèíàêîâû.
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Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êîøè ìîæíî íàõîäèòü íàèáîëüøåå

è íàèìåíüøåå íåêîòîðûõ âûðàæåíèé. Íàïðèìåð, åñëè ñóììà

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, ..., an ðàâíà a , òî ïðîèçâåäåíèå

ýòèõ ÷èñåë ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïðè a1 = a2 =

= ... = an = a
n è ýòî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ðàâíî ( an)

n . Åñëè

ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, ..., an ðàâíî b, òî

èõ ñóììà ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïðè a1 = a2 = ... =

= an = n
√
b, è ýòî çíà÷åíèå ðàâíî n · n

√
b .

Ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èí-

òåðåñ è ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ � ýòî íåðàâåí-

ñòâî Áåðíóëëè:

(1 + x)n > 1 + nx, x > −1, n > 0.

Ðàâåíñòâî â íåì äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n=1

èëè x=0.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè, ðåøèì óðàâíåíèå:
7
√
1
√
1− x2 +

7
√

1−
√
1− x2 = 2 . Èìååì

(1+
√

1−x2)
1
7 +(1−

√
1−x2)

1
7 6 1+

1

7

√
1−x2+1− 1

7

√
1−x2 = 2.

Ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü ïðè
√
1− x2 = 0 , ò. å. x = ±1 .

Ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî x = ±1 � êîðíè óðàâíåíèÿ.

Îäíèì èç êðàñèâåéøèõ íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî: äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a1, ..., an, b1, ..., bn

(a1b1 + a2b2 + ...+ anbn)
2 6 (a21 + ..+ a2n)(b

2
1 + ..+ b2n).

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ x âûïîë-

íèòñÿ íåðàâåíñòâî
√
2x+ 7+2

√
3 + 5x+3

√
4− 7x 6 14. Ïðèìå-

íèì íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, êîòîðîå äàåò äëÿ ëþáîãî

äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ x ñîîòíîøåíèå:

√
2x+ 7 + 2

√
3 + 5x+ 3

√
4− 7x 6
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6
√

(
√
2x+ 7)2 + (

√
3 + 5x)2 + (

√
4− 7x)2 ·

√
12 + 22 + 32 = 14.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ìàòåðèàë î çàìå÷àòåëüíûõ

íåðàâåíñòâàõ ïîëåçåí ïðè ðåøåíèè çàäàíèé åäèíîãî ãîñóäàð-

ñòâåííîãî ýêçàìåíà è çàäà÷ ïîâûøåííîãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè.

Ë È Ò Å Ð À Ò Ó Ð À

1. ÃîìîíîâÑ.À. Çàìå÷àòåëüíûå íåðàâåíñòâà: ñïîñîáû ïî-

ëó÷åíèÿ è ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ: 10 � 11 êëàññû. Ó÷åáíîå ïî-

ñîáèå. 2-å èçä. � Ì.: Ïðîñâåùåíèå, 2006. � 256 ñ.

2. ÈâàíîâÎ.À. Ýëåìåíòàðíàÿ ìàòåìàòèêà äëÿ øêîëüíè-

êîâ, ñòóäåíòîâ, ïðåïîäàâàòåëåé. � Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2009. � 384 ñ.

3. ÊîðîâêèíÏ.Ï. Íåðàâåíñòâà. � Ì.: Íàóêà, 1983. � 56 ñ.

4. ÑåäðàêÿíÍ.Ì., ÀâîÿíÀ.Ì. Íåðàâåíñòâà. Ìåòîäû äîêà-

çàòåëüñòâà. � Ì.: Ôèçìàòëèò, 2002.

Ë.È. Ãàôèÿòóëëèíà

Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

ga�yat@gmail.com

ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ ÒÈÏÀ ÏÎËÈÀ�ÑÅÃ� È ÌÀÊÀÈ

ÄËß ÅÂÊËÈÄÎÂÎÃÎ ÌÎÌÅÍÒÀ ÈÍÅÐÖÈÈ

ÂÛÏÓÊËÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ

Ïóñòü Ω � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,

ρ(z, ∂Ω) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè z äî ãðàíèöû ∂Ω îáëàñòè Ω ,

ρ(Ω) � ðàäèóñ ìàêñèìàëüíîãî âïèñàííîãî â îáëàñòü Ω êðóãà,

A(Ω) � ïëîùàäü îáëàñòè Ω . Ôèçè÷åñêèé ôóíêöèîíàë

P(Ω) := 2

∫∫
Ω

u(z,Ω) dA (1)
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íàçûâàåòñÿ æåñòêîñòüþ êðó÷åíèÿ îáëàñòè Ω , ãäå u(z,Ω) � ðå-

øåíèå êðàåâîé çàäà÷è ∆u = −2 â Ω , u = 0 íà ãðàíèöå ∂Ω .

Â 1951 ã. Ã.Ïîëèà è Ã.Ñåã¼ äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîé âûïóê-

ëîé îáëàñòè èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

P(Ω) > 1

2
A(Ω)ρ(Ω)2, (2)

ðàâåíñòâî â êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ, êîãäà Ω � êðóã.

Â 1962 ã. Å.Ìàêàè áûëî ïîëó÷åíî îáðàòíîå íåðàâåíñòâî, à

èìåííî, ÷òî äëÿ ëþáîé âûïóêëîé îáëàñòè

P(Ω) <
4

3
A(Ω)ρ(Ω)2, (3)

ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ 4/3 � íàèëó÷øàÿ èç âîçìîæíûõ.

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêèé ôóíêöèîíàë

I2(Ω) := 2

∫∫
Ω

ρ(z, ∂Ω)2 dA, (4)

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì ìîìåíòîì èíåðöèè îáëàñòè Ω

îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ω � âûïóêëàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè.

Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

I2(Ω) >
1

6
A(Ω)ρ(Ω)2, (5)

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Ω � îïèñàííûé îêîëî îêðóæíîñòè ìíîãîóãîëüíèê.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîé âûïóêëîé îáëàñòè Ω èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî

I2(Ω) <
1

3
A(Ω)ρ(Ω)2, (6)

ïðè ýòîì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî äëÿ âûðîæäåííûõ îáëà-

ñòåé.
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Â ÷àñòíîñòè, ðàâåíñòâî â òåîðåìå 2 äîñòèãàåòñÿ â ïðåäåëå

äëÿ óçêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñî ñòîðîíàìè a è b , ãäå b/a →
→ 0 . Íåðàâåíñòâî (5) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì íåðàâåíñòâà Ã.Ïîëèà

è Ã.Ñåã¼, à (6) � àíàëîãîì íåðàâåíñòâà Å.Ìàêàè.
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3. ÏîëèàÃ., Ñåã¼ Ã. Èçîïåðèìåòðè÷åñêèå íåðàâåíñòâà â ìà-

òåìàòè÷åñêîé ôèçèêå. � Ì.: Ôèçìàòãèç, 1962. � 336 ñ.

4. Makai E. On the principal frequency of a membrane and the

torsional rigidity of a beam // Studies in Math. Analysis and

Related Topics.� Stanford University Press, 1962. � P. 227�231.

À.À. Ãîðøêîâ

Íèæåãîðîäñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé

óíèâåðñèòåò èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî,

tiger-nn@mail.ru

ÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÉ ÑÅÊÂÅÍÖÈÀËÜÍÛÉ ÏÐÈÍÖÈÏ

ËÀÃÐÀÍÆÀ ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×

ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Îñîáåííîñòüþ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ èõ âîçìîæíàÿ

íåêîððåêòíîñòü [1], êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ â íåñóùåñòâîâàíèè
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êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé è íåóñòîé÷èâîñòè ýòèõ ðåøåíèé â çàâè-

ñèìîñòè îò âîçìóùåíèé èñõîäíûõ äàííûõ. Óñòîé÷èâûé ïðèí-

öèï Ëàãðàíæà â ñåêâåíöèàëüíîé ôîðìå íà îñíîâå ìåòîäà äâîé-

ñòâåííîé ðåãóëÿðèçàöèè [2] ïîçâîëÿåò ðåøàòü íåêîððåêòíûå çà-

äà÷è. Îòëè÷èå ñåêâåíöèàëüíîãî ïîäõîäà îò êëàññè÷åñêèõ ìåòî-

äîâ [3] çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåõîäå c ÿçûêà îïòèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ

íà ÿçûê ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé [4].

Â ðàáîòàõ [1], [2] ìåòîä äâîéñòâåííîé ðåãóëÿðèçàöèè ðàñ-

ñìàòðèâàëñÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îäíàêî â íåêîòî-

ðûõ êîíêðåòíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷àõ âîçíèêàåò íåîáõî-

äèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ðàâíîìåðíî âûïóêëîãî áàíàõîâà ïðî-

ñòðàíñòâà â êà÷åñòâå íåñóùåãî ïðîñòðàíñòâà äîïóñòèìûõ ýëå-

ìåíòîâ èñõîäíîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è.

Â äîêëàäå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ ñ ôóíêöèîíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè äëÿ ëèíåéíîãî ïà-

ðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â äèâåðãåíòíîé ôîðìå. Åå îñîáåííî-

ñòüþ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ôóíêöèîíàëû, çàäàþùèå îãðàíè÷åíèÿ

òèïà ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà îïðåäåëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì çíà-

÷åíèé ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â íåêîòîðîì äèñ-

êðåòíîì íàáîðå òî÷åê, âîçìîæíî è ãðàíè÷íûõ, îáëàñòè èç-

ìåíåíèÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è.

Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî òðåáóåò ïîãðóæåíèÿ ìíîæåñòâà äî-

ïóñòèìûõ ýëåìåíòîâ â ðåôëåêñèâíîå, à èìåííî, â ðàâíîìåðíî

âûïóêëîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ñ p -é ñòåïåíüþ,

2 < p < +∞ , ôóíêöèé.

Îòìå÷åííàÿ âûøå çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å âû-

ïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñëåäóþùåãî âèäà:

f0(z) → min, A0z = h0, g0i (z) 6 0, i = 1, ...,m, z ∈ D ⊂ Z, (1)

ãäå f0 : D → R � ëèïøèöåâûé ñòðîãî ðàâíîìåðíî âûïóêëûé
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íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë, A0 : Z → H � ëèíåéíûé íåïðåðûâ-

íûé îïåðàòîð, g0i : D → R, i = 1, ...,m, � ëèïøèöåâû âûïóêëûå

ôóíêöèîíàëû, g0(z) ≡ (g01(z), ..., g
0
m(z))∗ , h0 ∈ H, � çàäàííûé

ýëåìåíò, D � âûïóêëîå çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî,

Z, H � ðåôëåêñèâíûå ïðîñòðàíñòâà.

Äëÿ çàäà÷è (1), à ñëåäîâàòåëüíî, è äëÿ îïòèìèçàöèîííûõ

çàäà÷, ñâîäÿùèõñÿ ê íåé, ìîæåò áûòü ïîëó÷åí óñòîé÷èâûé ñå-

êâåíöèàëüíûé ïðèíöèï Ëàãðàíæà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷è-

âûì ïî îòíîøåíèþ ê îøèáêàì èñõîäíûõ äàííûõ, áîëåå òîãî,

ïðè îïðåäåëåííûõ åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ íà èñõîäíûå äàííûå

çàäà÷è ñèëüíî ñõîäèòñÿ ê åå ðåøåíèþ. Ïðè ýòîì îòñóòñòâèå â

èñõîäíîé è âîçìóùåííîé çàäà÷àõ ñåäëîâîé òî÷êè ôóíêöèîíàëà

Ëàãðàíæà íèêîèì îáðàçîì íå âëèÿåò íà ýòó ñõîäèìîñòü.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêòû � 12-01-00199-à, � 13-07-97028-p_ïîâîëæüå_a, � 13-02-

12155-îôè_ì), Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ â ðàì-

êàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ â ñôåðå íàó÷-

íîé äåÿòåëüíîñòè â 2014�2016 ãã. (øèôð çàÿâêè 1727), à òàê-

æå ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà â ðàìêàõ ñîãëàøåíèÿ îò 27 àâãóñòà

2013 ã. � 02.Â.49.21.0003 ìåæäó Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ è

íàóêè ÐÔ è Íèæåãîðîäñêèì ãîñóíèâåðñèòåòîì èì. Í. È. Ëîáà-

÷åâñêîãî.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíîå ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå

óðàâíåíèå âèäà

K(u)≡a(x)u(x)+
∫
D

f(θ)h(x, y, u(y))

|x− y|2
dy=g(x), θ=

x− y

|x− y|
, (1)

ãäå D � êðóã åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîð-

äèíàò, x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ D � åãî òî÷êè, |x − y| �
åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè, ôóíêöèè a(x) ∈
∈ C(D), g(x) ∈ L2(D) � äàííûå, u(x) ∈ L2(D) � èñêîìàÿ;

õàðàêòåðèñòèêà f(θ) ∈ L1[0, 2π] óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäèìîìó è

äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà

èç (1) â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ [1]:

π∫
−π

f(θ)dθ = 0,
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à äàííàÿ ôóíêöèÿ h(x, y, z) ∈ C(D×D) ïðè ïðîèçâîëüíî ôèê-

ñèðîâàííîì z è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî òðåòüåìó

àðãóìåíòó ïðè ôèêñèðîâàííûõ x, y .

Îòìåòèì, ÷òî íàìè ðàíåå (ñì., íàïð., ãëàâó II â äèññåðòà-

öèè [2], â ÷àñòíîì ñëó÷àå h(x, y, z)=h1(x, y)·z (h1∈C(D×D))

ïîëó÷åíû ïðîñòûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-

ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), à òàêæå íà èõ îñíîâå îáîñ-

íîâàíû ïðîñòûå âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû èòåðàöèîííîãî, ïðîåê-

öèîííîãî è ïðîåêöèîííî-èòåðàòèâíîãî ìåòîäîâ; ïðè ýòîì ïîëó-

÷åííûå äëÿ óêàçàííûõ ìåòîäîâ îöåíêè ïîãðåøíîñòè àâòîìàòè-

÷åñêè ðåàãèðóþò íà ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà çàäàííûõ ôóíêöèé.

Â äàííîì ñîîáùåíèè ìû ðåøàåì àíàëîãè÷íûå âîïðîñû äëÿ

óðàâíåíèÿ (1). Ïðè îáîñíîâàíèè ïðèáëèæåííûõ ñõåì íàìè èñ-

ïîëüçóåòñÿ ìåòîä ãëàäêèõ îïåðàòîðîâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ òàêæå íà àíàëîãè óðàâíåíèÿ (1), çàäàííûå

â n -ìåðíîì åäèíè÷íîì øàðå ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç R+ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó ïîëîæè-

òåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òîïîëîãè÷å-

ñêèõ ãðóïï G1 , G2 îáîçíà÷èì ÷åðåç G1 iG2 ïîëóïðÿìîå ïðî-

èçâåäåíèå ãðóïï, ñíàáæåííîå òîïîëîãèåé ïðîèçâåäåíèÿ íà ïðî-

ñòðàíñòâå G1 ×G2 .

Îïðåäåëåíèå 1. Áèåêöèÿ f : X → X ìåòðè÷åñêîãî ïðî-

ñòðàíñòâà (X, ρ) íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ α-ïîäîáèåì (α ∈ R+ ),

åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, y ∈ X âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

ρ(f(x), f(y)) = α · ρ(x, y).

Áèåêöèÿ f : X → X íàçûâàåòñÿ ïîäîáèåì, åñëè f � α-ïîäîáèå

ïðè íåêîòîðîì α ∈ R+ .

Îïðåäåëåíèå 2. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâà-

åòñÿ îäíîðîäíûì (ïîäîáíî îäíîðîäíûì), åñëè ãðóïïà åãî èçî-

ìåòðèé (ïîäîáèé) äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà X .

Îïðåäåëåíèå 3. Ìåòðèêà ρ íà ïðîñòðàíñòâå X íàçû-

âàåòñÿ ïîäîáíî îäíîðîäíîé îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G

íà X, åñëè ãðóïïà G äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà X, è ëþáîé

ýëåìåíò g ∈ G ÿâëÿåòñÿ ïîäîáèåì ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) .

Íà÷àëî èçó÷åíèÿ ïîäîáíî îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ âíóò-

ðåííåé ìåòðèêîé ïîëîæåíî â ñòàòüå [1]. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ
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â [1] ãèïîòåçà î ñòðîåíèè ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ïîäîáíî îä-

íîðîäíûõ íåîäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé

äîêàçàíà â ñòàòüå [2].

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü X = G/H � ýôôåêòèâíîå ëîêàëüíî êîì-

ïàêòíîå ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî ñâÿçíîé ïîëíîé òîïîëîãè÷å-

ñêîé ãðóïïû G c êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèåé îòíîñè-

òåëüíî êàíîíè÷åñêîãî ëåâîãî äåéñòâèÿ G íà G/H . Ïðîñòðàí-

ñòâî X äîïóñêàåò âíóòðåííþþ ìåòðèêó ñ ãðóïïîé ïîäîáèé

G (âêëþ÷àþùåé è ýëåìåíòû, íå ÿâëÿþùèåñÿ èçîìåòðèÿìè)

îòíîñèòåëüíî ýòîãî äåéñòâèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. G � õàóñäîðôîâà ñâÿçíàÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ ãðóïïà ñ

ïåðâîé àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè;

2. H � êîìïàêòíàÿ ïîäãðóïïà â G ;

3. G/H � ëîêàëüíî ñâÿçíî;

4. Äëÿ íåêîòîðîé ïîäãðóïïû I â G ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì

òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï Φ: G→ (R+, ·)i I .
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Ïðè òåîðåòè÷åñêîì èçó÷åíèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî âçàèìî-

äåéñòâèÿ ãàçîâûõ ïóçûðüêîâ â æèäêîñòè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ

ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ñèñòåìó îáûê-

íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà îò-

íîñèòåëüíî ðàäèóñîâ ïóçûðüêîâ è êîîðäèíàò èõ öåíòðîâ. Òàê, â

ðàáîòå [1] ïîäîáíàÿ ìîäåëü ïîñòðîåíà äëÿ èçó÷åíèÿ âçàèìîäåé-

ñòâèÿ äâóõ ñôåðè÷åñêèõ ïóçûðüêîâ, à â [2] � äëÿ èññëåäîâàíèÿ

ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà òàêèõ ïóçûðüêîâ. Àíàëîãè÷íàÿ ìî-

äåëü âçàèìîäåéñòâèÿ ñôåðè÷åñêèõ ïóçûðüêîâ ïðåäëàãàåòñÿ è â

íàñòîÿùåé ðàáîòå. Â îòëè÷èå îò ìîäåëè ðàáîòû [1] îíà äîïóñêà-

åò ðàññ÷èòûâàòü âçàèìîäåéñòâèå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ïóçûðü-

êîâ, à â îòëè÷èå îò ìîäåëè ðàáîòû [2] � ïîçâîëÿåò äåëàòü ýòî

ïðè áîëåå áëèçêîì ðàñïîëîæåíèè ïóçûðüêîâ äðóã ê äðóãó.

Â ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïóçûðüêè íà-

õîäÿòñÿ â ïó÷íîñòè èíòåíñèâíîé ñòîÿ÷åé âîëíû ñ äàâëåíèåì,

èçìåíÿþùèìñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó. Êîëåáàíèÿ äàâëå-

íèÿ æèäêîñòè âûçûâàþò ðàäèàëüíûå ïóëüñàöèè ïóçûðüêîâ,

÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ïðèâîäèò ê èõ âçàèìîäåéñòâèþ. Â ðåçóëüòà-

òå âçàèìîäåéñòâèÿ ïóçûðüêè â õîäå ðàñøèðåíèÿ-ñæàòèÿ ìîãóò

ïåðåìåùàòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå. Ãàç â ïóçûðüêàõ ïðèíèìàåòñÿ

èäåàëüíûì ãîìîáàðè÷åñêèì, åãî äàâëåíèå � èçìåíÿþùèìñÿ ïî

àäèàáàòè÷åñêîìó çàêîíó. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ýôôåêòû âÿçêîñòè è
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ñæèìàåìîñòè æèäêîñòè ìàëû. Ïîýòîìó îíè ó÷èòûâàþòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ ïîïðàâîê ê óðàâíåíèÿì âçàèìîäåéñòâèÿ ïóçûðüêîâ, âû-

âåäåííûì â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî æèäêîñòü ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíîé

íåñæèìàåìîé. Âûâîä óðàâíåíèé âçàèìîäåéñòâèÿ îñóùåñòâëÿ-

åòñÿ ìåòîäîì ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòå-

ãðàëà Êîøè�Ëàãðàíæà, êèíåìàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêîâ. Ïðè ýòîì ïðèìåíÿ-

åòñÿ ïîëó÷åííîå â [3] êîìïàêòíîå âûðàæåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðè ïåðåõîäå îò ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñâÿ-

çàííûõ ñ îäíèì ïóçûðüêîì, ê ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííûõ ñ

äðóãèì.

Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ïóçûðüêîâ èìåþò

÷åòâåðòûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè (÷òî íà ïîðÿäîê âûøå, ÷åì â [2])

îòíîñèòåëüíî R/D , ãäå R � õàðàêòåðíûé ðàäèóñ ïóçûðüêîâ, à

D � õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ

èññëåäîâàíèé Îòäåëåíèÿ ÝÌÌèÏÓ ÐÀÍ � 13 ÎÝ.
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Ãëàâíûì â ðàáîòå ó÷èòåëÿ ïðè îáó÷åíèè íàòóðàëüíûì ÷èñ-

ëàì â 5 êëàññå ÿâëÿåòñÿ äîñòèæåíèå ïîíèìàíèÿ âñåìè ó÷àùè-

ìèñÿ îñíîâíûõ ñâîéñòâ è ïðèçíàêîâ àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé

íàä íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, òàê êàê ýòîò ìàòåðèàë ïðèãîäèò-

ñÿ ó÷åíèêàì â áóäóùåì (â ñòàðøèõ êëàññàõ) ïðè âûïîëíåíèè

ìíîãèõ íåñòàíäàðòíûõ çàäàíèé. Íåîöåíèìóþ ïîëüçó ïðè ýòîì

ìîãóò ïðèíåñòè çàíèìàòåëüíûå çàäà÷è.

Çàíèìàòåëüíàÿ çàäà÷à � ýòî çàäà÷à, âûçûâàþùàÿ ó ó÷åíè-

êà íåïðîèçâîëüíûé èíòåðåñ, õàðàêòåðíûìè ïðèçíàêàìè êîòî-

ðîé ÿâëÿþòñÿ: ðàçâèâàþùàÿ íàïðàâëåííîñòü; èñïîëüçîâàíèå

íåñòàíäàðòíûõ ôîðì è ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ; èñ-

ïîëüçîâàíèå â äàííûõ çàäà÷è âûìûøëåííûõ èëè ðåàëüíûõ

ïåðñîíàæåé; ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ áåç ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ âûêëàäîê; íåîáû÷íî ïîñòàâëåííûå âîïðîñû.

Îïðåäåëèâøèñü ñ òèïîëîãèÿìè çàíèìàòåëüíûõ çàäà÷ ñ íà-

òóðàëüíûìè ÷èñëàìè è îöåíèâ èõ ðîëü ïðè óñâîåíèè òåìû �Íà-

òóðàëüíûå ÷èñëà�, ìû çàäàëèñü âîïðîñîì: âñòðå÷àþòñÿ ëè â

äåéñòâóþùèõ ó÷åáíèêàõ ìàòåìàòèêè 5 êëàññà çàäà÷è äàííîãî

õàðàêòåðà è êàêîâ èõ ñîñòàâ. Áûëè ïðîâåäåíû àíàëèç è îöåí-

êà ñîñòàâà çàíèìàòåëüíûõ çàäà÷ ïî òåìå �Íàòóðàëüíûå ÷èñëà�

òðåõ ó÷åáíèêîâ äëÿ 5 êëàññà îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäå-

íèé: ó÷åáíèê �Ìàòåìàòèêà� ïîä ðåäàêöèåé Ó.Â. Äîðîôååâà

(çäåñü âñåãî 6 % èç âñåõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ çàíèìàòåëüíûìè);
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ó÷åáíèê �Àðèôìåòèêà� ïîä ðåäàêöèåé Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî (14

%); ó÷åáíèê �Ìàòåìàòèêà� ïîä ðåäàêöèåé Í.ß. Âèëåíêèíà (5

%).

Â ðåçóëüòàòå äàííîãî àíàëèçà ìû ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî

íåîáõîäèìî äîïîëíèòü ñèñòåìû çàäà÷ êîíêðåòíûõ ó÷åáíèêîâ

ïî ðàññìàòðèâàåìîé òåìå çàíèìàòåëüíûìè çàäà÷àìè.

Íàøè ðåêîìåíäàöèè:

� çàíèìàòåëüíûå çàäà÷è ïî òåìå �Íàòóðàëüíûå ÷èñëà� â

ó÷åáíèêàõ ïî ìàòåìàòèêå äëÿ 5 êëàññà, â ïåðâóþ î÷åðåäü, íåîá-

õîäèìî âûäåëÿòü êàêèì-ëèáî îáðàçîì (íàïðèìåð, ïîä÷åðêèâà-

íèå, óêàçàíèå ñèìâîëîì è ò.ä.);

� çàíèìàòåëüíûå çàäà÷è ðåêîìåíäóåì âêëþ÷àòü ïîñëå èçó-

÷åíèÿ îïðåäåëåííîé òåìû êàê ìîæíî ÷àùå, ïðè ýòîì òèïîëîãèÿ

çàäà÷è äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü èçó÷åííîé òåìå.
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ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ñ ÄÎÌÈÍÈÐÓÞÙÅÉ ×ÀÑÒÍÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ

Ðå÷ü èäåò îá óðàâíåíèÿõ âèäà

L(u) ≡ ∂mu(x)

∂xm1
1 . . . ∂xmn

n
+

+
∑

|α|6m−1,

αs6ms, s=1,n

aα(x)
∂|α|u(x)

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n
= f(x), (1)

ãäå (x1, x2, . . . , xn) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè x , m = m1+

+ . . .+mn , α = (α1, . . . , αn) , |α| = α1+ . . .+αn , ms , αs � öåëûå

íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, m > 1 , u (x) � èñêîìàÿ, à aα , f �

èçâåñòíûå ôóíêöèè. Ïðèçíàêîì, îòëè÷àþùèì óðàâíåíèÿ âèäà

(1) îò äðóãèõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ÿâëÿåòñÿ

íàëè÷èå ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (1), ïðåäñòàâëÿþ-

ùåãî ñîáîé äîìèíèðóþùóþ ïðîèçâîäíóþ: âñå îñòàëüíûå âõî-

äÿùèå â (1) ïðîèçâîäíûå ïîëó÷àþòñÿ èç íåå îòáðàñûâàíèåì

ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî êàêîé-ëèáî èç

íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Çàìåòèì, ÷òî ïîäîáíûé ïðèçíàê âñå-

ãäà èìååò ìåñòî äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé. Ïîýòîìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü (1) êàê êëàññ óðàâíåíèé

ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, íàèáîëåå áëèçêèé ê êëàññó ëèíåé-

íûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïðè ms = 1 , s = 1, n , óðàâíåíèå (1) âîøëî â ìàòåìàòè÷å-

ñêóþ ëèòåðàòóðó ïîä èìåíåì Ë. Áèàíêè, êîòîðûé îäíîâðåìåí-

íî ñ Î. Íèêîëåòòè åùå â 1895 ã. [1], [2] ðàññìàòðèâàë åãî êàê
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ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå õîðîøî èçâåñòíîãî â ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêå óðàâíåíèÿ

uxy + aux + buy + cu = f. (2)

Âïîñëåäñòâèè îáíàðóæèëèñü ðàçëè÷íûå ïðèêëàäíûå àñïåê-

òû îáñóæäàåìûõ óðàâíåíèé. ×àñòíûå ñëó÷àè (1) âîçíèêàþò

ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ âèáðàöèè è èãðàþò ñóùåñòâåí-

íóþ ðîëü â òåîðèè àïïðîêñèìàöèè, òåîðèè îòîáðàæåíèé, ê íèì

ñâîäèòñÿ çàäà÷à èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ

îäíèõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â äðóãèå [3],

[4], [5]. Òàêèå óðàâíåíèÿ âñòðå÷àþòñÿ â òåîðèè óïðóãîñòè, ïðè

èçó÷åíèè ôèëüòðàöèè æèäêîñòè â òðåùèíîâàòûõ ïîðîäàõ, âëà-

ãîïåðåíîñà â ïî÷âîãðóíòàõ, ïåðåäà÷è òåïëà â ãåòåðîãåííûõ ñðå-

äàõ, ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ áèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ÿâ-

ëåíèé, ïðè èçó÷åíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â äèñïåðãèðóþùèõ

ñðåäàõ, à òàêæå â òåîðèè îïòèìàëüíûõ ïðîöåññîâ è îáðàòíûõ

çàäà÷àõ.

Ñðåäè óêàçàííûõ óðàâíåíèé íàèáîëåå èçâåñòíûìè ÿâëÿþò-

ñÿ óêàçàííîå È.Í. Âåêóà [6, ñ. 258] îñíîâíîå äèôôåðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå èçãèáà òîíêîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè(
∂2

∂z∂ζ
+ 2

)(
∂4

∂z2∂ζ2
+ 2

∂2

∂z∂ζ
+
δEhR2

D

)
u = Φ(z, ζ) ,

à òàêæå óðàâíåíèÿ Àëëåðà è Áóññèíåñêà�Ëÿâà

ut = (aux + buxt)x , uttxx − utt + uxx = 0. (3)

Ïåðâîå èç íèõ îïèñûâàåò ïðîöåññ ïåðåíîñà ïî÷âåííîé âëàãè â

çîíå àýðàöèè, à âòîðîå âñòðå÷àåòñÿ ïðè èçó÷åíèè ïðîäîëüíûõ

âîëí â òîíêîì óïðóãîì ñòåðæíå ñ ó÷åòîì ýôôåêòîâ ïîïåðå÷íîé

èíåðöèè. Íåäàâíî [7] áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî âòîðîå óðàâíåíèå

(3) âîçíèêàåò òàêæå â ñâÿçè ñ èññëåäîâàíèåì äâèæåíèÿ âîëí â
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ïåðèîäè÷åñêèõ ñëîèñòûõ ñðåäàõ. Ê âèäó (1) îòíîñÿòñÿ è ïîëè-

âèáðàöèîííûå óðàâíåíèÿ Ä. Ìàíæåðîíà.

Ïîñëå Ë. Áèàíêè è Î. Íèêîëåòòè ðàçëè÷íûå âîïðîñû,

ñâÿçàííûå ñ óðàâíåíèÿìè âèäà (1), èçó÷àëè çà ðóáåæîì

H. Bateman, E. Lahaye, H. Hornich, D. Mangeron, M. Ogustoreli,

D. Colton, S. Easwaran, V. Radochova, A. Corduneany,

W. Rundell, M. Stecher è äð. Â íàøåé ñòðàíå èíòåðåñ ê îá-

ùåìó óðàâíåíèþ âèäà (1) ïðè n = 2 âîçíèê â ñâÿçè ñ çàäà-

÷àìè òåîðèè óïðóãîñòè. Ñòàòüè Í.È. Ìóñõåëèøâèëè (1919 ã.)

è È.Í. Âåêóà (1937 ã.) ïîëîæèëè íà÷àëî öåëîìó íàïðàâëåíèþ

èññëåäîâàíèé â äàííîé îáëàñòè, ðàçâèâàâøåìóñÿ â òå÷åíèå ðÿ-

äà äåñÿòèëåòèé äî ðàáîò À.Ï. Ñîëäàòîâà, Ì.Õ. Øõàíóêîâà,

Î.Ì. Äæîõàäçå è äð. (ïðèìåðíî äî 1987 ã.). Ïðè n > 2 èç

ïóáëèêàöèé íà ðóññêîì ÿçûêå, ïîÿâèâøèõñÿ äî 1990 ã., ìîæ-

íî îòìåòèòü ðàáîòó [8], ãäå ðÿä âîïðîñîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê îáùå-

ìó óðàâíåíèþ (1), ðàññìàòðèâàëñÿ ìåòîäàìè ôóíêöèîíàëüíîãî

àíàëèçà. Åùå ðàíüøå (1956, 1958 ã.ã.) âûøëè ðàáîòû Ì.Ê. Ôà-

ãå [9], [10]. Âî âòîðîé èç íèõ, àâòîð, îòìå÷àÿ, ÷òî �Áèàíêè è

Íèêîëåòòè ðàçðàáîòàëè ëèøü ôîðìàëüíóþ ÷àñòü òåîðèè, íå

âäàâàÿñü â àíàëèòè÷åñêèå äåòàëè� ïðåäñòàâèë âàðèàíò ìåòîäà

Ðèìàíà, áîëåå ñîîòâåòñòâóþùèé ñîâðåìåííîìó óðîâíþ ñòðîãî-

ñòè ðàññóæäåíèé.

Â 90-õ ãîäàõ â Êàçàíè ñôîðìèðîâàëàñü ãðóïïà, âåäó-

ùàÿ ñèñòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ â îáñóæäàåìîé îáëàñòè

(Â.È. Æåãàëîâ, Â.À. Ñåâàñòüÿíîâ, Å.À. Óòêèíà, À.Í. Ìèðî-

íîâ, Î.À. Òèõîíîâà (Êîùååâà), À.À. Êóíãóðöåâ, Ë.Á. Ìèðî-

íîâà è äð.). Ó÷àñòíèêàìè ãðóïïû áûë ðàçðàáîòàí íîâûé âàðè-

àíò ìåòîäà Ðèìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Áèàíêè. Ñîõðàíèëàñü ëèøü

îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà, à îáå îñíîâíûå åãî ñîñòàâëÿþùèå áûëè

èçìåíåíû: ôóíêöèÿ Ðèìàíà îïðåäåëÿëàñü â ïðåäëîæåííîì âà-
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ðèàíòå êàê ðåøåíèå íåêîòîðîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, à

îñíîâíîå äèôôåðåíöèàëüíîå òîæäåñòâî áûëî âçÿòî â äðóãîé

ôîðìå. Âñå ýòî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü áîëåå ëàêîíè÷íóþ è ïðî-

çðà÷íóþ ñõåìó ðåøåíèÿ çàäà÷ Ãóðñà è Êîøè, ÷åì â ðàáîòàõ

ïðåäûäóùèõ àâòîðîâ. Êðîìå òîãî, ïðåäëîæåííûé âàðèàíò îêà-

çàëñÿ êîíñòðóêòèâíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî óäàëîñü âûäåëèòü ðÿä

íîâûõ ñëó÷àåâ, êîãäà ðåøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ÿâíîì

âèäå. Äëÿ òîãî æå óðàâíåíèÿ áûëè ïîñòàâëåíû è èçó÷åíû íî-

âûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå çàäà÷è ñ íîðìàëüíûìè ïðîèçâîäíûìè

â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ.

Äàëåå åñòåñòâåííî áûëî ïåðåéòè ê ïîñòðîåíèþ òåîðèè óðàâ-

íåíèÿ (1) â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèò

êðàòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì. Òà-

êèå óðàâíåíèÿ ÷àñòî íàçûâàþò ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêèìè (ïåð-

âûì òàêîå íàçâàíèå èñïîëüçîâàë Ä. Êîëòîí â 1972 ã. [11]).

Îòìå÷åííàÿ âûøå ôîðìàëüíàÿ áëèçîñòü îáñóæäàåìûõ

óðàâíåíèé ñ êëàññîì ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé ïîðîäèëà ìûñëü î öåëåñîîáðàçíîñòè ïîïûò-

êè ïîñòðîèòü äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ (1)

Lnu+

n∑
k=1

akL
n−ku = 0, Lu ≡ ∂|α|u

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n
, ak = const, (4)

àíàëîã òåîðèè óðàâíåíèÿ

y(n) +

n∑
k=1

aky
(n−k) = 0. (5)

È äåéñòâèòåëüíî, åñëè îáùèé âèä ðåøåíèÿ äëÿ (4) îáîçíà-

÷èòü ÷åðåç U (x,A) , ãäå A � ñîâîêóïíîñòü a1 , .. ., an , òî îêà-

çàëàñü âåðíîé ôîðìóëà

U (x,A) =

κ∑
r=1

kr−1∑
j=0

Djurj (x, λr) , (6)
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ãäå urj (x, λr) åñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

Lu+ λru = 0, r = 1, . . . , κ, (7)

à λr � êîðåíü êðàòíîñòè kr óðàâíåíèÿ

λn − a1λ
n−1 + . . .+ (−1)n an = 0.

Ïðè ýòîì

Dj =
∑ |j|!xj11 . . .xjmm ∂|j|

j1! . . . jm!∂xj11 . . . ∂xjmm
, j = 1, 2, . . . ,

à ñèìâîë
∑

ïîíèìàåòñÿ êàê â îáîáùåííîé ôîðìóëå áèíîìà

Íüþòîíà: íóæíî âçÿòü ñóììó âñåâîçìîæíûõ ñëàãàåìûõ óêà-

çàííîãî âèäà, |j| = j1 + . . . + jm . Ñëåäóåò ïîëàãàòü D0 ðàâ-

íûì îïåðàòîðó òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, D−ju ≡ 0 ,

j = 1, 2, . . . .

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè n = 1 (6) äàåò õîðîøî èçâåñò-

íóþ êëàññè÷åñêóþ ôîðìóëó îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5).

Ïîçæå áûë ðàçðàáîòàí àíàëîã ìåòîäà íåîïðåäåëåííûõ êî-

ýôôèöèåíòîâ äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (4) ñ ïðàâîé ÷à-

ñòüþ ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Âñå âûøåóïîìÿíóòûå ðåçóëüòàòû áûëè îòðàæåíû â ìî-

íîãðàôèè [12], âûøåäøåé â 2001 ã. Â [12] ðàññìàòðèâàåìûå

óðàâíåíèÿ íàçûâàëèñü �ñî ñòàðøèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè�.

Çäåñü æå ìû èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëÿþùèéñÿ íàì òåïåðü áîëåå

ïîäõîäÿùèì òåðìèí �ñ äîìèíèðóþùåé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé�,

ïðåäëîæåííûé À.È. Êîæàíîâûì.

Ãëàâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿëîñü ðàñïðîñòðàíåíèå ìåòîäà

Ðèìàíà íà ñàìûé îáùèé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (1). Íàêîíåö, â

2005 ã. áûëî ñïðîãíîçèðîâàíî è äîêàçàíî [13] òîæäåñòâî, íåîá-

õîäèìîå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ãóðñà â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ
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(1). Â 2003 ã. àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò àíîíñèðîâàí äëÿ çàäà÷è

Êîøè, ïîëíûé òåêñò îïóáëèêîâàí â 2006 ã. [14].

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ðåøåíèÿ çàäà÷è Ãóðñà ïîçâîëèëà ðàñ-

ïðîñòðàíèòü òåîðèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ çàäà÷ ñ íîðìàëüíûìè

ïðîèçâîäíûìè â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ñî ñëó÷àÿ óðàâíåíèÿ Áè-

àíêè íà îáùåå ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå (1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, è äëÿ óðàâíåíèÿ Áèàíêè, è, òåì áîëåå,

äëÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ (1) îñòàâàëèñü íåèññëåäîâàííûìè öåëûé

ðÿä âîïðîñîâ. Ê íèì îòíîñèëèñü, íàïðèìåð, çàäà÷è òèïà Äè-

ðèõëå, êîãäà íîñèòåëåì ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé èñêîìîé ôóíêöèè

ÿâëÿëñÿ âåñü êîíòóð, îïðåäåëÿþùèé ðàññìàòðèâàåìóþ õàðàê-

òåðèñòè÷åñêóþ îáëàñòü. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ íåêîòîðûå òàêèå çà-

äà÷è óäàëîñü ðåøèòü [15] áëàãîäàðÿ ïðèâëå÷åíèþ íîâîãî äëÿ

îáñóæäàåìîãî íàïðàâëåíèÿ ìåòîäà àïðèîðíûõ îöåíîê. Íà÷à-

òî èññëåäîâàíèå ïîäîáíûõ çàäà÷ è äëÿ íåõàðàêòåðèñòè÷åñêèõ

îáëàñòåé.

Óæå ïÿòüäåñÿò ëåò (íà÷èíàÿ ñ ðàáîò [16] � [18]) â òåîðèè

óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè èíòåíñèâíî èññëåäóþò-

ñÿ çàäà÷è ñî ñìåùåíèÿìè â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, íàçûâàåìûå

åùå íåëîêàëüíûìè. Äîëãîå âðåìÿ âñå ïóáëèêàöèè íà ýòó òåìó

îãðàíè÷èâàëèñü ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ (2). Â ïîñëåäíåå äåñÿòè-

ëåòèå ïîäîáíûå çàäà÷è áûëè ðàññìîòðåíû Å.À. Óòêèíîé äëÿ

îáîáùåííûõ óðàâíåíèé Àëëåðà è Áóññèíåñêà�Ëÿâà, à òàêæå

íà÷àëèñü èññëåäîâàíèÿ ïðîñòàíñòâåííûõ âàðèàíòîâ óêàçàííûõ

çàäà÷ (ïîêà äëÿ óðàâíåíèé Áèàíêè ïðè ÷èñëå ïåðåìåííûõ n =

= 3 , 4).

Âñå óïîìÿíóòûå âûøå çàäà÷è ðàññìàòðèâàëèñü ïðè äîñòà-

òî÷íî ãëàäêèõ êîýôôèöèåíòàõ óðàâíåíèÿ (1). Îäíàêî, â ìà-

òåìàòè÷åñêîé ôèçèêå âñòðå÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ âèäà (2) ñ ñèí-

ãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè, íàèáîëåå èçâåñòíûì èç êîòîðûõ
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ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ïóàññîíà

uxy −
β′

x− y
ux +

β

x− y
uy = 0.

Ïðè ýòîì èìååòñÿ îáùåå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé äàííîãî óðàâ-

íåíèÿ, ïîëó÷àåìîå êàñêàäíûì ìåòîäîì Ëàïëàñà. Â ñâÿçè ñ ýòèì

îáñòîÿòåëüñòâîì âîçíèêëà èäåÿ î öåëåñîîáðàçíîñòè ïîïûòêè

âûäåëèòü èç óðàâíåíèé âèäà (1) ñ ñèíãóëÿðíûìè êîýôôèöè-

åíòàìè òàêèå ñëó÷àè, êîòîðûå ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåòîäà Ëàïëàñà

ìîæíî áûëî áû ðàññìàòðèâàòü êàê àíàëîãè óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-

Ïóàññîíà. Ïîäîáíûå àíàëîãè áûëè ïîëó÷åíû Å.À. Óòêèíîé.

Èíòåíñèâíûé õàðàêòåð ïðèîáðåë ïîèñê íîâûõ âîçìîæíî-

ñòåé ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âèäà (1) è ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ íèõ

â ÿâíîì âèäå. Çäåñü ðàçðàáàòûâàëèñü òðè ïîäõîäà: ôàêòîðèçà-

öèÿ óðàâíåíèé ñ öåëüþ ïîíèæåíèÿ èõ ïîðÿäêà âïëîòü äî ðå-

øåíèÿ â êâàäðàòóðàõ; âûäåëåíèå ñëó÷àåâ ïîñòðîåíèÿ â ÿâíîì

âèäå ôóíêöèé Ðèìàíà; äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìåòîäà êàñêàäíî-

ãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Âûäåëåíî çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî óðàâíåíèé,

äîïóñêàþùèõ ýôôåêòèâíóþ ðàçðåøèìîñòü. Ìîæíî îæèäàòü,

÷òî óêàçàííûå ðåçóëüòàòû íàéäóò ïðèìåíåíèå ê ðåøåíèþ â

ÿâíîì âèäå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà, â òîì ÷èñëå

ñ íåñêîëüêèìè íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè (ïðèíöèïèàëüíàÿ

âîçìîæíîñòü òàêîãî ïðèìåíåíèÿ óñòàíîâëåíà Â.È. Æåãàëî-

âûì).

Ïàðàëëåëüíî ñ ýòèì èçó÷àëèñü ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ äî-

ìèíèðóþùèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Çäåñü ðàçðàáîòàí

âåêòîðíî-ìàòðè÷íûé àíàëîã ìåòîäà Ðèìàíà äëÿ ñèñòåìû ñ

êðàòíûìè äîìèíèðóþùèìè ïðîèçâîäíûìè îáùåãî âèäà. Ïî-

ñòàâëåí ðÿä íîâûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ ïîäîáíûõ

ñèñòåì â ïðîñòðàíñòâàõ Rn è èññëåäîâàí õàðàêòåð èõ ðàçðå-

øèìîñòè, äëÿ ñèñòåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà èçó÷åíà çàäà÷à ñ íîð-
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ìàëüíûìè ïðîèçâîäíûìè â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ.

Çàäà÷è ñ íîðìàëüíûìè ïðîèçâîäíûìè â ãðàíè÷íûõ óñëî-

âèÿõ èññëåäîâàëèñü òàêæå äëÿ êâàçèëèíåéíîãî àíàëîãà óðàâ-

íåíèÿ Áèàíêè è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ.

Â ïîñëåäíèå ãîäû íà÷àëîñü èçó÷åíèå îáñóæäàåìûõ óðàâíå-

íèé ìåòîäàìè ãðóïïîâîãî àíàëèçà. Çäåñü ïîëó÷åíû îïðåäåëåí-

íûå ðåçóëüòàòû äëÿ óðàâíåíèé òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.

Åñòü îñíîâàíèÿ îæèäàòü äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ èññëåäîâàíèé

â äàííîì íàïðàâëåíèè.
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ÃÐÓÏÏÛ ÁÀÇÎÂÛÕ ÀÂÒÎÌÎÐÔÈÇÌÎÂ

ÊÀÐÒÀÍÎÂÛÕ ÑËÎÅÍÈÉ, ÍÀÊÐÛÒÛÕ

ÐÀÑÑËÎÅÍÈßÌÈ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êàòåãîðèÿ, â êîòîðîé èçîìîðôèçìû ñîõðà-

íÿþò íå òîëüêî ñëîåíèÿ, íî è èõ òðàíñâåðñàëüíóþ ãåîìåòðèþ.

Ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñòðóêòó-

ðû êîíå÷íîìåðíîé ãðóïïû Ëè â ãðóïïå áàçîâûõ àâòîìîðôèç-

ìîâ AB(M,F ) := A(M,F )/AL(M,F ) , ãäå A(M,F ) � ãðóïïà

àâòîìîðôèçìîâ ñëîåíèÿ (M,F ) , à AL(M,F ) � ãðóïïà àâòîìîð-

ôèçìîâ, îòîáðàæàþùèõ êàæäûé ñëîé ýòîãî ñëîåíèÿ íà ñåáÿ.

Ìû èññëåäóåì ãðóïïû áàçîâûõ àâòîìîðôèçìîâ êàðòàíîâûõ

ñëîåíèé, òî åñòü ñëîåíèé, äîïóñêàþùèõ òðàíñâåðñàëüíóþ êàð-

òàíîâó ãåîìåòðèþ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî êàðòàíîâû ñëîåíèÿ âêëþ-

÷àþò â ñåáÿ òàêèå øèðîêèå êëàññû ñëîåíèé êàê ðèìàíîâû, ëî-

ðåíöåâû, ïñåâäîðèìàíîâû, òðàíñâåðñàëüíî ïîäîáíûå, âåéëåâû,

êîíôîðìíûå, ïðîåêòèâíûå ñëîåíèÿ, à òàêæå ñëîåíèÿ ñ òðàíñ-

âåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ.
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Äæ. Ëåñëè ïåðâûì ðåøèë ïîäîáíóþ çàäà÷ó äëÿ ãëàäêèõ

ñëîåíèé íà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé. Äëÿ ñëîåíèé ñ òðàíñ-

âåðñàëüíîé ïðîåêòèðóåìîé ñâÿçíîñòüþ ýòà ïðîáëåìà ðàññìàò-

ðèâàëàñü È.Â. Áåëüêî [1]. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñò-

âîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñòðóêòóðû ãðóïïû Ëè â ãðóïïå áà-

çîâûõ àâòîìîðôèçìîâ ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíûìè æåñòêèìè

ãåîìåòðèÿìè íàéäåíû â ðàáîòå ïåðâîãî àâòîðà [2].

Ãîâîðÿò, ÷òî ñëîåíèå (M,F ) íàêðûòî ðàññëîåíèåì, åñëè

ñëîåíèå (M̃, F̃ ) , èíäóöèðîâàííîå íà ïðîñòðàíñòâå óíèâåðñàëü-

íîãî íàêðûâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ κ : M̃ → M , îáðàçîâà-

íî ñëîÿìè ëîêàëüíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ r : M̃ → B.

Ïóñòü (M,F ) � ïîëíîå êàðòàíîâî ñëîåíèå, íàêðûòîå ðàññëî-

åíèåì r : M̃ → B . Òîãäà íà îäíîñâÿçíîì ìíîãîîáðàçèè B èí-

äóöèðóåòñÿ êàðòàíîâà ãåîìåòðèÿ η è ãðóïïà Ψ àâòîìîðôèçìîâ

êàðòàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (B, η) . Óêàçàííàÿ ãðóïïà Ψ íàçûâà-

åòñÿ ãëîáàëüíîé ãðóïïîé ãîëîíîìèè êàðòàíîâà ñëîåíèÿ (M,F ) ,

íàêðûòîãî ðàññëîåíèåì.

Ìû ïîêàçûâàåì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïîëíûå êàðòàíîâû ñëîå-

íèÿ (M,F ) , òðàíñâåðñàëüíàÿ êðèâèçíà êîòîðûõ ðàâíà íóëþ,

íàêðûòû ðàññëîåíèÿìè. Íàìè äîêàçàíà

Òåîðåìà. Ïóñòü (M,F ) � ïîëíîå êàðòàíîâî ñëîåíèå, íà-

êðûòîå ðàññëîåíèåì r : M̂ → B, à (B, η) � èíäóöèðîâàííàÿ

êàðòàíîâà ãåîìåòðèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãëîáàëüíàÿ ãðóïïà

ãîëîíîìèè Ψ � äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Ëè àâòîìîðôèç-

ìîâ êàðòàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ Aut(B, η) , à N(Ψ) � íîðìàëèçà-

òîð ãðóïïû Ψ â ãðóïïå Aut(B, η) . Òîãäà â ãðóïïå áàçîâûõ àâ-

òîìîðôèçìîâ AB(M,F ) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñòðóêòó-

ðà ãðóïïû Ëè, ïðè÷åì ãðóïïà AB(M,F ) èçîìîðôíà ôàêòîð-

ãðóïïå Ëè N(Ψ)/Ψ , åñëè ãðóïïà AutB(M,F ) íåñ÷åòíàÿ, â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå AutB(M,F ) � äèñêðåòíàÿ ãðóïïà Ëè.
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Íàéäåíû íåêîòîðûå òî÷íûå îöåíêè ðàçìåðíîñòè ãðóïïû Ëè

AutB(M,F ) . Ïîñòðîåíû ïðèìåðû.
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Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ ÏÐÅÄÅËÜÍÎ

ÌÎÍÎÒÎÍÍÎÉ ÑÂÎÄÈÌÎÑÒÈ Σ0
2 -ÌÍÎÆÅÑÒÂ

Îäíî èç íàïðàâëåíèé ñîâðåìåííîé òåîðèè âû÷èñëèìîñòè

ñîñðåäîòî÷åíî íà èçó÷åíèè ñâîéñòâ ïðåäåëüíî ìîíîòîííûõ

ôóíêöèé è ïðåäåëüíî ìîíîòîííûõ ìíîæåñòâ.

Ôóíêöèÿ f : N → N íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíî ìîíîòîííîé,

åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ φ : N × N → N ,
÷òî äëÿ âñåõ x è s âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) f(x) = lim
s
φ(x, s) ;

2) φ(x, s) 6 φ(x, s+ 1) ∀s ∈ N .
Ìíîæåñòâî A ⊆ N áóäåì íàçûâàòü ïðåäåëüíî ìîíîòîííûì,

åñëè A = ∅ èëè A ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ çíà÷åíèÿ íåêîòîðîé ïðå-

äåëüíî ìîíîòîííîé ôóíêöèè.
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Êàëèìóëëèí è Ïóçàðåíêî [1] ââåëè ïîíÿòèå ñâîäèìîñòè íà

ñåìåéñòâàõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñîãëàñîâàííîå ñ

ïîíÿòèåì Σ -îïðåäåëèìîñòè â äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ. Ïóñòü

FA îçíà÷àåò ñåìåéñòâî íà÷àëüíûõ ñåãìåíòîâ {N � n : n ∈ A} .
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàáîòîé [1], îïðåäåëèì lm -ñâîäèìîñòü ìíî-

æåñòâ, êàê Σ -ñâîäèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ ñåãìåí-

òîâ, à èìåííî, A 6lm B ⇐⇒ FA 6Σ FB .

Ìû äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ïàðû íåñðàâíèìûõ Σ0
2 -

ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî lm -ñâîäèìîñòè, à òàêæå ïîñòðîèì áåñ-

êîíå÷íóþ ðàâíîìåðíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåñðàâíèìûõ Σ0
2 -

ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî lm -ñâîäèìîñòè.

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íûå Σ0
2 -ìíîæåñòâà A

è B òàêèå, ÷òî A 
lm B è B 
lm A .

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ðàâíîìåðíàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü áåñêîíå÷íûõ Σ0
2 -ìíîæåñòâ {Ai}i∈ω , ÷òî

Ai 
lm
∩

j ̸=iAj , ïðè÷¼ì
∩

j∈ω Aj áåñêîíå÷íî è x ∈ Ai ïðè

x < i .

Îïðåäåëèì A ≡ lmB , åñëè A 6lm B è B 6lm A . Ïðåäåëü-

íî ìîíîòîííîé ñòåïåíüþ (èëè, èíà÷å, lm -ñòåïåíüþ) ìíîæåñòâà

A íàçîâåì êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè deg(A) = {B : B ≡ lmA} .
×åðåç Slm îáîçíà÷èì êëàññ âñåõ lm -ñòåïåíåé.

Ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî ÷àñòè÷íî-

óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà P = (P,6P ) ñóùåñòâóåò ñîõðàíÿ-

þùåå ïîðÿäîê 1:1 � îòîáðàæåíèå èç P â Slm . Òàêèì îáðàçîì,

èìååì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 3. Êàæäûé ñ÷åòíûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê âêëàäû-

âàåòñÿ â Slm .

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêòû � 12-01-97008, � 14-01-31200) è ãðàíòà ÌÄ-4838.2013.1.
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ÌÀÊÐÎÂÎÄÎÐÎÑËÅÉ

Ðàçâèòèå ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè âûâîäèò

ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðè-

ìåíò íà êà÷åñòâåííî íîâûé óðîâåíü. Âîçìîæíîñòü ðåàëèçî-

âûâàòü ñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ íà îòäåëüíîì êîìïüþòåðå, ñó-

ïåðêîìïüþòåðå è ìíîæåñòâå âçàèìîäåéñòâóþùèõ êîìïüþòåðîâ

çíà÷èòåëüíî ðàñøèðÿåò îáëàñòü ïðèëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ îäíèì

èç ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ èçó÷åíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì, ïîçâîëÿ-

þùèì ïîíÿòü ìåõàíèçìû ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ìîäåëèðóåìîãî

îáúåêòà è ïîëó÷èòü ïðèáëèæ¼ííûå îöåíêè ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû,

êîòîðûå â áîëüøèíñòâå ñâî¼ì ÿâëÿþòñÿ ñëèøêîì ñëîæíûìè

äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé è èõ èññëåäîâàíèé.
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Ìàòåìàòè÷åñêîå è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå â ýêîëîãèè

ñîîáùåñòâ � ýòî äîñòàòî÷íî îáøèðíàÿ îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ, â

êîòîðîé ïîïóëÿöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå àê-

òóàëüíûì íàïðàâëåíèåì. Èçó÷åíèå äèíàìèêè ïîïóëÿöèé áåç

äîïîëíèòåëüíîãî âîçäåéñòâèÿ íà íèõ ñ öåëüþ ðåøåíèÿ îñòðî

ñòîÿùèõ ýêîëîãè÷åñêèõ ïðîáëåì ñîõðàíåíèÿ è âîññòàíîâëåíèÿ

âîäíûõ ðåñóðñîâ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì âîïðîñîì.

Â ðàìêàõ ïðîâîäèìîãî èññëåäîâàíèÿ áûëà ïîñòðîåíà äèñ-

êðåòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ ïðîöåññû ðîñòà

è ðàçâèòèÿ ëàìèíàðèåâûõ âîäîðîñëåé Áåëîãî ìîðÿ. Äàííûå âè-

äû îáðàçóþò â ïðèáðåæíûõ ðàéîíàõ Áåëîãî ìîðÿ îáøèðíûå çà-

ðîñëè, êîòîðûå èìåþò ïðîìûñëîâîå çíà÷åíèå, è íàðÿäó ñ êîì-

ìåð÷åñêîé öåííîñòüþ ÿâëÿþòñÿ âàæíûì êîìïîíåíòîì áèîòû.

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîïðîñ ðàçðàáîòêè àäåêâàòíîãî ìàòåìàòè÷åñêî-

ãî àïïàðàòà äëÿ èçó÷åíèÿ äèíàìèêè ïîïóëÿöèè ìàêðîôèòîâ

Áåëîãî ìîðÿ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì.

Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ äèíà-

ìèêó ïîïóëÿöèé äâóõ ëàìèíàðèåâûõ âèäîâ, çàäàåòñÿ ñëåäóþ-

ùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:



Ë.È. ÇÅËÅÍÈÍÀ, Í.À.ØÈËÎÂÀ 81



xi+1
1 = xi1 +

[
µiφixi1

(
1−

n∑
k=2

αx
k

xik
xmax

−
m∑
k=1

βyx
yik
xmax

)
ui−

− µxi
1 x

i
1 − T xi

1 xi1

]
∆t,

xi+1
j = xij +

[
T xi
j−1x

i
j−1 − µxi

j x
i
j − T xi

j xij

]
∆t, j = 2, n− 1,

xi+1
n = xin +

[
T x
n−1(t)x

i
n−1 − µxi

n x
i
n

]
∆t,

yi+1
1 = yi1 +

[
µiφiyi1

(
1−

m∑
k=2

αy
k

yik
ymax

−
m∑
k=1

βxy
xik
ymax

)
ui−

− µyi1 y
i
1 − T yi

1 y
i
1

]
∆t,

yi+1
j = yij +

[
T yi
j−1y

i
j−1 − µyij y

i
j − T yi

j y
i
j

]
∆t, j = 2,m− 1,

yi+1
m = yim +

[
T yi
m−1y

i
m−1 − µyimy

i
m

]
∆t,

si+1 = si +D(sn − si)∆t− µiφ

 n∑
j=1

xij
ηx

+
m∑
j=1

yij
ηy

 ∆t;

i = 1, q − 1,

ãäå q � ÷àñòîòà ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ñè-

ñòåìû, êîòîðîå èìååò âèä:{(
Xi, Y i, Si

)
: Xi = {xi1, . . . , xin}, Y i = {yi1, . . . , yim}, Si

}
,

i = 1, q − 1,

ïðè÷åì íà äàííîì ìíîæåñòâå ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îãðàíè-

÷åíèÿ: 
0 6 xij 6 xmax, j = 1, n,

0 6 yik 6 ymax, k = 1,m,

sn 6 si 6 smax, i = 1, q − 1.
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Â ïðåäñòàâëåííîé ñèñòåìå xij è yik � áèîìàññà âîäîðîñëåé

j -îé è k -îé âîçðàñòíîé ãðóïïû ëàìèíàðèè ñàõàðèñòîé (S.l.) è

ëàìèíàðèè ïàëü÷àòîðàññå÷åííîé (L.d.) ñîîòâåòñòâåííî íà i -îì

øàãå, si � êîíöåíòðàöèÿ áèîãåííûõ âåùåñòâ â ñðåäå íà i -îì

øàãå, sn � ïåðâîíà÷àëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ áèîãåííûõ âåùåñòâ â

ñðåäå, äî íà÷àëà â íåé áèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ñâÿçàííûõ ñ

æèçíåäåÿòåëüíîñòüþ âîäîðîñëåé.

Ôóíêöèÿ µi = γ0 − θ cos(2π · i∆t/365) õàðàêòåðèçóåò èçìå-
íåíèå ìàêñèìàëüíîé óäåëüíîé ñêîðîñòè ðîñòà áèîìàññû â ìî-

ìåíò âðåìåíè t [1]. Ïàðàìåòðû γ0 , θ � ïàðàìåòðû ñðåäû, îòâå-

÷àþùèå çà èçìåíåíèå ìàêñèìàëüíîé óäåëüíîé ñêîðîñòè ðîñòà

â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðíûõ ïîêàçàòåëåé. Êîýôôèöèåí-

òû µxi
j è µyik � êîýôôèöèåíòû åñòåñòâåííîé ñìåðòíîñòè âîäî-

ðîñëåé, φi � òðîôè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. T xi
j xij è T yi

k y
i
k � îáúåì

áèîìàññû âîäîðîñëåé, êîòîðûå ïåðåøëè èç îäíîé âîçðàñòíîé

ãðóïïû â äðóãóþ, â çàâèñèìîñòè îò áèîëîãè÷åñêîé ïðîäóê-

òèâíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé âîäíîé ñðåäû íà i -îì øàãå. αxi
j è

αyi
k � êîýôôèöèåíòû, îòðàæàþùèå ñòåïåíü âëèÿíèÿ âîäîðîñ-

ëåé ñòàðøèõ âîçðàñòíûõ ãðóïï íà ìëàäøèå, íîðìèðîâàííûå

íà åäèíèöó ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé áèîìàññû xmax è ymax ñî-

îòâåòñòâåííî, äîñòèãàåìîé âîäîðîñëÿìè â òå÷åíèå æèçíåííî-

ãî öèêëà. Ôóíêöèÿ ui õàðàêòåðèçóåò èçìåíåíèå èíòåíñèâíîñòè

îñâåùåííîñòè ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Êîýôôèöèåíò D îòðàæàåò

ãèäðîäèíàìè÷åñêèé ðåæèì ðàññìàòðèâàåìîé âîäíîé ñèñòåìû,

êîýôôèöèåíòû ηx è ηy îòðàæàþò ïðèðîñò áèîìàññû âîäîðîñ-

ëåé íà åäèíèöó ïîòðåáëåííûõ áèîãåííûõ âåùåñòâ è ÿâëÿþòñÿ

âàæíåéøåé õàðàêòåðèñòèêîé ðîñòîâûõ ïðîöåññîâ.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà â èíñòðóìåíòàëü-

íîé ñðåäå Borland Delphi áûë ðåàëèçîâàí ïðîåêò, äëÿ êîòîðîãî

âõîäíûå äàííûå áûëè ïîëó÷åíû íà îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêîé îá-
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ðàáîòêè ãèäðîëîãè÷åñêèõ, ãèäðîõèìè÷åñêèõ, òåìïåðàòóðíûõ è

áèîëîãè÷åñêèõ äàííûõ [2]. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðîåêòà íå ïðî-

òèâîðå÷àò ìíîãîëåòíèì äàííûì, õàðàêòåðèçóþùèì äèíàìèêó

ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèé äàííîãî âèäà [3], ÷òî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü

âûâîä îá àäåêâàòíîñòè ïðåäëîæåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïà-

ðàòà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêò � 14-01-98800).

Ë È Ò Å Ð À Ò Ó Ð À

1. Ste�enE., MalchowH. and MedvinskyA.B. E�ect of

seasonal perturbations on a model plankton community // In

Environ. Model. Assess. � 1997. � V. 2. � P. 43�48.

2. ØèëîâàÍ.À. Èñïîëüçîâàíèå âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè-

÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ îáðàáîòêè áèîëîãè÷åñêèõ äàííûõ ìîðñêèõ

ãèäðîáèîíòîâ // Èññëåäîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Àðêòèêè: ïðîøëîå,

íàñòîÿùåå, áóäóùåå: Ìàò. Âñåðîñ. íàó÷. êîíô., ïîñâ. Ìåæäóí.

Ïîëÿðíîìó ãîäó (16�17 äåê., 2008ã.) � Àðõàíãåëüñê: Àðõàíã.

öåíòð ÐÃÎ, 2008. � Ñ. 217�224.



84 Ò.Â. ÇÛÊÎÂÀ

Ò.Â. Çûêîâà

Ñèáèðñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

zykovatv@mail.ru

ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ ÌÅËËÈÍÀ

ÌÎÍÎÌÈÀËÜÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ÐÅØÅÍÈß

ÎÁÙÅÉ ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêóþ ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó n ïîëèíî-

ìèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ymi
i +

∑
λ∈Λ(i)

x
(i)
λ yλ − 1 = 0, i = 1, . . . , n. (1)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ

Λ(i) è ïóñòü N = #Λ � ÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ â ñèñòåìå (1).

Ìíîæåñòâî êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (1) ïðîáåãàåò âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî CΛ ∼= CN
x , â êîòîðîì êîîðäèíàòû òî÷åê x = (xλ)

èíäåêñèðóþòñÿ ýëåìåíòàìè λ ∈ Λ.

Ñîñòàâèì ìàòðèöó

Ψ =
(
Λ(1), . . . ,Λ(n)

)
=
(
λ1, . . . , λN

)
,

ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû λk =
(
λk1, . . . , λ

k
n

)
èç ïî-

êàçàòåëåé ìîíîìîâ ñèñòåìû (1). Èìååòñÿ ââèäó, ÷òî áëîêè Λ(i)

íóìåðóþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ íóìåðàöèåé óðàâíåíèé ñèñòåìû

(1), à íóìåðàöèÿ ñòîëáöîâ âíóòðè êàæäîãî èç áëîêîâ ïðîèç-

âîëüíàÿ, íî ôèêñèðîâàííàÿ. Ñòðîêè ýòîé ìàòðèöû îáîçíà÷èì

ψi, i = 1, . . . , n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç χ(i) õàðàêòåðèñòè÷åñêèå

ôóíêöèè ïîäìíîæåñòâ Λ(i) ⊂ Λ, îòîæäåñòâèì χ(i) c âåêòî-

ðàìè, èìåþùèìè êîîðäèíàòû
(
χ(i)(λ)

)
λ∈Λ , i = 1, . . . , n. Òàêæå

áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöó Ψ̃, ñòðîêè êîòîðîé åñòü âåêòîðû

ψ̃i = ψi −miχ
(i), i = 1, . . . , n.
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Ðàññìîòðèì ìîíîìèàëüíóþ ôóíêöèþ

1

yµ(−x)
:=

1

yµ1
1 (−x) · · · yµn

n (−x)
, µi > 0,

ñîñòàâëåííóþ èç êîîðäèíàò yj(−x) âåòâè ðåøåíèÿ ñèñòåìû

óðàâíåíèé (1), âûäåëåííîé óñëîâèÿìè yi(0) = 1, i = 1, . . . , n,

äëÿ êîòîðîé ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà îïðåäåëåíî èí-

òåãðàëîì

M

[
1

yµ(−x)

]
(z) =

∫
RN
+

1

yµ(−x)
xz−Idx, (2)

ãäå xz−I = xz1−1
1 · · ·xzN−1

N , dx = dx1 · · · dxN .
Â [1] äîêàçàíà

Òåîðåìà. Ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà, îïðåäåëåííîå èíòåãðà-

ëîì (2), ðàâíî

n∏
i=1

∏
λ∈Λ(i)

Γ(zλ)Γ
(

µi

mi
+ 1

mi

⟨
ψ̃i, z

⟩)
Γ
(

µi

mi
+ 1

mi
⟨ψi, z⟩+ 1

) Q(z),

ãäå Q(z) � ïîëèíîì âèäà

n∑
q=0

∑
|I|=q

∑
τ∈ΛI

zτ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
1−

τ
i1
i1

mi1

)
· · · −

τ
i1
iq

mi1

· · · · · · · · ·

−
τ
iq
i1

miq
· · ·

(
1−

τ
iq
iq

miq

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∏
i/∈I

(
µi
mi

+
1

mi

⟨
ψ̃i, z

⟩)
,

çäåñü I � óïîðÿäî÷åííûé íàáîð 1 6 i1 < . . . < iq 6 n,

τ =
(
τ i1 , . . . , τ iq

)
� ýëåìåíò ïðîèçâåäåíèÿ ìíîæåñòâ ΛI =

= Λ(i1) × . . .× Λ(iq).

Èíòåãðàë (2) ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ z èç îáëàñòè U + iRN ,

ãäå U � ýòî îòêðûòîå ìíîæåñòâî

U =
{
u ∈ RN

+ : µi +
⟨
ψ̃i, u

⟩
> 0, i = 1, . . . , n

}
.
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ÑËÀÁÎ ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÛÕ ÑÐÅÄÀÕ

Àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷ óäàðíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ

â òâåðäîì òåëå èìåþò áîëüøîå çíà÷åíèå êàê ÷èñòî òåîðåòè-

÷åñêîå, òàê è ïðèêëàäíîå, ïîñêîëüêó èìåííî îíè ïîçâîëÿþò

ñäåëàòü çàêëþ÷åíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà îòíîñèòåëüíî ìåõàíèç-

ìîâ äâèæåíèÿ è èçìåíåíèÿ âîëíîâûõ ôðîíòîâ è ôîðìèðîâà-

íèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìàöèîííûõ ïîëåé çà êàæäûì âîëíîâûì

ôðîíòîì. Çà èñêëþ÷åíèåì êðàåâûõ çàäà÷ àâòîìîäåëüíîãî òè-

ïà íåëèíåéíîñòü çàäà÷ óäàðíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ íå äîïóñêà-

åò òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé è îäíîâðåìåííî âîçðàñòàåò

ðîëü ïðèáëèæåííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, òàêèõ, êàê ìåòîäû

ìàëîãî ïàðàìåòðà. Íà îñíîâå ìåòîäà ñðàùèâàåìûõ àñèìïòîòè-

÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïëîñêèå ïðîäîëü-

íûå è ïîïåðå÷íûå (â íåñæèìàåìûõ ñðåäàõ) óäàðíûå âîëíû â

ãëàâíîì ìîãóò áûòü îïèñàíû íà îñíîâå ýâîëþöèîííûõ âîëíî-

âûõ óðàâíåíèé [1]. Äàííûå óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþò ïîâåäåíèå



Þ.Å.ÈÂÀÍÎÂÀ, Â.Å. ÐÀÃÎÇÈÍÀ 87

îäíîãî èç ñðàùèâàåìûõ â ìåòîäå ðåøåíèé è âîçíèêàþò â îá-

ëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ êîîðäèíàò, ãäå íåëèíåéíûå

ýôôåêòû îêàçûâàþòñÿ äîìèíèðóþùèìè. Ìíîãîîáðàçèå ðåàëü-

íûõ ñâîéñòâ òâåðäûõ òåë îïðåäåëÿåò íåîáõîäèìîñòü ìîäåëüíî-

ãî ó÷åòà òàêèõ ýôôåêòîâ, êàê âÿçêîñòü, âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà,

àíèçîòðîïèÿ è íåîäíîðîäíîñòü ñðåäû. Íåîäíîðîäíîñòü ñâîéñòâ

ñðåäû îñîáåííî çàìåòíà äëÿ òâåðäûõ òåë áîëüøîé ïðîòÿæåí-

íîñòè õîòÿ áû â îäíîì íàïðàâëåíèè. Èìåííî äëÿ ïîëóïðî-

ñòðàíñòâ ÷àñòî ðåøàþòñÿ çàäà÷è î ïëîñêèõ óäàðíûõ âîëíàõ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áûëè ðàññìîòðåíû çàäà÷è î ïëîñêîé ïðî-

äîëüíîé óäàðíîé âîëíå è î ïëîñêîé ïîïåðå÷íîé óäàðíîé âîëíå

ñ ó÷åòîì íåîäíîðîäíîñòè íåëèíåéíî-óïðóãîé ñæèìàåìîé èëè

íåñæèìàåìîé ñðåäû â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ âîëíû. Ñëàáàÿ

íåîäíîðîäíîñòü çàäàâàëàñü ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ óïðóãèõ

ìîäóëåé ñðåäû è ïëîòíîñòè ñðåäû îò ïðîñòðàíñòâåííîé ïå-

ðåìåííîé. Óæå â ýòîì ñëó÷àå ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò ôàêòîðîâ

íåëèíåéíîñòè ñâÿçè íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé è íåîäíîðîä-

íîñòè óïðóãèõ ñâîéñòâ ìîæåò ïðèâîäèòü ê ðàçëè÷íûì âàðèàí-

òàì ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ. Íàèáîëåå èíòåðåñíûå ñèòóàöèè

âîçíèêàþò, êîãäà ïåðåõîä ê ýâîëþöèîííûì óðàâíåíèÿì ÿâëÿåò-

ñÿ ðåçóëüòàòîì ïðåäåëüíîé öåïî÷êè ðåêóððåíòíûõ âíóòðåííèõ

çàäà÷ â ïðèôðîíòîâîé îáëàñòè âîëíîâîãî ïðîöåññà è âîçìî-

æåí òîëüêî ïðè ñîâìåñòíîì èçìåíåíèè îáåèõ íåçàâèñèìûõ ïå-

ðåìåííûõ. Ðåøåíèå èëëþñòðèðóåòñÿ ðÿäîì íàèáîëåå ïðîñòûõ

ìîäåëüíûõ çàäà÷ äëÿ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé íàãðóæåíèÿ íà ãðà-

íèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå

ÐÔÔÈ (ïðîåêòû � 14�01�31030 ìîë_à, � 14�01�00292 À).
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÀÊÅÒÀ MAPLE, ÅÃÎ

ÏÐÈËÎÆÅÍÈß MAPLET È MICROSOFTEXCEL

Ïðîãðàììíûå ïðîöåäóðû ÿâëÿþòñÿ ïðèëîæåíèåì ê ìàòå-

ìàòè÷åñêîìó ïàêåòó Maple (âåðñèè 14 � 18), à òàêæå ïðî-

ãðàììû MicrosoftExcel (âåðñèè 2003 ãîäà è áîëåå ïîçäíèå) è

ïðåäíàçíà÷åí äëÿ àâòîìàòèçàöèè ïðîöåññà èòîãîâîé àòòåñòà-

öèè è àíàëèçà åå ðåçóëüòàòîâ. Ïðîãðàììíûå ïðîöåäóðû îñó-

ùåñòâëÿþò îáìåí äàííûìè ìåæäó ëèñòàìè MicrosoftExcel è

Maplet, â îêíà êîòîðîãî ââîäèòñÿ òåêóùàÿ èíôîðìàöèÿ îá îò-

âåòàõ íà âîïðîñû è âûâîäèòñÿ èíôîðìàöèÿ îá óñïåâàåìîñòè

ñòóäåíòîâ ïî ìîäóëÿì îáó÷åíèÿ, èòîãîâàÿ îöåíêà ïî øêàëå

áàëëüíî-ðåéòèíãîâîé ñèñòåìå è ðåçóëüòàòû èòîãîâîé àòòåñòà-

öèè ãðóïïû ñòóäåíòîâ, êàê â öèôðîâîì, òàê è ãðàôè÷åñêîì

ôîðìàòàõ ñ äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèåé îá óñïåâàåìîñòè è

êà÷åñòâå. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíôîðìàöèÿ çàïèñûâà-

åòñÿ â òàáëèöû ëèñòà MicrosoftExcel, ñîîòâåòñòâóþùåãî íîìåðó
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ãðóïïû ñòóäåíòîâ. Ïðîãðàììíûå ïðîöåäóðû àâòîìàòèçèðîâàí-

íîé àòòåñòàöèè îòëè÷àþòñÿ îò èçâåñòíûõ, âî-ïåðâûõ, ïðîñòî-

òîé è óäîáñòâîì ïðèìåíåíèÿ â îáðàçîâàòåëüíîì ïðîöåññå, ñåð-

âèñíûìè ñâîéñòâàìè, à òàêæå âîçìîæíîñòüþ èíòåãðàöèè åãî ñ

ïðîãðàììàìè àíàëèòè÷åñêîãî òåñòèðîâàíèÿ â ïàêåòå Maple.
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Â øêîëå ìàòåìàòèêà ñëóæèò îïîðíûì ïðåäìåòîì äëÿ èçó-

÷åíèÿ ñìåæíûõ äèñöèïëèí. Ðåàëüíàÿ íåîáõîäèìîñòü ñîâðåìåí-

íîé æèçíè � íåïðåðûâíîå îáðàçîâàíèå, îñíîâîé êîòîðîãî äîëæ-

íû ñòàòü ïðî÷íûå çíàíèÿ, â òîì ÷èñëå, è ïî ìàòåìàòèêå. Ñëåäó-

åò âñåìåðíî ñïîñîáñòâîâàòü óäîâëåòâîðåíèþ ïîòðåáíîñòåé è çà-

ïðîñîâ øêîëüíèêîâ, ïðîÿâëÿþùèõ èíòåðåñ è èìåþùèõ ñêëîí-

íîñòè è ñïîñîáíîñòè ê ìàòåìàòèêå. Ó÷àùèåñÿ äîëæíû ïðèîáðå-

ñòè óìåíèÿ ðåøàòü çàäà÷è, áîëåå ñëîæíûå ïî ñðàâíåíèþ ñ îáÿ-

çàòåëüíûì óðîâíåì, òî÷íî è ãðàìîòíî èçëàãàòü ñîáñòâåííûå

ðàññóæäåíèÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷. Âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â

äèôôåðåíöèàöèè îáó÷åíèÿ, ïîòðåáíîñòü â íåêîòîðîì êîìïðî-

ìèññíîì âàðèàíòå: ââåñòè ýëåêòèâíûå êóðñû, êîòîðûå âêëþ÷à-

þò â ñåáÿ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ìàòåðèàëû.
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Ïîíÿòèå �ýëåêòèâíûé� (îò ëàò. Electus � èçáðàííûé) îçíà÷à-

åò èçáèðàòåëüíûé. Ýëåêòèâíûå êóðñû � ýòî îáÿçàòåëüíûå äëÿ

ïîñåùåíèÿ êóðñû ïî âûáîðó ó÷àùèõñÿ. Ýëåêòèâíûå êóðñû ðå-

àëèçóþòñÿ çà ñ÷åò øêîëüíîãî êîìïîíåíòà ó÷åáíîãî ïëàíà.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ðàçðàáîòêó ýëåêòèâíîãî êóðñà

ïî òåìå �Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè�.

Öåëü äàííîãî ýëåêòèâíîãî êóðñà: ïîâûøåíèå ìàòåìàòè÷å-

ñêîé êóëüòóðû ó÷àùèõñÿ â ðàìêàõ øêîëüíîé ïðîãðàììû ïî ìà-

òåìàòèêå; íå òîëüêî óãëóáëåíèå, íî è ðàñøèðåíèå ñîäåðæàíèÿ

áàçèñíîãî êóðñà, èçó÷åíèå êîòîðîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ íà ìèíè-

ìàëüíîì îáùåîáðàçîâàòåëüíîì óðîâíå, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

äîïîëíèòåëüíóþ ïîäãîòîâêó äëÿ ñäà÷è ýêçàìåíà ïî ìàòåìàòè-

êå.

Ôóíêöèè äàííîãî ñïåöêóðñà: äîïîëíåíèå è óãëóáëåíèå áà-

çîâîãî ïðåäìåòíîãî îáðàçîâàíèÿ; êîìïåíñàöèÿ íåäîñòàòêîâ

îáó÷åíèÿ; ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêàÿ ïîääåðæêà ó÷àùèõñÿ ïðè

ïîäãîòîâêå èõ ê ðåøåíèþ çàäà÷ ãðóïïû �Ñ� ÅÃÝ; âîçìîæíîñòü

ðåàëèçîâàòü ëè÷íîñòíûé è òâîð÷åñêèé ïîòåíöèàë ó÷àùèõñÿ ÷å-

ðåç ìåòîäû è ïðèåìû ñàìîñòîÿòåëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî ïî-

èñêà.

Ïðîãðàììà êóðñà ïðåäïîëàãàåò äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ó

øêîëüíèêîâ ìàòåìàòè÷åñêîé, èññëåäîâàòåëüñêîé è êîììóíè-

êàòèâíîé êîìïåòåíòíîñòåé. Êóðñ íàïðàâëåí íà áîëåå ãëóáîêîå

ïîíèìàíèå è îñîçíàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïîçíàíèÿ äåé-

ñòâèòåëüíîñòè, íà ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ ó÷à-

ùèõñÿ, óñòíîé è ïèñüìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ðå÷è. Íà çàíÿ-

òèÿõ ðåøàþòñÿ íåñòàíäàðòíûå çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ â êóðñå

ìàòåìàòèêè íå èìååòñÿ îáùèõ ïðàâèë, îïðåäåëÿþùèõ òî÷íûé

àëãîðèòì èõ ðåøåíèÿ. Ó÷àùèåñÿ ó÷àòñÿ íàõîäèòü è ïðèìåíÿòü

ðàçëè÷íûå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷.
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Òðåáîâàíèÿ ê óðîâíþ óñâîåíèÿ êóðñà.

Ïî îêîí÷àíèþ èçó÷åíèÿ êóðñà ó÷àùèåñÿ äîëæíû óìåòü: âû-

ïîëíÿòü ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ

ôóíêöèé; ïðèìåíÿòü òåîðèþ ê ïðåîáðàçîâàíèþ âûðàæåíèé ñ

àðêôóíêöèÿìè; ðåøàòü óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà ñ àðêôóíêöè-

ÿìè; âëàäåòü: ìåòîäàìè èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ îáðàòíûõ òðèãî-

íîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé; ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèé è íåðàâåíñòâ ñ àðêôóíêöèÿìè.

Çàíÿòèÿ âêëþ÷àþò â ñåáÿ òåîðåòè÷åñêóþ è ïðàêòè÷åñêóþ

÷àñòè, â çàâèñèìîñòè îò öåëåñîîáðàçíîñòè � ëåêöèè, êîíñóëüòà-

öèè, ïðàêòèêóìû, ñàìîñòîÿòåëüíóþ è èññëåäîâàòåëüñêóþ ðàáî-

òó. Ýôôåêòèâíîñòü îáó÷åíèÿ îòñëåæèâàåòñÿ ñëåäóþùèìè ôîð-

ìàìè êîíòðîëÿ:

− ìàòåìàòè÷åñêèé äèêòàíò;

− ñðåçû çíàíèé è óìåíèé â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ;

− èòîãîâûé êîíòðîëü.

Ïîêàçàòåëåì ýôôåêòèâíîñòè îáó÷åíèÿ ñëåäóåò ñ÷èòàòü ïî-

âûøàþùèéñÿ èíòåðåñ ê ìàòåìàòèêå, òâîð÷åñêóþ àêòèâíîñòü è

ðåçóëüòàòèâíîñòü ó÷àùèõñÿ.

Êóðñ ðàññ÷èòàí íà 16 ÷àñîâ, îäíàêî åãî ïðîãðàììà ìîæåò

êîððåêòèðîâàòüñÿ. Ó÷èòûâàÿ îñîáåííîñòè øêîëû, êëàññà, óðî-

âåíü ïîäãîòîâêè ó÷àùèõñÿ, ó÷èòåëü ìîæåò èçìåíÿòü ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü èçó÷åíèÿ ìàòåðèàëà, óðîâåíü åãî ñëîæíîñòè, ñàìî-

ñòîÿòåëüíî ðàñïðåäåëÿòü ÷àñû è âûáèðàòü êîíêðåòíûå ôîðìû

çàíÿòèé.

Ñîäåðæàíèå êóðñà �Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíê-

öèè�. Òåìà çàíÿòèÿ (êîë-âî ÷àñîâ):

1. Ôóíêöèè y = arcsinx, y = arccosx, y = arctg x, y =

= arcctg x (4);

2. Îïåðàöèè íàä îáðàòíûìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöè-
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ÿìè (4);

3. Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå îïåðàöèè íàä òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè (2);

4. Óðàâíåíèÿ ñ àðêôóíêöèÿìè (2);

5. Íåðàâåíñòâà ñ àðêôóíêöèÿìè (2);

6. Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà (2).
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ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕ ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ

ÔÓÍÊÖÈÉ

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè, âû-

ïóêëîñòè è âîãíóòîñòè îáîáùåííûõ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ òðè-

ãîíîìåòðè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé. Èññëåäîâàíèå

óêàçàííûõ ñâîéñòâ îñíîâûâàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè îñíîâíîé

ëåììû è äîêàçàòåëüñòâå íåêîòîðûõ íåðàâåíñòâ.

Îïðåäåëèì äâóõïàðàìåòðè÷åñêóþ îáîáùåííóþ ôóíêöèþ

sinp,q(y) êàê ôóíêöèþ, îáðàòíóþ ê èíòåãðàëó:

y = Fp,q(x) =

∫ x

0

dt

(1− tq)1/p
,

p, q > 1 , x ∈ (0, 1) , y ∈ (0, πp,q/2) , ãäå

πp,q = 2

∫ 1

0

dt

(1− tq)1/p
.

Ýòà ôóíêöèÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî ñèììåòðèè íà (0, πp,q) , çà-

òåì ïî íå÷åòíîñòè íà (−πp,q, πp,q) è ïî ïåðèîäè÷íîñòè � íà âñå
äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ y . Â ñâîþ î÷åðåäü, ôóíêöèþ sh p,q(y)

îïðåäåëèì êàê ôóíêöèþ, îáðàòíóþ ê èíòåãðàëó

y = Fp,q(x) =

∫ x

0

dt

(1 + tq)1/p
,

äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x è y, çàòåì ðàñïðîñòðàíÿåì åå ïî íå÷åò-

íîñòè äëÿ îòðèöàòåëüíûõ y .



94 Ò.À.ÊÀËÌÛÊÎÂÀ

Óòâåðæäåíèå. Ôóíêöèÿ p 7→ sinp,q(y) âîãíóòà íà èíòåð-

âàëå (1,∞) äëÿ y ∈ [0, πp,q/2] è q ∈ (1,∞) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî p ∈ (0,∞)

qxq−1

p(1− xq)

(∫ x

0
β(p, t)dt

)2

− 2 log(1− xq)

(1− xq)1/p

∫ x

0
β(p, t)dt+

+
1

(1− xq)1/p

∫ x

0
γ(p, t)dt > 0.

Çäåñü

β(p, t) =
log(1− tq)

(1− tq)1/p
, γ(p, t) =

log(1− tq)(log(1− tq)− 2p)

(1− tq)1/p
.

Çíàê íåðàâåíñòâà áóäåò ñòðîãèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñîîòâåòñòâóþùåå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãî.

Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ îáîáùåí-

íûõ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî îáîáùåííûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå

ôóíêöèè âîçíèêàþò êàê ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îäíîìåðíîãî

p -ëàïëàñèàíà è íàõîäÿò ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ ðàçäåëàõ ìà-

òåìàòèêè, òàêèõ êàê, íàïðèìåð, òåîðèÿ àïïðîêñèìàöèè, ôóíê-

öèîíàëüíûé àíàëèç (â ÷àñòíîñòè, òåîðèÿ îïåðàòîðîâ) è äð.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò

� 14-11-00022).
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îïðåäåëèòü àíàëèòè÷åñêóþ è îãðàíè÷åííóþ â âåðõíåé ïîëó-

ïëîñêîñòè D ôóíêöèþ Φ(z) ïî çàäàííîìó êðàåâîìó óñëîâèþ:

a(t)ℜΦ(t)− b(t)ℑΦ(t) = c(t), t ∈ ∂D,

ãäå a(t) , b(t), c(t) � çàäàííûå íà êîíòóðå L âåùåñòâåííîçíà÷-

íûå ôóíêöèè òî÷êè t êîíòóðà L , íåïðåðûâíûå âñþäó, êðîìå

òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà â äâóõ ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòÿõ òî÷åê tj , t−j , j = ±1,±2, ... , êîòîðûå ñõîäÿòñÿ ê +∞ ,

−∞ , ñîîòâåòñòâåííî. Óñëîâèå a(t)2 + b(t)2 ̸= 0 âûïîëíåíî âî

âñåõ òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè êîýôôèöèåíòîâ êðàåâîãî óñëîâèÿ.

Íåïðåðûâíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ôóíêöèè ν(t) = arg[a(t) − ib(t)]

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

ν̃(t) =

{
ν−tρ

−
+ φ(t), t < 0, 0 6 ρ− < 1,

ν+|t|ρ+ + φ(t), t > 0, 0 6 ρ+ < 1.
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Ôóíêöèÿ φ(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà íà âåùåñòâåí-

íîé îñè, ÷èñëà ρ− , ρ+ , ν− è ν+ ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè, òàêæå

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (ρ−)2 + (ρ+)2 ̸= 0. Â îêðåñòíîñòè áåñ-

êîíå÷íîñòè óñëîâèå Ãåëüäåðà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñëåäóþùåãî

íåðàâåíñòâà

|φ(t1)− φ(t2)| 6 K

∣∣∣∣ 1t1 − 1

t2

∣∣∣∣α ,
ãäå K > 0, à 0 < α < 1 . Ââîäèì ôóíêöèè ñêà÷êîâ

n+(t) =

k−1∑
j=1

κj , tk−1 6 x < tk,

n−(t) =
k−1∑
j=1

κ−j , −t−k+1 6 x < −t−k,

n+(t) = 0 , x < t1 , n−(t) = 0 , x < −t−1 , óäîâëåòâîðÿþùèå

àñèìïòîòè÷åñêèì ðàâåíñòâàì n+(t) = ∆+t
κ+ + O(1) , n−(t) =

= ∆−t
κ− + O(1), t → ∞ . Çäåñü ∆+ è ∆− ÿâëÿþòñÿ ïðîèç-

âîëüíûìè ïîëîæèòåëüíûìè âåëè÷èíàìè, à κ+ è κ− ëåæàò â

ïðîìåæóòêå îò íóëÿ äî åäèíèöû 0< κ+ < 1, 0< κ− < 1 . Äëÿ

íåîäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è Ãèëüáåðòà ñ îïèñàííûìè âûøå

óñëîâèÿìè ïîëó÷åíà ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ â êëàññå îãðà-

íè÷åííûõ ôóíêöèé. Ðåøåíèå ïðîâåäåíî íà îñíîâå êîíñòðóê-

òèâíîãî ïîñòðîåíèÿ öåëîé ôóíêöèè çàäàííîãî ïîðÿäêà ïî âû-

áðàííîé ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åå íóëåé.

Èññëåäîâàíà îäíîðîäíàÿ çàäà÷à: íàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâî-

âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, â ñëó÷àå, êîãäà ðåøåíèå íå

åäèíñòâåííî, îïèñàíî ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è.
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Ãèëüáåðòà ñî ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì òî÷åê ðàçðûâà êîýôôè-

öèåíòîâ è äâóñòîðîííèì ðàçíîãî ïîðÿäêà çàâèõðåíèåì íà áåñ-
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252.
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ÏËÎÑÊÎÏÀÐÀËËÅËÜÍÎÃÎ ÄÂÈÆÅÍÈß

ÊÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÄÀÐÍÈÊÎÂ

Â ÓÏÐÓÃÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÐÅÄÅ

Äëÿ îïèñàíèÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî äâèæåíèÿ òâåðäîãî êî-

íè÷åñêîãî òåëà ðàññìîòðèì åãî ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿ-

ùåé ÷åðåç îñè íåïîäâèæíîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

Orz (ðèñ. 1).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ ëîêàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ [2, 3]

ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè òåëà âçàèìî-

äåéñòâóåò ñî ñðåäîé íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ó÷àñòêîâ òåëà; òàêæå
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ïðèìåì, ÷òî íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëå-

íî â âèäå êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè σn/ρ0 = −(Aν2n + Bνn +

+C) , ãäå A , B è C � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû, çàâèñÿùèå îò

ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñðåäû, ôîðìû óäàðíèêà è äðó-

ãèõ ñîñòàâëÿþùèõ, ρ0 � íà÷àëüíàÿ ïëîòíîñòü ãðóíòà, νn � íîð-

ìàëüíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ñêîðîñòè âíåäðåíèÿ.

Ðèñ. 1

Îïèñàíèå äâèæåíèÿ òåëà âî âðåìåíè äàåò ðåøåíèå çàäà÷è

Êîøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé äâèæåíèÿ è âðàùåíèÿ ïëîñêîé ôèãóðû âîêðóã öåíòðà ìàññ

â ïðîåêöèÿõ íà îñè ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Or′z′ îòíî-

ñèòåëüíî âåëè÷èí νr′ , νz′ , ω è ψ ïðè ñëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ

óñëîâèÿõ: νr′ = 0 , νz′ = −V0 , ω = 0 , ψ = 0 .

Äëÿ ïðîâåðêè ðàáîòîñïîñîáíîñòè èçëîæåííîé ìåòîäèêè çà-

äà÷à î ïðîíèêàíèè êîíè÷åñêîãî óäàðíèêà â óïðóãîïëàñòè-

÷åñêóþ ñðåäó ðåøàëàñü â ïîëíîé òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå ñ

èñïîëüçîâàíèåì êîììåð÷åñêîãî ïðîãðàììíîãî ïðîäóêòà LS-

DYNA.

Â ïðîöåññå ñ÷åòà àíàëèçèðîâàëèñü ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ
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óäàðíèêà êàê æåñòêîãî öåëîãî, à òàêæå êîìïîíåíòû èíòåãðàëü-

íîé ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ óäàðíèêà ñ ãðóíòîì â íåïîäâèæíîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò Orz .

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî îæèäàòü, ÷òî

êâàäðàòè÷íàÿ ïî ñêîðîñòè ìîäåëü ëîêàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ,

óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàþùàÿ ïðîöåññ âíåäðåíèÿ êîíè÷å-

ñêîãî óäàðíèêà ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ãðóíòà, ñ íåñêîëü-

êî áîëüøåé ïîãðåøíîñòüþ áóäåò ïðèìåíèìà è ïðè íàêëîííîì

âíåäðåíèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îá-

ðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ (ñîãëàøåíèÿ � 14.B37.21.1137,

� 14.B37.21.1902), Ïðîãðàììîé ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè

âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÐÔ (ÍØ-2843.2012.8) è ÐÔÔÈ (ïðî-

åêòû � 12-08-33106-ìîë_à_âåä, � 13-08-00531_à, � 13-08-

00658_à)
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ÇÀÄÀ×È ÊÎØÈ

Èçó÷àåòñÿ íåêîððåêòíàÿ çàäà÷à Êîøè

ẋ(t) = Ax(t), t ∈ [0, T ], x(0) = f ∈ D(A). (1)

Çäåñü A : D(A) ⊂ X → X � çàìêíóòûé íåîãðàíè÷åííûé ñåê-

òîðèàëüíûé îïåðàòîð ñ óãëîì ñåêòîðèàëüíîñòè φ0 < π/2 â áà-

íàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X , D(A) = X . Ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùå-

ñòâîâàíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ x(t) , x : [0, T ] → X çàäà÷è

(1). Ïóñòü, êðîìå òîãî, ýòî ðåøåíèå äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå íà

íåêîòîðûé áîëüøèé îòðåçîê [0, T1] , T1 > T . Äëÿ àïïðîêñèìà-

öèè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàçíîñòíûå ñõåìû

âèäà

k∑
j=0

αjx
N
n+j = ∆t

k∑
j=0

βjAx
N
n+j , 0 6 n 6 N − k, xN0 = f. (2)

Çäåñü ∆t = T/N � øàã äèñêðåòèçàöèè, k ∈ N , αj , βj ∈ C ,
0 6 j 6 k � ôèêñèðîâàííûå ïàðàìåòðû. Ïðè óêàçàíèè ïðàâè-

ëà âûáîðà ýëåìåíòîâ xN1 , . . . , x
N
k−1 ñõåìà (2) ïîçâîëÿåò íàéòè

ïðèáëèæåíèÿ xNn , k 6 n 6 N ê çíà÷åíèÿì x(n∆t) èñêîìîé

ôóíêöèè x(t) â óçëàõ äèñêðåòèçàöèè.

Êëàññ R1 ðàçíîñòíûõ ñõåì îïèñûâàåòñÿ ïàðàìåòðàìè k =

= 1 , α0 = −1 , α1 = 1 , β0 = 1 − β1 , β1 < 0 . Êëàññ R2

îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì k = 2 , óñëîâèÿìè íà êîýôôèöèåíòû
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α0 = −2γ1 + 3 , α1 = 2γ1 − 4 , α2 = 1 , β0 = γ2 − 2 , β1 =

= 3γ1 − 2γ2 , β2 = γ2 − γ1 , γ1 ∈ (1, 2] , γ2 < γ1 è âûáîðîì

xN1 = (E + 2∆tA)(E +∆tA)−1f (ñì. [1]).

Ïóñòü âìåñòî òî÷íîãî ýëåìåíòà f â ñõåìå (2) èñïîëüçóåòñÿ

ïðèáëèæ¼ííûé ýëåìåíò fδ , ∥f −fδ∥ < δ . Êîëè÷åñòâî N îòðåç-

êîâ äðîáëåíèÿ áóäåì âûáèðàòü ïî àïîñòåðèîðíîìó ïðàâèëó

∥U−A(T )x
N
N − fδ∥ 6 b ln−q+ε(1/δ) < ∥U−A(T )x

n
n − fδ∥,

2 6 n 6 N − 1, (3)

ñ çàðàíåå âûáðàííûìè êîíñòàíòîé b > 0 è ìàëûì ïàðàìåòðîì

ε > 0 . Çäåñü q = 1 äëÿ ñõåì êëàññà R1 è q = 2 äëÿ ñõåì

êëàññà R2 ; U−A(t) , t > 0 åñòü ïîðîæä¼ííàÿ îïåðàòîðîì −A
ïîëóãðóïïà; xnn åñòü ïðèáëèæåíèå ê çíà÷åíèþ x(T ) èñêîìîé

ôóíêöèè â ïîñëåäíåì óçëå äèñêðåòèçàöèè t = T ïðè äðîáëåíèè

îòðåçêà [0, T ] íà n îòðåçêîâ.

Òåîðåìà. Ðàçíîñòíûå ñõåìû êëàññîâ R1 , R2 ñ àïîñòå-

ðèîðíûì âûáîðîì (3) äàþò ðåãóëÿðèçóþùèå àëãîðèòìû äëÿ

çàäà÷è (1), ïðè÷¼ì äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâà îöåíêà ïîãðåøíîñòè

∥xN − x(T )∥ 6 C ln(−q+ε)(T1−T )/T1(1/δ), C = const.

Òåîðåìà ñ íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè äîïóñ-

êàåò ðàñïðîñòðàíåíèå íà ñõåìû îáùåãî âèäà (2).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêò � 12-01-00239à).
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Äàííàÿ ðàáîòà îáîáùàåò èññëåäîâàíèÿ [1] íà ñëó÷àé, êî-

ãäà ïóñêîâûå òåðìîãèäðîäèíàìè÷åñêèå ïåðåõîäíûå ïðîöåñ-

ñû ïðîèñõîäÿò â åäèíîé ñèñòåìå, îáðàçîâàííîé òðåùèíîâàòî-

ïîðèñòûì íåôòÿíûì ïëàñòîì ñëîèñòî-íåîäíîðîäíîé ñòðóêòó-

ðû è äîáûâàþùåé ñêâàæèíîé, îáîðóäîâàííîé ïîãðóæíîé óñòà-

íîâêîé ýëåêòðîöåíòðîáåæíîãî íàñîñà (ÓÝÖÍ), ðàáîòà äâèãà-

òåëÿ êîòîðîé êîíòðîëèðóåòñÿ íàçåìíîé ñòàíöèåé óïðàâëåíèÿ

(ÑÓ). Òàêèå ïðîöåññû èìåþò ìåñòî ïðè âûâîäå äàííîé ñèñòåìû

íà ýêñïëóàòàöèîííûé ðåæèì ðàáîòû, íàïðèìåð, ïîñëå ðåìîíòà

ïîäçåìíîãî îáîðóäîâàíèÿ.

Äëÿ ðàñ÷åòà õàðàêòåðèñòèê òðåõôàçíûõ ïîòîêîâ â òðóáàõ

ñêâàæèíû è êàíàëàõ ÝÖÍ èñïîëüçóþòñÿ òå æå ñàìûå ÷èñëåí-

íûå ìîäåëè, à â ïëàñòå ó÷èòûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíî íå òîëü-

êî åãî ñëîèñòàÿ íåîäíîðîäíîñòü, íî è íàëè÷èå òðåùèíîâàòî-

ïîðèñòîé ñòðóêòóðû ñëîåâ, âëèÿíèå ñèëû òÿæåñòè, à òàêæå âîç-

ìîæíîå ïðèñóòñòâèå ïîäîøâåííîé âîäû. Îñîáåííîñòüþ ïðîöåñ-

ñà ôèëüòðàöèè â òàêèõ ïëàñòàõ ÿâëÿåòñÿ ôîðìèðîâàíèå êîíóñà

ïîäîøâåííîé âîäû â îêðåñòíîñòè äîáûâàþùåé ñêâàæèíû, ïðè-

âîäÿùåå ê ðåæèìó å¼ ðàáîòû ïðè âûñîêèõ çíà÷åíèÿõ îáâîäíåí-

íîñòè ïðîäóêöèè. Êðîìå òîãî, âî âðåìÿ ïðîâåäåíèÿ ðåìîíòíûõ
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ðàáîò â ïëàñòå ïðîèñõîäèò ãðàâèòàöèîííîå ðàññëîåíèå âîäû è

íåôòè, òàê ÷òî ïîñëå ïóñêà ñêâàæèíû â å¼ äåáèòå ìîæåò áûòü

äîñòàòî÷íî ìàëîå êîëè÷åñòâî âîäû, êîòîðîå áûñòðî ðàñòåò ïðè

ïîäõîäå êîíóñà âîäû ê çàáîþ ñêâàæèíû. Ýòè ôàêòîðû, íàðÿäó

ñ âîçíèêíîâåíèåì, ïåðåìåùåíèåì è âîçìîæíûì èñ÷åçíîâåíèåì

ïîäâèæíûõ ãðàíèö ìåæäó îáëàñòÿìè äâèæåíèÿ äâóõôàçíûõ

âîäîíåôòÿíûõ è òðåõôàçíûõ ãàçîâîäîíåôòÿíûõ ïîòîêîâ â òðó-

áàõ ñêâàæèíû è íàñîñíîì óçëå, ñóùåñòâåííî îñëîæíÿþò âûâîä

íàñîñíîé ñêâàæèíû íà ðàáî÷èé ðåæèì.

×èñëåííîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ðåàëèçîâàíî íà

îñíîâå ìåòîäîâ [2] â íîâîé âåðñèè ïðîãðàììíîãî êîìïëåê-

ñà OilRWP, ïîçâîëÿþùåãî òåïåðü ïðîâîäèòü ìíîãîâàðèàíòíûå

ðàñ÷åòû â ïëàñòàõ, èìåþùèõ ñòðóêòóðû äâóõ ïðèíöèïèàëüíî

ðàçëè÷íûõ òèïîâ, îò êîòîðûõ çàâèñÿò íå òîëüêî ïðîöåññû âî

âñåé ñèñòåìå, íî è, êàê ñëåäñòâèå, êîëè÷åñòâî îòêëþ÷åíèé äâè-

ãàòåëÿ ÓÝÖÍ êîíòðîëëåðîì íàçåìíîé ÑÓ ïðè âûâîäå ñêâàæè-

íû íà êâàçèñòàöèîíàðíûé ðåæèì.
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ÒÅÏËÎÎÁÌÅÍÀ Â ÐÀÁÎ×ÅÌ ÎÁÚÅÌÅ

ÖÈÊËÎÍÍÎÃÎ ÍÀÃÐÅÂÀÒÅËÜÍÎÃÎ

ÓÑÒÐÎÉÑÒÂÀ

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîâûøåííûé èíòåðåñ ïðèâëåêàþò ê ñå-

áå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïîâûøåíèåì ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïðî-

ìûøëåííîãî îáîðóäîâàíèÿ è åãî ýíåðãîýôôåêòèâíîñòè, â ÷àñò-

íîñòè, óìåíüøåíèå óäåëüíûõ çàòðàò ìàòåðèàëîâ è òîïëèâà è

ïîâûøåíèå ýôôåêòèâíîñòè åãî èñïîëüçîâàíèÿ, ÷òî îñîáåííî

àêòóàëüíî äëÿ ýíåðãåòèêè.

Îäíèì èç íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûõ ðåøåíèé äàííîé ïðîáëå-

ìû ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ñèëüíî çàêðó÷åííûõ, âûñîêîòóðáó-

ëåíòíûõ ïîòîêîâ òåïëîíîñèòåëåé, ãåíåðèðóåìûõ â öèêëîííûõ

óñòðîéñòâàõ. Èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ öèêëîííûõ íàãðåâàòåëüíûõ

óñòðîéñòâ ïîÿâèëñÿ óæå â 30-õ ãîäàõ ÕÕ âåêà, îäíàêî ñåðüåçíûå

èññëåäîâàíèÿ êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà â ðàáî÷åì îáúåìå íà-

÷àëèñü ëèøü â 1980-õ ãîäàõ. Îòñóòñòâèå ñèñòåìàòè÷åñêîãî èçó-

÷åíèÿ âîïðîñîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ è ðàñ÷åòà öèêëîííûõ íàãðåâà-

òåëüíûõ óñòðîéñòâ áîëüøîé îòíîñèòåëüíîé äëèíû è îïðåäåëÿ-

åò àêòóàëüíîñòü ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ.

Â ïîñëåäíèå ãîäû â Ñåâåðíîì (Àðêòè÷åñêîì) ôåäåðàëüíîì

óíèâåðñèòåòå ïðîâîäÿòñÿ èññëåäîâàíèÿ êîíâåêòèâíîãî òåïëî-

îáìåíà öèêëîííûõ óñòðîéñòâ áîëüøîé îòíîñèòåëüíîé äëèíû.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ëåãëè â îñíîâó íåñêîëüêèõ ñòàòåé è
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äèññåðòàöèé.

Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà

â ðàáî÷åì îáúåìå öèêëîííûõ íàãðåâàòåëüíûõ óñòðîéñòâ áîëü-

øîé îòíîñèòåëüíîé äëèíû.

Çàäà÷à èíòåíñèôèêàöèè êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà â öèê-

ëîííûõ óñòðîéñòâàõ ðåøàåòñÿ ïóòåì îïòèìèçàöèè èõ ïàðàìåò-

ðîâ.

Â õîäå ðàáîòû ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäîâàí êîíâåêòèâ-

íûé òåïëîîáìåí íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ðàáî÷åãî îáúåìà öèê-

ëîííîãî íàãðåâàòåëüíîãî óñòðîéñòâà ïðè âàðüèðîâàíèè îñíîâ-

íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ è ðåæèìíûõ õàðàêòåðèñòèê; ïîëó÷åíû

îáîáùåííûå ðàñ÷åòíûå óðàâíåíèÿ ïîäîáèÿ; ðàçðàáîòàíû ðå-

êîìåíäàöèè ïî ïðîåêòèðîâàíèþ öèêëîííûõ íàãðåâàòåëüíûõ

óñòðîéñòâ áîëüøîé îòíîñèòåëüíîé äëèíû.

Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèëîñü íà ýêñïåðèìåíòàëüíîì ñòåíäå,

îñíîâíûì ýëåìåíòîì êîòîðîé ÿâëÿëàñü öèêëîííàÿ êàìåðà. Â

ïðîöåññå ýêñïåðèìåíòà èçìåíÿëèñü íåêîòîðûå åå õàðàêòåðè-

ñòèêè, à èìåííî: îòíîñèòåëüíàÿ ïëîùàäü âõîäà, îòíîñèòåëüíûé

äèàìåòð âûõîäà è ðàñõîä âîçäóõà íà óñòàíîâêó.

Âûïîëíåíà îáðàáîòêà äàííûõ, ïîëó÷åííûõ íà ýêñïåðèìåí-

òàëüíîì ñòåíäå, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷åíà ýìïèðè÷åñêàÿ çà-

âèñèìîñòü âèäà Nu = ARenâõf
m
âõd

k
âûõz

l , õàðàêòåðèçóþùàÿ âëèÿ-

íèå õàðàêòåðèñòèê öèêëîííîãî íàãðåâàòåëüíîãî óñòðîéñòâà íà

èíòåíñèâíîñòü êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà â äèàïàçîíå ÷èñåë

Ðåéíîëüäñà Re = 4 · 104 . . . 6 · 105 .
Èññëåäîâàíèå ïðîáëåì òåïëîîáìåíà è òåïëî-ìàññîïåðåíîñà

â ïðåäìåòíûõ îáëàñòÿõ ÿâëÿåòñÿ òðóäîåìêîé âû÷èñëèòåëüíîé
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çàäà÷åé, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü â èñïîëü-

çîâàíèè ïàðàëëåëüíûõ êîìïüþòåðíûõ ñèñòåì, ïîçâîëÿþùèõ

âûâåñòè ïðîìûøëåííîå ïðîèçâîäñòâî íà íîâûé ñîâðåìåííûé

óðîâåíü.
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Îáðàòíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè â íàñòîÿùèé ìî-

ìåíò èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â åñòåñòâåííûõ íàóêàõ è èõ ïðè-

ëîæåíèÿõ [1, 2]. Êîýôôèöèåíòíûå îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ ïàðà-

áîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé � ýòî çàäà÷è, â êîòîðûõ âìåñòå ñ ðåøå-

íèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íåèçâåñòíûì ÿâëÿåòñÿ è

îäèí (èëè íåñêîëüêî) èç åãî êîýôôèöèåíòîâ.



Ê.Â.ÊÎÐØÓÍ 107

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ñ

ïàðàìåòðîì y :

∂u(t, x, y)

∂t
= λ∆xu(t, x, y) + µ(t, y)f(t, x, y), (1)

u(0, x, y) = u0(x, y), (2)

u(t, y, y) = ϕ(t, y), t ∈ [0, T ], x ∈ Rn, y ∈ D ⊂ Rn. (3)

Çäåñü D � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî Rn , ∆x =
∑n

i=1
∂2

∂x2
i
� îïå-

ðàòîð Ëàïëàñà. Íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ u(t, x, y) ,

µ(t, y) , ôóíêöèè f(t, x, y) , u0(x, y) , ϕ(t, y) çàäàíû.

Â çàäà÷å (1) � (3) ðàçìåðíîñòü ïàðàìåòðà y òà æå, ÷òî è

ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Çàäà÷à â òàêîé ïîñòàíîâêå ðàíåå

íå ðàññìàòðèâàëàñü. Óñëîâèå ïåðåîïðåäåëåíèÿ (3) ôèçè÷åñêè

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èçâåñòíóþ â îáëàñòè D çàâèñèìîñòü èñêî-

ìîé âåëè÷èíû îò ïàðàìåòðîâ.

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà âõîäíûå

äàííûå, îáåñïå÷èâàþùèå îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü çàäà-

÷è (1) � (3).
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Ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èññëåäóåòñÿ âçàèìî-

äåéñòâèå âçðûâíîé óäàðíîé âîëíû ñ ïðîíèöàåìîé ïðåãðàäîé,

ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ïàêåò ìåòàëëè÷åñêèõ ïëåòåíûõ ñåòîê,

ñîñòîÿùèé èç ðàçíîãî êîëè÷åñòâà ñëîåâ. Òàêèå ïàêåòû ñåòîê

ðàçëè÷íîé ñòðóêòóðû ïðîíèöàåìû äëÿ ãàçà è èñïîëüçóþòñÿ

äëÿ óìåíüøåíèÿ àìïëèòóäû ïðîõîäÿùèõ óäàðíûõ âîëí [1]. Íà

îñíîâå ñðàâíåíèÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé çàäà÷ ñ ïðîíèöàåìûìè

ïðåãðàäàìè ðàçëè÷íîé ñòðóêòóðû è áåç íèõ îöåíèâàåòñÿ âëèÿ-

íèå ïðåãðàäû íà ãàçîäèíàìè÷åñêîå òå÷åíèå [2, 3]. Ðàñ÷åòû ïðî-

âåäåíû ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíîãî êîìïëåêñà STAR-CCM+

[4]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ ñèììåòðèÿ ôðàãìåíòîâ ïàêåòîâ ñåòêè, èñ-

ïîëüçóåìûõ â ðàñ÷åòàõ. Â êà÷åñòâå êðàåâûõ óñëîâèé íà ïëîñ-

êîñòÿõ ñèììåòðèè è íà ïîâåðõíîñòÿõ ïðîâîëî÷åê íîðìàëüíàÿ

ñêîðîñòü ãàçà ðàâíà íóëþ. Íà ïîâåðõíîñòÿõ íåïîäâèæíûõ ïðî-

âîëî÷åê ïî òåìïåðàòóðíîìó ðåæèìó çàäàþòñÿ àäèàáàòè÷åñêèå

óñëîâèÿ. Âåðèôèêàöèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî êîìïëåêñà ïðè ðåøå-

íèè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðîèçâåäåíà íà çàäà÷å ðàñïðîñòðà-

íåíèÿ óäàðíîé âîëíû ÷åðåç ïàêåò ñåòîê. Óäàðíàÿ âîëíà îáðà-

çîâûâàëàñü îò âçðûâà öèëèíäðè÷åñêîãî çàðÿäà êîíå÷íûõ ðàç-

ìåðîâ, ïîìåùåííîãî âíóòðè öèëèíäðè÷åñêîãî ïàêåòà ïëåòåíîé

ñåòêè [5]. ×èñëåííîå ðåøåíèå ñðàâíèâàåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëü-
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íûìè äàííûìè [2] ïî ïàðàìåòðàì ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïðîíèöà-

åìóþ ïðåãðàäó óäàðíîé âîëíû. Ïîëó÷åíî óäîâëåòâîðèòåëüíîå

ñîîòâåòñòâèå ÷èñëåííûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî ïà-

ðàìåòðàì ïðîõîäÿùåé óäàðíîé âîëíû [5].

Ïðîâåäåíà ñåðèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ âçàèìîäåéñòâèÿ óäàð-

íîé âîëíû ñ ïàêåòàìè ñåòîê ðàçëè÷íîé òîëùèíû (èçìåíÿëîñü

êîëè÷åñòâî ñëîåâ). ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîäòâåðæäàåò, ÷òî

ïðè ïðîõîæäåíèè óäàðíîé âîëíû ÷åðåç ïàêåò ìåòàëëè÷åñêèõ

ïëåòåíûõ ñåòîê ïðîèñõîäèò îñëàáëåíèå àìïëèòóäû è èìïóëü-

ñà. Ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà ñëîåâ ñåòêè óñèëèâàåòñÿ îòðà-

æåííàÿ âîëíà è îñëàáëÿåòñÿ ïðîõîäÿùàÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðå-

ãðàäà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ïàêåò ìåòàëëè÷åñêîé ïëåòåíîé

ñåòêè, âûïîëíÿåò ñâîè ôóíêöèè � ñíèæàåò íàãðóçêó: êàê ïî

àìïëèòóäå, òàê è ïî âåëè÷èíå èìïóëüñà ïðîõîäÿùåé óäàðíîé

âîëíû. Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè âçàèìîäåéñòâèÿ âçðûâ-

íîé óäàðíîé âîëíû ñ ãàçîïðîíèöàåìîé ïðåãðàäîé ïðîöåññû òåï-

ëîîáìåíà ìåæäó ìåòàëëîì è ãàçîì îêàçûâàþò âîçðàñòàþùåå

âëèÿíèå íà ïðîöåññ ñ ðîñòîì êîëè÷åñòâà ñëîåâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîì ôèíàíñèðîâàíèè ÐÔÔÈ

(ïðîåêòû � 13-08-00219, � 13-08-97091 ð_ïîâîëæüå_à).
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ÒÐ�ÕÌÅÐÍÎÉ ÈÄÅÀËÜÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

Â ËÀÃÐÀÍÆÅÂÛÕ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÀÕ

Ïðè îïèñàíèè äâèæåíèÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêî-

ñòè ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà ñ âûïîëíåíèåì êèíåìàòè÷åñêîãî è äè-

íàìè÷åñêîãî óñëîâèé íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå. Êèíåìàòè÷åñêîå

óñëîâèå ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâàòü ýòó çàäà÷ó ê äðóãîé çàäà÷å,

â êîòîðîé îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôèêñèðîâàíà. Ýòî äîñòèãàåòñÿ

ïåðåõîäîì ê ëàãðàíæåâûì êîîðäèíàòàì ξ = (ξ, η, ζ) , êîòîðûå

ââîäÿòñÿ, êàê çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò ÷àñòèö æèäêîñòè â íà÷àëü-

íûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 : x = ξ . Çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèö

îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå x = x(ξ , t) ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ dx/dt =

= u(x, t) .
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî âèäà [1]:

xt = (yηzζ − zηyζ)(φξ − u0) + (−yξzζ + zξyζ)(φη − v0)+

+(yξzη − zξyη)(φζ − w0), (1)

yt = (−xηzζ + zηxζ)(φξ − u0) + (xξzζ − zξxζ)(φη − v0)+

+(−xξzη + zξxη)(φζ − w0), (2)

zt = (xηyζ − yηxζ)(φξ − u0) + (−xξyζ + yξxζ)(φη − v0)+

+(xξyη − yξxη)(φζ − w0), (3)

xξ(yηzζ − yζzη) + xη(−yξzζ + yζzξ) + xζ(yξzη − yηzξ) = 1, (4)

ãäå (x, y, z) = x(ξ , t) � êîîðäèíàòû ÷àñòèö æèäêîñòè, φ((ξ , t))

� èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, âîçíèêàþùàÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ óðàâ-

íåíèé äâèæåíèÿ, u0(ξ, η, ζ) , v0(ξ, η, ζ) , w0(ξ, η, ζ) � êîìïîíåí-

òû âåêòîðà ñêîðîñòè ÷àñòèö ïðè t = 0 . Ïðåîáðàçîâàíèå óðàâ-

íåíèé äâèæåíèÿ ê ïåðåìåííûì x , φ âïåðâûå áûëî íàéäåíî Ã.

Âåáåðîì [2]. Óðàâíåíèå (4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå ñî-

õðàíåíèÿ îáúåìà, detM = 1 , ãäå M = ∂(x)/∂(ξ ) � ìàòðèöà

ßêîáè.

Äëÿ ñèñòåìû (1) � (4) ïðîâîäèòñÿ ãðóïïîâîé àíàëèç óðàâíå-

íèé äâèæåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà.
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ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÍÀ ËÎÊÀËÜÍÛÕ ÏÎËßÕ

Ëîêàëüíîå ïîëå F (s) ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè p èçî-

ìîðôíî ïðîñòðàíñòâó áåñêîíå÷íûõ â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé (..., 0i−1, ai, ai+1, ...) , aj ∈ GF (ps) , ãäå GF (ps) �

êîíå÷íîå ïîëå. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè s = 1 ãðóïïà F (1)+ (àä-

äèòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ F (1) ) åñòü ãðóïïà Âèëåíêèíà ñ ïîñòî-

ÿííîé îáðàçóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ pn = p, à ïðè s > 1

àääèòèâíàÿ ãðóïïà F (s)+ èçîìîðôíà ïðîèçâåäåíèþ ãðóïï Âè-

ëåíêèíà [1], ò. å.

F (s)+ ∼= F (1)+ × F (1)+ × ...× F (1)+ =
(
F (1)+

)s
.

Èçâåñòíî, ÷òî â ëîêàëüíîì ïîëå ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòè-

êè ñóùåñòâóåò ïðîñòîé ýëåìåíò p ñ íîðìîé |p| = 1/ps . Êàæäûé

ýëåìåíò x ïîëÿ F (s) ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x =
∑
n∈N

anp
n , ãäå an ∈ GF (ps) . Äëÿ óäîáñòâà ïðîâåäåíèÿ àíà-

ëîãèè ñ íóëüìåðíûìè ãðóïïàìè îáîçíà÷èì gn = pn . Ââåäåì

ìíîæåñòâî

H0 = {a−1g−1+̇a−2g−2+̇...+̇a−lg−l, l ∈ N}.

Òîãäà

H⊥
0 = {rα0

0 · .... · rαn
n , n ∈ N},

ãäå

rαk
k = (r

(1,0,...,0)
k )αk = r

(α
(0)
k ,...,α

(s−1)
k )

k = r
α
(0)
k

ks+0r
α
(1)
k

ks+1...r
α
(s−1)
k

ks+s−1,
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α
(j)
k = 0, p− 1 . Îòìåòèì, ÷òî r

(1,0,...,0)
k = rk � ôóíêöèÿ Ðàäå-

ìàõåðà. ÊÌÀ íà ãðóïïàõ Âèëåíêèíà äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó-

÷åí, â ÷àñòíîñòè, èçâåñòíû ñâîéñòâà ðåøåíèÿ ìàñøòàáèðóþùå-

ãî óðàâíåíèÿ [2]. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà íà

ëîêàëüíûõ ïîëÿõ [1] è ïðåäñòàâëåíèå õàðàêòåðîâ ÷åðåç ôóíê-

öèè Ðàäåìàõåðà, ìû óñòàíîâèëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, êîòî-

ðûé àíàëîãè÷åí ðåçóëüòàòó Þ. À. Ôàðêîâà [2] äëÿ ãðóïï Âè-

ëåíêèíà.

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ ϕ ∈ L2(F (s)) èìååò êîìïàêòíûé

íîñèòåëü, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ϕ(x) =
∑

h∈HN
0

βhϕ(Ax−̇h)

è óñëîâèþ ϕ̂(θ) = 1 , òî
∑

h∈HN
0

βh = ps è supp ϕ ⊂ F
(s)
−N+1 .

Ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî, äàåòñÿ ôîðìóëîé

ϕ̂(χ) =

∞∏
j=0

m0(χA
−j)

è îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ϕ̂(h∗) = 0 ïðè âñåõ h∗ ∈
∈ H⊥

0 \ {θ} .

Ðàáîòà ïîäãîòîâëåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ

Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè (ïðîåêò � 1.1520.2014/Ê).
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Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîëó÷åíèþ èíòåãðàëüíîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ äëÿ äçåòà-ôóíêöèè êîðíåé íåêîòîðîãî êëàññà öåëûõ

ôóíêöèé.

Ïóñòü f (z) � öåëàÿ ôóíêöèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà â C . Ðàñ-
ñìîòðèì óðàâíåíèå

f (z) = 0. (1)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nf = f−1 (0) ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé óðàâ-

íåíèÿ (1), êàæäûé êîðåíü ñ÷èòàåòñÿ ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî

êðàòíîñòü.

Íàøà öåëü � ïîëó÷èòü èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ

äçåòà-ôóíêöèè ζf (s) óðàâíåíèÿ (1), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

ζf (s) =
∑
a∈Nf

(−a)−s ,

ãäå s ∈ C . Çíàê ìèíóñ ïåðåä êîðíÿìè â îïðåäåëåíèè äçåòà-

ôóíêöèè âçÿò äëÿ óäîáñòâà çàïèñè èíòåãðàëüíûõ ôîðìóë.

Ïóñòü z = x + iy . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f íå ðàâíà

íóëþ íè â îäíîé òî÷êå ìíîæåñòâà R+ := {z ∈ C : x > 0, y=0} .

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 < Re s < 1 . Òîãäà

ζf (s) =
sinπs

π

∞∫
0

{
f ′ (x)

f (x)
− ω0

}
x−s dx,
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ãäå ω0 åñòü ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå äëÿ âûðàæåíèÿ
f ′ (x)

f (x)
íà áåñ-

êîíå÷íîñòè.

Â äàëüíåéøåì ðàññìîòðèì öåëóþ ôóíêöèþ f (z) ïîðÿäêà ρ

è ïðèâåäåì åùå îäíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ äçåòà-

ôóíêöèè ζf (s) íóëåé zn ôóíêöèè f , êîòîðûå èìåþò âèä

zn = −qn + isn, qn > 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Re s = σ > 1 è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ:

lim
n→∞

qn
n
> 0, (2)

ðÿä
∞∑
n=1

(
1

qn

)σ−1

ñõîäèòñÿ. (3)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2) è (3) è Re s>1 .

Òîãäà

ζf (s) =
1

Γ (s)

∞∫
0

xs−1F (f, x) dx,

ãäå F (f, x) =

∞∑
n=1

eznx , à Γ (s) � ýòî ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2. Òîãäà

äëÿ 0 < Re s < 1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ζf (s) Γ (s) =

∞∫
0

(
F (f, x)− 1

x

)
xs−1 dx.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêòû � 12-01-00007-à, � 14-01-00283-à).
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ÍÀ ÒÐÀÍÑÂÅÐÑÀËÜÍÎÌ ÐÀÑÑËÎÅÍÈÈ

ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè m + n ñî ñëîåíèåì

êîðàçìåðíîñòè n [1]. Êàðòà h èç àòëàñà ñëîåíèÿ íà M îòíî-

ñèò òî÷êå x ∈ M êîîðäèíàòû {xi = hi(x), yα = hα(x)} , ãäå
xi � òðàíñâåðñàëüíûå êîîðäèíàòû, à yα � ñëîåâûå [1]. Òðàíñ-

âåðñàëüíîå ðàññëîåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà T 2
trM ìíîãîîáðàçèÿ M

îáðàçîâàíî êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè êðèâûõ γ : (a, b) → M

ïî ñëåäóþùåìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè:

d(hi ◦ γ1)
dt

(0) =
d(hi ◦ γ2)

dt
(0),

d2(hi ◦ γ1)
dt2

(0) =
d2(hi ◦ γ2)

dt2
(0).

Êîîðäèíàòû (xi, yα) íà M èíäóöèðóþò êîîðäèíàòû(
xi, yα, ẋi =

d(hi ◦ γ)
dt

(0), ẍi =
d2(hi ◦ γ)

dt2
(0)

)
íà T 2

trM , îïðåäåëÿþùèå íà T 2
trM ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãî-

îáðàçèÿ, ðàññëîåííîãî íàä M. Êîîðäèíàòû

{Xi = xi + εẋi + ε2ẍi ∈ D2, yα ∈ R},

ãäå D2 � àëãåáðà òðèàëüíûõ ÷èñåë, çàäàþò íà T 2
trM ñòðóê-

òóðó D2 -ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ìîäóëèðóåìîãî D2 -ìîäóëåì

(D2)m ⊕ Rn [2].

Ïóñòü T r2−Bun � êàòåãîðèÿ, îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿ-

þòñÿ òðàíñâåðñàëüíûå ðàññëîåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñëîåíûõ

ìíîãîîáðàçèé π20 : T 2
trM → M , à ìîðôèçìàìè D2 -ãëàäêèå
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îòîáðàæåíèÿ F 2 : T 2
trM → T 2

trM
′ . D2 -ãëàäêîå îòîáðàæå-

íèå F 2 îïðåäåëÿåò D -ãëàäêîå îòîáðàæåíèå F 1 : TtrM →
→ TtrM

′ è ìîðôèçì ñëîåíèé f : M → M ′ . Â êàòåãîðèè

T r2−Bun ìîæíî âûäåëèòü àâòîìîðôèçìû ñïåöèàëüíîãî òè-

ïà F 2 : T 2
trM → T 2

trM , êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî f

è F 1 ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííûìè îòîáðàæåíèÿìè. Òàêèå D2 -

äèôôåîìîðôèçìû F 2 â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ èìåþò âèä

{′xi = xi, ′yα = yα, ′ẋi = ẋi, ′̈xi = ẍi + hi(xj , yα)}.

Êîýôôèöèåíòû ïðîèçâîëüíîé D2 -ãëàäêîé D2 -ëèíåéíîé

ñâÿçíîñòè íà T 2
trM çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè âèäà:

Γk
ip = Γk

ipX
j + ε(ẋl∂lΓ

k
ip +Gk

ip(x
j) + ε2

(
1

2
ẋlẋs∂lsΓ

k
ip

)
+

+ ε2
(
ẍl∂lΓ

k
ip + ẋl∂lG

k
ip +Hk

ip(x
j , yη)

)
, Γσ

ip = Γσ
ip(x

j , yη),

Γσ
iγ = Γσ

iγ(x
j , yη), Γσ

αp = Γσ
αp(x

j , yη), Γσ
αγ = Γσ

αγ(x
j , yη).

Äâå ñâÿçíîñòè Γ è ′Γ íà T 2
trM íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè,

åñëè îäíà èç íèõ ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíà â äðóãóþ àâòîìîð-

ôèçìîì âûøåóêàçàííîãî ñïåöèàëüíîãî òèïà.

Òåîðåìà. 1. Äâå D2 -ãëàäêèå ñâÿçíîñòè ′Γ è Γ íà T 2
trM

ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òåíçîð äåôîðìà-

öèè ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé Ëè LuΓ â íàïðàâëåíèè íåêîòîðîãî

âåðòèêàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ v .

2. D2 -ãëàäêàÿ ñâÿçíîñòü Γ íà T 2
trM ýêâèâàëåíòíà D2 -

ïðîäîëæåíèþ íåêîòîðîé ïðîåêòèðóåìîé [1] ñâÿçíîñòè, çàäàí-

íîé íà M, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Gk
ip(x

j) = 0,

Hk
ip = Γq

ip

∂hk

∂xq
+ hl∂lΓ

k
ip − Γk

iq

∂hq

∂xp
− Γk

qp

∂hq

∂xi
− ∂2hk

∂xi∂xp
.
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ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ËÈÍÈÉ ÓÐÎÂÍß

ÃÐÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÀ

Öåëü: Îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòèêè, îïèñûâàþùåé ãðàâè-

òàöèîííîå ïîëå êîëè÷åñòâåííî (ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë),

õàðàêòåðèñòèêó ïîëÿ, îïðåäåëÿþùåé íàïðàâëåíèå ïîëÿ (âåê-

òîðíûå ëèíèè).

Çàäà÷è: 1) Ïîñòðîèòü ãðàôèê ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèà-

ëà ñèñòåìû Çåìëÿ-Ëóíà 2) Ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ âåêòîðíûõ

ëèíèé ýòîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ 3) Ïðîèçâåñòè íåîáõîäèìûå

ðàñ÷¼òû. Ïîñòðîèòü ãðàôèêè.

Ñèñòåìà Çåìëÿ�Ëóíà. Ñèñòåìà Çåìëÿ�Ëóíà, Äâîéíàÿ

ïëàíåòà � òåðìèí â àñòðîíîìèè, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ

îáîçíà÷åíèÿ áèíàðíîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ àñòðîíîìè-

÷åñêèõ îáúåêòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëå-

íèþ ïëàíåòû è ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàññèâíûì, ÷òîáû îêàçû-

âàòü ãðàâèòàöèîííûé ýôôåêò, ïðåâîñõîäÿùèé ãðàâèòàöèîííûé

ýôôåêò çâåçäû, âîêðóã êîòîðîé îíè âðàùàþòñÿ.

Ôîðìóëû, ïðèìåíèìûå ê îïèñàíèþ ñèñòåìå Çåìëÿ�

Ëóíà. Ðàñ÷¼ò ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà (êîëè÷åñòâåííàÿ
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õàðàêòåðèñòèêà)

U(x, y) = G ∗ (Mz/|rz|+Ml/|rl|).

Ðàñ÷¼ò âåêòîðíûõ ëèíèé (õàðàêòåðèñòèêà, îïðåäåëÿþùàÿ

íàïðàâëåíèå ïîëÿ)

g = dU/dx ∗ i+ dU/dy ∗ j.
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×ÈÑÅË

Ïóñòü LD
n � n -ìåðíûé ìîäóëü íàä àëãåáðîé äóàëüíûõ ÷èñåë

D . Ñ ìîäóëåì LD
n åñòåñòâåííî àññîöèèðóþòñÿ ñëåäóþùèå D -ìî-

äóëè:

LD
n ⊗R D � òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå LD

n íà D íàä R ,
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HomR(L
D
n ,D) � ìîäóëü R -ëèíåéíûõ D -çíà÷íûõ ôîðì íà

LD
n , åñòåñòâåííî èçîìîðôíûé ìîäóëþ HomD(L

D
n ⊗R D,D) ,

HomD(L
D
n ,D) � ìîäóëü D -ëèíåéíûõ ôîðì íà LD

n , êîòî-

ðûé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäìîäóëü â HomR(L
D
n ,D) è â

HomD(L
D
n ⊗R D,D) ,

L′ � ïîäìîäóëü â LD
n ⊗R D , àííóëèðóþùèé HomD(L

D
n ,D) .

Âûáèðàÿ â LD
n ⊗R D ïîäìîäóëü L̄ , äîïîëíèòåëüíûé ê L′ ,

ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèÿ

LD
n ⊗R D = L′ ⊕ L̄, (1)

HomD(L
D
n ⊗R D,D) = HomD(L

D
n ,D)⊕Ann(L̄).

Êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà TXM
D ê D -ãëàäêîìó ìíîãîîá-

ðàçèþ MD íàä àëãåáðîé äóàëüíûõ ÷èñåë íåñóò íà ñåáå ñòðóêòó-

ðû n -ìåðíûõ D -ìîäóëåé, è âûøåóêàçàííóþ êîíñòðóêöèþ (1)

ìîæåì ïðèìåíèòü ê êàñàòåëüíîìó ðàññëîåíèþ TMD , âûáèðàÿ

ãëàäêîå ïîäðàññëîåíèå TMD â TMD ⊗R D, äîïîëíèòåëüíîå ê
ïîäðàññëîåíèþ T ′MD , àííóëèðóþùåìó D-ëèíåéíûå ôîðìû íà

MD . Ýòî ïîçâîëÿåò ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíñòðóêöèè Âàéñìàíà�

Ìîëèíî [1] îïðåäåëèòü êîìïëåêñû [2]

d̂ : Ω(r,s) → Ω(r+1,s) (2)

D -çíà÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ñïåöèàëüíîãî âèäà

íà MD .

Ìíîãîîáðàçèå MD ìîæíî âëîæèòü â êàñàòåëüíîå ðàññëî-

åíèå êàê îáðàç íóëåâîãî ñå÷åíèÿ o : MD → TMD . Ïðè ýòîì

ðàññëîåíèå TMD ⊗R D îêàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííî èçîìîðôíûì

îáðàòíîìó îáðàçó o−1TTMD . Ýòî ïîçâîëÿåò ñ èñïîëüçîâàíè-

åì D -ïðîäîëæåíèÿ D -çíà÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì íà

MD äî D -ãëàäêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì íà TMD ïîëó-

÷èòü êîìïëåêñû äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì íà TMD , èçîìîðô-

íûå êîìïëåêñàì (1).
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Î ÏÈÐÑÎÂÑÊÈÕ ÑËÎßÕ ÏÎËÓÊÎËÅÖ

Ð. Ñ. Ïèðñîì [1] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà ñ 1 áûë ïîñòðî-

åí ïó÷îê êîëåö íà íóëüìåðíîì êîìïàêòå è ïîëó÷åíî èçîìîðô-

íîå ïðåäñòàâëåíèå êîëüöà ñå÷åíèÿìè ñâîåãî ïèðñîâñêîãî ïó÷-

êà. Ïîëóêîëüöåâîé àíàëîã ýòîé êîíñòðóêöèè áûë ðàññìîòðåí

Â. Â. ×åðìíûõ [2]. Â äîêëàäå ðàññêàçûâàåòñÿ î ìåòîäàõ èçó-

÷åíèÿ àáñòðàêòíûõ ïîëóêîëåö ñ ïîìîùüþ ïèðñîâñêîãî ïó÷êà.

Ïåðå÷èñëèì ïîëóêîëüöà, èññëåäóåìûå àâòîðàìè: çàìåíÿåìûå,

àáåëåâû, arp -ïîëóêîëüöà, pf -ïîëóêîëüöà, ïîëóêîëüöà, áëèç-

êèå ê ðåãóëÿðíûì (ðèêêàðòîâû, ñèëüíî ðèêêàðòîâû, áèðåãó-

ëÿðíûå), ïîëóêîëüöà áåç íèëüïîòåíòîâ è äðóãèå. Ïîëó÷åííûå

ðåçóëüòàòû ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà òèïà: ÷èñòî àëãåáðàè÷å-

ñêèå è ðåçóëüòàòû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ ñå÷åíèé è/èëè

ñâîéñòâ áóëåâà ñïåêòðà ïîëóêîëüöà. Ïðèâåäåì äâà ïðåäëîæå-

íèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê äâóì óêàçàííûì òèïàì.
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Ïðåäëîæåíèå 1. Ïîëóêîëüöî áèðåãóëÿðíî â òî÷íîñòè òî-

ãäà, êîãäà âñå åãî ïèðñîâñêèå ñëîè � ïðîñòûå ïîëóêîëüöà.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ðàâíîñèëüíû óòâåðæäåíèÿ:

(a) S � ðèêêàðòîâî ïîëóêîëüöî áåç íèëüïîòåíòîâ;

(b) ïèðñîâñêèé ïó÷îê ïîëóêîëüöà S ïîëóõàóñäîðôîâ, à âñå

åãî ïèðñîâñêèå ñëîè ÿâëÿþòñÿ êîëüöàìè áåç äåëèòåëåé íóëÿ.

Ë È Ò Å Ð À Ò Ó Ð À

1. PierceR. S.Modules over commutative regular rings // Mem.

Amer. Math. Soc. � 1967. � V. 70. � P. 1�112.

2. ×åðìíûõÂ.Â. Ïó÷êîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëóêîëåö

// Óñïåõè ìàò. íàóê. � 1993. � Ò. 48. � � 5. � Ñ. 185�186.

Å.À.Ìèíååâà, Ê.Ñ.Óñêîâà

Êàçàíñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé

òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò (ÊÀÈ),

ekaterina-mineeva0@rambler.ru

ÑÈÑÒÅÌÛ ÈÒÅÐÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

È ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÔÐÀÊÒÀËÎÂ Â E3

Â äàííîé ðàáîòå ìû èçó÷àåì ñèñòåìû èòåðèðîâàííûõ ôóíê-

öèé è ïðèìåíÿåì èõ ïðè ïîñòðîåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ôðàêòà-

ëîâ íà ïëîñêîñòè è â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

fj(x, y, z)16j6k åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà ñåáÿ. Îáðàçîì

T (A) ìíîæåñòâà A îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû ôóíêöèé T =

= {f1(x, y, z), f2(x, y, z), . . . , fk(x, y, z)} íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
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âñåõ îáðàçîâ T (A) = f1(A) ∪ f2(A) ∪ . . . ∪ fk(A) . Âòîðàÿ èòå-

ðàöèÿ èìååò âèä: T2(A) = T (T (A)) = f1(T (A)) ∪ f2(T (A)) ∪ . . .

. . . ∪ fk(T (A)) . Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü n -þ èòåðàöèþ

ñèñòåìû ôóíêöèé: Tn(A) = T (Tn−1(A)) .

Îòîáðàæåíèå f(x, y, z) íàçûâàåòñÿ ñæèìàþùèì, åñëè ñóùå-

ñòâóåò òàêîå s : 0 < s < 1 , ÷òî

|f(x1, y1, z1)− f(x2, y2, z2)| 6 s|(x1, y1, z1)− (x2, y2, z2)|.

Õîðîøî èçâåñòíà

Òåîðåìà.Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà T èòåðèðóåìûõ ôóíêöèé

{fi} . Åñëè âñå îòîáðàæåíèÿ fi � ñæèìàþùèå, òî Tn(A) ñòðå-

ìèòñÿ â ìåòðèêå Õàóñäîðôà ê ìíîæåñòâó A′ ïðè n → ∞ .

Êðîìå òîãî, T (A′) = A′ , ò. å. A′ � íåïîäâèæíîå ìíîæåñòâî

äëÿ T .

Ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ñèñòåìû

ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ ôðàêòàëîì. Íàøà çàäà÷à

� íàéòè ñèñòåìó èòåðèðîâàííûõ ôóíêöèé (ÑÈÔ) äëÿ ôðàêòà-

ëà, ïîñòðîåííîãî ãåîìåòðè÷åñêèì ñïîñîáîì.

Ïóñòü èíèöèàòîðîì A íàøåãî ôðàêòàëà ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷-

íûé êóá MNPKM1N1P1K1 . Ïîä äåéñòâèåì ÷åòûðåõ ñæèìà-

þùèõ îòîáðàæåíèé f1(A) , f2(A) , f3(A) , f4(A) îí ïåðåéäåò â

4 êóáà, ëèíåéíûé ðàçìåð êîòîðûõ â 2 ðàçà ìåíüøå èñõîäíî-

ãî. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ïåðâóþ èòåðàöèþ ôðàêòàëà � åãî

ãåíåðàòîð.
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Ðèñ. 1. Ïåðâàÿ è âòîðàÿ èòåðàöèè ôðàêòàëà

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÑÈÔ, çàäàþùåé íàø ôðàêòàë, íàéäåì

ñæèìàþùèå àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ f1 , f2 , f3 , f4 .

Àíàëèòè÷åñêîå çàäàíèå àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ f :

(x; y; z) 7→ (x′; y′; z′) èìååò âèä:

x′ = A1x+B1y + C1z +D1,

y′ = A2x+B2y + C2z +D2,

z′ = A3x+B3y + C3z +D3,

(1)

ãäå Ai , Bi , Ci , Di ∈ R è îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (1) ∆ ̸= 0 .

Íàéäåì ïðåîáðàçîâàíèå f1 , ïåðåâîäÿùåå êóá A â êóá f1(A) .

Ïî òåîðåìå î çàäàíèè àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â E3 äî-

ñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü 4 ïàðû ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèí êóáîâ:

M(1; 0; 0) 7→ M ′(1; 0; 0) , N(0; 0; 0) 7→ N ′(1/2; 0; 0) , P (1; 0; 1) 7→
→ P ′(1; 0; 1/2) , M1(1; 1; 0) 7→M ′

1(1; 1/2; 0) .

Ïîäñòàâëÿÿ êîîðäèíàòû òî÷åê â ñèñòåìó (1), íàõîäèì êî-

ýôôèöèåíòû ýòîé ñèñòåìû è ïîëó÷àåì àíàëèòè÷åñêîå çàäàíèå

f1(x, y, z) = ((1/2)x+ 1/2; (1/2)y; (1/2)z).

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì

f2(x, y, z) = ((1/2)x+ 1/2; (1/2)y + 1/2; (1/2)z + 1/2),

f3(x, y, z) = ((1/2)x; (1/2)y; (1/2)z + 1/2),
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f4(x, y, z) = ((1/2)x; (1/2)y + 1/2; (1/2)z).

Èòàê, ìû íàøëè ÑÈÔ, îïðåäåëÿþùóþ ïîñòðîåííûé íàìè

ôðàêòàë.

Àíàëîãè÷íî íàìè íàéäåíû ÑÈÔ äëÿ ñåðèè íîâûõ ôðàêòà-

ëîâ, ïîñòðîåííûõ â E2 .

Ñ.Ð.Ìèðîíîâà, Ë.Þ.Íèçàìèåâà,

Å.Þ.Êàëèêèíñêàÿ, À.Þ.Ïîãîäèíà

Êàçàíñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé

òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. À. Í. Òóïîëåâà (ÊÀÈ),

Ñàðàòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé

óíèâåðñèòåò èì. Þ. À. Ãàãàðèíà,

srmironova@yandex.ru, NizamievaLU@yandex.ru,

kalikinskaya@sstu.ru, apogodina@yandex.ru

ÎÏÛÒ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈß ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÎÃÎ

ÒÅÑÒÈÐÎÂÀÍÈß

Âõîæäåíèå Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè â Áîëîíñêèé ïðîöåññ

òðåáóåò îò âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ êà÷åñòâà

îáó÷åíèÿ, ïåäàãîãè÷åñêèõ ìåòîäèê è òåõíîëîãèé, à òàêæå ñïî-

ñîáîâ êîíòðîëÿ ýôôåêòèâíîñòè îáó÷åíèÿ. Ê ÷èñëó íàèáîëåå

ðàñïðîñòðàíåííûõ ñïîñîáîâ êîíòðîëÿ ðåçóëüòàòîâ îáó÷åíèÿ îò-

íîñèòñÿ òåñòèðîâàíèå.

Âèäû è ôîðìû êîíòðîëÿ, ïðèìåíÿåìûå â ðàçëè÷íûõ âóçàõ,

âåñüìà ðàçíîîáðàçíû. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ îòìå÷àåòñÿ òåíäåí-

öèÿ àêòóàëèçàöèè äîìèíèðóþùåé ïîçèöèè òåñòèðîâàíèÿ â ñè-

ñòåìå ïðîâåðêè çíàíèé îáó÷àþùèõñÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îä-

íèì èç îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ïðîöåññà

îáó÷åíèÿ ñòàëî ïðèìåíåíèå ÀÑÒ-òåñòèðîâàíèÿ êîíòðîëÿ çíà-

íèé, óìåíèé è íàâûêîâ, ïîçâîëÿþùåãî îáúåêòèâíî îöåíèâàòü



126 Ñ.Ð.ÌÈÐÎÍÎÂÀ, Ë.Þ.ÍÈÇÀÌÈÅÂÀ,Å.Þ.ÊÀËÈÊÈÍÑÊÀß, À.Þ.ÏÎÃÎÄÈÍÀ

ïîëó÷åííûå çíàíèÿ ñòóäåíòîâ, âûÿâëÿòü èìåþùèåñÿ ïðîáåëû

è ñïîñîáû ëèêâèäèðîâàòü èõ.

Ñ öåëüþ ïîâûøåíèÿ îáúåêòèâíîñòè êîíòðîëÿ, à òàêæå ýô-

ôåêòèâíîé îðãàíèçàöèè îáó÷åíèÿ è îñóùåñòâëåíèÿ êîíòðîëÿ

çíàíèé îáó÷àåìûõ, ñ 2009/2010 ãîäà îáó÷åíèÿ â Ñàðàòîâñêîì

ãîñóäàðñòâåííîì òåõíè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå èì. Þ. À. Ãàãàðè-

íà ýôôåêòèâíî èñïîëüçóþò ñòàíäàðòèçèðîâàííûå òåñòû, èí-

ñòðóìåíòàëüíûå ñðåäñòâà, êîìïüþòåðû è ñîâðåìåííûå èíôîð-

ìàöèîííûå òåõíîëîãèè â îáÿçàòåëüíîì ïîðÿäêå ïî ïðåäìåòàì

�ìàòåìàòèêà�, �ôèçèêà� è �èíôîðìàòèêà�.

Áàíêè òåñòîâûõ çàäàíèé (ÁÒÇ) ïî äèñöèïëèíàì îñíîâíûõ

îáðàçîâàòåëüíûõ ïðîãðàìì ñîçäàþòñÿ äëÿ ïðîâåðêè îñòàòî÷-

íûõ çíàíèé, à òàêæå äëÿ îðãàíèçàöèè òåêóùåãî è èòîãîâîãî

êîíòðîëÿ ó÷åáíûõ äîñòèæåíèé ñòóäåíòîâ ñ öåëüþ ïîâûøåíèÿ

êà÷åñòâà ïîäãîòîâêè è ýôôåêòèâíîñòè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáî-

òû áóäóùèõ ñïåöèàëèñòîâ. Çà äâå íåäåëè äî ïðîâåäåíèÿ ýêçàìå-

íà íà ñàéòå óíèâåðñèòåòà ïîÿâëÿåòñÿ èíôîðìàöèÿ î òåñòàõ, ÷òî

ïîçâîëÿåò ñòóäåíòàì, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðîñìîòðåòü ýòè òåñòû

è ëó÷øå ê íèì ïîäãîòîâèòüñÿ, ñ äðóãîé ñòîðîíû, � åñëè áàçà

âîïðîñîâ íåáîëüøàÿ, òî ñòóäåíòû àâòîìàòè÷åñêè çàïîìèíàþò

îòâåòû íà âîïðîñû, ÷òî íå äà¼ò ïðåïîäàâàòåëÿì îáúåêòèâíî

îöåíèòü çíàíèÿ ñòóäåíòà.

Òåñòîâûå çàäàíèÿ, ðàçðàáîòàííûå ïðåïîäàâàòåëÿìè êà-

ôåäð, ïðîõîäÿò âíóòðåííþþ ïðîâåðêó è óòâåðæäàþòñÿ íà çà-

ñåäàíèè êàôåäðû, ÷òî îôîðìëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ïðîòî-

êîëîì. Îòâåòñòâåííûì çà ñîäåðæàíèå òåñòîâ è èõ ñîîòâåòñòâèå

äèäàêòè÷åñêèì åäèíèöàì ÃÎÑ ÂÏÎ ÿâëÿåòñÿ çàâåäóþùèé êà-

ôåäðîé. Îáÿçàòåëüíûì óñëîâèåì îðãàíèçàöèè èòîãîâîãî êîí-

òðîëÿ çíàíèé ñòóäåíòîâ â ôîðìå êîìïüþòåðíîãî òåñòèðîâàíèÿ

ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå íà çàñåäàíèè êàôåäðû ñèñòåìû îöåíè-
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âàíèÿ òåñòîâ.

Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà ïðîâåäåíèè ýêçàìåíà â ôîð-

ìå òåñòà ïî ìàòåìàòèêå è îòðàçèì âñå ïîëîæèòåëüíûå è îòðè-

öàòåëüíûå åãî ñòîðîíû. Äàííûé òåñò ðàññ÷èòàí íà 40 ìèíóò,

÷òî õàðàêòåðèçóåò ñâîáîäó âëàäåíèÿ ìàòåðèàëîì, àíàëèòè÷å-

ñêèå íàâûêè è óñòîé÷èâîñòü çíàíèé. Òåñò èìååò ñòðóêòóðó,

ñîîòâåòñòâóþùóþ ñîäåðæàíèþ ãîñóäàðñòâåííîãî îáðàçîâàòåëü-

íîãî ñòàíäàðòà è ñîäåðæèò ðàçëè÷íûå ôîðìû òåñòîâûõ çàäà-

íèé. Äàííîå ðàçäåëåíèå âîïðîñîâ ïðîèçâîäèòñÿ íà óñìîòðåíèå

ïðåïîäàâàòåëÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òåñò ìîã îòðàçèòü ïîëó÷åí-

íûå çíàíèÿ ñòóäåíòà è îáúåêòèâíîñòü îöåíêè ïî èçó÷åííîìó

êóðñó, íåîáõîäèìî ìíîãîîáðàçèå ñîäåðæàíèÿ òåñòîâ; êàæäî-

ìó ñòóäåíòó ïðåäúÿâëÿåòñÿ âûáîðêà, íàïðèìåð, èç 20 çàäàíèé

èç äîñòàòî÷íî áîëüøèõ áàíêîâ çàäàíèé, ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü

ñîâïàäåíèÿ òåñòîâûõ çàäàíèé äîñòàòî÷íî íèçêàÿ. Êðîìå òîãî,

òåñò îòðàæàåò âñþ ïîëíîòó ñîäåðæàíèÿ, òàê êàê â õîäå òåñòè-

ðîâàíèÿ ñòóäåíò äîëæåí ïîêàçàòü âñå ñâîè óìåíèÿ è çíàíèÿ,

êîòîðûå îí ïîëó÷èë ïðè èçó÷åíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçäåëîâ

âûñøåé ìàòåìàòèêè, îïðåäåëÿåìûõ ðàáî÷åé ïðîãðàììîé, ó÷åá-

íûì ïëàíîì è ÔÃÎÑ äëÿ äàííîé êîíêðåòíîé ñïåöèàëüíîñòè â

ñîîòâåòñòâóþùåì ñåìåñòðå.

Ïðîöåíò ñäà÷è ýêçàìåíà íà îöåíêó �îòëè÷íî� ïðè ñäà÷å ýê-

çàìåíà â ôîðìå òåñòèðîâàíèÿ ïðèìåðíî íà 14 % âûøå, à íà

îöåíêó �óäîâëåòâîðèòåëüíî� � íà 13% íèæå, ÷åì ïðè òðàäèöè-

îííîì ñïîñîáå ïðèåìà ýêçàìåíà.

Íà íàø âçãëÿä, êîìïüþòåðíîå òåñòèðîâàíèå öåëåñîîáðàçíî

ïðèìåíÿòü â êà÷åñòâå: îäíîãî èç ìåòîäîâ òåêóùåãî è ðóáåæ-

íîãî êîíòðîëÿ; ïåðâîé ñòóïåíè êîíòðîëÿ ïðè èòîãîâîì êîíòðî-

ëå çíàíèé, îáåñïå÷èâàþùåé äîïóñê ê òðàäèöèîííîìó ýêçàìåíó;

ýëåìåíòà èòîãîâîãî ýêçàìåíà â èòîãîâîì êîíòðîëå çíàíèé, ñî-
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÷åòàÿ åãî ñ âûïîëíåíèåì èòîãîâûõ êîíòðîëüíûõ ðàáîò äëÿ ïðî-

âåðêè óñâîåííûõ íàâûêîâ. Íåîáõîäèìà èíòåãðàöèÿ òðàäèöèîí-

íîãî ñïîñîáà ñäà÷è ýêçàìåíà è êîìïüþòåðíîãî òåñòèðîâàíèÿ

â ÂÓÇå, ïîçâîëÿþùàÿ ó÷åñòü äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè ðàç-

ëè÷íûõ ôîðì êîíòðîëÿ è îáåñïå÷èâàþùàÿ âîçìîæíîñòè äëÿ

ïðîâåðêè íå òîëüêî çíàíèé îáó÷àþùåãîñÿ, íî è åãî óìåíèÿ ðàñ-

ñóæäàòü è âûäåëÿòü ãëàâíîå, àðãóìåíòèðîâàòü è îáîñíîâûâàòü

ñâîþ òî÷êó çðåíèÿ. Ïîýòîìó, åñëè â ðåçóëüòàòå òåñòèðîâàíèÿ

ñòóäåíò ïîëó÷èë óäîâëåòâîðèòåëüíóþ îöåíêó è ïðåòåíäóåò íà

áîëåå âûñîêèå áàëëû, òî îí èìååò âîçìîæíîñòü ïîâûñèòü èõ

â õîäå óñòíîãî ñîáåñåäîâàíèÿ ïî òåîðåòè÷åñêîìó ìàòåðèàëó ñ

ïðåïîäàâàòåëåì-ëåêòîðîì, âåäóùèì äàííûé êóðñ.

Òàêèì îáðàçîì, êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, òåñòîâàÿ ñèñòåìà

îöåíêè çíàíèé äîëæíà ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ïðîâåðêè ïîäãîòîâ-

êè ñòóäåíòîâ â êîìïëåêñå ñ òðàäèöèîííûìè ñïîñîáàìè îöåíêè

ýòèõ çíàíèé, òàêèìè êàê óñòíûé îïðîñ è êîíòðîëüíûå ðàáî-

òû. Òàêîé êîìïëåêñíûé ïîäõîä ê ïðîâåðêå ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü

íàèëó÷øèõ ðåçóëüòàòîâ è äîñòîâåðíî óñòàíîâèòü óðîâåíü ïîä-

ãîòîâêè ñîâðåìåííûõ ñòóäåíòîâ.
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Å.Ê.Ìûøêèíà

Ñèáèðñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

el�fenok@mail.ru

Î ÑÒÅÏÅÍÍÛÕ ÑÓÌÌÀÕ ÊÎÐÍÅÉ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ

ÂÈÄÎÂ ÑÈÑÒÅÌ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé âèäà

(1− a11z1)
m11 · . . . · (1− a1nzn)

m1n +Q1(z) = 0,

(1− a21z1)
m21 · . . . · (1− a2nzn)

m2n +Q2(z) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(1− an1z1)
mn1 · . . . · (1− annzn)

mnn +Qn(z) = 0,

(1)

ãäå mij � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, aij ̸= 0 � êîìïëåêñíûå ÷èñ-

ëà, ðàçëè÷íûå ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì j, Qi(z) � öåëûå

ôóíêöèè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç qi(z1, . . . , zn) âûðàæåíèå âèäà

qi(z1, . . . , zn) = (1− ai1z1)
mi1 · . . . · (1− ainzn)

min , i = 1, n.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé qi(z) = 0, i = 1, n, èìååò n! èçîëè-

ðîâàííûõ êîðíåé, è ýòè êîðíè ðàâíû aJ = ( 1
a1i1

, . . . , 1
anin

), ãäå

J = (i1, . . . , in) � ìóëüòèèíäåêñ, ÿâëÿþùèéñÿ ïåðåñòàíîâêîé

(1, . . . , n).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî Qi(z) � ìíîãî÷ëåíû âèäà

Qi(z) = z1 · · · zn
∑
|α∥>0

Ci
αz

α, i = 1, n, (2)

ãäå α � ìóëüòèèíäåêñ, zα = zα1
1 ·. . .·zαn

n , è degzj Qi 6 mij , i, j =

= 1, n.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

Fi(z) = qi(z) +Qi(z), i = 1, 2, . . . , n.
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Äåëàÿ çàìåíó zj = 1/wj , j = 1, n , ïîëó÷àåì

Fi

(
1

w1
, . . .

1

wn

)
=

(
1

w1

)mi1

· . . . ·
(

1

wn

)min

·
(
q̃i(w) + Q̃i(w)

)
,

ãäå ôóíêöèè q̃i(w) = (w1 − ai1)
mi1 · . . . · (wn − ain)

min , à ìíî-

ãî÷ëåíû Q̃i(w) = wmi1 · . . . · wmin · Qi

(
1

w1
, . . .

1

wn

)
, ïðè÷åì

degwj
Q̃i < mij , i, j = 1, n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç zj = (zj1, . . . , zjn) , j = 1, . . . p , êîðíè ñè-

ñòåìû (1) ñ ôóíêöèÿìè Qi âèäà (3), íå ëåæàùèìè íà êîîðäè-

íàòíûõ ïëîñêîñòÿõ. Ýòèõ êîðíåé êîíå÷íîå ÷èñëî.

Òåîðåìà. Äëÿ ñèñòåìû (1) ñ ìíîãî÷ëåíàìè Qj âèäà (2)

ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

p∑
j=1

1

zγ1+1
j1 · zγ2+1

j2 · · · zγn+1
jn

=
∑
K∈ℜ

(−1)||K||
∑
J

(−1)s(J)
1

β(K,J)!
×

×∂
||β||

∂wβ

[
∆̃ · wγ1+1

1 · . . . · wγn+1
n · Q̃K

q̃K+I(J)

]
w=ãJ

,

ãäå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ℜ = {K = (k1, . . . , kn)| ∃i : γi + 2 >

> ∥K∥, i = 1, n}, ãJ = (a1i1 , . . . , anin), (−1)s(J) = 1, êîãäà J

� ÷åòíàÿ ïåðåñòàíîâêà è (−1)s(J) = −1, êîãäà J � íå÷åòíàÿ

ïåðåñòàíîâêà, q̃K+I(J) = q̃k1+1
1 [i1] · . . . · q̃kn+1

n [in], à q̃j [ij ] � ýòî

ïðîèçâåäåíèå âñåõ (w1−aj1)mj1 · . . . · (wn−ajn)mjn êðîìå (wij −
−ajij )

mjij , β(K,J) = (m1i1 · (ki1 +1)−1, . . . ,mnin · (kin +1)−1),

β(K,J)! =
∏

j(mjij · (kij + 1)− 1)!,

∂||β||

∂wβ
=

∂m1i1
·(ki1+1)−1+...+mnin ·(kin+1)−1

∂w
m1i1

·(ki1+1)−1
1 · . . . · ∂wmnin ·(kin+1)−1

n

.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêò � 12-01-00007-a).
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Å.À.Íèêîëàåâà

Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé

óíèâåðñèòåò èì. àê. Ñ. Ï. Êîðîëåâà,

nikolaevalizaveta@mail.ru

ÄÂÎÉÍÀß ÇÂÅÇÄÀ. ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ

ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÈ ÄÂÈÆÅÍÈß ÄÂÓÕ ÒÅË

Öåëü: Îçíàêîìëåíèå ñ äâîéíûìè çâåçäàìè è íàõîæäåíèå

òðàåêòîðèè èõ äâèæåíèÿ âîêðóã îáùåãî öåíòðà ìàññ.

Çàäà÷è:

1) Îçíàêîìëåíèå ñ òèïàìè äâîéíûõ çâåçä. 2) Ðàñ÷åò äâèæå-

íèÿ ñèñòåìû äâóõ çâåçä. 3) Ìîäåëèðîâàíèå òðàåêòîðèè äâèæå-

íèÿ äâîéíîé çâåçäû.

Äâîéíûå çâåçäû. Äâîéíàÿ çâåçäà, èëè äâîéíàÿ ñèñòåìà �

ñèñòåìà èç äâóõ ãðàâèòàöèîííî ñâÿçàííûõ çâåçä, îáðàùàþùèõ-

ñÿ ïî çàìêíóòûì îðáèòàì âîêðóã îáùåãî öåíòðà ìàññ. Äâîéíûå

çâåçäû óäåðæèâàþòñÿ âìåñòå âçàèìíûì òÿãîòåíèåì. Îáå çâåç-

äû äâîéíîé ñèñòåìû âðàùàþòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêèì îðáèòàì âî-

êðóã áàðèöåíòðà � òî÷êè, ëåæàùåé ìåæäó íèìè è íàçûâàåìîé

öåíòðîì ãðàâèòàöèè ýòèõ çâåçä.

Çàêîíû, ïðèìåíèìûå ê ñèñòåìå äâóõ çâåçä. Ê ñèñòå-

ìàì äâîéíûõ çâåçä ïðèìåíèìû çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ è

îáîáùåííûå Íüþòîíîì çàêîíû Êåïëåðà. Ýòî ïîçâîëÿåò îöå-

íèòü ìàññó çâåçä â äâîéíûõ ñèñòåìàõ.

[m1 +m2] ∗ P 3

[M +m] ∗ T 2
=
A3

a3
,

ãäå m1 è m2 � ìàññû äâóõ çâåçä, èìåþùèõ ïåðèîä îáðàùåíèÿ

P , A � áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû çâåçäû, îáðàùàþùåéñÿ âîêðóã

äðóãîé çâåçäû. Ìàññû M è m � ìàññû Ñîëíöà è Çåìëè, T = 1

ãîä, a � ðàññòîÿíèå îò Çåìëè äî Ñîëíöà. Åñëè èç íàáëþäåíèé
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îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèÿ çâåçä äî èõ îáùåãî öåíòðà òÿæåñòè, òî

ìîæíî îïðåäåëèòü ìàññó êàæäîé çâåçäû.

Ìîäåëèðîâàíèå òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ïîëåòà äâîé-

íîé çâåçäû:

Ðèñ. Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ äâóõ çâåçä

Ë È Ò Å Ð À Ò Ó Ð À

1. ÀãåêÿíÒ.À. Çâåçäû, ãàëàêòèêè, ìåòàãàëàêòèêè. � Ì.:

Íàóêà, 1981. � 416 c.

2. ÁóòèêîâÃ.Í. Äâèæåíèÿ êîñìè÷åñêèõ òåë â êîìïüþòåð-

íûõ ìîäåëÿõ. � ÑÏá.: ÑÏáÃÓ, 2007. � 43 c.

3. ÄóáîøèíÃ.Í. Ñïðàâî÷íîå ðóêîâîäñòâî ïî íåáåñíîé ìå-
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À.À.Íîâèêîâ

Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

AnANovikov@kpfu.ru

L1 -ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ, ÀÑÑÎÖÈÈÐÎÂÀÍÍÛÅ

Ñ ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÌÈ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀÌÈ,

ÏÐÈÑÎÅÄÈÍÅÍÍÛÌÈ Ê ÀËÃÅÁÐÅ

ÔÎÍ ÍÅÉÌÀÍÀ

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà íåêîììóòàòèâíîìó èíòåãðè-

ðîâàíèþ â ïðîñòðàíñòâàõ óëüòðàñëàáî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèî-

íàëîâ, ïðåääâîéñòâåííûõ ê àëãåáðàì ôîí Íåéìàíà; ýòî èíòå-

ãðèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì ïî îòíîøåíèþ ê íåêîììó-

òàòèâíîìó èíòåãðîâàíèþ â àëãåáðàõ ôîí Íåéìàíà.

Ïóñòü M,M+,Msa � àëãåáðà ôîí Íåéìàíà, åå ïîëî-

æèòåëüíàÿ è ñàìîñîïðÿæåííàÿ ÷àñòè ñîîòâåòñòâåííî. ×åðåç

M∗,Mh
∗ îáîçíà÷èì ïðåääâîéñòâåííîå ê M ïðîñòðàíñòâî è åãî

ýðìèòîâó ÷àñòü. Äëÿ ýëåìåíòà aηM+(ïðèñîåäèíåííîãî ê M+)

êîððåêòíî îïðåäåëåíû êîíóñ D+
a = {φ ∈ M+

∗ |φ(a) < +∞} è

ïðîñòðàíñòâî Dh
a = D+

a − D+
a . Â ñëó÷àå, êîãäà a îãðàíè÷åí,

D+
a è Dh

a ñîâïàäàþò ñ M+
∗ è Mh

∗ ñîîòâåòñòâåííî. Òàêæå äëÿ

óêàçàííîãî a êîððåêòíî îïðåäåëåíà L1 -ôóíêöèÿ

∥φ∥a := inf{φ1(a) + φ2(a)|φ = φ1 − φ2, φ1, φ2 ∈ M+
∗ }.

Î÷åâèäíî, îíà ÿâëÿåòñÿ ïîëóíîðìîé. Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå åñëè

a îãðàíè÷åí, ïî òåîðåìå 2 ðàáîòû [1] ∥φ∥a = ∥φ(a
1
2 · a

1
2 )∥ . Ýòî

ðàâåíñòâî áûëî îáîáùåíî íàìè íà ñëó÷àé íåîãðàíè÷åííîãî a .

Òåîðåìà 1. Äëÿ aηM+ , ∥ · ∥a ÿâëÿåòñÿ íîðìîé íà Dh
a

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a èíúåêòèâåí (ker a = {0}) .
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Äëÿ èíúåêòèâíîãî a ïîïîëíåíèå Dh
a ïî íîðìå ∥ · ∥a áóäåì

îáîçíà÷àòü Lh
1(a) . Èç ïðåäëîæåíèÿ 1 [1] ñëåäóåò, ÷òî ñîïðÿæåí-

íûì ïðîñòðàíñòâîì ê Lh
1(a) ÿâëÿåòñÿ Iha := {x ∈ (Dh

a)
al|∃λ ∈

∈ R− λa 6 x 6 λa}, ∥x∥∗a := inf{λ ∈ R| − λa 6 x 6 λa} .

Îïðåäåëåíèå.Äëÿ aηM+ , x ∈ Msa îïðåäåëèì ã
1
2xa

1
2 êàê

áèëèíåéíóþ ôîðìó íà D(a
1
2 )×D(a

1
2 ) ôîðìóëîé ã

1
2xa

1
2 (f, g) =

= ⟨xa
1
2 f, a

1
2 g⟩ .

Òåîðåìà 2. Ïðîñòðàíñòâî Iha èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíî

ìíîæåñòâó áèëèíåéíûõ ôîðì âèäà ã
1
2xa

1
2 , ãäå x � ýëåìåíò

Msa .

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî φ, ïðèíàäëåæàùåãî Dh
a, âûïîëíÿ-

åòñÿ ðàâåíñòâî ∥φ∥a = ∥φ(ã
1
2 · a

1
2 )∥ .

Òåîðåìà 4. Ïðîñòðàíñòâî Lh
1(a) èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðô-

íî Mh
∗ .

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì àíàëîãîì ðåçóëü-

òàòà ðàáîòû [2] (ñì. òàêæå [3], ï. 17.1).

Â çàêëþ÷åíèå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðåçóëüòàòû, èçëîæåí-

íûå âûøå, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå â êîíòåêñòå C*-

àëãåáð, áåðÿ â êà÷åñòâå M ñîîòâåòñòâóþùèå îáåðòûâàþùèå

àëãåáðû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêò � 14-01-31358).
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À.Í.Íóðèåâ, À.È.Þíóñîâà, Å. Å.Ìîùåâà

Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Êàçàíñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé

òåõíîëîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,

artem501@list.ru

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÒÐÅÕÌÅÐÍÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ

ÂÎÊÐÓÃ ÎÑÖÈËËÈÐÓÞÙÅÃÎ ÖÈËÈÍÄÐÀ

Â äàííîé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðî-

âàíèå îáòåêàíèÿ îñöèëëèðóþùåãî êðóãëîãî öèëèíäðà âÿçêîé

íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ. Òå÷åíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ áåç-

ðàçìåðíûìè ïàðàìåòðàìè: ÷èñëîì Ðåéíîëüäñà Re è ÷èñëîì

Ñòîêñà β , êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Re =
UmaxD

ν
, β =

D2

νT

Çäåñü Umax � àìïëèòóäà ñêîðîñòè êîëåáàíèé, T � ïåðèîä êî-

ëåáàíèé, D � äèàìåòð öèëèíäðà, ν � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü

æèäêîñòè.

Â çîíå ìàëûõ ÷èñåë Re òå÷åíèå âîêðóã îñöèëëèðóþùåãî

öèëèíäðà ñîõðàíÿåò ïðåîáëàäàþùóþ äâóõìåðíóþ ñòðóêòóðó:

ðåàëèçóåòñÿ ïëîñêèé ñèììåòðè÷íûé ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì îá-

òåêàíèÿ. Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ýòîãî ðåæèìà, ïðîèñõîäÿùàÿ ñ
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ðîñòîì ÷èñëà Re, ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ òðåõìåðíûõ òå÷å-

íèé. Ãðàíèöà ïåðåõîäà ìåæäó ýòèìè ðåæèìàìè

Reh = 5.778β3/4(1 + 0.205β−1/4 + ...), (1)

íàõîäèòñÿ â çîíå, äîñòóïíîé äëÿ ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëè-

ðîâàíèÿ. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü èçó÷èòü ðàçâèòèå òðåõìåðíîé

íåóñòîé÷èâîñòè è åå âëèÿíèÿ íà ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ, äåéñòâó-

þùèå íà îñöèëëèðóþùèé öèëèíäð, â õîäå ÷èñëåííîãî ýêñïåðè-

ìåíòà.

Ðèñ. 1. β = 196 , Re = 451 . Òðåõìåðíîå òå÷åíèå. y-êîìïîíåíòà

çàâèõðåííîñòè. ωmin
y = −2.7 , ωmax

y = 2.7

Èññëåäîâàíèå òå÷åíèÿ ïðîâîäèòñÿ íà áàçå ïàêåòà

OpenFOAM, äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ áëî÷íî-

ñòðóêòóðèðîâàííûå ñåòêè, ñîäåðæàùèå äî 9 · 106 âû÷èñëè-

òåëüíûõ ÿ÷ååê. Õàðàêòåðíàÿ ñòðóêòóðà òðåõìåðíîãî òå÷åíèÿ

ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1. Âñå ðåçóëüòàòû òðåõìåðíîãî ìîäåëè-

ðîâàíèÿ õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ äàííûìè ëàáîðàòîðíûõ ýêñïå-

ðèìåíòîâ [1, 2].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêò � 14-01-31230 (ìîë_à)).
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ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÛÅ ÈÄÅÀËÛ C∗ -ÀËÃÅÁÐÛ Tm

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå èíâàðèàíò-

íûõ èäåàëîâ C∗ -ïîäàëãåáð àëãåáðû Òåïëèöà, íåïîäâèæíûõ

îòíîñèòåëüíî êîíå÷íîé ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ. Äîêàçûâàåò-

ñÿ, ÷òî òàêèå èäåàëû ïîðîæäàþòñÿ ðàçíoñòÿìè ïðîåêòîðîâ.

Ðàññìîòðèì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî l2(Z+) ñ åñòåñòâåí-

íûì îðòîíîðìîðîâàííûì áàçèñîì {ek}k∈Z+ . Ïóñòü T � îïåðà-

òîð ñäâèãà íà l2(Z+) , òî åñòü íà áàçèñå îí äåéñòâóåò ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: Tek = ek+1. Î÷åâèäíî, ÷òî T ∗T = I , ãäå T ∗

� îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê T . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëóãðóïïà,

ïîðîæäåííàÿ îïåðàòîðàìè T è T ∗ , îáðàçóåò èíâåðñíóþ áè-

öèêëè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó. Êàæäûé ýëåìåíò ýòîé ïîëóãðóïïû

èìååò âèä TnT ∗m, n,m ∈ Z+ . Òàêèå ýëåìåíòû â äàëüíåé-

øåì áóäåì íàçûâàòü ìîíîìàìè [1], à ÷èñëî (n−m) � èíäåêñîì

ìîíîìà TnT ∗m è îáîçíà÷àòü ind(TnT ∗m) . Êîíå÷íûå ëèíåé-

íûå êîìáèíàöèè ìîíîìîâ îáðàçóþò èíâîëþòèâíóþ ïîäàëãåá-

ðó àëãåáðû B(l2(Z+)) âñåõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòî-

ðîâ ãèëüáåðòîâa ïðîñòðàíñòâà l2(Z+) . Ðàâíîìåðíoe çàìûêàíèå
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ýòîé ïîäàëãåáðû â B(l2(Z+)) íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Òåïëèöà è

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç T .

Ïóñòü Tm � C∗ -ïîäàëãåáðà àëãåáðû Òåïëèöà T , ïîðîæäåí-

íàÿ ìîíîìàìè, èíäåêñ êîòîðûõ êðàòåí ÷èñëó m , è ïóñòü T (m)

� C∗ -ïîäàëãåáðà Tm , ïîðîæäåííàÿ îïåðàòîðàìè Tm è T ∗m .

Ëåììà 1. Àëãåáðà Tm ÿâëÿåòñÿ C∗ -àëãåáðîé, ïîðîæäåí-

íîé îïåðàòîðàìè Tm , T ∗m è ïðîåêòîðàìè Pl = T lT ∗l , ãäå

1 6 l 6 m− 1 .

Ðàññìîòðèì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H = l2(Z+) ñ áàçè-

ñîì {ek}k∈Z+ . Ïðåäñòàâèì åãî â âèäå ïðÿìîé ñóììû

l2(Z+) = H1 ⊕H2 ⊕ ...⊕Hm, (1)

ãäå áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà Hi ñîñòîèò èç âåêòîðîâ

{ei−1+km}k∈Z+ , 1 6 i 6 m .

Ïóñòü K � C∗ -ïîäàëãåáðà âñåõ êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ

àëãåáðû Òåïëèöà T , Km � C∗ -ïîäàëãåáðà âñåõ êîìïàêòíûõ

îïåðàòîðîâ àëãåáðû Tm . Oáîçíà÷èì ÷åðåç
m⊕

K ïðÿìóþ ñóììó

m ýêçåìïëÿðîâ àëãåáðû êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ K .

Ëåììà 2. Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî:

Km =

m⊕
K.

Â ðàáîòå [2] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ó C∗ -àëãåáðû Tm åñòü m

íåïðèâîäèìûõ óíèòàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ áåñêîíå÷íîìåðíûõ

ïðåäñòàâëåíèé: πi(P1) = πi(P2) = ... = πi(Pi−1) = I, πi(Pi) =

= ... = πi(Pm−1) = πi(T
mT ∗m), 1 6 i 6 m . Ðàññìîòðèì ÿäðà

ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé {πi}mi=1 , êîòîðûå, î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ èäå-

àëàìè àëãåáðû Tm . Ïóñòü Ji = ker(πi), 1 6 i 6 m .

Ëåììà 3. Ëþáîé èäåàë Ji, 1 6 i 6 m , àëãåáðû Tm èìååò

âèä Ji = {A ∈ Km : A|Hi = 0} .
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Îïðåäåëåíèå 1. Èäåàë I àëãåáðû Tm íàçîâåì èíâàðèàíò-

íûì îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèÿ σm : S1 → Aut(Tm) , åñëè

σm(eiθ)(I) = I äëÿ ëþáîãî θ ∈ [0, 2π] .

Ëåììà 4. Èäåàëû Ji, 1 6 i 6 m, è
n∩

k=1

Jik , 1 6 i1 < ... <

< in 6 m, ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè.

Ñëåäñòâèå. Km � èíâàðèàíòíûé èäåàë.

Òåîðåìà. Àëãåáðà Tm èìååò â òî÷íîñòè 2m èíâàðèàíò-

íûõ èäåàëîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïîðîæäàåòñÿ îäíîé èëè

íåñêîëüêèìè ðàçíîñòÿìè ïðîåêòîðîâ Pi−Pj , 0 6 i < j 6 m.
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Àðìåíèè. Ìàòåìàòèêà. � 2014. � Ò. 49. � � 5. � C. 71�80.

2. Ëèïà÷åâàÅ.Â., ÎâñåïÿíÊ. Ã. Ñòðóêòóðà ïîäàëãåáð àë-

ãåáðû Òåïëèöà, íåïîäâèæíûõ îòíîñèòåëüíî êîíå÷íîé ãðóïïû

àâòîìîðôèçìîâ // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåì. (â ïå÷àòè).
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÖÈÊËÎÍÍÎÃÎ

ÐÅÊÓÏÅÐÀÒÎÐÀ È ÐÀÇÐÀÁÎÒÊÀ

ÐÅÊÎÌÅÍÄÀÖÈÉ ÏÎ ÅÃÎ ÏÐÎÅÊÒÈÐÎÂÀÍÈÞ

Â äàííîé ðàáîòå áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå íà òåìó:

�×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå öèêëîííîãî ðåêóïåðàòîðà è ðàçðà-

áîòêà ðåêîìåíäàöèé ïî åãî ïðîåêòèðîâàíèþ�.

Â ðàìêàõ ðàáîòû áûëè èçó÷åíû îñíîâû ÷èñëåííîãî ìîäåëè-

ðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ãèäðîãàçîäèíàìèêè, ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷å-

ñêàÿ ìîäåëü ýëåìåíòà òåïëîîáìåííîãî öèêëîííîãî ðåêóïåðàòî-

ðà â ïðîãðàììíîì ïàêåòå ANSYS, è áûë ïðîèçâåäåí ÷èñëåííûé

ðàñ÷åò äàííîé ìîäåëè íà ñóïåðêîìïüþòåðå (âû÷èñëèòåëüíîì

êëàñòåðå) ÑÀÔÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà.

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ â ðàáîòå � òåïëîîáìåííûé ýëåìåíò

öèêëîííîãî ðåêóïåðàòîðà. Ïðåäìåò � àýðîäèíàìèêà òåïëîîá-

ìåííîãî ýëåìåíòà öèêëîííîãî ðåêóïåðàòîðà.

Èíôîðìàöèîííîé áàçîé èññëåäîâàíèÿ ïîñëóæèëè äàííûå

ó÷åáíûõ è ìåòîäè÷åñêèõ ïîñîáèé, à òàêæå ñîâðåìåííàÿ òåõ-

íè÷åñêàÿ äîêóìåíòàöèÿ.

Ïðè ïðîâåäåíèè èññëåäîâàíèÿ äëÿ ðåàëèçàöèè çàäà÷ áû-

ëè èñïîëüçîâàíû ñðåäñòâà ñîâðåìåííîãî ïðîãðàììíîãî ïàêåòà

ANSYS Fluent 15.0, êîòîðûé ïîçâîëèë íà âûñîêîì óðîâíå îñó-

ùåñòâèòü ÷èñëåííûé ðàñ÷åò ïðîöåññîâ ãèäðîãàçîäèíàìèêè, à

òàêæå ðåçóëüòàòû ôèçè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åíèè
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îïòèìàëüíîé, ñ òî÷êè çðåíèÿ àýðîäèíàìèêè, êîíñòðóêöèè òåï-

ëîîáìåííîãî ýëåìåíòà öèêëîííîãî ðåêóïåðàòîðà ïðè åãî ðàç-

ëè÷íîé îòíîñèòåëüíîé äëèíå, êîòîðàÿ ïîçâîëèò èíòåíñèôèöè-

ðîâàòü òåïëîîáìåí â äàííîì óñòðîéñòâå. Ýòî ïîñëóæèò äîïîë-

íèòåëüíûì ôàêòîðîì â ðåàëèçàöèè ýíåðãîñáåðåæåíèÿ è óìåíü-

øåíèÿ âûáðîñà äûìîâûõ ãàçîâ â àòìîñôåðó.

Â õîäå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî îïòè-

ìàëüíûì âàðèàíòîì ñ òî÷êè çðåíèÿ àýðîäèíàìèêè öèêëîííîé

êàìåðû áóäåò ïîäâîä ïîòîêà ÷åðåç ïàòðóáêè ñ óãëîì ìåæäó

îáðàçóþùåé è îñüþ âõîäíîãî êàíàëà βâõ = 80 − 75◦ . Ñëåäóåò

îòìåòèòü, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû òåïëîîáìåííîãî ýëåìåí-

òà öèêëîííîãî ðåêóïåðàòîðà óãîë ââîäà ïîòîêà äîëæåí óìåíü-

øàòüñÿ.

Ðåêîìåíäóåìàÿ äëèíà ýëåìåíòà òåïëîîáìåííîãî öèêëîííî-

ãî ðåêóïåðàòîðà ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ ñêîðîñòè äîëæíà ñî-

ñòàâëÿòü 3, 25 6 L̄k 6 6, 25 .
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ÈÄÅÀËÛ C∗ -ÀËÃÅÁÐÛ, ÏÎÐÎÆÄ�ÍÍÎÉ

ÑÅÌÅÉÑÒÂÎÌ ×ÀÑÒÈ×ÍÛÕ ÈÇÎÌÅÒÐÈÉ

È ÌÓËÜÒÈÏËÈÊÀÒÎÐÀÌÈ

Èññëåäóþòñÿ íåêîòîðûå èäåàëû C∗ -àëãåáðû Mφ, ïðåäëî-

æåííîé â ðàáîòå [2], ïîðîæä¼ííîé àëãåáðîé ìóëüòèïëèêàòîðîâ

íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå l2(X) , ãäå X � ñ÷¼òíîå ìíîæå-

ñòâî, è íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíûì ñåìåéñòâîì îïåðàòîðîâ ÷àñòè÷-

íîé èçîìåòðèè {Uk}k∈N , îïðåäåëÿåìûõ çàäàííûì îòîáðàæåíè-

åì φ : X −→ X .

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ó φ îòñóòñòâóþò öèêëè÷åñêèå ýëåìåíòû,

ò. å. òàêèå x ∈ X , ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N φk(x) = x .

Äëÿ ëþáîãî k ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåç φ−k[x] :=

=
{
y ∈ X : φk(y) = x

}
ïîëíûé ïðîîáðàç ýëåìåíòà x ∈ X ñòå-

ïåíè k. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè x1 ̸= x2 , òî φ
−k[x1] ∩ φ−k[x1] = ∅ .

Òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X

card (φ−1[x]) <∞.

Ðàññìîòðèì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî l2(X) ñ åñòåñòâåí-

íûì áàçèñîì {δx}x∈X , ãäå δx(y) = δx,y � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Îòîáðàæåíèå φ èíäóöèðóåò çàìêíóòûé îïåðàòîð

Tφ : l2(X) −→ l2(X); Tφ(f) = f ◦ φ,

ñ êîòîðûì ñâÿçàíî ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ ÷àñòè÷íîé èçîìåòðèè

{Uk}k∈N ,

Tφ = U1 +
√
2U2 + · · ·+

√
mUm + · · · .
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Çàìåòèì, ÷òî ïðîåêòîðû íà íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå ïîäïðî-

ñòðàíñòâà îïåðàòîðîâ Uk óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì:
∑
k∈N

Uk◦U∗
k =

∑
k∈N

Qk = Qφ,∑
k∈N

U∗
k◦Uk =

∑
k∈N

Pk = Pφ,

ãäå Qφ è Pφ � ïðîåêòîðû, îïðåäåëåííûå çàäàííûì îòîáðàæå-

íèåì φ (ñì. [1]).

Êàæäàÿ ôóíêöèÿ f èç l∞(X) ïîðîæäàåò ìóëüòèïëèêàòîð:

Mf : l2(X) −→ l2(X), Mf (g) = fg,

ñ î÷åâèäíûì ñâîéñòâîì: (Mf )
∗ =Mf .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mφ C∗ -ïîäàëãåáðó B(l2(X)) , ïîðîæ-

äåííóþ âñåìè ìóëüòèïëèêàòîðàìè è îïåðàòîðàìè ÷àñòè÷-

íîé èçîìåòðèè {Uk}k∈N . Ýòà àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ ÿäåðíîé Z -
ãðàäóèðîâàííîé C∗ -àëãåáðîé (ñì. [2]).

Òåîðåìà. Åñëè ãðàô (X,φ(X)) ñâÿçíûé, òî Mφ íåïðèâî-

äèìà íà l2(X) .

Ñëåäñòâèå. Åñëè ãðàô (X,φ(X)) ñâÿçíûé, òî Mφ ñîäåð-

æèò èäåàë êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ K(l2(X)) .

Îáîçíà÷èì Ex =
∪

k∈Z+

φ−k(x) . Ïóñòü Px � ïðîåêòîð íà ïîä-

ïðîñòðàíñòâî Hx ïðîñòðàíñòâà l2(X) ñ áàçèñîì {δy : y ∈ Ex} .
Î÷åâèäíî, ÷òî Px ∈ Mφ äëÿ ëþáîãî x , ïîñêîëüêó l∞(X) ñî-

äåðæèò èíäèêàòîð ìíîæåñòâà Ex .
Çàäàííîå íà ìíîæåñòâå X îòîáðàæåíèå èíäóöèðóåò ÷àñòè÷-

íûé ïîðÿäîê íà ýòîì ìíîæåñòâå, x ≺ y åñëè íàéäåòñÿ òàêîå

n ∈ N , ÷òî φn(y) = x .

Ëåììà. C∗ -ïîäàëãåáðà Ix àëãåáðû Mφ , ïîðîæäåííàÿ ýëå-

ìåíòàìè âèäà PxMφ∪MφPx, ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì èäåàëîì

â àëãåáðå Mφ .
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Òåîðåìà. Åñëè x1 è x2 íå ñðàâíèìû, òî ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå èäåàëû Ix2 è Ix1 ðàçëè÷íû. Åñëè x1 ≺ x2 , òî Ix2 ⊆ Ix1 .
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ÎÁ ÀÍÀËÎÃÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÝÉËÅÐÀ

ÄËß ÈÄÅÀËÎÂ ÄÅÄÅÊÈÍÄÎÂÛÕ ÊÎËÅÖ

Â ðàáîòå [1] áûë ïðåäëîæåí àíàëîã êðèïòîãðàôè÷åñêîãî àë-

ãîðèòìà RSA, â êîòîðîì âìåñòî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èñïîëüçó-

þòñÿ èäåàëû äåäåêèíäîâûõ êîëåö. Îäíî èç óñëîâèé, êîòîðîå

íåîáõîäèìî íàëîæèòü íà äåäåêèíäîâî êîëüöî R, � òðåáîâàíèå,

÷òîáû äëÿ êàæäîãî ìàêñèìàëüíîãî èäåàëà M ïîëå R/M áûëî

êîíå÷íûì (â äàëüíåéøåì ýòî óñëîâèå áóäåò âñþäó ïîäðàçóìå-

âàòüñÿ). Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü àíàëîã ôóíêöèè Ýéëåðà, êî-

òîðûé èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â àëãîðèòìå RSA èç [1], ïî

ôîðìóëå φR(A) = |U(R/A)|, ãäå A � ïðîèçâîëüíûé èäåàë R ,

U îçíà÷àåò ãðóïïó îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà R .

Â äàííîé çàìåòêå ïðèâîäèòñÿ áîëåå ïîäðîáíàÿ èíôîðìàöèÿ

îá ýòîé ôóíêöèè. Èç ôîðìóëû (5) íà ñ. 13 êíèãè [2] ñëåäóåò
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Ëåììà 1. Ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîëå R/M êîíå÷íî äëÿ âñåõ

ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ M, êîëüöà R/A êîíå÷íû äëÿ ëþáûõ

èäåàëîâ A . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ φR(A) îïðåäåëåíà äëÿ

ëþáûõ èäåàëîâ.

Â [1] áûë èñïîëüçîâàí ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû Ýéëåðà:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü M � ìàêñèìàëüíûé èäåàë, a ̸∈ M , è

Ra+M = R . Òîãäà aφR(M) ≡ 1 (mod M).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ν(A) ìîùíîñòü êîíå÷íîãî êîëüöà R/A .

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì çàìåòêè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü M � ìàêñèìàëüíûé èäåàë R , k > 0 �

íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà

φR(M
k) = ν(M)k+1 − ν(M)k. (1)

×àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû (1) äîêàçàí â êíèãå [3] (òåîðåìà

2 íà ñ. 202), íî ëèøü äëÿ ãëàâíûõ èäåàëîâ â îáëàñòÿõ öåëîñòíî-

ñòè, êàæäîå ôàêòîðêîëüöî êîòîðûõ ïî ãëàâíîìó èäåàëó êîíå÷-

íî. Â ðàáîòå [4], íà êîòîðóþ íåò ññûëêè â [3], ÿâíî âû÷èñëåíû

ôóíêöèè ν è φR äëÿ èäåàëîâ êîëüöà öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë

R = Z[i] (ýòî îáëàñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ).
Â íàøåì äîêëàäå áóäóò ïðèâåäåíû ïðèìåðû âû÷èñëåíèé

ôóíêöèè φR äëÿ íåêîòîðûõ äðóãèõ êîëåö öåëûõ àëãåáðàè÷å-

ñêèõ ÷èñåë.

Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò ñðåäñòâ ñóáñèäèè, âûäåëåííîé

Êàçàíñêîìó (Ïðèâîëæñêîìó) ôåäåðàëüíîìó óíèâåðñèòåòó äëÿ

âûïîëíåíèÿ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ â ñôå-

ðå íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè (ïðîåêò � 2045).
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ÏÐÎÖÅÑÑÀ ÎÁÒÅÊÀÍÈß ÐÀÇÐÅÆÅÍÍÛÌ

ÃÀÇÎÌ ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎ ÍÀÃÐÅÒÎÉ ÏËÎÑÊÎÉ

ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îáòåêàíèè ðàçðåæåííûì ãà-

çîì íåîäíîðîäíî íàãðåòîé ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè. Ïîêàçàíî,

÷òî ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåàðèçîâàííîé ÝÑ (ýëëèïñîèäàëüíî-

ñòàòèñòè÷åñêîé) ìîäåëè êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà

â êà÷åñòâå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî êèíåòèêó ïðî-

öåññà, è ìîäåëè çåðêàëüíî-äèôôóçíîãî îòðàæåíèÿ Ìàêñâåëëà
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â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ñòåíêå, îòûñêàíèå ìàêðîïà-

ðàìåòðîâ ãàçà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé

µ
∂Z

∂x
+ Z(x, µ) =

1√
π

∞∫
−∞

exp(−τ2)(1− µτ)Z(x, τ) dτ, (1)

µ
∂Z1

∂x
+ Z1(x, µ) = 0 (2)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

Z(0, µ) = (1−q)Z(0,−µ)−2qU0+qGT

(
µ2 − 1

2

)
, µ > 0, (3)

Z1(0, µ) = (1− q)Z1(0,−µ) + qGT , µ > 0, (4)

lim
x→+∞

Z(x, µ) = lim
x→+∞

Z1(x, µ) = 0, µ < 0. (5)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (4), (5) çà-

ïèñûâàåòñÿ â âèäå

Z1(x, µ) = qGT exp

(
−x
µ

)
H+(µ),

ãäå H+(µ) � ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà, à äëÿ ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (1) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3), (5) èñïîëüçóåò-

ñÿ îáîáùåíèå ìåòîäà Êåéçà íà ñëó÷àé çàäà÷ ñ îãðàíè÷åííîé

ãåîìåòðèåé, ïðåäñòàâëåííîå â [1]. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(1) íàéäåíî â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ïîäñòàíîâ-

êà ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ â ãðàíè÷íîå óñëîâèå (3) ñ ó÷åòîì (5)

ïðèâîäèò ê ñèíãóëÿðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ ÿäðîì

òèïà Êîøè, êîòîðîå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ òåîðèè ôóíêöèé

êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ñâîäèòñÿ ê êðàåâîé çàäà÷å Ðèìàíà

íà äåéñòâèòåëüíîé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè. Ñêîðîñòü òåïëîâî-

ãî ñêîëüæåíèÿ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïîñòðîåí-

íîé êðàåâîé çàäà÷è Ðèìàíà, à äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåí-

òîâ â ðàçëîæåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì
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íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë Ñîõîöêîãî�

Ïëåìåëÿ ïðèõîäèì ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà

âòîðîãî ðîäà, ðåøåíèå êîòîðîãî èùåòñÿ â âèäå ñòåïåííîãî ðÿ-

äà. Ñ ó÷åòîì ïîñòðîåííîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñëîÿ

Êíóäñåíà íàéäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññîâîé ñêîðîñòè ãàçà è

âåêòîðà ïîòîêà òåïëà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñðàâíèâàþòñÿ

ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè, ïðåñòàâëåííûìè â [2].
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè ïîëåé òåìïåðàòóð â

øàðå, âíóòðåííÿÿ ÷àñòü êîòîðîãî ñîñòîèò èç îäíîãî ìàòåðèàëà,

à âíåøíÿÿ (øàðîâîé ñëîé) � èç äðóãîãî. Ïóñòü u1(r, θ, φ, t) åñòü

òåìïåðàòóðà øàðà

Ω1 = {(r, θ, φ)|0 6 r 6 R1, 0 6 θ 6 π, 0 6 φ 6 2π} ,
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à u2(r, θ, φ, t) � òåìïåðàòóðà øàðîâîãî ñëîÿ

Ω2 = {(r, θ, φ)|R1 6 r 6 R2, 0 6 θ 6 π, 0 6 φ 6 2π} .

Ôóíêöèè uj , j = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

ujt = χj∆uj + fj(r, θ, φ, t), t > 0, (r, θ, φ) ∈ Ωj , (1)

ãäå χj � èçâåñòíûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå � êîýôôèöè-

åíòû òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòåé; fj � çàäàííûå âíóòðåííèå èñ-

òî÷íèêè òåïëà; Ωj � îòêðûòûé øàð ðàäèóñà R1 è îòêðûòûé

ñëîé R1 < r < R2, ñîîòâåòñòâåííî.

Êðîìå òîãî, èìåþòñÿ íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

u1|t=0 = u2|t=0 = 0; (2)

|u1(0, θ, φ, t)| <∞, (3)

u1|r=R1 = u2|r=R1 , (4)

k1
∂u1
∂r

∣∣∣
r=R1

= k2
∂u2
∂r

∣∣∣
r=R1

, (5)

u2|r=R2 = 0, (6)

ãäå kj � êîýôôèöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòåé. Óñëîâèå (3) ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé îãðàíè÷åííîñòü òåìïåðàòóðû â öåíòðå øàðà, (4)

� ðàâåíñòâî òåìïåðàòóð, à (5) � ðàâåíñòâî ïîòîêîâ òåïëà íà ãðà-

íèöå ðàçäåëà; óñëîâèåì (6) çàäà¼òñÿ òåìïåðàòóðà íà âíåøíåé

ãðàíèöå.

Çàìå÷àíèå. Åñëè íà âíåøíåé ãðàíèöå çàäàíî íåîäíîðîä-

íîå óñëîâèå u2|r=R2 = v(θ, φ, t), òî çàìåíà

u2 = u2 + (r −R1)
2 × (R2 −R1)

−2v

äåëàåò çàäà÷ó îäíîðîäíîé äëÿ ôóíêöèé u1, u2. Èçìåíÿòñÿ

ëèøü íà÷àëüíîå óñëîâèå

u2|t=0 = −(r −R1)
2(R2 −R1)

−2v(θ, φ, 0) ≡ ψ(r, θ, φ)



150 È.À.ÐÅÇÍÈÊÎÂÀ

è âíóòðåííèé èñòî÷íèê òåïëà

f2=f2 +χ2(R2 −R1)
−2∆

[
(r −R1)

2v
]
− (r−R1)

2(R2 −R1)
−2vt.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèè

u1 ∈ C2(Ω1) ∩ C1(Γ1), u2 ∈ C2(Ω2) ∩ C1(Γ1) ∩ C(Γ2),

Γj = {(r, θ, φ)|r = Rj} ,

óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì (1) è óñëîâèÿì (2) � (6).

Íàéäåíû àïðèîðíûå îöåíêè òåìïåðàòóð â çàâèñèìîñòè îò

âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ òåïëà. Èç ýòèõ îöåíîê âûâîäèòñÿ åäèí-

ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è è åãî àñèìïòî-

òè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ. Ðåøåíèå íåñòàöè-

îíàðíîé çàäà÷è ïîëó÷åíî ìåòîäîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

Ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå íàéäåíî â âèäå ðÿäîâ Ôóðüå, è ïîêàçà-

íî, ÷òî ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è âûõîäèò íà ñòàöèîíàð-

íûé ðåæèì, ïðè÷¼ì ñïðàâåäëèâû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè∣∣u1 − u01
∣∣ 6 A5e

−νt,∣∣u2 − u02
∣∣ 6 A6e

− δt
2 , δ < γ, ν = min(ν ′, δ/2) ∀ν ′ < ν.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêò � 14-01-00067) è èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà ÑÎ ÐÀÍ � 44.
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ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÐÅØÅÍÈß

ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ È ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂ

Ôóíêöèîíàëüíûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè

ñâîéñòâ ôóíêöèé, ïîçâîëÿåò ðåøàòü ìíîãèå çàäà÷è ìàòåìàòè-

êè, â òîì ÷èñëå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà. Â îòëè÷èå îò ãðàôè-

÷åñêîãî ìåòîäà, çíàíèå ñâîéñòâ ôóíêöèé ïîçâîëÿåò íàõîäèòü

òî÷íûå êîðíè óðàâíåíèÿ (íåðàâåíñòâà), ïðè ýòîì íå òðåáóåòñÿ

ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé. Èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâ ôóíê-

öèé ñïîñîáñòâóåò ðàöèîíàëèçàöèè ðåøåíèé óðàâíåíèé è íåðà-

âåíñòâ.

Ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå ñïîñîáû èñïîëüçîâàíèÿ ôóíê-

öèîíàëüíîãî ìåòîäà ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ: èñ-

ïîëüçîâàíèå ïîíÿòèÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè; èñïîëüçî-

âàíèå ïîíÿòèÿ îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè; èñïîëüçîâàíèå ñâîé-

ñòâà ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè; èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâ ÷åòíîñòè

èëè íå÷åòíîñòè ôóíêöèé; èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâà ïåðèîäè÷íî-

ñòè ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå: sin π
x2+6x+13

=

= (
√
2)2x

2+12x+17 .

Ðåøåíèå. 1. x2 + 6x+ 13 = (x+ 3)2 + 4, (x+ 3)2 + 4 > 4 ,

0 <
π

(x+ 3)2 + 4
6 π

4
, 0 < sin

π

(x+ 3)2 + 4
6

√
2

2
.

2. Ãðàôèêîì ôóíêöèè f(x) = 2x2+12x+17 ÿâëÿåòñÿ ïàðà-

áîëà, âåòâè êîòîðîé íàïðàâëåíû ââåðõ. Êîîðäèíàòû âåðøèíû:



152 Ç. Ç. ÐÈÇÂÀÍÎÂ, Ý.È.ÔÀÇËÅÅÂÀ

x0 = −3 ,f(x0) = −1 . Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) > −1 . Òîãäà, â ñèëó

âîçðàñòàíèÿ ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè, èìååì:

(
√
2)2x

2+12x+17 > (
√
2)−1 =

√
2

2
.

3. Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, åñëèsin π
x2+6x+13

=
√
2
2 ,

(
√
2)2x

2+12x+17 =
√
2
2 .

4. Ðåøåíèåì ñèñòåìû è, ñëåäîâàòåëüíî, íàøåãî óðàâíåíèÿ

ÿâëÿåòñÿ x = −3 .

Îòâåò: −3.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî: log2(8− x) 6 3x− 10 .

Ðåøåíèå. 1. ÎÄÇ: x < 8 .

2. Ïðè x = 4 ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ðàâíû.

3. Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü � ñòðîãî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, à ïðàâàÿ

� ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ, òî íåðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿþò x > 4 .

4. Ñ ó÷åòîì ÎÄÇ èìååì: 4 6 x < 8 .

Îòâåò:x ∈ [4; 8) .

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî: cosx cos 3x < cos 5x cos 7x .

Ðåøåíèå. Ýêâèâàëåíòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèäåì ê íåðà-

âåíñòâó cos 4x− cos 12x < 0 . Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x) = cos 4x− cos 12x = 2 sin 8x sin 4x.

Åå ïåðèîä T = π/2. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå íåðàâåíñòâà

äîñòàòî÷íî íàéòè íà ïðîìåæóòêå [−π/4;π/4] . Òàê êàê ôóíê-

öèÿ ÷åòíàÿ, òî ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî íàéòè ëèøü íà îòðåçêå

[0;π/4] . Ôóíêöèÿ íà äàííîì ïðîìåæóòêå èìååò äâà êîðíÿ:

0, π/8, êîòîðûå ðàçáèâàþò ïðîìåæóòîê [0;π/4] íà äâà èíòåðâà-

ëà çíàêîïîñòîÿíñòâà: (0;π/8), (π/8;π/4) . Íåðàâåíñòâî âûïîë-

íÿåòñÿ äëÿ âñåõ x∈(π/8;π/4) . Íî òîãäà îíî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

è äëÿ x∈(−π/4;−π/8) .
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Ó÷èòûâàÿ ïåðèîäè÷íîñòü ôóíêöèè, çàïèøåì îáùåå ðåøå-

íèå íåðàâåíñòâà

−π
4
+
πk

2
< x < −π

8
+
πk

2
,

π

8
+
πk

2
< x <

π

4
+
πk

2
, k ∈ Z .
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Î ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÈ ÍÅßÂÍÛÕ

ÌÍÎÃÎÑËÎÉÍÛÕ ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÑÕÅÌ

Òåîðèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì � ðàçäåë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòå-

ìàòèêè, èçó÷àþùèé ìåòîäû ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïóòåì èõ çàìåíû êîíå÷íîðàçíîñòíû-

ìè óðàâíåíèÿìè (ðàçíîñòíûìè ñõåìàìè) (ñì., íàïðèìåð, [1]).

Îäíà èç âàæíûõ çàäà÷ òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì � èññëåäîâàíèå

êîððåêòíîñòè ðàçíîñòíûõ çàäà÷.

Ââåäåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü

δ1 � îïåðàòîð ñäâèãà ïî ïåðåìåííîé x , ò. å. δ1f(x, y) =

= f(x + 1, y) , à δ2 � îïåðàòîð ñäâèãà ïî ïåðåìåííîé y , ò. å.
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δ2f(x, y) = f(x, y + 1) . Äëÿ ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà P (δ1, δ2) =

=
∑

α1+α26m
cα1α2δ

α1
1 δα2

2 è ôèêñèðîâàííîãî β = (l, k) òàêîãî, ÷òî

l + k = m è clk ̸= 0 ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó: íàéòè ðåøåíèå

ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

P (δ1, δ2)f(x, y) = g(x, y), (x, y) > (0, 0), (1)

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

f(x, y) = φ(x, y), (x, y) � (l, k). (2)

Ãîâîðÿò, ÷òî çàäà÷à (1) � (2) ïîñòàâëåíà êîððåêòíî, åñëè âû-

ïîëíåíû óñëîâèÿ: 1) çàäà÷à îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ

ïðàâûõ ÷àñòÿõ g(x, y) ; 2) ïðè ëþáûõ g(x, y) è φ(x, y) ñóùå-

ñòâóþò ïîñòîÿííûå M1 > 0 , M2 > 0 òàêèå, ÷òî ñïðàâåäëèâà

îöåíêà ∥f(x, y)∥ 6 M1 ∥g(x, y)∥ +M2 ∥φ(x, y)∥ (äàííàÿ îöåíêà

îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) � (2)).

Òåîðåìà. Åñëè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìèàëüíîãî ðàç-

íîñòíîãî îïåðàòîðà P (δ1, δ2) âûïîëíåíî óñëîâèå

|cl,k| >
∑

α1+α2=m
α1 ̸=l,α2=k

|cα1,α2 | ,

òî çàäà÷à (1) � (2) êîððåêòíà.

Äàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì ðàçíîñòíûì àíàëîãîì

òåîðåìû Õåðìàíäåðà (ñì. [2]) äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Îòìåòèì, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ÿâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì èññëå-

äîâàëàñü â ðàáîòàõ [3], [4] ñ èïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ òåîðèè àìåá

àëãåáðàè÷åñêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â Ñèáèðñêîì ôåäåðàëüíîì óíèâåðñè-

òåòå ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ (äîãîâîð
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� 14.Ó26.31.0006) äëÿ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ïîä ðóêîâîäñòâîì

âåäóùèõ ó÷åíûõ.
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÐÎÖÅÑÑÀ

ÑÂÅÐÕÊÐÈÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÓØÊÈ ÀÝÐÎÃÅËß

Àýðîãåëè � óíèêàëüíûå ïî ñâîåé ñòðóêòóðå è ñâîéñòâàì ìà-

òåðèàëû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ãåëü, â êîòîðîì æèäêàÿ ôàçà

ïîëíîñòüþ çàìåùåíà ãàçîîáðàçíîé. Òàêèå ìàòåðèàëû îáëàäàþò

ðåêîðäíî íèçêîé ïëîòíîñòüþ (ïîðèñòîñòü ñâûøå 90%) è äåìîí-

ñòðèðóþò ðÿä óíèêàëüíûõ ñâîéñòâ: òâ¼ðäîñòü, ïðîçðà÷íîñòü,

æàðîïðî÷íîñòü, ÷ðåçâû÷àéíî íèçêóþ òåïëîïðîâîäíîñòü è ò. ä.

Ðàñïðîñòðàíåíû àýðîãåëè íà îñíîâå àìîðôíîãî äèîêñèäà êðåì-

íèÿ, ãëèíîç¼ìîâ, à òàêæå îêñèäîâ õðîìà è îëîâà. Ïî ñòðóêòóðå
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àýðîãåëè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äðåâîâèäíóþ ñåòü èç îáúåäèíåí-

íûõ â êëàñòåðû íàíî÷àñòèö ðàçìåðîì 2 � 5 íì è ïîð ðàçìåðàìè

äî 100 íì.

Îäíèì èç ñïîñîá çàìåùåíèÿ æèäêîé ôàçû íà ãàçîîáðàçíóþ

ÿâëÿåòñÿ ñâåðõêðèòè÷åñêàÿ ñóøêà, âî âðåìÿ êîòîðîé æèäêèé

ýòàíîë â ãåëå â ñèëó âçàèìíîé äèôôóçèè çàìåùàåòñÿ CO2 ,

îìûâàþùèì ãåëü è íàõîäÿùèìñÿ â ñâåðõêðèòè÷åñêîì (æèä-

êîì) ñîñòîÿíèè. Çàâåðøàåòñÿ ïðîöåññ ïîñòåïåííûì ïîíèæåíè-

åì äàâëåíèÿ äî àòìîñôåðíîãî, ñîïðîâîæäàþùèìñÿ ïåðåâîäîì

CO2 â ãàçîîáðàçíîå ñîñòîÿíèå.

Îäíàêî îáðàçîâàâøèéñÿ â ðåçóëüòàòå àýðîãåëü ìîæåò èìåòü

òðåùèíû íà ïîâåðõíîñòè è ñóùåñòâåííî äåôîðìèðîâàòüñÿ

(óñàäêà ïî êðàò÷àéøåìó íàïðàâëåíèþ). Äëÿ îáúÿñíåíèÿ ýòèõ

ýôôåêòîâ ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

ïðîöåññîâ ìàññîïåðåíîñà âíóòðè ãåëÿ âî âðåìÿ åãî ñóøêè, ó÷è-

òûâàþùàÿ çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ρ ñìåñè CO2 -ýòàíîë è êîýô-

ôèöèåíòà âçàèìíîé äèôôóçèè D îò êîíöåíòðàöèè x ýòàíîëà

∂ρ

∂t
+ div(uρ) = 0, ρ

∂x

∂t
+ ρu · ∇x = div(ρD∇x).

Çäåñü t � âðåìÿ, à u � ñêîðîñòü êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà êîìïî-

íåíò ñìåñè, âûçâàííàÿ èçìåíåíèåì ρ . Ïëîòíîñòü ñìåñè ïðåä-

ëàãàåòñÿ îïðåäåëÿòü ýêñïåðèìåíòàëüíî, à äëÿ êîýôôèöèåíòà

äèôôóçèè � èñïîëüçîâàòü êîððåëÿöèþ Âèãíåñà [1]. Ïîðèñòîñòü

ïðèíÿòà ðàâíîé åäèíèöå.

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè õîðîøåå ñîãëàñèå

ìîäåëè ñ èçâåñòíûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè [2]. Â ðå-

çóëüòàòå áûëà âûäâèíóòà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî âîçíèêíîâåíèå

òðåùèí íà ïîâåðõíîñòè àýðîãåëÿ ïðîèñõîäèò åùå íà íà÷àëü-

íîì ýòàïå ñóøêè, êîãäà îáðàçóþòñÿ áîëüøèå ãðàäèåíòû äàâ-

ëåíèé, ïðîïîðöèîíàëüíûå â ñèëó çàêîíà Äàðñè ñêîðîñòè u ; â
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ðåçóëüòàòå õðóïêèé ñêåëåò àýðîãåëÿ ðàçðóøàåòñÿ.
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ÄÂÓÑÒÎÐÎÍÍßß ÎÖÅÍÊÀ ÅÂÊËÈÄÎÂÛÕ

ÃÐÀÍÈ×ÍÛÕ ÌÎÌÅÍÒÎÂ ÂÛÏÓÊËÛÕ ÒÅË

Ïóñòü G � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè, ρ(z,G) � ðàñ-

ñòîÿíèå îò òî÷êè z äî ãðàíèöû îáëàñòè G è P (G) � æåñòêîñòü

êðó÷åíèÿ îáëàñòè G , ò. å.

P (G) := 2

∫∫
G
u(x, y) dxdy,

ãäå u = u(x, y) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà △u = −2 ñ

ãðàíè÷íûì óñëîâèåì u|∂G = 0 .

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêèé ôóíêöèîíàë

Iq(G) = 2

∫∫
G
ρ(z,G)q dxdy,

ÿâëÿþùèéñÿ åâêëèäîâûì ìîìåíòîì îáëàñòè G îòíîñèòåëüíî

åå ãðàíèöû ïîðÿäêà q .
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Ô. Ã. Àâõàäèåâûì [1] áûëà äîêàçàíà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

äëÿ ôóíêöèîíàëà æåñòêîñòè êðó÷åíèÿ:

I2(G) 6 P (G) 6 64I2(G).

Íåêîòîðîå îáîáùåíèå ýòîãî íåðàâåíñòâà íà n -ìåðíûé ñëó-

÷àé áûëî äîêàçàíî â [2] äëÿ îáëàñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñòðî-

ãîìó óñëîâèþ Õàðäè.

Å. Ìàêàè [3] äëÿ âûïóêëûõ îáëàñòåé äîêàçàë íåðàâåíñòâî:

P (G) <
4

3
A(G)ρ(G)2,

ãäå ρ(G) := sup{ρ(z,G) : z ∈ G} , A(G) � ïëîùàäü îáëàñòè G .

Ïîëó÷åíèå àíàëîãè÷íûõ íåðàâåíñòâ äëÿ åâêëèäîâûõ ãðà-

íè÷íûõ ìîìåíòîâ â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðå-

çóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü D � âûïóêëîå òåëî êîíå÷íîãî îáúåìà

V (D) è q > 0 , òîãäà

Iq(D) 6 ρ(D)qV (D)

q + 1
− 4

3

q(q + 5)πρ(D)q+3

(q + 1)(q + 2)(q + 3)
,

Iq(D) > S(ρ(D))ρ(D)q+1

q + 1
+

8πρ(D)q+3

(q + 1)(q + 2)(q + 3)
,

ãäå S(ρ(D)) � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ, êîòîðàÿ íàõîäèò-

ñÿ íà ðàññòîÿíèè ρ(D) îò ïîâåðõíîñòè òåëà D .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü D � âûïóêëîå òåëî è q > 1 , òîãäà

Iq(D) 6 2I1(D)ρ(D)q+1

q + 1
− 2

3

(q − 1)(q + 6)πρ(D)q+3

(q + 1)(q + 2)(q + 3)
.

Ýêñòðåìàëüíîé îáëàñòüþ äëÿ ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ ÿâëÿ-

åòñÿ øàð, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíà íå åäèíñòâåííà.
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ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÐÅØÅÍÈÉ

ÓÐÀÂÍÅÍÈß ËÅÂÍÅÐÀ

Ïóñòü ôóíêöèÿ w = f(z, t) , z ∈ H , t > 0 , H = {z ∈
∈ C : ℑz > 0} , èìååò â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé

òî÷êè ïðåäñòàâëåíèå

f(z, t) = z +
2t

z
+O

(
1

z2

)
, z → ∞,

îòîáðàæàåò H \Kt, Kt ⊂ H, íà H è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îáûê-

íîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ëåâíåðà äëÿ âåðõíåé

ïîëóïëîñêîñòè

df(z, t)

dt
=

2

f(z, t)− λ(t)
, f(z, 0) = z, z ∈ H, (1)

ñ íåïðåðûâíîé âåùåñòâåííîé óïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé λ(t) .
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Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ f(z, t) äîïóñêàþò íåïðåðûâíîå

ïðîäîëæåíèå íà ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê z ∈ R , íå ïðèíàäëåæà-
ùèõ çàìûêàíèþ ìíîæåñòâà Kt . Ïðîäîëæåííûå òàêèì îáðàçîì

îòîáðàæåíèÿ f(z, t) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (1).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ êà÷åñòâåííîå àñèìïòîòè÷å-

ñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ëåâ-

íåðà äëÿ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, ãåíåðèðóåìûõ óïðàâëåíèÿ-

ìè, îáðàòíûìè ê ñòåïåííîé ôóíêöèè ñ íàòóðàëüíîé ñòåïåíüþ.

Óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ λ(t) = N
√
t, N ∈ N, N > 3 , âûáðà-

íà êàê òèïè÷íûé ïðåäñòàâèòåëü êëàññà Lip(1/N) . Îñíîâíîé

ðåçóëüòàò ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f(z, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåí-

öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

df(z, t)

dt
=

2

f(z, t)− N
√
t
, f(z, 0)=z, ℑz>0, (2)

N ∈ N, N > 3. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ t > 0 f( · , t)
îòîáðàæàåò îáëàñòü D(t)=H \γ(t) íà H , ãäå γ(t) ÿâëÿåò-

ñÿ C1 -êðèâîé, ëåæàùåé â H , çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò,

òî÷êè γ(0)=0 .

Ôóíêöèÿ f(z, t) , ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2),

îòîáðàæàåò îáëàñòü H \ γ(t) íà H . Òî÷êè äâóõ ñòîðîí ðàçðåçà

γ(t) ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè îáëàñòè.

Ãàðìîíè÷åñêèå ìåðû ω(f−1(i, t); γk,H\γ(t), t) äóã γk â òî÷-

êå f−1(i, t) îòíîñèòåëüíî îáëàñòè H\γ(t) îïðåäåëÿþòñÿ ôóíê-
öèÿìè ωk , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè â îáëàñòè H \
γ(t) è íåïðåðûâíî ïðîäîëæàþòñÿ íà åå çàìûêàíèå, çà èñêëþ÷å-

íèåì êîíöåâûõ òî÷åê êðèâîé γ , ωk|γk(t) = 1, ωk|R∪
(γ(t)\γk(t)) =

= 0, k = 1, 2, ñì. [1]. Îáîçíà÷èì

mk(t) := ω(f−1(i, t); γk,H \ γ(t), t), k = 1, 2.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ Ëåâíåðà (2). Òîãäà ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå

ñîîòíîøåíèå

lim
t→+0

m1(t)

mN−1
2 (t)

= 2NπN−2.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêò � 14-01-91370).
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ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÒÅÎÐÅÌÛ ÃÅÎÌÅÒÐÈÈ

G-ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ ÍÅÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÎÉ

ÊÐÈÂÈÇÍÛ Ñ ÂÛÄÅËÅÍÍÛÌ ÑÅÌÅÉÑÒÂÎÌ

ÎÒÐÅÇÊÎÂ

Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ñ âûäåëåííûì ñåìåéñòâîì îò-

ðåçêîâ ââåäåíû â ðàáîòå Ã. Áóçåìàíà è Á. Ôàäêå [1]. Ïóñòü

(X, d) � ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ âûäåëåííûì ñåìåéñòâîì

îòðåçêîâ Σ , êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì àêñèîìàì.

1. Ëþáûå äâå òî÷êè x, y ∈ X ñîåäèíÿþòñÿ åäèíñòâåííûì

îòðåçêîì [xy] ∈ Σ . Äàëåå çàïèñü [xy] îáîçíà÷àåò èìåííî îòðå-

çîê ñåìåéñòâà Σ , ñîåäèíÿþùèé òî÷êè x, y ∈ X .

2. Åñëè u, v ∈ [xy] , òî [uv] ⊂ [xy] .
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3. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X îïðåäåëåíî òàêîå ÷èñëî rx > 0 ,

÷òî åñëè d(x, y), d(x, z) < rx , òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ îòëè÷íàÿ îò

z òî÷êà w ∈ X , ÷òî [yz] ⊂ [yw] .

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê x, y, u, v ∈ X , åñëè

[xy] ⊂ [xu] è [xy] ⊂ [xv] , òî ëèáî [xu] ⊂ [xv] , ëèáî [xv] ⊂ [xu] .

5. Åñëè m � ñåðåäèíà îòðåçêà [xy] è n � ñåðåäèíà îòðåçêà

[xz] , òî d(m,n) 6 d(y, z)/2 .

Â ýòîì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ G -

ïðîñòðàíñòâîì Áóçåìàíà íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû îòíîñè-

òåëüíî âûäåëåííîãî ñåìåéñòâà îòðåçêîâ Σ .

Â ñòàòüå Ï.Ä. Àíäðååâà [2] ïðåäëîæåíà êîíñòðóêöèÿ êà-

ñàòåëüíîãî êîíóñà ê ñòàíäàðòíîìó G -ïðîñòðàíñòâó Áóçåìàíà

íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Òàêîé êîíóñ ñòðîèòñÿ êàê ìåòðè-

÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, d∗) ñ íîâîé ìåòðèêîé d∗ íà ìíîæå-

ñòâå X . Â ñëó÷àå G -ïðîñòðàíñòâ ñ âûäåëåííûì ñåìåéñòâîì

îòðåçêîâ ïîäîáíàÿ êîíñòðóêöèÿ òàêæå èìååò ìåñòî. Ïðè ýòîì

ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1. Ïóñòü (X, d) � G-ïðîñòðàíñòâî íåïîëîæè-

òåëüíîé êðèâèçíû îòíîñèòåëüíî âûäåëåííîãî ñåìåéñòâà îò-

ðåçêîâ Σ . Òîãäà (X, d∗) � êîíå÷íî êîìïàêòíîå ãåîäåçè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî, ïðè÷¼ì îòîáðàæåíèå Id : X → X ÿâëÿåòñÿ

ãîìåîìîðôèçìîì (X, d) íà (X, d∗) . Êðîìå òîãî, íà X ñó-

ùåñòâóåò òàêîå âûäåëåííîå ñåìåéñòâî îòðåçêîâ Σ∗ , ÷òî

ïðîñòðàíñòâî (X, d∗) ÿâëÿåòñÿ G-ïðîñòðàíñòâîì íåïîëîæè-

òåëüíîé êðèâèçíû îòíîñèòåëüíî ñåìåéñòâà Σ∗ .

Äðóãîé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé íàìè � ñëåäóþùàÿ ñëàáàÿ

âåðñèÿ ëåììû Ðèíîâà î íîðìèðîâàííîé ïîëîñå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü (X, d) � G-ïðîñòðàíñòâî íåïîëîæè-

òåëüíîé êðèâèçíû îòíîñèòåëüíî âûäåëåííîãî ñåìåéñòâà îò-
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ðåçêîâ Σ . Òîãäà ëþáûå äâå âûäåëåííûå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå â

X îãðàíè÷èâàþò ñëàáóþ íîðìèðîâàííóþ ïîëîñó, òî åñòü ñëà-

áî âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî, îáðàçîâàííîå âûäåëåííûìè ïðÿ-

ìûìè, ïàðàëëåëüíûìè äàííûì, è èçîìåòðè÷íîå ïîëîñå ìåæäó

ïàðàëëåëüíûìè àôôèííûìè ïðÿìûìè íà íåêîòîðîé íîðìèðî-

âàííîé ïëîñêîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêò � 14-01-00219À).
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Î ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÎÉ ÂÅÐÑÈÈ ÔÎÐÌÓËÛ ÏÈÊÀ

Ôîðìóëà Ã. Ïèêà äëÿ öåëî÷èñëåííûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ

óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ïëîùàäüþ ìíîãîóãîëüíèêà A (P )

è ÷èñëîì öåëûõ òî÷åê âíóòðè íåãî I è íà åãî ãðàíèöå B :

A (P ) = I +
B

2
− 1.

Íåïîñðåäñòâåííîå ðàñïðîñòðàíåíèå äàííîé ôîðìóëû íà

ñëó÷àé âûñøåé ðàçìåðíîñòè îêàçûâàåòñÿ íåêîððåêòíûì [1].
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Íàìè ïðåäëîæåí ìíîãîìåðíûé àíàëîã ôîðìóëû Ïèêà äëÿ

öåëî÷èñëåííûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûìè

ãðàíÿìè è ïðèçì. Ôîðìóëà ïîëó÷åíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãî-

ìåðíîãî àíàëîãà ζ -ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà [2].

Ïóñòü Γ = (Z+ iZ)n � ðåø¼òêà â Cn . Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ωBM (z) =

∑n
k=1 (−1)k−1 z̄kdz̄ [k](∑n

j=1 |zj |
2
)n

(0, n− 1) -äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó. Îïðåäåëèì

ζΓ (z) = ψ (z, 0)+

+
∑
γ∈Γ′

(
ψ (z, γ)− ψ (0, γ)−

n∑
i=1

(
∂ψ

∂zi
(0, γ) zi +

∂ψ

∂z̄i
(0, γ) z̄i

))
.

Ðÿä äëÿ ζ -ôîðìû ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà êîì-

ïàêòàõ Cn \ Γ .
Îáîáùàÿ [3], ìîæåì äîêàçàòü òåîðåìó:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü D � îáëàñòü â Cn ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé

ãðàíèöåé, I � ÷èñëî öåëûõ òî÷åê âíóòðè D , Vol (D) � åå îáú-

¼ì, à Θj � íîðìèðîâàííûå òåëåñíûå óãëû â öåëûõ òî÷êàõ íà

ãðàíèöå D . Òîãäà èìååò ìåñòî ôîðìóëà:

1

(2πi)n

∫
∂D

τ (z) ∧ dz = I −Vol (D) +
∑
j

Θj .

Äàííóþ òåîðåìó ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

ìíîãîìåðíûõ àíàëîãîâ ôîðìóëû Ïèêà äëÿ âàæíûõ ñëó÷àåâ:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü D � ìíîãîãðàííèê ñ öåíòðàëüíî-ñèì-

ìåòðè÷íûìè ãðàíÿìè èëè ìíîãîìåðíàÿ ïðèçìà, òîãäà

Vol (D) = I +
∑
j

Θj .
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Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðàâèòåëüñòâà

ÐÔ äëÿ ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèé ïîä ðóêîâîäñòâîì âåäó-

ùèõ ó÷åíûõ â Ñèáèðñêîì ôåäåðàëüíîì óíèâåðñèòåòå (äîãîâîð

� 14.Ó26.31.0006).
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÂËÎÆÅÍÈÈ

×ÅÒÛÐÅÕÂÀËÅÍÒÍÛÕ ÎÑÍÀÙÅÍÍÛÕ

ÃÐÀÔÎÂ Â ÒÎÐ

Ïðîáëåìû è íåêîòîðûå ðåøåíèÿ çàäà÷è âëîæåíèÿ îñíàùåí-

íûõ ãðàôîâ â äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè îñâåùàëèñü â ðàçíûå ãî-

äû ðàçëè÷íûìè ìàòåìàòèêàìè (ñì., íàïð., [1 � 3]). Â ñòàòüå

[1] ãîâîðèòñÿ î òîì, ÷òî ìîæíî îïðåäåëèòü ðîä ïîâåðõíîñòè,

êóäà ìîæåò áûòü âëîæèì ãðàô (íå òîëüêî ÷åòûðåõâàëåíòíûé)
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çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Â. Î. Ìàíòóðîâ â ñòàòüå [3] äîêàçàë

òåîðåìó î âëîæåíèè (â îáùåì ñëó÷àå) è âûâåë ïîëèíîìèàëüíûå

àëãîðèòìû äëÿ îïðåäåëåíèÿ âëîæèìîñòè ãðàôà â ïëîñêîñòü

R2 (èëè ñôåðó S2 ) ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü è áóòûëêó Êëåéíà.

Ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó âëîæåíèÿ ÷åòûðåõâàëåíòíîãî îñíà-

ùåííîãî ãðàôà â òîð. Ðàññìîòðèì õîðäîâóþ äèàãðàììó DΓ,L

îñíàùåííîãî ãðàôà Γ ñ îáõîäîì L . Äëÿ âëîæåíèÿ â òîð íåîá-

õîäèìî, ÷òîáû âñå õîðäû èìåëè îñíàùåíèå 0 . Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ýòî òàê.

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ãðàô DΓ,L áûë âëîæèì â

òîð, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû õîðäû äèàãðàììû DΓ,L

ìîæíî áûëî ðàçáèòü íà ÷åòûðå ñåìåéñòâà A,B,C,D (îäíî

èëè äâà ìîãóò áûòü ïóñòûìè) òàê, ÷òîáû:

1) õîðäû îäíîãî ñåìåéñòâà áûëè íå çàöåïëåíû;

2) õîðäû òð¼õ èç ýòèõ ñåìåéñòâ (íàïðèìåð A,B,C , ïðè÷åì

îäíî èç íèõ ìîæåò áûòü ïóñòûì) áûëè ðàñïîëîæåíû òàêèì

îáðàçîì, ÷òî ìíîæåñòâî õîðä, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó èç ñå-

ìåéñòâ è ïåðåñåêàåìûõ õîðäàìè äðóãèõ äâóõ ñåìåéñòâ, áûëî

îäíèì è òåì æå.

Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà.

Ìû èìååì øàõìàòíîå âëîæåíèå ãðàôà Γ â òîð S , ôèêñè-

ðóåì íåêîòîðûé îáõîä L ãðàôà Γ . Îí çàäàåò ñêâîçíîå îòîá-

ðàæåíèå l : S1 → S , êîòîðîå àïïðîêñèìèðóåòñÿ âëîæåíèåì (ñ

íåáîëüøîé êîððåêòèðîâêîé åãî â îêðåñòíîñòÿõ êîíöîâ õîðä),

êîòîðîå òàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç L . Ýòî âëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ

ðàçáèâàþùèì: áåëûå êëåòêè ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò îáðàçà

îêðóæíîñòè, à ÷åðíûå êëåòêè � ïî äðóãóþ. Çàìåíèì âåðøèíû

ãðàôà äóãàìè ñ êîíöàìè íà L . Ýòè äóãè áóäóò ÿâëÿòüñÿ ãðà-

íèöàìè áåëûõ (èëè ÷åðíûõ) êëåòîê è, åñòåñòâåííî, íå áóäóò

èìåòü îáùèõ òî÷åê.
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Ðàññìîòðèì òîð êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå S1 × S1 ñ êî-

îðäèíàòàìè ϕ, ψ ∈ [0, 2π] , ãäå 2π òîæäåñòâåííî îòîæäåñòâëåíî

ñ 0 . Åãî ìîæåì èçîáðàçèòü â âèäå êâàäðàòà, ãäå ϕ � ïàðàëëåëü,

ψ � ìåðèäèàí òîðà.

Ïðèìåíÿÿ ãëàäêóþ èçîòîïèþ òîðà S ìîæíî äîáèòüñÿ ïîëî-

æåíèÿ ëèíèè L âäîëü ãðàíèö êâàäðàòà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-

íîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ÷åðíûå êëåòêè íàõîäÿòñÿ âíóòðè

ëèíèè L , à áåëûå � ñíàðóæè.

Äàëåå ìîæíî äîáèòüñÿ òàêîãî ïîëîæåíèÿ âåðøèí �áåëûõ�

äóã, ÷òîáû äóãè ëèáî ïåðåñåêàëè òîëüêî ïàðàëëåëü ϕ (ìíîæå-

ñòâî A), ëèáî òîëüêî ìåðèäèàí ψ (ìíîæåñòâî B ), ëèáî áûëè

�ïàðàëëåëüíû� îäíîé äèàãîíàëè êâàäðàòà (ìíîæåñòâî C ); ëèáî

íå ïåðåñåêàëè ãðàíèöó êâàäðàòà (èõ ìîæíî ïîìåñòèòü â ëþáîå

èç ìíîæåñòâ A,B,C ) (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà �áåëûõ� äóã íà òðè ñåìåéñòâà

Îáðàòèìñÿ ê õîðäîâîé äèàãðàììå DΓ,L , ñîîòâåòñòâóþùåé ãðà-

ôó Γ ñ îáõîäîì L , è å¼ ìàòðèöå ïåðåñå÷åíèé MΓ,L . Ñîãëàñíî

òåîðåìå 1 [3], ïðè âëîæåíèè ãðàôà â òîð ìíîæåñòâî èíäåêñîâ

ìàòðèöû MΓ,L ìîæåò áûòü ðàçáèòî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñóì-

ìà ðàíãîâ êâàäðàòíûõ áëî÷íûõ ìàòðèö áûëà ðàâíà 2 + 0 . Â
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äàííîì èçëîæåíèè ìàòðèöà MW ñ ðàíãîì 2 áóäåò ñîñòàâëå-

íà èç ìàòðèöû MΓ,L , ñ âûáîðîì èíäåêñîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ

�áåëûì� õîðäàì; à ìàòðèöà MB ñ ðàíãîì 0 � �÷¼ðíûì�.

Çàìåòèì, ÷òî �÷¼ðíûå� äóãè íà ïîâåðõíîñòè (åñëè òàêîâûå

ñóùåñòâóþò) íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, à çíà÷èò è íà äèàãðàììå

DΓ,L �÷¼ðíûå� õîðäû íå áóäóò çàöåïëåíû. È, ñëåäîâàòåëüíî,

ìàòðèöà MB äåéñòâèòåëüíî áóäåò èìåòü ðàíã 0 .

Ìàòðèöà MW � ýòî ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà íàä Z2 ñ íóëÿ-

ìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè è ðàíãîì ðàâíûì 2 . Ëåãêî ïîêàçàòü,

÷òî ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ýòîé ìàòðèöû ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà

òðè ìíîæåñòâà, äâà èç êîòîðûõ îáÿçàòåëüíî íå ïóñòûå. �
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� σ -àëãåáðà åãî ïîäìíîæåñòâ, µ � ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ èç
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[0, ∞ ] ìåðà íà Σ), H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî (íàä ïîëåì

R èëè C).

Îïðåäåëåíèå 1 ([4]). Ïóñòü {Hn}∞n=1 � ñèñòåìà çàìê-

íóòûõ âëîæåííûõ (Hn ⊂ Hn+1) ðàñøèðÿþùèõñÿ ïîäïðî-

ñòðàíñòâ â Í, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ âñþäó ïëîòíî â Í. Ïóñòü

{eω}ω∈Ω � ñèñòåìà, òàêàÿ ÷òî ëþáîé åå ýëåìåíò eω ÿâëÿåò-

ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {eωn+1}∞n=1 ýëåìåíòîâ Í, eωn ∈ Hn è

eωn � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ eωn+1 íà Hn . Òîãäà {eω}ω∈Ω �

îáîáùåííàÿ ñèñòåìà â Í.

Îïðåäåëåíèå 2. Îáîáùåííóþ ñèñòåìó ôóíêöèé {φω}ω∈Ω
⊂ íàçûâàþò îáîáùåííûì ôðåéìîì, åñëè ñóùåñòâóþò êîí-

ñòàíòû À è Â, 0 < A 6 B < ∞ , òàêèå ÷òî äëÿ ëþáîãî y

∈ Hn âñå ôóíêöèè (y, φω
n) èçìåðèìû è äëÿ ëþáîãî y ∈ Hn

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

A∥y∥2 6
∫
Ω
|(y, φω

n)|2dµ(ω) 6 B∥y∥2.

Äî 2004 ã. ôðåéìû ðàññìàòðèâàëèñü ëèøü â äèñêðåòíîì âè-

äå, è äëÿ ìíîãèõ öåëåé òî÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ ïî íèì áûëî íåäî-

ñòàòî÷íî. Áîëåå ñëîæíûìè ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûå ôðåéìû,

ïðåäëîæåííûå Ê. Áëàòòåðîì [3]. Òàêîé íåïðåðûâíûé àíàëîã

áûñòðî íàøåë ôèçè÷åñêîå ïðèìåíåíèå è íà÷àë èññëåäîâàòüñÿ

òåîðåòè÷åñêè. Â ðàáîòå [5] ïîäðîáíî èçëîæåíû ñâîéñòâà èíòå-

ãðàëüíûõ ôðåéìîâ, ñõîæèå ñî ñâîéñòâàìè îáû÷íûõ ôðåéìîâ.

Äàíî îïðåäåëåíèå èíòåãðàëüíûõ ñèñòåì Ðèññà. Íî íå âñå ñè-

ñòåìû, îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè îðòîïîäîáíûõ ñèñòåì, ðàñêëà-

äûâàþòñÿ ïî èíòåãðàëüíûì ôðåéìàì.

Ò. Ï. Ëóêàøåíêî ââåë íîâûé êëàññ ñèñòåì [4], íàçâàííûõ èì

îáîáùåííûìè îðòîïîäîáíûìè ñèñòåìàìè. Â äàííîé ðàáîòå ïðî-

âîäèòñÿ îáîáùåíèå ýòîãî êëàññà ñèñòåì ïóòåì ðàñøèðåíèÿ åãî
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äî îáîáùåííûõ ôðåéìîâ. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îðòîïîäîáíûå ñè-

ñòåìû, ââåäåííûå Ò. Ï. Ëóêàøåíêî, ÿâëÿþòñÿ æåñòêèìè îáîá-

ùåííûìè ôðåéìàìè. Äîêàçûâàþòñÿ äâå òåîðåìû:

Òåîðåìà 1.Îáîáùåííàÿ ñèñòåìà Ðèññà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåí-

íûì ôðåéìîì.

Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà Φ = {φω}ω∈Ω áûëà

îáîáùåííûì ôðåéìîì â H ñ êîíñòàíòàìè A è B , íåîáõîäè-

ìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàøëîñü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî

H ′ ⊃ H , è â íåì îáîáùåííàÿ ñèñòåìà Ðèññà ñ êîíñòàíòàìè

A è B , êîòîðàÿ â ïðîåêöèè íà H áóäåò äàâàòü ñèñòåìó Φ .

Äîïîëíèòåëüíî ïðèâîäèòñÿ äâà ïðèìåðà ðàçëîæåíèÿ ôóíê-

öèé ïî îáîáùåííûì ôðåéìîâûì ñèñòåìàì è ïðèìåðû âîçìîæ-

íîãî ïðèìåíåíèÿ òàêèõ ñèñòåì.
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1. ÄîáåøèÈ. Äåñÿòü ëåêöèé ïî âåéâëåòàì. � Èæåâñê:

ÐÕÄ, 2001.

2. ×óè×. Ââåäåíèå â âåéâëåòû. � Ì.: Ïðèêë. ìàòåìàòè-

êà, 2001.

3. ÁëàòòåðÊ. Âýéâëåò-àíàëèç. Îñíîâû òåîðèè. � Òåõíîñôå-

ðà, 2004.

4. ËóêàøåíêîÒ.Ï. Î êîýôôèöèåíòàõ ñèñòåì ðàçëîæåíèÿ,

ïîäîáíûõ îðòîãîíàëüíûì // Ìàòåì. ñáîðíèê. � 1997. � Ò. 32. �

� 5. � C. 57�72.

5. ÇàõàðîâàÀ.À. Èíòåãðàëüíûå ñèñòåìû Ðèññà è èõ ñâîé-

ñòâà // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ñåðèÿ 1. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. �

2004. � � 6. � C. 28�33.
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Ï.È.Òðîøèí

Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Paul.Troshin@gmail.com

ÔÐÀÊÒÀËÜÍÛÅ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ

Ïîñòðîåíèå ôðàêòàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé èìååò ðàçëè÷-

íûå ïðàêòè÷åñêèå ïðèìåíåíèÿ: ìîäåëèðîâàíèå ïîâåðõíîñòåé

ñ çàäàííûìè ôðàêòàëüíûìè ñâîéñòâàìè (íàïðèìåð, ñîçäà-

íèå ëàíäøàôòîâ), ïðèáëèæåíèå (àïïðîêñèìàöèÿ) ïîâåðõíî-

ñòåé ôðàêòàëàìè ñ ïîñëåäóþùèì àíàëèçîì èõ ñâîéñòâ. Ïðå-

èìóùåñòâî ôðàêòàëîâ ñîñòîèò â ñëîæíîñòè ïîëó÷àåìîé ñòðóê-

òóðû (ñàìîïîäîáèå, íàëè÷èå äåòàëåé íà ëþáîì ìàñøòàáå) è îä-

íîâðåìåííî ïðîñòîòå åå ïîðîæäåíèÿ.

Ðèñ. 1. Ïðèáëèæåíèå ïîâåðõíîñòè áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ.

Â ïðåäëàãàåìîì äîêëàäå ìû ðàññìàòðèâàåì òàêèå ìåòîäû

ïîñòðîåíèÿ ôðàêòàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé êàê ïðèáëèæåíèå ïî-

âåðõíîñòè áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ è àïïðîêñèìàöèÿ ðàçëè÷íû-

ìè ôðàêòàëüíûìè ïîâåðõíîñòÿìè, ïîñòðîåííûìè ñ ïîìîùüþ

ñèñòåì èòåðèðîâàííûõ ôóíêöèé ([1]). Àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ

ïîâåðõíîñòåé ðåàëèçîâàíû â ñèñòåìàõ êîìïüþòåðíîé àëãåáðû

è ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé Maxima ([2]) è Mathematica, ïðîâå-

äåíî èõ ñðàâíåíèå.
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1. MassopustP. Interpolation and approximation with splines
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2. ÒðîøèíÏ.È. Ìîäåëèðîâàíèå ôðàêòàëîâ â ñðåäå Maxima.

×àñòü II. Õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà è ôðàêòàëû. Ó÷åáíî-ìåòî-

äè÷åñêîå ïîñîáèå [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ]. � Êàçàíü : ÊÔÓ, 2012. �
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Å.Ñ.Óëüÿíîâà

Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò

ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÀÍÈÌÀÖÈÈ

È ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÎÂ ÍÀ ÓÐÎÊÀÕ ÃÅÎÌÅÒÐÈÈ

Â 7 � 9 ÊËÀÑÑÀÕ

Ïðè èçó÷åíèè ïëàíèìåòðè÷åñêèõ ïîíÿòèé íà óðîêå ãåî-

ìåòðèè â ñðåäíåé øêîëå îáû÷íî èñïîëüçóþò îáúÿñíèòåëüíî-

èëëþñòðàòèâíûé ìåòîä, ÷àùå âñåãî ïðåäñòàâëåííûé îáúÿñíå-

íèÿìè ó÷èòåëÿ â ñîâîêóïíîñòè ñ èëëþñòðàöèåé ñòàòè÷íîãî ÷åð-

òåæà èëè äåìîíñòðàöèè ìàêåòà.

Íà íàø âçãëÿä, ìåòîäè÷åñêè îáîñíîâàííîå èñïîëüçîâàíèå

àíèìàöèè ïðè ïðîâåäåíèè íåáîëüøèõ ïðàêòè÷åñêèõ ýêñïåðè-

ìåíòîâ íà óðîêå äëÿ ââåäåíèÿ íîâûõ ïîíÿòèé èëè èçó÷åíèÿ èõ

ñâîéñòâ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðîäóêòèâíûì. Âî-ïåðâûõ, ýòî ïîçâî-

ëÿåò ïîäíÿòü ìîòèâàöèþ äåòåé ïîñðåäñòâîì èñïîëüçîâàíèÿ â

îáó÷åíèè òàêèõ ìåòîäîâ íàó÷íîãî ïîçíàíèÿ êàê íàáëþäåíèå è

ýêñïåðèìåíò, ìàëî ïðåäñòàâëåííûå â ñîâðåìåííîé ñèñòåìå òðà-

äèöèîííîãî îáó÷åíèÿ ãåîìåòðèè. Âî-âòîðûõ, ýòî ðàçâèâàåò òà-

êèå ôîðìû íàó÷íîãî ïîçíàíèÿ êàê îáîáùåíèå, âûäåëåíèå ÷àñò-

íîãî èç îáùåãî, èíäóêöèþ è, â öåëîì, ëîãèêó äåòåé. Â-òðåòüèõ,
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ÿðêîñòü è íåîáû÷íîñòü ïîäà÷è èçó÷àåìîãî ìàòåðèàëà íåïðîèç-

âîëüíî ïðèâëåêàåò âíèìàíèå ê îáó÷åíèþ, ïîâûøàåò èíòåðåñ ê

òåìå, è, êîíå÷íî, ïîêàçûâàåò êðàñîòó ôîðì è çàêîíîìåðíîñòåé

ãåîìåòðèè, åå ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü è àêòóàëüíîñòü.

Ñòàíäàðòíàÿ ñèñòåìà ïîäà÷è ìàòåðèàëà, ïðèìåíÿåìàÿ íà

ïðîòÿæåíèè äåñÿòèëåòèé, íåñêîëüêî ïðèåëàñü, òåðÿåòñÿ ÿð-

êîñòü ïîäà÷è è âîñïðèÿòèÿ, à ïîòîìó ëþáûå íîâøåñòâà â ïðåïî-

äàâàíèè âîñïðèíèìàþòñÿ ñ óäèâëåíèåì, ìîæåò äàæå íà ïåðâûõ

ïîðàõ íåäîâåðèåì, íî íåèçìåííî íåïîääåëüíûì èíòåðåñîì.

Âîçüìåì, íàïðèìåð, èçó÷åíèå íîâîé òåìû ïî ãåîìåòðèè â

7 êëàññå ïî òåìå: �Ìåäèàíû, áèññåêòðèñû è âûñîòû òðåóãîëü-

íèêà�. Â äàëüíåéøåì íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïåðèîäà îáó÷åíèÿ

ãåîìåòðèè ó÷àùèåñÿ ïóòàþò ñâîéñòâà çàìå÷àòåëüíûõ òî÷åê, à

èìåííî êàêèå îòðåçêè â ïåðåñå÷åíèè äàþò öåíòð âïèñàííîé èëè

îïèñàííîé îêðóæíîñòåé.

×òî ìîæåò ïðåäëîæèòü òðàäèöèîííûé ïîäõîä ïðè ïîñòðî-

åíèè óðîêà ïî äàííîé òåìå? Ïðîâåäåíèå òðàäèöèîííîé àêòó-

àëèçàöèè � ýòî îïðîñ ó÷àùèõñÿ èëè ðåøåíèå ïðîñòûõ çàäà÷,

íàïðàâëåííûõ íà ïîâòîðåíèå îïåðàöèé äåëåíèÿ îòðåçêà è óãëà

ïîïîëàì, îïðåäåëåíèÿ òðåóãîëüíèêà. Ïðåäëàãàåì íà ýòîì ýòàïå

çàèíòåðåñîâàòü ó÷àùèõñÿ èíòåðåñíîé àíèìàöèåé � ïðè äåëåíèè

îòðåçêà íà äâå ÷àñòè íà ñëàéäå äâèãàåòñÿ, ïîâòîðÿÿ äâèæåíèÿ

ó÷åíèêà â òåòðàäè, ëèíåéêà ñ äåëåíèÿìè, àíàëîãè÷íî ïðè ïî-

ñòðîåíèè áèññåêòðèñû óãëà íà ñëàéäå ïîâòîðÿåò äâèæåíèÿ ó÷å-

íèêà òðàíñïîðòèð. Íà ýòàïå èçó÷åíèÿ íîâîãî ìàòåðèàëà, âìå-

ñòî òîãî, ÷òîáû äàòü ñóõèå ñâåäåíèÿ ó÷àùèìñÿ î òîì, ÷òî òðè

ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, ïðåäëàãà-

åì ïðîâåñòè ñëåäóþùèé ýêñïåðèìåíò. Ðàçäàâ çàðàíåå ïðèãîòîâ-

ëåííûå, âûðåçàííûå èç ïëîòíîé áóìàãè èëè êàðòîíà ðàçëè÷íûå

òðåóãîëüíèêè (òóïîóãîëüíûå, îñòðîóãîëüíûå, ðàâíîáåäðåííûå,
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ïðÿìîóãîëüíûå) ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé (òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ìå-

äèàí), ïðåäëîæèòü ó÷àùèìñÿ óäåðæàòü òðåóãîëüíèê â ðàâíî-

âåñèè íà êàðàíäàøå ñ îïîðîé â îòìå÷åííîé òî÷êå. Äàëåå ïðåä-

ëîæèòü ó÷àùèìñÿ íàéòè äðóãóþ òî÷êó â êîòîðîé òðåóãîëüíèê

ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ðàâíîâåñèè, îïðåäåëèòü ñâîéñòâà îòìå÷åí-

íîé òî÷êè íà òðåóãîëüíèêå, âûäâèíóòü ãèïîòåçó îá àëãîðèòìå

åå íàõîæäåíèÿ. Ïîñëå îáñóæäåíèÿ ãèïîòåç, ðåçóëüòàòîâ íàáëþ-

äåíèÿ ó÷àùèõñÿ îïûò äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ýêðàíå: ïîÿâëÿåòñÿ

òðåóãîëüíèê, êîòîðûé íå äåðæèò ðàâíîâåñèÿ â ðàçëè÷íûõ òî÷-

êàõ, íî ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ìåäèàí ñ ïîìîùüþ àíèìàöèè ïîêàçû-

âàåì, êàê òðåóãîëüíèê äåðæèòñÿ íà ðó÷êå â íàéäåííîé òî÷êå.

Àíàëîãè÷íûå ýêñïåðèìåíòû ïðåäëàãàåì ïðîâîäèòü ñ ó÷à-

ùèìèñÿ ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ è âûñîò.

Ø.Ì.Õàéäàðîâ

Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

15jkeee@gmail.com

ÌÅÒÎÄÛ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ

ÄÎÊÓÌÅÍÒÎÂ ÍÀ ÏÎÐÒÀÒÈÂÍÛÕ

ÓÑÒÐÎÉÑÒÂÀÕ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîðòàòèâíûå óñòðîéñòâà ïîääåðæèâàþò

ìíîæåñòâî ôîðìàòîâ (fb2, epub, doc, txt, rtf è äð.). Äëÿ ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ äîêóìåíòîâ ðàñïðîñòðàíåííûìè ôîðìàòàìè â ñåòè

ÿâëÿþòñÿ PDF è DjVu. Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ôîðìàòîâ íà ïîð-

òàòèâíûõ óñòðîéñòâàõ ïðè ðàáîòå ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè òåêñòàìè

÷àñòî íå óäîáíî, ïîñêîëüêó ïðîãðàììû îòîáðàæåíèÿ íå ïðåä-

ñòàâëÿþò âîçìîæíîñòè ïåðåôîðìàòèðîâàíèÿ ñòðàíèö ïîä ðàç-

ìåð ýêðàíà. Ôîðìàòû fb2 è ePub çíà÷èòåëüíåå óäîáíåå, òàê êàê

ïîçâîëÿþò äèíàìè÷åñêè ôîðìèðîâàòü ñòðàíèöó îòîáðàæåíèÿ
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ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ íàñòðîåê. Îäíàêî ýòè ôîðìàòû ðàññ÷èòà-

íû íà èñïîëüçîâàíèå òîëüêî òåêñòîâûõ äîêóìåíòîâ. Ïîñëåäíÿÿ

âåðñèÿ ôîðìàòà ePub ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèé

òåêñò íà ÿçûêå ðàçìåòêè MathML (ñì. [1]).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä âêëþ÷åíèÿ ìàòåìà-

òè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé â ôîðìàò fb2. Â îñíîâå ìåòîäà ëåæèò

ðàçðàáîòàííûé ðàíåå àëãîðèòì (ñì. [2]).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêò � 12-07-97018-ð_ïîâîëæüå).
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1. EPUB 3 Accessibility Guidelines.URL: http://www.idpf.org/
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2. Ëèïà÷¼âÅ.Ê., ÕàéäàðîâØ.Ì. Ñèñòåìà ñåðâèñîâ ïðå-

îáðàçîâàíèÿ ýëåêòðîííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêóìåíòîâ

íà îñíîâå îáëà÷íûõ òåõíîëîãèé // Òð. Ìàòåì. öåíòðà

èì. Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî. � Êàçàíü: Èçä-âî Êàçàí. ìàòåì. îá-

âà, 2013. � T. 47 � C. 109�110.
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ÒÐÅÕÊÐÀÒÍÎÅ ÏÎÊÐÛÒÈÅ ÊÂÀÄÐÀÒÀ

ÂÎÑÅÌÜÞ ÊÐÓÃÀÌÈ

Ðàññìîòðåíî 3-êðàòíîå ïîêðûòèå åäèíè÷íîãî êâàäðàòà 8-þ

ðàâíûìè êðóãàìè íàèìåíüøåãî âîçìîæíîãî ðàäèóñà r∗8,3 . Óñòà-

íîâëåíî çíà÷åíèå ðàäèóñà r∗8,3 è ðàñïîëîæåíèÿ öåíòðîâ êðóãîâ,

ïðè êîòîðûõ èõ ðàäèóñ äîñòèãàåò óêàçàííîãî çíà÷åíèÿ.
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Çàäà÷è ìíîãîêðàòíîãî ïîêðûòèÿ âîçíèêàþò, ïðè ïðîåêòè-

ðîâàíèè ñïóòíèêîâûõ ñèñòåì ìíîãîêðàòíîãî îáçîðà ïîâåðõíî-

ñòè Çåìëè, íàâèãàöèîííûõ ñèñòåì, ïðè âûáîðå ðàñïîëîæåíèÿ

íàçåìíûõ ñèñòåì ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðîòè-

âîïîæàðíûõ ñèñòåì íàáëþäåíèÿ è ò. ï.

Ïóñòü rn,k � íàèìåíüøèé ðàäèóñ n (n > 1) ðàâíûõ êðó-

ãîâ îáåñïå÷èâàþùèõ k -êðàòíîå (1 6 k 6 n) ïîêðûòèå åäè-

íè÷íîãî êâàäðàòà S ïðè íåêîòîðîì ðàñïîëîæåíèè êðóãîâ, à

r∗n,k íàèìåíüøåå çíà÷åíèå rn,k ïî âñåâîçìîæíûì ïîëîæåíè-

ÿì êðóãîâ. Îäíîêðàòíîå ïîêðûòèå êâàäðàòà ðàâíûìè êðóãà-

ìè íàèìåíüøåãî âîçìîæíîãî ðàäèóñà èññëåäîâàëîñü âî ìíîãèõ

ðàáîòàõ, íàïðèìåð, Äæ.Á.Ì.Ìåëèññåíà, Ê.Äæ.Íóðìåëëû. Â

ðàáîòå Ø.È. Ãàëèåâà è Ì.À.Êàðïîâîé èññëåäîâàëàñü çàäà÷à

k -êðàòíîãî ïîêðûòèÿ îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà, â ÷àñòíîñòè,

åäèíè÷íîãî êâàäðàòà n ðàâíûìè êðóãàìè íàèìåíüøåãî âîç-

ìîæíîãî ðàäèóñà. Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ áûëè ïðåäñòàâëåíû

íåêîòîðûå âîçìîæíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè çàäà÷è, àëãî-

ðèòìû å¼ ðåøåíèÿ è îöåíêè ðàäèóñîâ ïîêðûâàþùèõ êðóãîâ.

Â äàííîé ðàáîòå ìû äîêàçûâàåì, ÷òî çíà÷åíèå, r8,3 =

=
√

2−
√
3 íåóëó÷øàåìî è óêàçûâàåì ðàñïîëîæåíèÿ êðóãîâ

îáåñïå÷èâàþùèõ òðåáóåìîå òðåõêðàòíîå ïîêðûòèå êðóãà.

Ðàñïîëîæèì 8 êðóãîâ ðàäèóñà r∗ = r∗8,3 =
√

2−
√
3 êàê íà

ðèñ. 1 (öåíòðû êðóãîâ ïîìå÷åíû æèðíûìè òî÷êàìè). Â ðåçóëü-

òàòå ïîëó÷èì 3-õ êðàòíîå ïîêðûòèå êâàäðàòà.
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Ðèñ. 1

Äîïóñêàÿ, ÷òî ðàäèóñ ìåíüøå
√
2−

√
3, è ïîñëåäîâàòåëüíî

ðàññìàòðèâàÿ ðàçëè÷íûå âîçìîæíûå âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ

ïîêðûâàþùèõ êðóãîâ, äîêàçûâàåì, ÷òî ýòîãî íå ìîæåò áûòü.

Ðàñïîëîæåíèÿ öåíòðîâ êðóãîâ, îáåñïå÷èâàþùåå òðåõêðàòíîå

ïîêðûòèå êâàäðàòà ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 1.
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Î ÏÎËÓÊÎËÜÖÀÕ ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

ÑÎ ÇÍÀ×ÅÍÈßÌÈ Â ÒÐ�ÕÝËÅÌÅÍÒÍÎÌ

T0 -ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÎÌ ÏÎËÓÊÎËÜÖÅ {0, 1,∞}

Â äîêëàäå ñòàâèòñÿ ïðîáëåìà èññëåäîâàíèÿ ïîëóêîëåö

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íàä òîïîëîãè÷åñêèì T0 -ïðîñòðàíñòâîì

ñî çíà÷åíèÿìè â òð¼õýëåìåíòíîì ïîëóêîëüöå {0, 1,∞} .
Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëàãàåòñÿ ïåðåõîä îò õîðîøî èçó÷åí-

íûõ ïîëóêîëåö íåïðåðûâíûõ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ ôóíêöèé

C(X) (ñì. [1]) è ïîëóêîëåö C(X, I) ñî çíà÷åíèÿìè â åäèíè÷íîì

îòðåçêå (ñì. [2,3]), ê ïîëóêîëüöàì C(X,S) ôóíêöèé f : X → S

äëÿ êîíå÷íûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X è S .

Ïîëóêîëüöîì íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñ àññî-

öèàòèâíîé è êîììóòàòèâíîé îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ + è àññîöèà-

òèâíîé îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ · , äèñòðèáóòèâíîé îòíîñèòåëüíî
ñëîæåíèÿ ñ îáåèõ ñòîðîí. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íà-

çûâàåòñÿ T0 -ïðîñòðàíñòâîì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ

òî÷åê ïðîñòðàíñòâà X íàéäåòñÿ îòêðûòîå ìíîæåñòâî â X , ñî-

äåðæàùåå ðîâíî îäíó èç íèõ. Íà T0 -ïðîñòðàíñòâàõ îïðåäåëÿ-

åòñÿ ïîðÿäîê: a 6 b ⇔ [a] ⊆ [b] , ãäå [a] � çàìûêàíèå ìíîæå-

ñòâà {a} .
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Åñëè íà ïîëóêîëüöå S çàäàíà T0 -òîïîëîãèÿ òàê, ÷òî ïîëó-

êîëüöåâûå îïåðàöèè â S íåïðåðûâíû, òî ïîëó÷èì òîïîëîãè÷å-

ñêîå T0 -ïîëóêîëüöî.

Ðàññìîòðèì ïîëóêîëüöî S = {0, 1, ∞} ñ èäåìïîòåíòíûìè

îïåðàöèÿìè (x+ x = x , xx = x), íóëåì 0 , åäèíèöåé 1 è àääè-

òèâíî ïîãëîùàþùèì ýëåìåíòîì ∞ . Çàäàäèì íà S òîïîëîãèþ

ñ ñèñòåìîé çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ: ∅ , {0} , {0, 1} , {0, 1,∞} . Î÷å-
âèäíî, S ÿâëÿåòñÿ T0 -ïîëóêîëüöîì.

×åðåç C(X, S) îáîçíà÷èì ïîëóêîëüöî âñåõ íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé, çàäàííûõ íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X è ïðè-

íèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â óêàçàííîì òîïîëîãè÷åñêîì ïîëóêîëü-

öå S , ñ ïîòî÷å÷íî îïðåäåëåííûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è

óìíîæåíèÿ ôóíêöèé.

Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ T0 -ïðîñòðàíñòâîì.

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ôàêòû:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå T0 -ïðîñòðàíñò-

âî. Ôóíêöèÿ f : X → S ïðèíàäëåæèò ïîëóêîëüöó C(X,S) òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ìîíîòîííà.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f ∈ C(X,S) è x 6 y , òî [x] ⊆ [y] è

f(x) ∈ f([x]) ⊆ f([y]) ⊆ [f(y)] . Îòêóäà f(x) 6 f(y) è, ñëåäîâà-

òåëüíî, ôóíêöèÿ f ∈ C(X,S) ìîíîòîííà.

Îáðàòíî, ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè f : X → S âëå÷¼ò f([x]) ⊆
⊆ [f(x)] äëÿ êàæäîãî x ∈ X ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíî

íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f .

Èìååò ìåñòî òåîðåìà îá îïðåäåëÿåìîñòè òîïîëîãè÷åñêîãî

T0 -ïðîñòðàíñòâà X ïîëóêîëüöîì ôóíêöèé C(X,S) :

Òåîðåìà 2. Ïóñòü X,Y � êîíå÷íûå T0 -ïðîñòðàíñòâà.

Ïîëóêîëüöà ôóíêöèé C(X, S) è C(Y, S) èçîìîðôíû òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîñòðàíñòâà X è Y ãîìåîìîðôíû.
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Èññëåäîâàíèå ïîëóêîëüöà C(X, S) ïëàíèðóåòñÿ ïðîâîäèòü

â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðóêòóðîé ìîíîãðàôèè [1]: 1) èññëåäîâàíèå

àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ èäåàëîâ, êîíãðóýíöèé è ïîäàëãåáð

ïîëóêîëüöà C(X, S) ; 2) îïðåäåëÿåìîñòü òîïîëîãè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâ â òåðìèíàõ ðåøåòîê ïåðå÷èñëåííûõ îáúåêòîâ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âåä¼òñÿ èññëåäîâàíèå ðåø¼òîê èäåà-

ëîâ IdC(X, S) è êîíãðóýíöèé ConC(X, S) . Â ÷àñòíîñòè, ðå-

øàåòñÿ ïðîáëåìà îïðåäåëÿåìîñòè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâà X óêàçàííûìè ðåø¼òêàìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìè-

íîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò � 1.1375.2014/Ê).
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ÏÎ ÏÎÄÃÐÓÏÏÀÌ

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü Γ �

ïîäãðóïïà Z∗
p, a ∈ Z∗

p, ep(x) := e2πix/p, p � äîñòàòî÷íî áîëü-

øîå ïðîñòîå ÷èñëî. Òðåáóåòñÿ íåòðèâèàëüíî îöåíèòü ìîäóëü

ñóììû: S(a,Γ) =
∑

x∈Γ ep(ax), ãäå S(Γ) := maxa∈Z∗
p
|S(a,Γ)|.

Âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå íåòðèâèàëüíûõ ïî

ïîðÿäêó âåðõíèõ îöåíîê äëÿ S(Γ) : S(Γ) = o(|Γ|), p→ ∞.

Â ìîíîãðàôèè Ñ.Â.Êîíÿãèíà è È.Å.Øïàðëèíñêîãî [2] ïðè-

âåäåíû çàäà÷è, ãäå ïðèìåíÿþòñÿ òàêèå ñóììû. Èíòåðåñ ê íèì

áûë âûçâàí èõ ïðèëîæåíèåì ê ïðîáëåìå Âàðèíãà [6]. Îöåí-

êè òàêèõ ñóìì ïîëåçíû è äëÿ àääèòèâíûõ çàäà÷ ïî ïðîñòîìó

ìîäóëþ.

Îöåíêàìè S(a,Γ) çàíèìàëèñü Ñ.Â.Êîíÿãèí, Ä.Ð.Õèô-

Áðàóí [1], È.Ä. Øêðåäîâ [4]. Â ÷àñòíîñòè áûëè äîêàçàíû

íåòðèâèàëüíûå ïî ïîðÿäêó âåðõíèå îöåíêè äëÿ S(Γ) äëÿ ïîä-

ãðóïï |Γ| > p1/4+ε, ε > 0 � ïðîèçâîëüíîå ìàëîå ÷èñëî. Ñëó÷àé

ìàëûõ ïîäãðóïï |Γ| > pε áûë èññëåäîâàí â [3].

Â ýòîé ðàáîòå ïîëó÷åíû íîâûå âåðõíèå îöåíêè òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêèõ ñóìì ïî ïîäãðóïïàì Γ ⊂ Z∗
p, ðàçìåð êîòîðûõ ïðè-

íàäëåæèò [p
28
95 , p

182
487 ]. Äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû Γ ⊂ Z∗

p

ââåäåì ïî îïðåäåëåíèþ âåëè÷èíó

Tk(Γ) := {x1, . . . , x2k ∈ Γ : x1 + . . .+ xk = xk+1 + . . .+ x2k}.

Òàêèå îöåíêè äëÿ S(Γ) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ îöå-

íîê äëÿ âåëè÷èí Tk(Γ).
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Ìû áóäåì ðàçâèâàòü èäåè óêàçàííûõ ðàáîò è óñèëèì îöåíêó

äëÿ âåëè÷èíû T3(Γ) è äëÿ S(Γ). Òàêæå óïîìÿíåì íåêîòîðûå

èõ ñëåäñòâèÿ.

Òåîðåìà 1. Ïðè t < p1/2 cïðàâåäëèâà ñëóäóþùàÿ îöåíêà:

T3(G) ≪ t4
3
14 (log t)12/7.

Òåîðåìà 2. Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:
p

182
515 < t < p

182
487 ⇒ S(Γ) ≪ p

1
12 t

1579
2184 (log t)

1067
5460 ;

p
56
185 < t < p

182
515 ⇒ S(Γ) ≪ p

1
18 t

101
126 (log t)

4
21 ;

p
28
95 < t < p

56
185 ⇒ S(Γ) ≪ p

1
24 t

1139
1344 (log t)

1
14 .

Ñóììû S(a,Γ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïî ñòåïåíè ïðîñòîãî

÷èñëà. Ìåòîä èç ðàáîòû [5] ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü îöåíêè äëÿ òà-

êèõ ñóìì. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ìû ïîëó÷èì íåòðèâèàëüíûé

ðåçóëüòàò î ïåðâîì íàòóðàëüíîì ÷èñëå, ÷àñòíîå Ôåðìà êîòîðî-

ãî íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì äåëèìîñòè íà êâàäðàò ïðîñòîãî.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêò � 14-01-00332), Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò � 8215).
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