
� 1. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.Çàäà÷à ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âîçíèêàåò êàê âñïîìîãàòåëüíàÿïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìèïðîèçâîäíûìè è êàê ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ïðè ðåøåíèè òàê íàçûâàåìûõ îáðàòíûõçàäà÷, ïðè îáðàáîòêå ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé è ò.ï.�àññìàòðèì ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà:
y(x)− λ

b
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K(y, s)y(s)ds = f(x), (1)ãäå - èñêîìàÿ, K(x, s), f(x) - çàäàííûå �óíêöèè, λ - çàäàííîå ÷èñëî. Ïðåäïî-ëàãàåòñÿ, ÷òî ÿäðî K(x, s) è ïðàâàÿ ÷àñòü f(x) - äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè,�óíêöèÿ K(x, s) ñèììåòðè÷íà (K(x, s) = K(s, x) äëÿ âñåõ x, s).Äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) çàìåíèì èíòåãðàë, âõîäÿùèé âýòî óðàâíåíèå, êâàäðàòóðíîé �îðìóëîé:
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j )ñèñòåìû (3) íå îáÿçàòåëüíî áóäåò ñèììåòðè÷íîé. ×òîáû ïîëó÷èòü ñèñòåìó ññèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé (â ñëó÷àå, êîãäà cj > 0), óìíîæèì i-å óðàâíåíèå â (3)íà√ci è ïîëîæèì√ci = zi . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé
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i ), i = 1, 2, . . . ,m (4)Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì (3), (4) ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûå ìåòîäû ðå-øåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.� 2. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé.Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðàçäåëÿþòñÿíà òî÷íûå (ïðÿìûå), èòåðàöèîííûå è âåðîÿòíîñòíûå. Êëàññû çàäà÷, äëÿ ðåøå-íèÿ êîòîðûõ ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ýòèõ ãðóïï, ìîæíî óñëîâíî íàçâàòü ñîîò-âåòñòâåííî êëàññàìè çàäà÷ ñ ìàëûì, ñðåäíèì è áîëüøèì ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ.Èçìåíåíèå îáúåìà è ñòðóêòóðû ïàìÿòè ÝÂÌ, óâåëè÷åíèå èõ áûñòðîäåéñòâèÿ1



è ðàçâèòèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïðèâîäÿò ê ñìåùåíèþ ãðàíèö ïðèìåíåíèÿ ìå-òîäîâ â ñòîðîíó ñèñòåì áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Ê òîìó æå ñèòóàöèÿ ñèëüíîçàâèñèò è îò ñâîéñòâ ìàòðèöû ðåøàåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Â íàñòîÿùåå âðå-ìÿ òî÷íûå ìåòîäû îáû÷íî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì äî ïîðÿäêà 104,èòåðàöèîííûå - äî ïîðÿäêà 107.Â ïðÿìûõ ìåòîäàõ ðåøåíèå ñèñòåìû íàõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî àðè�ìåòè-÷åñêèõ îïåðàöèé. Îòìåòèì, ÷òî âñëåäñòâèå ïîãðåøíîñòåé îêðóãëåíèÿ (íåèçáåæ-íûõ ïðè ðåøåíèè ñèñòåì íà ÝÂÌ) ïðÿìûå ìåòîäû íå ïðèâîäÿò ê òî÷íîìó ðå-øåíèþ. Áîëåå òîãî, ãëàâíûì íåäîñòàòêîì ïðÿìûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîáûñòðîå íàêîïëåíèå îøèáîê îêðóãëåíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê ñèëüíîìó èñêàæåíèþðåçóëüòàòà.Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ñîñòîÿò â òîì, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû íàõîäèòñÿ êàêïðåäåë áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáëèæåíèé. Èòåðàöèîííûå ìåòîäûíå ïðèâîäÿò ê íàêîïëåíèþ îøèáîê îêðóãëåíèÿ, îäíàêî ïðè èõ èñïîëüçîâàíèèãëàâíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ âûáîð êðèòåðèÿ îñòàíîâêè ïðîöåññà âû÷èñëåíèé.� 3. Ìåòîä �àóññà.�àññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà
Ax = b (5)ñ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé A (ò.å. detA 6= 0) ïîðÿäêà n, èëè â ïîêîîðäèíàòíîìâèäå:



















a11x1 + a12x2+ . . . +a1nxn = b1

a21x1 + a22x2+ . . . +a2nxn = b2

· · ·
an1x1 + an2x2+ . . . +annxn = bn

(6)Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå â (6) íà −ak1/a11 è ñëîæèì ñ k-ì óðàâíåíèåì,
k = 2, 3, . . . , n. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó
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22 è ñëîæèì ñ k-ì óðàâíå-íèåì, k = 3, 4, . . . , n. Ïðîäîëæàÿ óêàçàííûé ïðîöåññ (íàçûâàåìûé ïðÿìûì õî-äîì ìåòîäà �àóññà), â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó ñ âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàò-ðèöåé:
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�åøåíèå æå ñèñòåìû (8) (îáðàòíûé õîä ìåòîäà �àóññà) íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáîãîòðóäà.Îáùèå �îðìóëû ïðÿìîãî õîäà ìåòîäà �àóññà èìåþò âèä:
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k = bk, k, j = 1, 2, . . . , n, (9)×òîáû ïðè âû÷èñëåíèÿõ ïî �îðìóëàì (9) èçáåæàòü äåëåíèÿ íà íóëü è óìåíü-øèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü, ïðèìåíÿþò ìåòîä �àóññà ñ âûáîðîì ãëàâ-íîãî ýëåìåíòà. Îïèøåì ýòó ìîäè�èêàöèþ ìåòîäà �àóññà.Ïîñëå i− 1-ãî øàãà ìàòðèöà ñèñòåìû ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:
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Âûøåïðîâåäåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ìåíÿþò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîýòî-ìó â i-é ñòðîêå ìàòðèöû íàéäåòñÿ íåíóëåâîé ýëåìåíò. Àíàëîãè÷íî, â i-ì ñòîëáöåìàòðèöû A(i) ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ýëåìåíò (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïðîïóñòèâ i-é øàã óêàçàííîãî ïðîöåññà, ìû ïîëó÷èëè áû òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó ñ íóëåâûìýëåìåíòîì íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, ò.å. ìàòðèöà áûëà áû âûðîæäåííîé).Íàéäåì l òàêîå, ÷òî
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∣ ,è ïåðåîáîçíà÷èì xi = xl è xl = xi ; äàëåå ïðîèçâîäèì èñêëþ÷åíèå íåèçâåñòíîé
xi . Òàêîå ïåðåîáîçíà÷åíèå îçíà÷àåò ïåðåñòàíîâêó ñòîëáöîâ ìàòðèöû, è ïðèâî-äèò ëèøü ê èçìåíåíèþ çíàêà îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû. Óêàçàííàÿ ìîäè�èêàöèÿíàçûâàåòñÿ ìåòîäîì �àóññà ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòðîêàì.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòîä �àóññà ñ âûáîðîì ãëàâíîãîýëåìåíòà ïî ñòîëáöàì.Çàìåòèì, ÷òî ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà �àóññà ñ âûáîðîì ãëàâíî-ãî ýëåìåíòà íåò íåîáõîäèìîñòè îñóùåñòâëÿòü ïåðåñòàíîâêó ñòðîê èëè ñòîëáöîâìàòðèöû. Ìîæíî çàâåñòè âåêòîð ïåðåñòàíîâîê, ïåðâîíà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ êîì-ïîíåíòîâ êîòîðîãî åñòü p = (1, 2, . . . , n). Ïîñëå âûáîðà ãëàâíîãî ýëåìåíòà íà i-ìøàãå íåîáõîäèìî ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè i-é è l-é ýëåìåíòû âåêòîðà p. Â ðàñ÷åò-íûõ �îðìóëàõ âìåñòî ñòîëáöîâûõ èíäåêñîâ k ìàòðèöû (â ñëó÷àå ìåòîäà �àóññàñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòîëáöàì) èëè ñòðî÷íûõ èíäåêñîâ k ìàòðèöû èïðàâîé ÷àñòè (â ñëó÷àå ìåòîäà �àóññà ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòðîêàì)íóæíî èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèÿ p(k).� 4. Ñõåìà Æîðäàíà. 3



Åñëè íà i-ì øàãå ìåòîäà �àóññà ïðîâîäèòü èñêëþ÷åíèå íåèçâåñòíîãî xi íåòîëüêî èç óðàâíåíèé ñ íîìåðàìè i + 1, i + 2, . . . , n, íî èç âñåõ óðàâíåíèé, êðîìå
i-ãî, òî ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìóþ ñõåìó Æîðäàíà. Â ðåçóëüòàòå ïðÿìîãî õî-äà ìåòîäà Æîðäàíà ìû ïîëó÷èì äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó. �àñ÷åòíûå �îðìóëûìåòîäà Æîðäàíà ïîëó÷àþòñÿ èç �îðìóë (9) ñîîòâåòñòâóþùåé êîððåêòèðîâêîéïðåäåëîâ èçìåíåíèÿ èíäåêñà k:
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k = bk, k, j = 1, 2, . . . , n, (10)Òàê æå, êàê è â ìåòîäå �àóññà, èñïîëüçóþò ìåòîä Æîðäàíà ñ âûáîðîì ãëàâ-íîãî ýëåìåíòà.� 5. Êîìïàêòíàÿ ñõåìà ìåòîäà �àóññà (LU è LDU-ðàçëîæåíèÿ).Çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû ñèñòåìû íà i-ì øàãå ýêâèâàëåíòíîóìíîæåíèþ ñëåâà èìåþùåéñÿ ìàòðèöû íà íèæíþþ òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó âèäà
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Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìîé õîä ìåòîäà �àóññà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ìàòðèöà Aïðåîáðàçóåòñÿ â âåðõíþþ òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó U , ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå:
C(n−1) C(n−2) · · ·C(2) C(1) A = C A = U.Ìàòðèöà C = C(n−1) C(n−2) · · ·C(2) C(1) êàê ïðîèçâåäåíèå íèæíèõ òðåóãîëü-íûõ ìàòðèö òàêæå ÿâëÿåòñÿ íèæíåé òðåóãîëüíîé. Îáðàòíàÿ ê íåé ìàòðèöà

L = C−1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ìûèìååì ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A íà ïðîèçâåäåíèå
A = LU.Ïîëó÷èì �îðìóëû äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö L è U íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç ýëå-ìåíòû ìàòðèöû A. Èìååì:
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Ïðè j ≥ i èìååì:
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, i = j + 1, j + 2, . . . , n. (12)II. Åñëè æå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî uii = 1, i = 1, 2, . . . , n, òî ïîëó÷èì ñëåäóþùèå�îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö L è U :
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lij = aij −
j−1
∑

k=1

lik ukj, i = j, j + 1, . . . , n. (14)III. Ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A íà ïðîèçâåäåíèå
A = LD U,ãäå D - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, L è U - ñîîòâåòñòâåííî íèæíÿÿ è âåðõíÿÿòðåóãîëüíûå ìàòðèöû ñ åäèíè÷íûìè ãëàâíûìè äèàãîíàëÿìè (lii = uii = 1,

i = 1, 2, . . . , n). Èìååì
aij =

n
∑

k=1

lik dkk ukj =
min{i,j}
∑

k=1

lik dkk ukj,îòêóäà ïîëó÷àåì ïðè j > i:
aij =

i−1
∑

k=1

lik dkk ukj + lii dii uij =
i−1
∑

k=1

lik dkk ukj + dii uij,

uij =
aij −

i−1
∑

k=1
lik dkk ukj

dii

, j = i + 1, i + 2, . . . , n, (15)ïðè i > j:
aij =

j−1
∑

k=1

lik dkk ukj + lij djj ujj =
j−1
∑

k=1

lik dkk ukj + lij djj,5



lij =
aij −

j−1
∑

k=1
lik dkk ukj

djj

, i = j + 1, j + 2, . . . , n, (16)à ïðè i = j:
aii =

i−1
∑

k=1

lik dkk uki + lii dii uii =
i−1
∑

k=1

lik dkk uki + dii,

dii = aii −
i−1
∑

k=1

lik dkk uki, i = 1, 2, . . . , n. (17)Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A íà ïðîèçâåäåíèå LU èëè LDU ,íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû (5) ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðå-øåíèþ ñèñòåì
Ly = b, Ux = y,èëè

Ly = b, Dz = y, Ux = z.Äëÿ óìåíüøåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ïðè ðàçëîæåíèè ìàòðèöû ïðè-ìåíÿþò âûáîð ãëàâíîãî ýëåìåíòà (ïî ñòðîêàì â ñëó÷àå ìåòîäà I, ïî ñòîëáöàì -â ñëó÷àå ìåòîäà II, ïî ñòðîêàì èëè ñòîëáöàì - â ñëó÷àå ìåòîäà III).� 6. Ìåòîä âíåøíèõ ïðîèçâåäåíèé âû÷èñëåíèÿ LU è LDU - ðàçëî-æåíèé.Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó A â ñëåäóþùåì áëî÷íîì âèäå:
A =

(

d vT

w H̄

)

, (18)ãäå
d = a11, w =













a21

a31...
an1













, v =













a12

a13...
a1n













, H̄ =











a22 a23 · · · a2n

a32 a33 · · · a3n

· · · · · · · · · · · ·
an2 an3 · · · ann











.Ïóñòü
L =

(

1 θT

x LH

)

, U =

(

d vT

θ UH

)

,ãäå LH - íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n− 1 ñ åäèíè÷íîé ãëàâíîé äèà-ãîíàëüþ, UH - âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n− 1, θ - íóëåâîé âåêòîðïîðÿäêà n− 1. Èìååì:
LU =

(

1 θT

x LH

) (

d vT

θ UH

)

=

(

d vT

d x x vT + LH UH

)

=

(

d vT

w H̄

)

= A,åñëè x = w/d, LHUH = H̄ − x vT = H̄ − w vT /d, ãäå w vT - ìàòðèöà (âíåøíååïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ w è vT ) ïîðÿäêà n− 1 âèäà
w vT =











w2v2 w2v3 · · · w2vn

w3v2 w3v3 · · · w3vn

· · · · · · · · · · · ·
wnv2 wnv3 · · · wnvn
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ïåðâûé ñòîëáåö è ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèö L è
U ñîîòâåòñòâåííî. Îñòàëüíûå ñòîëáöû è ñòðîêè ìàòðèö L è U ìîæíî ïîñòðî-èòü, ðàçëîæèâ ìàòðèöó H̄ − w vT /d ïîðÿäêà n− 1. �àçëîæåíèå ýòîé ìàòðèöûïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.Èòàê, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùèé ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû íà ïðîèçâåäå-íèå íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ñ åäèíè÷íîé ãëàâíîé äèàãîíàëüþ è âåðõíåéòðåóãîëüíîé ìàòðèöû.Ïóñòü A = A(n). Äëÿ k = n, n− 1, . . . , 1 ïðåäñòàâëÿåì ìàòðèöó A(k) â ñëåäó-þùåì áëî÷íîì âèäå:

(

d(k) (v(k))T

w(k) Ā(k)

)

, (19)Âû÷èñëÿåì (n− k + 1)-é ñòîëáåö ìàòðèöû L è (n− k + 1)-þ ñòðîêó ìàòðèöû U :
ln−k+1 n−k+1 = 1,

lj n−k+1 =
w

(k)
j

d(k)
=

a
(k)
j n−k+1

a
(k)
n−k+1 n−k+1

, j = n− k + 2, n− k + 3, . . . , n, (20)
un−k+1 j = w

(k)
j = a

(k)
n−k+1 j, j = n− k + 1, n− k + 2, . . . , n,Çàòåì âû÷èñëÿåì ýëåìåíòû ìàòðèöû A(k−1) = Ā(k)−w(k−1)(v(k−1))T /d(k) ïî �îð-ìóëàì:

a
(k−1)
ij = a

(k−1)
ij − a

(k)
j n−k+1 a

(k)
n−k+1 j

a
(k)
n−k+1 n−k+1

, j = n− k + 2, n− k + 3, . . . , n, (21)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àþòñÿ �îðìóëû ìåòîäà âíåøíèõ ïðîèçâåäåíèéðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû íà ïðîèçâåäåíèå íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû è âåðõíåéòðåóãîëüíîé ìàòðèöû ñ åäèíè÷íîé ãëàâíîé äèàãîíàëüþ.Ïóñòü A = A(n). Äëÿ k = n, n − 1, . . . , 1 âû÷èñëÿåì (n − k + 1)-é ñòîëáåöìàòðèöû L è (n− k + 1)-þ ñòðîêó ìàòðèöû U :
un−k+1 n−k+1 = 1,

un−k+1 j =
v

(k)
j

d(k)
=

a
(k)
n−k+1 j

a
(k)
n−k+1 n−k+1

, j = n− k + 2, n− k + 3, . . . , n, (22)
lj n−k+1 = w

(k)
j = a

(k)
j n−k+1, j = n− k + 1, n− k + 2, . . . , n,Çàòåì âû÷èñëÿåì ýëåìåíòû ìàòðèöû A(k−1) ïî �îðìóëàì (21).Ïîëó÷èì òåïåðü �îðìóëû ìåòîäà âíåøíèõ ïðîèçâåäåíèé ðàçëîæåíèÿ ìàò-ðèöû íà ïðîèçâåäåíèå íèæíåé è âåðõíåé òðåóãîëüíûõ ìàòðèö è âåðõíåé ñ åäè-íè÷íûìè ãëàâíûìè äèàãîíàëÿìè è äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû:

A = LD U.Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó A â áëî÷íîì âèäå (18).Ïóñòü
L =

(

1 θT

w/d LH

)

, D =

(

d θT

θ DH

)

, U =

(

d vT /d
θ UH

)

,7



ãäå LH - íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ åäèíè÷íîé ãëàâíîé äèàãîíàëüþ ïîðÿä-êà n− 1, UH - âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ åäèíè÷íîé ãëàâíîé äèàãîíàëüþïîðÿäêà n− 1, DH - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n− 1, θ - íóëåâîé âåêòîðïîðÿäêà n− 1.Èìååì:
A = LD U =

(

1 θT

w/d LH

) (

d θT

θ DH

) (

d vT /d
θ UH

)

=

=

(

d θT

w LHDH

) (

d vT /d
θ UH

)

=

=

(

d vT

w wvT /d + LHDHUH

)

=

(

d vT

w H̄

)

= A,åñëè LH DH UH = H̄ − wvT/d. Èñïîëüçóÿ ýòî ðàçëîæåíèå, ïîëó÷èì ñëåäóþùèéìåòîä LDU - ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A.Ïóñòü A = A(n). Äëÿ k = n, n−1, . . . , 1 ïðåäñòàâëÿåì ìàòðèöó A(k) â áëî÷íîìâèäå (19).Âû÷èñëÿåì (n− k + 1)-é ñòîëáåö ìàòðèöû L , (n− k + 1)-þ ñòðîêó ìàòðèöû
U è ñîîòâåòñòâóþùèé äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû D :

ln−k+1 n−k+1 = un−k+1 n−k+1 = 1, dn−k+1 n−k+1 = d(k) = an−k+1 n−k+1,

lj n−k+1 =
w

(k)
j

d(k)
=

a
(k)
j n−k+1

a
(k)
n−k+1 n−k+1

, j = n− k + 2, n− k + 3, . . . , n, (23)
un−k+1 j =

v
(k)
j

d(k)
=

a
(k)
n−k+1 j

a
(k)
n−k+1 n−k+1

, j = n− k + 2, n− k + 3, . . . , n,Çàòåì âû÷èñëÿåì ýëåìåíòû ìàòðèöû A(k−1) = Ā(k)−w(k−1)(v(k−1))T /d(k) ïî �îð-ìóëàì (21).Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïðîèçâîäèòü âû÷èñ-ëåíèÿ ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ( ïî ñòîëáöó - â ïåðâîì ñëó÷àå, ïî ñòðîêå -âî âòîðîì ñëó÷àå, ïî ñòîëáöó èëè ïî ñòðîêå - â òðåòüåì ñëó÷àå).� 7. Ìåòîä îêàéìëåíèÿ âû÷èñëåíèÿ LU è LDU - ðàçëîæåíèé.Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó A â ñëåäóþùåì áëî÷íîì âèäå:
A =

(

M v
wT s

)

,ãäå
s = ann, w =













an1

an2...
ann−1













, v =













a1n

a2n...
an−1n













,

M =











a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an−11 an−12 · · · an−1n−1
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Ïóñòü M = LMUM , (LM - íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ åäèíè÷íîé ãëàâíîéäèàãîíàëüþ ïîðÿäêà n− 1, UM - âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n− 1),
L =

(

LM θ
xT 1

)

, U =

(

UM y
θT d

)

,ãäå θ - íóëåâîé âåêòîð ïîðÿäêà n− 1. Èìååì:
LU =

(

LM θ
xT 1

) (

UM y
θT d

)

=

(

LMUM LMy
xT UM xT y + d

)

=

(

M v
wT s

)

= A,åñëè
LM y = v, UT

Mx = w, (24)
d = s− xT y. (25)Òàêèì îáðàçîì, åñëè èçâåñòíî ðàçëîæåíèå ìàòðèöû M , òî ðåøèâ ñèñòåìû(24) îòíîñèòåëüíî x è y, è âû÷èñëèâ çàòåì ÷èñëî d ïî �îðìóëå (25), ìû ïîëó÷èìïîñëåäíþþ ñòðîêó è ñòîëáåö ìàòðèö L è U ñîîòâåòñòâåííî.Èòàê, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùèé ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû íà ïðîèçâåäå-íèå íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ñ åäèíè÷íîé ãëàâíîé äèàãîíàëüþ è âåðõíåéòðåóãîëüíîé ìàòðèöû.Ïîëàãàåì

L1 = (1), U1 = (a11).Ïóñòü äëÿ i = 2, 3, . . . , n óæå ïîñòðîåíû ìàòðèöû
Li−1 =











1 0 · · · 0
l21 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·

li−11 li−12 · · · 1











, Ui−1 =











u11 u12 · · · u1n

0 u22 · · · u2n

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · ui−1i−1











.�åøàåì çàòåì ñèñòåìû
Li−1 y = vi, UT

i−1x = wi, (26)ãäå
wi =













ai1

ai2...
aii−1













, vi =













a1i

a2i...
ai−1i













, (27)Çàòåì âû÷èñëÿåì ýëåìåíòû i-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû L è i-é ñòðîêè ìàòðèöû
U :

lij = xj, j = 1, 2, . . . , i− 1, lii = 1;

uji = yj, j = 1, 2, . . . , i− 1, uii = aii −
i−1
∑

j=1

xj yj. (28)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A íà ïðîèçâåäåíèåíèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ñ åäèíè÷íîé ãëàâíîé äèàãîíàëüþ è âåðõíåé òðå-óãîëüíîé ìàòðèöû ñ åäèíè÷íîé ãëàâíîé äèàãîíàëüþ, à òàêæå ðàçëîæåíèå ðàç-ëîæåíèÿ ìàòðèöû íà ïðîèçâåäåíèå íèæíåé è âåðõíåé òðåóãîëüíûõ ìàòðèö èâåðõíåé ñ åäèíè÷íûìè ãëàâíûìè äèàãîíàëÿìè è äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû:
A = LD U.9



Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëàãàåì
L1 = (a11), U1 = (1).Ïóñòü äëÿ i = 2, 3, . . . , n óæå ïîñòðîåíû ìàòðèöû

Li−1 =











l11 0 · · · 0
l21 l22 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·

li−11 li−12 · · · li−1i−1











, Ui−1 =











1 u12 · · · u1n

0 1 · · · u2n

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 1











.�åøàåì çàòåì ñèñòåìû (26), ãäå wi è vi îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî (27).Çàòåì âû÷èñëÿåì ýëåìåíòû i-ãî ñòîëáöà è i-é ñòðîêè ìàòðèö L è U :
lij = xj, j = 1, 2, . . . , i− 1, lii = aii −

i−1
∑

j=1

xj yj;

uji = yj, j = 1, 2, . . . , i− 1, uii = a1. (29)Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëàãàåì
L1 = (1), D1 = (a11), U1 = (1).Ïóñòü äëÿ i = 2, 3, . . . , n óæå ïîñòðîåíû ìàòðèöû

Li−1 =











1 0 · · · 0
l21 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·

li−11 li−12 · · · 1











, Di−1 =











d11 0 · · · 0
0 d22 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · di−1i−1











,

Ui−1 =











1 u12 · · · u1n

0 1 · · · u2n

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 1











.�åøàåì çàòåì ñèñòåìû
Li−1 z = vi, UT

i−1 Di−1x = wi, Di−1y = z,ãäå wi è vi îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî (27).Çàòåì ïîëàãàåì
lij = xj, j = 1, 2, . . . , i− 1, lii = 1; uji = yj, j = 1, 2, . . . , i− 1, uii = 1;

dii = aii −
i−1
∑

j=1

xj zj. (30)Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ ñ âûáîðîì ãëàâíîãîýëåìåíòà ( ïî ñòîëáöó - â ïåðâîì ñëó÷àå, ïî ñòðîêå - âî âòîðîì ñëó÷àå, ïîñòîëáöó èëè ïî ñòðîêå - â òðåòüåì ñëó÷àå).� 8. Ìåòîä îðòîãîíîëèçàöèè. 10



Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (6) â âèäå


















a11x1 + a12x2+ . . . +a1nxn + a1n+1 = 0
a21x1 + a22x2+ . . . +a2nxn + a2n+1 = 0

· · ·
an1x1 + an2x2+ . . . +annxn + ann+1 = 0,

(31)ãäå ai1n+1 = −bi, i = 1, 2, . . . , n.Ââåäåì òåïåðü â ðàññìîòðåíèå âåêòîð y = (x1, x2, · · · , xn, 1)T è âåêòîðà a(i) =
(ai1, ai2, · · · , ain+1)

T , i = 1, 2, . . . , n. Òîãäà ðàâåíñòâà (31) îçíà÷àþò, ÷òî a(i))T y =
0, i = 1, 2, . . . , n, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå ñèñòåìû (31) ýêâèâàëåíòíî ïîñòðî-åíèþ âåêòîðà y ïîðÿäêà n+1, ïîñëåäíÿÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî ðàâíà 1, îðòîãî-íàëüíîãî âåêòîðàì a(i), i = 1, 2, . . . , n.Ïîëîæèì òåïåðü a(n+1) = (0, 0, · · · , 0, 1)T . Âåêòîðà a(1), a(2), · · · , a(n+1) ëèíåéíîíåçàâèñèìû ( â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îïðåäåëèòåëü, ñòðîêàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿýòè âåêòîðû, ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû A è ðàâåí íóëþ, ÷òî ïðîòèâî-ðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î íåâûðîæäåííîñòè ðåøàåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé). Ïðè-ìåíèâ ê ýòîé ñèñòåìå âåêòîðîâ ïðîöåññ îðòîíîðìàëèçàöèè �ðàììà-Øìèäòà,ïîëó÷èì ñèñòåìó îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ v(1), v(2), · · · , v(n+1). Ïîñëåäíÿÿêîìïîíåíòà âåêòîðà v(n+1) îòëè÷íà îò íóëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, îí îðòîãîíàëåí âåê-òîðàì v(1), v(2), · · · , v(n), à ñëåäîâàòåëüíî, è âåêòîðàì a(1), a(2), · · · , a(n), êîòîðûåïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè âåêòîðîâ v(1), v(2), · · · , v(n),ò.å.

(a(i))T v(n+1) = 0, i = 1, 2, . . . , n. (32)Ïóñòü v(n+1) = (z1, z2, :, · · · , z(n+1))T , òîãäà ðàâåíñòâà (32) ìîæíî ïåðåïèñàòüâ âèäå:


















a11z1 + a12z2+ . . . +a1nzn + a1n+1zn+1 = 0
a21z1 + a22z2+ . . . +a2nzn + a2n+1zn+1 = 0

· · ·
an1z1 + an2z2+ . . . +annzn + ann+1zn+1 = 0.

(33)Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî zn+1 = 0 , òî (33) äàåò îäíîðîäíóþ ñèñòåìó


















a11z1 + a12z2+ . . . +a1nzn = 0
a21z1 + a22z2+ . . . +a2nzn = 0

· · ·
an1z1 + an2z2+ . . . +annzn = 0ñ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé A, à ñëåäîâàòåëüíî, zi = 0 , i = 1, 2, . . . , n, ò.å.

v(n+1) = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ v(1), v(2), · · · , v(n+1).Î÷åâèäíî, ÷òî íàðÿäó ñ v(n+1) âåêòîð
1

zn+1

v(n+1) =

(

z1

z(n+1)

,
z2

z(n+1)

, · · · , zn+1

z(n+1)

, 1

)Tòàêæå îðòîãîíàëåí âåêòîðàì a(i)), i = 1, 2, . . . , n.Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð x = (z1/zn+1, z2/zn+1, · · · , zn+1/zn+1, 1)T ÿâëÿåòñÿ ðå-øåíèåì èñõîäíîé ñèñòåìû (31).Â çàêëþ÷åíèå îïèøåì ïðîöåññ îðòîíîðìàëèçàöèè �ðàììà-Øìèäòà, ñ ïîìî-ùüþ êîòîðîãî ïî çàäàííîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìå âåêòîðîâ a(1), a(2), · · · , a(n+1)ìîæíî ïîñòðîèòü ñèñòåìó îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ v(1), v(2), · · · , v(n+1).11



Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà x îáîçíà÷èì ‖x‖ =
√

xT x. Ïîëîæèì
u(1) = a(1), v(1) =

u(1)

‖u(1)‖ .Äàëåå äëÿ i = 1, 2, . . . , n ïîëîæèì
u(i+1) = a(i+1) −

i
∑

j=1

cij v(j)è îïðåäåëèì cij , j = 1, 2, . . . , i, èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè u(i+1) ê v(1), v(2), · · · , v(i):
(

u(i+1)
)T

v(j) = 0, j = 1, 2, . . . , i.Èç ýòèõ óñëîâèé, î÷åâèäíî, èìååì
cij =

(

a(i+1)
)T

v(j), j = 1, 2, . . . , i.Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿåì
v(i+1) =

u(i+1)

‖u(i+1)‖ .� 9. Ìåòîä îòðàæåíèÿ (QR è QL - ðàçëîæåíèÿ).Ïóñòü w = (w1, w2, · · · , wn)T - ïðîèçâîëüíûé åäèíè÷íûé âåêòîð (ò.å. ‖w‖ = 1), E - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n− 1,
R = E − 2w wT . (34)Ìàòðèöà R (íàçûâàåìàÿ ìàòðèöåé îòðàæåíèÿ) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé (ò.å. R =

RT ) è îðòîãîíàëüíîé (ò.å. R−1 = RT ). Äåéñòâèòåëüíî,
RT = (E − 2wwT )T = E − 2(wT )T w = E − 2wwT = R,

RRT = (E − 2wwT )(E − 2wwT )T = E − 2wwT − 2wwT + 4wwT wwT =

= E − 4wwT + 4w(wT w)wT = E − 4wwT + 4wwT = E.Ïóñòü s - çàäàííûé âåêòîð, e - çàäàííûé åäèíè÷íûé âåêòîð, ‖s‖ = |α| ,
w =

1

ρ
(s− αe), ρ = ‖s− αe‖ , R = E − 2w wT .Òîãäà

ρ =
√

(s− αe)T (s− αe) =
√

(sT s− 2αsT e + α2 =

=
√

(sT s− 2αsT e + sT s =
√

(2sT (s− αe),ñëåäîâàòåëüíî,
Rs = (E − 2w wT )s = s− 2w (wT s) = s− 1

ρ
(s− αe)

(

2
1

ρ
(s− αe)T s

)

=12



= s− 1

ρ2
(s− αe) (2sT (s− αe)) = s− 1

ρ2
(s− αe) ρ2 = s− (s− αe) = αe,ò.å. îïåðàòîð R ïåðåâîäèò çàäàííûé âåêòîð s â âåêòîð, êîëëèíåàðíûé âåêòîðó

e. Åñëè e = (1, 0, . . . , 0)T , α = −‖s‖ s1/ |s1| , òî îïåðàòîð R , ïîñòðîåííûéóêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì ïåðåâîäèò âåêòîð s â âåêòîð, ó êîòîðîãî ëèøü ïåðâàÿêîìïîíåíòà íåíóëåâàÿ. Ïðè ýòîì êîìïîíåíòû âåêòîðà w èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
w1 =

s1 − α

ρ
, wi =

si

ρ
, i = 2, 3, . . . , n,

ρ =

√

2
(

‖s‖2 − αs1

)

=

√

2
(

‖s‖2 − ‖s‖ |s1|
)

. (35)Èñïîëüçóÿ ìàòðèöû îòðàæåíèÿ, ëþáóþ ìàòðèöó A ìîæíî ðàçëîæèòü íà ïðî-èçâåäåíèå
A = QUèëè
A = QL,ãäå Q - îðòîãîíàëüíàÿ, U - âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ, L - íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàò-ðèöû.�àññìîòðèì ñíà÷àëà ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A íà ïðîèçâåäåíèå A =

QU .Ïóñòü s = a(1) = (a11, a21, · · · , an1)
T . Ñîãëàñíî �îðìóëàì (34), (35) ïîñòðîèììàòðèöó îòðàæåíèÿ R1 òàêóþ, ÷òî

R1a
(1) = αe(1), e(1) = (1, 0, . . . , 0)T .Îáîçíà÷èì A1 = R1A. Ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû A1 èìååò âèä (a

(1)
11 , 0, · · · , 0)T .Çàòåì ñòðîèì ìàòðèöó îòðàæåíèÿ R̄2 ïîðÿäêà n − 1, ïåðåâîäÿùóþ âåêòîð

a(2) = (a
(2)
22 , a32(2), · · · , an2(2))T â âåêòîð, êîëëèíåàðíûé (n−1) - ìåðíîìó âåêòîðó

e(2) = (0, 1, 0, . . . , 0)T , ïîëàãàåì
R2 =

(

1 θT
n−1

θn−1 R̄2

)è îáîçíà÷àåì A2 = R2 A1 .Èìååì
A2 =

(

1 θT
n−1

θn−1 R̄2

) (

a
(1)
11 (v(1))T

θn−1 Ā2

)

=

(

a
(1)
11 (v(1))T

θn−1 R̄2 Ā2

)

.Ïðîäîëæàÿ óêàçàííûé âûøå ïðîöåññ, ïîëó÷èì âåðõíþþ òðåóãîëüíóþ ìàò-ðèöó
U = Rn−1Rn−2 · · ·R2R1A = RA,ò.å.

A = R−1 U = RT U = QU.Ìàòðèöà R êàê ïðîèçâåäåíèå îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö òàêæå ÿâëÿåòñÿ îðòî-ãîíàëüíîé, îáðàòíàÿ ê íåé Q òàêæå îðòîãîíàëüíà. Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî ðàç-ëîæåíèÿ, èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (5) çàïèøåòñÿ â âèäå
QUx = b,13



ñëåäîâàòåëüíî, åå ðåøåíèå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåì
Qy = b, Ux = y.�åøåíèå ïåðâîé èç ýòèõ ñèñòåì ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ âåêòîðà
y = Q−1b = Rb.�åøåíèå âòîðîé ñèñòåìû Ux = y (ñ âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé U) íå ïðåä-ñòàâëÿåò îñîáîãî òðóäà.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A íà ïðîèçâåäåíèå QLîðòîãîíàëüíîé è íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèö.Ïóñòü s = a(n) = (a1n, a2n, · · · , ann)T . Ïîñòðîèì ìàòðèöó îòðàæåíèÿ Rn òà-êóþ, ÷òî

Rna
(n) = αe(n), e(n) = (0, 0, · · · , 1)T .Èìååì

Rn = E − 2wwT , wn =
sn − α

ρ
, wi =

si − α

ρ
, i = 1, 2, . . . , n− 1,

α = −‖s‖ sn

|sn|
, ρ =

√

2
(

‖s‖2 − αsn

)

=

√

2
(

‖s‖2 − ‖s‖ |sn|
)

.Îáîçíà÷èìAn = Rn A. Ïîñëåäíèé ñòîëáåö ìàòðèöû An èìååò âèä: (0, 0, · · · , a(n)
nn )T .Çàòåì ñòðîèì ìàòðèöó îòðàæåíèÿ R̄n−1 ïîðÿäêà n− 1, ïåðåâîäÿùóþ âåêòîð

a(n−1) = (a
(n−1)
1n−1 , a

(n−1)
2n−1 , · · · , a(n−1)

n−1n−1)
T â âåêòîð, êîëëèíåàðíûé n− 1 - ìåðíîìóâåêòîðó e(n−1) = (0, 0, · · · , 1)T , ïîëàãàåì

Rn−1 =

(

R̄n−1 θn−1

θT
n−1 1

)è îáîçíà÷àåì An−1 = Rn−1 An .Ïðîäîëæàÿ óêàçàííûé âûøå ïðîöåññ, ïîëó÷èì âåðõíþþ òðåóãîëüíóþ ìàò-ðèöó
L = R2R3 · · ·Rn−1RnA = RA,ò.å.

A = R−1 L = RT L = QL.� 10. Ìåòîä âðàùåíèé.Íàçîâåì ìàòðèöåé âðàùåíèÿ ìàòðèöó âèäà
Pkl =

















































1 0. . . 0 0
1

0 cos ϕ − sin ϕ
1 0

0 0
. . . 0

0 1
sin ϕ cos ϕ

0 1 . . .
0 1

















































←k

←l

.
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↑ ↑
k lÝëåìåíòû ìàòðèöû Pkl çàäàþòñÿ �îðìóëàìè

Pij =



























0 i 6= j, i 6= k, i 6= l,
1 i = j, i 6= k, i 6= l,

cos ϕ i = j, i = k, i = l,
sin ϕ i = k, j = l,
− sin ϕ i = l, j = k.

(36)Ìàòðèöà âðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé. Äåéñòâèòåëüíî, íåòðóäíî óáå-äèòüñÿ â òîì, ÷òî åå ñòîëáöû (òàê æå, êàê è ñòðîêè) îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàí-íóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ:
n
∑

k=1

pkl pkm =

{

1 l = m,
0 l 6= m,ñëåäîâàòåëüíî, P T P = E:

n
∑

k=1

pT
lk pkm =

n
∑

k=1

pkl pkm =

{

1 l = m,
0 l 6= m,Ïðèâåäåì ñíà÷àëà ìàòðèöó A ê ïî÷òè òðåóãîëüíîìó âèäó, êîãäà âñå ýëåìåí-òû â íèæíåé ÷àñòè ìàòðèöû, êðîìå âåðõíåé äèàãîíàëè, íàõîäÿùåéñÿ ïîä ãëàâ-íîé, ðàâíû íóëþ, èëè âñå ýëåìåíòû â âåðõíåé ÷àñòè ìàòðèöû, êðîìå íèæíåéäèàãîíàëè, íàõîäÿùåéñÿ íàä ãëàâíîé, ðàâíû íóëþ. Òàêèå ìàòðèöû íàçûâàþòñÿâåðõíèìè ïî÷òè òðåóãîëüíûìè èëè íèæíèìè ïî÷òè òðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìèñîîòâåòñòâåííî.Óìíîæèì ìàòðèöó A ñëåâà íà ìàòðèöû âðàùåíèÿ P T

32, P
T
42, · · · , P T

n2, âûáèðàÿèõ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáíóëèòü ýëåìåíòû a31, a41, · · · , an1 ïåðâîãî ñòîëáöà.Çàòåì óìíîæèì ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó íà ìàòðèöû âðàùåíèÿ P T
43, P T

53, · · · , P T
n3âûáèðàÿ èõ òàê, ÷òîáû îáíóëèòü ýëåìåíòû âòîðîãî ñòîëáöà ìàòðèöû. Ïðîäîë-æàÿ óêàçàííûé ïðîöåññ, ïîëó÷èì âåðõíþþ ïî÷òè òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó

A∗ = (P ∗)T A, (37)ãäå
P ∗ = P32 · P42 · · ·Pn2 · P43 · P53 · · ·Pn3 · · ·Pnn−2. (38)Ïîëó÷èì òåïåðü �îðìóëû äëÿ ýëåìåíòîâ óêàçàííûõ ìàòðèö âðàùåíèÿ. Ïóñòüíà s-ì øàãå ìû èìååì ìàòðèöó As ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû (çâåçäî÷êè ñîîòâåò-ñòâóþò íåíóëåâûì ýëåìåíòàì, ïðîáåëû - íóëåâûì):

As =





























∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗





























,
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↑
l − 1ò.å.

a
(s)
ij = 0 ïðè j = 1, 2, . . . , l − 2, i = j + 2, j + 3, . . . , n.Ïîäáåðåì óãëû ϕ â ìàòðèöàõ âðàùåíèÿ Pkl, k = l + 1, l + 2, . . . , n òàê, ÷òîáûïîñëå óìíîæåíèÿ íà ýòè ìàòðèöû ñëåâà ó ìàòðèöû As áûëè îáíóëåíû ýëåìåíòû

a
(s)
kl−1, k = l + 1, l + 2, . . . , n.Ïóñòü Ā = As+k−l−1, Ã = P T

kl Ā. Èìååì
ãij =

n
∑

m=1

pT
im āmj =

n
∑

m=1

pmi āmj.Â ñîîòâåòñòâèè ñ (36), åñëè m 6= k, m 6= l, òî
pmi =

{

1 m = i,
0 m 6= i,ñëåäîâàòåëüíî, ïðè i 6= k, i 6= l

ãij =
n
∑

m=1

pmi āmj = pii āij = āij.Ïðè i = k èìååì:
ãkj =

n
∑

m=1

pmk āmj = pkk ākj + pkl ālj =

= ākj cos ϕ + ālj sin ϕ, j = 1, 2, . . . , n, (39)à ïðè i = l:
ãlj =

n
∑

m=1

pml āmj = pll ālj + plk ākj =

= ālj cos ϕ− ākj sin ϕ, j = 1, 2, . . . , n, (40)ò.å. èçìåíÿþòñÿ ýëåìåíòû ëèøü k-é è l-é ñòðîê.Îòìåòèì, ÷òî ïðè óêàçàííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ íóëåâûå ýëåìåíòû â ëåâîéíèæíåé ÷àñòè ìàòðèöû îñòàíóòñÿ íóëåâûìè. Äåéñòâèòåëüíî, èç (39), (40) âû-òåêàåò, ÷òî åñëè ākj = 0, j = 1, 2, . . . , l − 2, òî ãlj = 0, j = 1, 2, . . . , l − 2.Äàëåå, èç (39) ïðè j = l − 1 èìååì
ãkl−1 = ākl−1 cos ϕ + āll−1 sin ϕ = 0,åñëè

ϕ =















− arctg
ākl−1

āll−1

āll−1 6= 0,

π

2
āll−1 = 0.

(41)Ïðè ýòîì, åñëè ākl−1 = 0, òî Pkl = E; åñëè æå āll−1 = 0, òî ϕ = π/2 äëÿ âñåõîáíóëÿåìûõ ýëåìåíòîâ (l − 1)-ãî ñòîëáöà.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðèâåäåíèå ìàòðèö ê íèæíåìó ïî÷òèòðåóãîëüíîìó âèäó. 16



Óìíîæèì ìàòðèöó A ñëåâà íà ìàòðèöû âðàùåíèÿ P23, P24, · · · , P2n, âûáèðàÿèõ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáíóëèòü ýëåìåíòû a13, a14, · · · , a1n ïåðâîãî ñòîëáöà.Çàòåì óìíîæèì ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó íà ìàòðèöû âðàùåíèÿ P34, P35, · · · , P3n,âûáèðàÿ èõ òàê, ÷òîáû îáíóëèòü ýëåìåíòû âòîðîãî ñòîëáöà ìàòðèöû. Ïðîäîë-æàÿ óêàçàííûé ïðîöåññ, ïîëó÷èì íèæíþþ ïî÷òè òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó
A=AP ∗, (42)ãäå

P ∗ = P23 · P24 · · ·P2n · P34 · P35 · · ·P3n · · ·Pn−2n. (43)Ïóñòü íà s-ì øàãå ìû èìååì ìàòðèöó As ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû:
As =





























∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗





























← l − 1.

Îáîçíà÷èì Ā = As+k−l−1, Ã = Ā Pkl.Èìååì ïðè i 6= k, i 6= l, ÷òî āij = ãij, ïðè i = k:
ãjk == ājk cos ϕ + ājl sin ϕ, j = 1, 2, . . . , n, (44)à ïðè i = l:
ãjl == ājl cos ϕ− ājk sin ϕ, j = 1, 2, . . . , n. (45)Äàëåå, èç (44) ïðè j = l − 1 ïîëó÷àåì

ãl−1k == āl−1k cos ϕ− āl−1l sin ϕ,ñëåäîâàòåëüíî, ãl−1k = 0, åñëè
ϕ =















− arctg
āl−1k

āl−1l

āl−1l 6= 0,

π

2
āl−1l = 0.

(46)Ñïèñîê ðàáîò
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