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Ãëàâà 1

Äåòåðìèíèðîâàííûå

êîììóíèêàöèîííûå ïðîòîêîëû

1.1 Êîììóíèêàöèîííûå ïðîòîêîëû, ñëîæíîñòü

êîììóíèêàöèîííûõ âû÷èñëåíèé

Ïîä êîììóíèêàöèîííûìè âû÷èñëåíèÿìè ïîíèìàþòñÿ ðàñïðåäåëåííûå
âû÷èñëåíèÿ. Àëãîðèòìû, îïðåäåëÿþùèå êîììóíèêàöèîííûå âû÷èñëåíèÿ
íàçûâàþòñÿ ïðîòîêîëàìè. Êîììóíèêàöèîííûå âû÷èñëåíèÿ áóëåâûõ ôóíê-
öèé îïðåäåëÿþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü f áóëåâà ôóíêöèÿ ñëåäóþ-
ùåãî âèäà f : {0, 1}n×{0, 1}n → {0, 1}. Äàíû äâà âû÷èñëèòåëÿ ñ íåîãðà-
íè÷åííûìè âû÷èñëèòåëüíûìè âîçìîæíîñòÿìè (êàê ïðàâèëî îäèí èç íèõ
íàçûâàþò A, ò.å. Àëèñà , à äðóãîéB, ò.å. Áîá), êàæäûé èç íèõ ïîëó÷àåò íà
âõîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x è y ñîîòâåòñòâåííî, äëèíîé n áèò êàæäàÿ. Íè
îäèí èç íèõ íå çíàåò âõîäíîãî íàáîðà, êîòîðûé ïîëó÷èë äðóãîé âû÷èñëè-
òåëü, è îíè ñîâìåñòíî õîòÿò âû÷èñëèòü ôóíêöèþ f(x, y). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
çíà÷åíèé f(x, y) A è B îáìåíèâàþòñÿ ñîîáùåíèÿìè(äâîè÷íûìè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòÿìè) ñîãëàñíî ïðîòîêîëó(àëãîðèòìó) Φ. Ïîä ñëîæíîñòüþ
ïðîòîêîëà Φ íà íàáîðàõ x è y ïîíèìàþò êîëè÷åñòâî áèò, ïåðåäàâàåìûõ
âû÷èñëèòåëÿìè. Â òåîðèè êîììóíèêàöèîííûõ âû÷èñëåíèé èññëåäóþòñÿ
ðàçëè÷íûå âàðèàíòû êîììóíèêàöèîííûõ âû÷èñëåíèé.Òåîðèÿ è òåõíèêà
êîììóíèêàöèîííûõ âû÷èñëåíèé èìååò îáøèðíóþ îáëàñòü ïðèìåíåíèé. Â
÷àñòíîñòè îíà èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå íèæíèõ îöåíîê âðåìåíè
è ïàìÿòè ðåàëèçàöèè âû÷èñëåíèé íà ìàøèíàõ Òüþðèíãà, â èññëåäîâàíèè
ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé äëÿ ðÿäà äðóãèõ ìîäåëåé âû÷èñëåíèé.
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Ñòðóêòóðû äàííûõ, òàêèå êàê ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ïîëíûå áè-
íàðíûå äåðåâüÿ, ìàññèâû ñîðòèðîâêè, ñïèñêè è ò. ä. � îñíîâíûå îáúåêòû
â àëãîðèòìè÷åñêîé êîíñòðóêöèè. Áûëè èññëåäîâàíû ìíîãèå ðàçíîâèäíî-
ñòè ñõåìû,îïèñàííîé âûøå, òàêèå êàê: âåðîÿòíîñòíûå ïðîòîêîëû, íåäå-
òåðìèíèðîâàííûå, âûáîðî÷íûå è ò.ä. Áîëåå òîãî, íèæíÿÿ îöåíêà êîììó-
íèêàöèîííîé ñëîæíîñòè èñïîëüçóåòñÿ â ÑÁÈÑ.

Äàäèì ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ ïðîòîêîëà âû÷èñëåíèÿ áóëåâîé ôóíê-
öèè è êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòè ïðîòîêîëà áóëåâîé ôóíêöèè. Â äàí-
íîì ïîñîáèè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîììóíèêàöèèîííûå ïðîòîêîëû,
ó êîòîðûõ îòâåò ìîæåò âûäàâàòü òîëüêî âû÷èñëèòåëü B. Òî åñòü êîëè-
÷åñòâî ðàóíäîâ â âû÷èñëåíèÿõ íå÷åòíî.

Îïðåäåëåíèå 1.1 t-ðàóíäîâûì êîììóíèêàöèîííûì ïðîòîêîëîì Φ äëÿ
áóëåâîé ôóíêöèè f(X, Y ) íàçûâàåòñÿ àëãîðèòì:

1.Âû÷èñëèòåëü A ïîëó÷àåò íà âõîä σ ∈ {0, 1}n,âû÷èñëèòåëü B ïî-
ëó÷àåò γ ∈ {0, 1}n

2. Âû÷èñëèòåëü A íà÷èíàåò âû÷èñëåíèÿ: ïî σ îïðåäåëÿåò ñîîáùåíèå

m1(σ) = m1 = {m1
1,m

1
2, ...m

1
t1
} ∈ {0, 1}t1 , t1 = t1(σ)

è ïåðåäàåò åãî B.
3. Âû÷èñëèòåëü B ïîëó÷àåò m1. Ïî m1 è γ âû÷èñëèòåëü B ôîðìè-

ðóåò ñîîáùåíèå
m2 = m2

1...m
2
t2 ∈ {0, 1}t2

è îòïðàâëÿåò âû÷èñëèòåëþ A ñîîáùåíèå m2.
4. Âû÷èñëèòåëü A ïîëó÷àåò m2. Åñëè âû÷èñëèòåëü A ïî σ,m1,m2

ìîæåò âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè, òî îí âûäà¼ò çíà÷åíèå ôóíê-
öèè f(σ, γ). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí ôîðìèðóåò m3 è îòïðàâëÿåò åãî
âû÷èñëèòåëþ B è ò.ä.

Îïðåäåëåíèå 1.2 Êîììóíèêàöèîííûì ñîîáùåíèåì ïðîòîêîëà Φ íà âõîä-
íîì íàáîðå σ, γ íàçûâàåòñÿ äâîè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

m = m1,m2, ...mt = mΦ(σ, γ)

Îïðåäåëåíèå 1.3 Ñëîæíîñòüþ êîììóíèêàöèîííîãî ïðîòîêîëà íà íà-
áîðå (σ, γ) � íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî áèò, êîòîðûìè îáìåíèâàþòñÿ âû-
÷èñëèòåëè â ïðîòîêîëå Φ (êîëè÷åñòâî áèò â êîììóíèêàöèîííîì ñîîá-
ùåíèè):
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CΦ(δ, γ) =
∣∣m1

∣∣+
∣∣m2

∣∣+ ...+
∣∣mt
∣∣ = |mΦ(δ, γ)|

Îïðåäåëåíèå 1.4 Ñëîæíîñòüþ êîììóíèêàöèîííîãî ïðîòîêîëà Φ íà-
çûâàåòñÿ âåëè÷èíà:

C(Φ) = max
δ,γ

CΦ(δ, γ)

ãäå max áåðåòñÿ ïî âñåì íàáîðàì σ, γ ∈ {0, 1}n

Îïðåäåëåíèå 1.5 Êîììóíèêàöèîííàÿ ñëîæíîñòü C(f) äëÿ ôóíêöèè f
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìèíèìóì ïî âñåì ïðîòîêîëàì Φ, âû÷èñëÿþùèì f

C(f) = min
Φ
C(Φ)

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ïðîòîêîëîâ âû÷èñëåíèé äâóõ èçâåñòíûõ ôóíê-
öèé

1.1.1 Ïðèìåðû

EQ(x,y) Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ EQ(x, y) è ïîñòðîèì ïðîòîêîë Φ äëÿ
íå¼. Ôóíêöèÿ EQ ðàâíà 1, åñëè x = y, è 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîñòðîèì
ïðîòîêîë Φ: âû÷èñëèòåëü A ïîëó÷àåò íà âõîä σ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç
n áèò, B � γ. Âû÷èñëèòåëü A ïåðåäà¼ò âû÷èñëèòåëþ B âñ¼ ñîîáùåíèå
σ, âû÷èñëèòåëü B, çíàÿ σ, γ ïðîèçâîäèò èõ ïîáèòíîå ñðàâíåíèå è âûäà¼ò
îòâåò. Ñëîæíîñòü òàêîãî ïðîòîêîëà C(Φ) = n, ïîýòîìó C(EQ) ≤ n.

NEQ(x,y) Òåïåðü ðàññìîòðèì ôóíêöèþ NEQ(x, y) è ïîñòðîèì ïðîòî-
êîë Φ äëÿ íå¼. Ôóíêöèÿ NEQ ðàâíà 1, åñëè x 6= y, è 0, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå. Ïîñòðîèì ïðîòîêîë Φ: âû÷èñëèòåëü A ïîëó÷àåò íà âõîä σ � ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü èç n áèò, B � γ. Âû÷èñëèòåëü A ïåðåäà¼ò âû÷èñëèòåëþ
B âñ¼ ñîîáùåíèå σ, âû÷èñëèòåëü B, çíàÿ σ, γ ïðîèçâîäèò èõ ïîáèòîâîå
ñðàâíåíèå è âûäà¼ò îòâåò. Ñëîæíîñòü òàêîãî ïðîòîêîëà C(Φ) = n, ïî-
ýòîìó C(NEQ) ≤ n.

Parity Parity(z) = z1 ⊕ z2 ⊕ ... ⊕ z2n. Ðàññìîòðèì äâà êîììóíèêàöè-
îííûõ ïðîòîêîëà äëÿ ôóíêöèè Parity 1. Ïðîòîêîë Φ1 äëÿ ôóíêöèè f :
ïóñòü âû÷èñëèòåëü A ïîëó÷àåò íà âõîä σ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç n áèò,
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B � γ. Âû÷èñëèòåëü A ïåðåäà¼ò âû÷èñëèòåëþ B âñ¼ ñîîáùåíèå σ, âû÷èñ-
ëèòåëü B, çíàÿ σ, γ ïðîèçâîäèò èõ ïîáèòîâîå ñëîæåíèå è âûäà¼ò îòâåò.
Ñëîæíîñòü òàêîãî ïðîòîêîëà CΦ1(σ, γ) = n, ïîýòîìó C(Parity) ≤ n.

2. Òåïåðü äëÿ ýòîé æå ôóíêöèè ïîñòðîèì åù¼ îäèí ïðîòîêîë Φ2, â
êîòîðîì îáà âû÷èñëèòåëÿ ïîëó÷àþò íà âõîä òå æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
íî âû÷èñëèòåëü A ñíà÷àëà âûïîëíÿåò ïîáèòîâîå ñëîæåíèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè σ è ïåðåäà¼ò âû÷èñëèòåëþ B ðåçóëüòàò ýòîãî ñëîæåíèÿ. Âû-
÷èñëèòåëü B, çíàÿ ýòîò ðåçóëüòàò, âûïîëíÿåò ïîáèòîâîå ñëîæåíèå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè γ, ê ðåçóëüòàòó ýòîãî ñëîæåíèÿ ïðèáàâëÿåò ðåçóëüòàò,
ïîëó÷åííûé èì îò âû÷èñëèòåëÿ A è âûäà¼ò îòâåò. Ñëîæíîñòü òàêîãî
ïðîòîêîëà CΦ2(σ, γ) = 1. Òàêèì îáðàçîì, C(Parity) ≤ 1

Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Parity ïîëó÷àåì, ÷òî âåðõíÿÿ îöåí-
êà C(Parity) ≥ 1. Îòñþäà C(Parity) = 1

MODm(X, Y ) Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ MODm(X, Y ) è ïîñòðîèì ïðîòî-
êîë Φ. Ôóíêöèÿ MODm ðàâíà 1, åñëè X ðàâåí Y ïî ìîäóëþ m, òî åñòü
ïðè äåëåíèè íà m îáà ÷èñëà äàþò îäèíàêîâûé îñòàòîê. Çíà÷åíèå ôóíê-
öèè ðàâíî 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîñòðîèì ïðîòîêîë Φ: âû÷èñëèòåëü A
ïîëó÷àåò íà âõîä σ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç n áèò, B � γ. Âû÷èñëèòåëü
A âû÷èñëÿåò îñòàòîê îò äåëåíèÿ σ íà m è ïåðåäà¼ò âû÷èñëèòåëþ B,
âû÷èñëèòåëü B, çíàÿ îñòàòîê îò äåëåíèÿ σ, âû÷èñëÿåò åãî äëÿ γ, ñðàâ-
íèâàåò èõ è âûäà¼ò îòâåò. Ñëîæíîñòü òàêîãî ïðîòîêîëà C(Φ) = logm ,
êîëè÷åñòâî áèò íåîáõîäèìûõ äëÿ ïåðåäà÷è ÷èñëà ìåíüøåãî m . Òàêèì
îáðàçîì ñëîæíîñòü ôóíêöèè áóäåò C(MODm) ≤ log(m)

Òåîðåìà 1.1 Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè f(X, Y ) âûïîëíÿåòñÿ
C(f) ≤ n

Äîêàçàòåëüñòâî: Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè f(X, Y ) ïîñòðîèì
ïðîòîêîë Φ. Ïóñòü íà âõîä âû÷èñëèòåëÿ A ïîñòóïàåò íàáîð σ, B ïîëó÷àåò
γ. A ãåíåðèðóåò ñëåäóþùåå ñîîáùåíèå m = σ1, σ2, . . . , σn. Òîãäà âû÷èñ-
ëèòåëü B, ïîëó÷èâ ýòî ñîîáùåíèå áóäåò çíàòü îáà âõîäíûõ íàáîðà σ è
γ è èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ êîììóíèêàöèèîíûõ âû÷èñëåíèé ìîæåò âû-
äàòü îòâåò. Â ñâÿçè ñ ïðîèçâîëüíîñòüþ âûáîðà ôóíêöèè f , ïîëó÷àåì ÷òî
C(f) ≤ C(Φ) = n. 2
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1.2 Ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâ íèæíèõ îöåíîê êîì-

ìóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòè

Ñåé÷àñ ìû îïèøåì ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà íèæíèé îöåíêè êîììóíèêà-
öèîííîé ñëîæíîñòè äëÿ ôóíêöèè EQ. Êàê óæå áûëî ðàññìîòðåíî C(EQ) ≤
n. Äàëåå ìû óâèäåì, ÷òî C(EQ) ≥ n.

1.2.1 Ìåòîä ïîëíûõ ìíîæåñòâ ¾fooling set¿

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà, îñíîâàííîãî íà ìåòîäå ïîëíûõ
ìíîæåñòâ, íà ïðèìåðå ôóíêöèè EQ.

Òåîðåìà 1.2 C(EQ) ≥ n.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ïðîòîêîë Φ,
÷òî åãî ñëîæíîñòü íå áîëåå, ÷åì n − 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âû÷èñëèòåëè
ìîãóò îáìåíèâàòüñÿ íå áîëåå ÷åì 20 + 21 + ... + 2n−1 = 2n − 1 ñîîáùå-
íèÿìè. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ïðîòîêîë Φ,
âû÷èñëÿþùèé EQ, ÷òî âû÷èñëèòåëè ìîãóò îáìåíèâàòüñÿ íå áîëåå ÷åì
2n−1 êîììóíèêàöèîííûìè ñîîáùåíèÿìè, òàê êàê C(f) ≤ n−1. Âîçüì¼ì
ìíîæåñòâî âñåõ 2n ïàð (σ, σ). Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå ïîëó÷àåì, ÷òî ñó-
ùåñòâóþò äâå ïàðû (σ, σ) è (σ

′
, σ
′
), äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò îäèíàêîâîå

êîììóíèêàöèîííîå ñîîáùåíèå. Ïîíÿòíî, ÷òî EQ(σ, σ) = EQ(σ
′
, σ
′
) = 1.

Òåïåðü ðàññìîòðèì (σ, σ
′
). Äëÿ íå¼ êîììóíèêàöèîííîå ñîîáùåíèå áóäåò

òàêèì æå, êàê ëèáî äëÿ (σ, σ), ëèáî äëÿ (σ
′
, σ
′
). (Åñëè âû÷èñëèòåëü A

îòïðàâëÿåò áèò ïåðâûì, òîãäà ýòîò áèò áóäåò òàêèì æå, êàê è äëÿ x, èëè
äëÿ σ

′
. Åñëè âû÷èñëèòåëü B îòïðàâëÿåò ñîîáùåíèå âî âòîðîì ðàóíäå,

òîãäà åãî áèò äîëæåí áûòü òàêèì æå, êàê ó îáîèõ äî òåõ ïîð, ïîêà îí
ïîëó÷àåò òàêîé æå áèò îò âû÷èñëèòåëÿ A). Òàêèì îáðàçîì, îòâåò ïðîòî-
êîëà íà íàáîðå (σ, σ) äîëæåí ñîâïàäàòü ñ îòâåòîì ïðîòîêîëà íà íàáîðå
(σ, σ

′
). Íî EQ(σ, σ

′
) = 0, à EQ(σ, σ) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, C(EQ) ≥ n.

2

Îïðåäåëåíèå 1.6 Ïîëíîå ìíîæåñòâî (fooling set èëè FS) äëÿ ôóíê-
öèè f , êîòîðàÿ îòîáðàæàåò äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå {0, 1}n × {0, 1}n
â ìíîæåñòâî {0, 1} � ýòî òàêîå ìíîæåñòâî âõîäíûõ íàáîðîâ S ⊆
{0, 1}n × {0, 1}n, ÷òî ñóùåñòâóåò b ∈ {0, 1} òàêîå, ÷òî
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1) äëÿ ëþáîé ïàðû (σ, γ) ∈ S, f(σ, γ) = b
2) äëÿ ëþáûõ äâóõ îòëè÷íûõ ïàð (σ1, γ1), (σ2, γ2) ∈ S, ëèáî f(σ1, γ2) 6=

b, ëèáî f(σ2, γ1) 6= b

Òåîðåìà 1.3 Ïóñòü äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f âûïîëíÿåòñÿ|FSf | = n, òî-
ãäà C(f) ≥ logn

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ DISJ �íåïåðåñå÷åíèÿ�. Ïóñòü σ, γ � õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèå âåêòîðà ïîäìíîæåñòâà {1, 2, ..n}, òîãäà

DISJ(δ, γ) =

{
1, δ ∩ γ = 0
0, δ ∩ γ 6= 0

Òåîðåìà 1.4 C(DISJ) ≥ n

Òåîðåìà 1.5 C(MODm) ≥ logm

Òåîðåìà 1.6 C(EQ) ≥ n

Òåîðåìà 1.7 C(NEQ) ≥ n

Òåîðåìà 1.8 C(Parity) ≥ 1

1.2.2 Ìåòîä ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ

Ðàññìîòðèì êîììóíèêàöèîííóþ ìàòðèöó ôóíêöèè f ,ðàçìåðíîñòè 2n ×
2n, îáîçíà÷èì å¼ M(f).

Îïðåäåëåíèå 1.7 Êîìáèíàòîðíûé ïðÿìîóãîëüíèê â ìàòðèöå � ýòî
ïîäìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ A×B, ãäå A ⊂ {0, 1}n, B ⊂ {0, 1}n

Åñëè ïðîòîêîë íà÷èíàåò ðàáîòó ñ ñîîáùåíèÿ îò ïåðâîãî âû÷èñëèòåëÿ,
äëèíîé â îäèí áèò, òîãäà M(f) ñîñòîèò èç äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ òèïà
A0 × {0, 1}n, A1 × Bn, ãäå Ab � ïîäìíîæåñòâî ñòðîê äëÿ êàæäîãî áèòà
ñîîáùåíèÿ ïåðâîãî âû÷èñëèòåëÿ. Îáîçíà÷àþò A0 ∪ A1 = {0, 1}n. Åñëè
ñëåäóþùèé áèò ïîñëàí âòîðûì âû÷èñëèòåëåì, òîãäà êàæäûé èç äâóõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ äàëüøå ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ìåíüøèõ ïðÿìîóãîëüíèêà,
çàâèñÿùèõ îò òîãî, êàêîé áèò áûë ïîñëàí. Åñëè ïðîòîêîë îòðàáîòàë k øà-
ãîâ, ìàòðèöà áóäåò ñîñòîÿòü èç 2k ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Îáîçíà÷èì êàæäûé
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òàêîé ïðÿìîóãîëüíèê â ñåêöèè ñîîòâåòñòâåííî ïîäìíîæåñòâó âõîäíûõ
ïàð, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèå ôóíêöèè îäèíàêîâî.

Åñëè ïðîòîêîë îñòàíîâèë ñâîþ ðàáîòó, òî çíà÷åíèå f îïðåäåë¼íî âíóò-
ðè êàæäîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, è îíî äîëæíî áûòü îäèíàêîâûì äëÿ âñåõ

ïàð x, y â ïðÿìîóãîëüíèêå. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî âñåõ êîììóíèêàöèîí-
íûõ ìîäåëåé äîëæíî ïðèâåñòè ê ðàçáèåíèþ êîììóíèêàöèîííîé ìàòðèöû
íà ìîíîõðîìàòè÷åñêèå ïðÿìîóãîëüíèêè (ïðÿìîóãîëüíèê A×B ìîíîõðî-
ìàòè÷åñêèé, åñëè äëÿ ëþáîãî x èç A, è äëÿ ëþáîãî y èç B, çíà÷åíèå
f(x, y) îäèíàêîâîå).

Îïðåäåëåíèå 1.8 Ìîíîõðîìàòè÷åñêîå ïîêðûòèå ìàòðèöûM(f) � ýòî
ðàçáèåíèå M(f) íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèå ïðÿìîóãîëü-
íèêè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç χ(f) ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ìîíîõðîìàòè÷å-
ñêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, íà êîòîðûå ìû ìîæåì ðàçáèòü M(f).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç íàøèõ ðàññóæäåíèé,
ñäåëàííûõ âûøå:

Òåîðåìà 1.9 Åñëè f èìååò êîììóíèêàöèîííóþ ñëîæíîñòü C, òîãäà
å¼ ìîíîõðîìàòè÷åñêîå ïîêðûòèå ñîäåðæèò íå áîëåå ÷åì 2C ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ. Ò.å. C ≥ logχ(f)

Ëåììà 1.1 Åñëè f èìååò ìíîæåñòâî ¾fooling set¿ ñ m ïàðàìè, òîãäà
χ(f) ≥ m

Äîêàçàòåëüñòâî: åñëè (x1, y1) è (x2, y2) äâå ïàðû èç ìíîæåñòâà ¾fooling
set¿, òîãäà îíè íå ìîãóò áûòü â ìîíîõðîìàòè÷åñêîì ïðÿìîóãîëüíèêå, ò.ê.
íå âñå (x1, y1), (x2, y2), (x1, y2), (x2, y1) èìåþò îäíî è òî æå çíà÷åíèå f . 2

1.2.3 Ìåòîä ðàíã êîììóíèêàöèîííîé ìàòðèöû

Òåïåðü ìû äàäèì îöåíêó êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòè χ(f) â òåðìèíàõ
ðàíãà êîììóíèêàöèîííîé ìàòðèöû. Íàïîìíèì, ÷òî ðàíã ìàòðèöû â ïîëå
F � ýòî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê èëè ñòîëáöîâ.
Äëÿ ðàíãà ìàòðèöû ñóùåñòâóåò è äðóãîå îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 1.9 Ðàíã ìàòðèöû M ðàçìåðà n × n � ýòî ìèíèìàëü-
íîå çíà÷åíèå l òàêîå, ÷òî M ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå M =∑l

i=1 αiBi, ãäå αi ∈ F\{0} è êàæäàÿ ìàòðèöà Bi � ýòî n× n ìàòðèöà
ðàíãà 1.

9



Òåîðåìà 1.10 Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f, χ(f) ≥ rank(M(f))

Äîêàçàòåëüñòâî: êàæäûé ìîíîõðîìàòè÷åñêèé ïðÿìîóãîëüíèê ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí êàê ìàòðèöà ðàíãà íå áîëüøå ÷åì 1. 2

1.3 Ìíîãîðàóíäîâûå êîììóíèêàöèîííûå âû-

÷èñëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.10 Ìíîãîðàóíäîâûìè èëè t−ðàóíäîâûìè êîììóíèêà-
öèîííûìè âû÷èñëåíèÿìè áóëåâîé ôóíêöèè f(X, Y ) íàçûâàåòñÿ àëãî-
ðèòì:

1.Âû÷èñëèòåëü A ïîëó÷àåò íà âõîä σ ∈ {0, 1}n,âû÷èñëèòåëü B ïî-
ëó÷àåò γ ∈ {0, 1}n

2. Âû÷èñëèòåëü A íà÷èíàåò âû÷èñëåíèÿ: ïî σ îïðåäåëÿåò ñîîáùåíèå

m1(σ) = m1 = {m1
1,m

1
2, ...m

1
t1
} ∈ {0, 1}t1 , t1 = t1(σ)

è ïåðåäàåò åãî B.
3. Âû÷èñëèòåëü B ïîëó÷àåò m1. Åñëè ïî m1 âû÷èñëèòåëü B ìîæåò

âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè, òî îí âûäà¼ò çíà÷åíèå ôóíêöèè f(σ, γ)
ïî m1 è γ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí ôîðìèðóåò ñîîáùåíèå

m2 = m2
1...m

2
t2 ∈ {0, 1}t2

è îòïðàâëÿåò âû÷èñëèòåëþ A ñîîáùåíèå m2.
4. Âû÷èñëèòåëü A ïîëó÷àåò m2. Åñëè âû÷èñëèòåëü A ïî σ,m1,m2

ìîæåò âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè, òî îí âûäà¼ò çíà÷åíèå ôóíê-
öèè f(σ, γ). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí ôîðìèðóåò m3 è îòïðàâëÿåò åãî
âû÷èñëèòåëþ B è ò.ä.

Ñîãëàñíî ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè êîììóíèêàöèîííûõ âû÷èñëåíèé,
áóëåâà ôóíêöèÿ f(X, Y ) âû÷èñëÿåòñÿ ñ íå÷åòíûì êîëè÷åñòâîì ðàóíäîâ.
Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì îäíîðàóíäîâûå êîììóíèêàöèîí-
íûå âû÷èñëåíèÿ.
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1.3.1 Îäíîñòîðîííèå êîììóíèêàöèîííûå âû÷èñëåíèÿ
(Îäíîðàóíäîâûå)

Îïðåäåëåíèå 1.11 Îäíîðàóíäîâûìè êîììóíèêàöèîííûìè âû÷èñëåíè-
ÿìè áóëåâîé ôóíêöèè f(X, Y ) íàçûâàåòñÿ àëãîðèòì:

1.Âû÷èñëèòåëü A ïîëó÷àåò íà âõîä σ ∈ {0, 1}n,âû÷èñëèòåëü B ïî-
ëó÷àåò γ ∈ {0, 1}n

2. Âû÷èñëèòåëü A íà÷èíàåò âû÷èñëåíèÿ: ïî σ îïðåäåëÿåò ñîîáùåíèå

m1(σ) = m1 = {m1
1,m

1
2, ...m

1
t1
} ∈ {0, 1}t1 , t1 = t1(σ)

è ïåðåäàåò åãî B.
3. Âû÷èñëèòåëü B ïîëó÷àåò m1. Åñëè ïî m1 âû÷èñëèòåëü B ìîæåò

âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè, òî îí âûäà¼ò çíà÷åíèå ôóíêöèè f(σ, γ)
ïî m1 è γ.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x, y), êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò êîììóíèêàöè-
îííàÿ ìàòðèöà CM(f). Îáîçíà÷èì ÷åðåç nrow(CM(f) ÷èñëî ðàçëè÷íûõ
ñòðîê ìàòðèöû CM(f). Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî nrow(CM(f) =
2l. ×åðåç C1(f) îáîçíà÷èì îäíîñòîðîííþþ êîììóíèêàöèîííóþ ñëîæíîñòü
ôóíêöèè f .

Òåîðåìà 1.11 Äëÿ ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò n ïåðåìåí-
íûõ, âûïîëíÿåòñÿ C1(f) = log nrow(CM(f)).

Äîêàçàòåëüñòâî: Äîêàæåì, ÷òî C1 ≤ log nrow(CM(f)). Ðàññìîòðèì êîì-
ìóíèêàöèîííóþ ìàòðèöó, ãäå 1, 2, . . . , 2l � ãðóïïû, âíóòðè êàæäîé ãðóï-
ïû ñòðîêè îäèíàêîâûå (ýòî âîçìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê îò ïåðåñòàíîâêè
ñòðîê ìàòðèöà íå èçìåíèòñÿ). Ñòðîèì ïðîòîêîë Φ: êîäèðóåì íîìåð êàæ-
äîé ãðóïïû:

m1 → 00...00
m2 → 00...01
...
m2l → 11...11

ãäå l � äëèíà êîäà.
Âû÷èñëèòåëü A îïðåäåëÿåò íîìåð ãðóïïû, â êîòîðóþ ïîïàë âõîäíîé

íàáîð σ è ïåðåäàåò çàêîäèðîâàííûé íîìåð âû÷èñëèòåëþ B. Âû÷èñëèòåëü
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B ïîëó÷àåò íà âõîä íàáîð γ è, çíàÿ íîìåð ãðóïïû âûäàåò îòâåò f(σ, γ).
Ñëîæíîñòü ýòîãî ïðîòîêîëà Φ: C1(f) = l. Òåïåðü äîêàæåì îáðàòíîå íåðà-
âåíñòâî: âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì Äèðèõëå è ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C1 ≤ lognrow(CM(f)). Òàê êàê C1(Φ) = minC1(Φ),
ãäå Φ âû÷èñëÿåò f .

Ïîñòðîèì ïðîòîêîë Φ1, òàêîé ÷òî îäíîñòîðîííÿÿ êîììóíèêàöèîííàÿ
ñëîæíîñòü C1 ≤ t − 1, à M = {m1m2...md} � ìíîæåñòâî âñåõ ðàçëè÷íûõ
ñîîáùåíèé. Îòñþäà d ≤ 2t−1. Êîäèðóåì

m1 → 00...00 = m̄1

m2 → 00...01 = m̄2
...
md → 11...11 = m̄2t−1

 2t−1

Ïîñòðîèì ïî Φ1 ïðîòîêîë Φ2, êîòîðûé áóäåò ðàáîòàòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: Åñëè â Φ1 âû÷èñëèòåëü ïåðåäàâàë âû÷èñëèòåëþ B ñîîáùåíèå m1,
òî â ïðîòîêîëå Φ2 âû÷èñëèòåëü A ïåðåäàåò âû÷èñëèòåëþ B ñîîáùåíèå
m̄1.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîòîêîë Φ2 ðåàëèçóåò òó æå ôóíêöèþ, ÷òî è ïðîòîêîë
Φ1. Ñíîâà ïåðåêîäèðóåì ñòðîêè êîììóíèêàöèîííîé ìàòðèöû:

Ñóùåñòâóåò ãðóïïà m̄i, òàêàÿ ÷òî â íåé åñòü 2 ðàçëè÷íûå ñòðîêè, òî
åñòü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f , äëÿ êîòîðîé f(σ, γ) 6= f(σ,, γ,). Ïîëó÷àåì,
÷òî A ïåðåäàåò B îäíî è òî æå ñîîáùåíèå m̄i íà ðàçíûõ íàáîðàõ âû÷èñ-
ëèòåëÿ A: σ è σ,ïðîòîêîë âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ íåïðàâèëüíî. Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî íàøè ïðåäïîëîæåíèÿ íåâåðíû è íå ñóùåñòâóåò ïðîòîêîëà âû-
÷èñëÿþùåãî áóëåâó ôóíêöèþ ñî ñëîæíîñòüþ ìåíüøåé log nrow(CM(f)).
2

1.3.2 Ñðàâíèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü òðåõ- è îäíîðàóíäî-
âûõ êîììóíèêàöèîííûõ âû÷èñëåíèé

Ðàññìîòðèì òðåõðàóíäîâûå êîììóíèêàöèîííûå âû÷èñëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.12 Òðåõðàóíäîâûìè êîììóíèêàöèîííûìè âû÷èñëåíè-
ÿìè áóëåâîé ôóíêöèè f(X, Y ) íàçûâàåòñÿ àëãîðèòì:

1.Âû÷èñëèòåëü A ïîëó÷àåò íà âõîä σ ∈ {0, 1}n,âû÷èñëèòåëü B ïî-
ëó÷àåò γ ∈ {0, 1}n.
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2. Âû÷èñëèòåëü A íà÷èíàåò âû÷èñëåíèÿ: ïî σ îïðåäåëÿåò ñîîáùåíèå

m1(σ) = m1 = {m1
1,m

1
2, ...m

1
t1
} ∈ {0, 1}t1 , t1 = t1(σ)

è ïåðåäàåò åãî B.
3. Âû÷èñëèòåëü B íà÷èíàåò âû÷èñëåíèÿ: ïî ñîîáùåíèþ m1 è γ îïðå-

äåëÿåò ñîîáùåíèå

m2(γ,m1) = m2 = {m2
1,m

2
2, ...m

2
t2
} ∈ {0, 1}t2 , t2 = t2(γ,m1)

è ïåðåäàåò åãî A.
4. Âû÷èñëèòåëü A ïî ñîîáùåíèþ m2 è σ îïðåäåëÿåò ñîîáùåíèå

m3(σ,m2) = m3 = {m3
1,m

3
2, ...m

3
t2
} ∈ {0, 1}t3 , t3 = t3(σ,m2)

è ïåðåäàåò åãî B.
5. Âû÷èñëèòåëü B ïîëó÷àåò m3. Åñëè ïî m3 è m1 âû÷èñëèòåëü B

ìîæåò âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè, òî îí âûäà¼ò çíà÷åíèå ôóíêöèè
f(σ, γ) ïî m3, m1 è γ.

Ïðîâåðèì äà¼ò ëè èñïîëüçîâàíèå íåñêîëüêèõ ðàóíäîâ ïåðåäà÷è ñîîá-
ùåíèé ïðåèìóùåñòâî â êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòè.

ISA(X,Y) Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ISA(X, Y ), |X| = |Y | = n, îïðåäåëÿå-
ìóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì

ISA(X, Y ) =

{
xi, åñëè Y ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ åäèíèöó íà i-îì ìåñòå
0, èíà÷å

Òåîðåìà 1.12 C1(ISA) = n

Äîêàçàòåëüñòâî:Ïîñòðîèì êîììóíèêàöèîííóþ ìàòðèöó äëÿ äàííîé ôóíê-
öèè, óâèäèì ÷òî nrow(M) = 2n, òàê êàê äëÿ âñÿêîãî íàáîðà σ ñòðîêè áó-
äóò ðàçëè÷íû, òàêèì îáðàçîì C1(ISA) ≥ n. Ðàâåíñòâî ïîëó÷àåì èç òåî-
ðåìû î âåðõíåé îöåíêè êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèè. 2

Òåîðåìà 1.13 C3(ISA) ≤ log n+ 1

13



Äîêàçàòåëüñòâî: Äëÿ òðåõðàóíäîâîãî êîììóíèêàöèîííîãî âû÷èñëåíèÿ
ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîòîêîë Φ ñ êîììóíêàöèîííîé ñëîæíîñòüþ C3(ISA) =
log n + 1. Ïðèíöèï ðàáîòû ïðîòîêîëà Φ ñëåäóþùèé. Íà ïåðâîì ðàóíäå
âû÷èñëèòåëü A ïåðåäà¼ò ïóñòîå ñîîáùåíèå, çàòåì âû÷èñëèòåëü B ïðî-
ñìàòðèâàåò âõîäíîé íàáîð γ, åñëè â í¼ì ïðèñóòñòâóåò ðîâíî îäíà åäèíè-
öà, òî âû÷èñëèòåëþ A ïåðåäà¼òñÿ íîìåð ýòîãî ñèìâîëà, èíà÷å âûäàåòñÿ
îòâåò 0. Âû÷èñëèòåëü A, ïîëó÷èâ i, íàõîäèò ñîîòâåòñâóþùèé áèò ñâîåãî
âõîäíîãî íàáîðà è îòïðàâëÿåò åãî çíà÷åíèèå σi âû÷èñëèòåëþ B. Òàêèì
îáðàçîì ñëîæíîñòü ýòîãî ïðîòîêîëà ðàâíà C(Φ) = log n + 1, à çíà÷èò
êîììóíèêàöèîííàÿ ñëîæíîñòü ôóíêöèè C3(ISA) ≤ log n+ 1. 2

Òåîðåìà 1.14 C(ISA) ≥ log n

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà ðàóíäîâ, íå âñåãäà äà¼ò
óëó÷øåíèå â êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòè. Ðàññìîòðèì óæå èçâåñòíóþ
ôóíêöèþ EQ(X, Y ).

Òåîðåìà 1.15 C1(EQ) = Ct(EQ) = n, äëÿ ëþáîãî t ≥ 1
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Ãëàâà 2

Íåäåòåðìèíèðîâàííûå

êîììóíèêàöèîííûå ïðîòîêîëû

2.1 Íåäåòåðìèíèðîâàííûå êîììóíèêàöèîííûå

âû÷èñëåíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ ìîäåëü êîììóíè-
êàöèîííûõ âû÷èñëåíèé. Èìåþòñÿ äâà âû÷èñëèòåëÿ A è B, èì íà âõîä
ïîäàþòñÿ äâà âõîäíûõ íàáîðà σ è γ, ñîîòâåòñòâåííî. Âû÷èñëèòåëü A, íà
îñíîâå âõîäíîãî íàáîðà ñòðîèò ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ñîîáùåíèéM(σ) =
{m1, . . . ,mt}, êîòîðûå ìîæíî îòïðàâèòü B, ãäå t = t(σ) òàêæå çàâèñèò
îò âõîäà. Äàëåå âû÷èñëèòåëü âûáèðàåò ñîîáùåíèå èç ýòîãî ìíîæåñòâà
m ∈ M(σ) è îòïðàâëÿåò åãî B. Ìåõàíèçì âûáîðà îòïðàâëÿåìîãî ñîîá-
ùåíèÿ íåäåòåðìèíèðîâàí (íå îïðåäåëåí). Âû÷èñëèòåëü B, ïîëó÷èâ ñî-
îáùåíèå m è çíàÿ âõîäíîé íàáîð γ, åñëè ìîæåò âûäàòü îòâåò, âûäà¼ò
çíà÷åíèå ôóíêöèè. Èíà÷å ñòðîèò ñâî¼ ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ñîîáùå-
íèé M(m, γ) = . . . è òàêæå íåäåòåðìèíèðîâàííî âûáèðàåò ñîîáùåíèå
m′ ∈M(m,σ) è îòïðàâëÿåò åãî âû÷èñëèòåëþ B. Âû÷èñëåíèÿ ïðîäîëæà-
þòñÿ äî òåõ ïîð ïîêà B íå ñìîæåò âûäàòü îòâåò. Â ñëåäóþùåì îïðåäå-
ëåíèè ðàññìîòðèì îäíîñòîðîííèé íåäåòåðìèíèðîâàííûé ïðîòîêîë.

Îïðåäåëåíèå 2.1 Ïðîòîêîë Φ íåäåòåðìèíèðîâàííî âû÷èñëÿåò ôóíê-
öèþ f(σ, γ), åñëè:

1. Äëÿ ëþáîãî âõîäíîãî íàáîðà (σ, γ), òàêîãî ÷òî f(σ, γ) = 1, ñóùå-
ñòâóåò òàêîå ñîîáùåíèå mσ

i , ÷òî âû÷èñëèòåëü A ïåðåäàåò mσ
i
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âû÷èñëèòåëþ B, à B âûäàåò åäèíèöó.

2. Äëÿ ëþáîãî âõîäíîãî íàáîðà (σ, γ), òàêîãî ÷òî f(σ, γ) = 0 è äëÿ ëþ-
áîãî ñîîáùåíèÿ mσ

i ∈ {mσ
1 ...m

σ
t }, êîòîðîå âû÷èñëèòåëü A ïåðåäàåò

B, âû÷èñëèòåëü B âûäàåò 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ ïðîòîêîë, êîòîðûé íåäåòåðìèíèðîâàííî âû÷èñ-
ëÿåò ôóíêöèþ f . Èç îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî íà âõîäíûõ íàáîðàõ,
íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, ó ïðîòîêîëà Φ ñóùåñòâóåò
òàêîå ñîîáùåíèå, íà êîòîðîì ïðîòîêîë Φ âûäà¼ò 1. À íà òåõ âõîäíûõ
íàáîðàõ, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, ïðîòîêîë Φ âñåãäà
âûäà¼ò 0.

Äàëåå äàäèì îïðåäåëåíèå ñëîæíîñòè íåäåòåðìèíèðîâàííîãî êîììó-
íèêàöèîííîãî ïðîòîêîëà. Íà ïðîèçâîëüíîì âõîäíîì íàáîðe (σ, γ) ñëîæ-
íîñòü ïðîòîêîëà áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. ÏóñòüM(σ, γ) =
{m1(σ, γ),m2(σ, γ), . . . ,mt(σ, γ), } ìíîæåñòâî âñåõ ñîîáùåíèé ïðîòîêîëà Φ
íà ýòîì âõîäíîì íàáîðå. Òîãäà ñëîæíîñòü ïðîòîêîëà äëÿ äàííîãî âõîäà

C(Φ(σ, γ)) = max
m∈M(σ,γ)

|m|

Îïðåäåëåíèå 2.2 Ñëîæíîñòüþ íåäåòåðìèíèðîâàííîãî êîììóíèêàöè-
îííîãî ïðîòîêîëà Φ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà:

C(Φ) = max
(σ,γ)

C(Φ(σ, γ)

Îïðåäåëåíèå 2.3 Íåäåòåðìèíèðîâàííîé ñëîæíîñòüþ áóëåâîé ôóíê-
öèè f íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà:

NC(f) = min
Φ
C(Φ)

Òåîðåìà 2.1 Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè f(X, Y ) âûïîëíÿåòñÿ
ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî NC(f) = NC1(f).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà ïîêà-
æåì, ÷òî NC1(f) ≥ NC(f), ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ. Òàê êàê îäíîñòî-
ðîííèå êîììóíèêàöèîííûå âû÷èñëåíèÿ, ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé êîììóíèêà-
öèîííûõ âû÷èñëåíèé. Òåïåðü íàäî äîêàçàòü, ÷òî NC1(f) ≤ NC(f). Äëÿ
ýòîãî âîçüìåì íåäåòåðìèíèðîâàííûé ïðîòîêîë Φ, êîòîðûé âû÷èñëÿåò
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ôóíêöèþ f ñ ìèíèìàëüíîé (íàèëó÷øåé) ñëîæíîñòüþ, òî åñòü NC(f) =
C(Φ). Ïî ýòîìó ïðîòîêîëó Φ ïîñòðîèì îäíîñòîðîííèé íåäåòåðìèíèðî-
âàííûé ïðîòîêîë Φ1 ñ òîé æå êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòüþ, C(Φ) =
C(Φ1). Åñëè ìû ïîñòðîèì òàêîé ïðîòîêîë Φ1, òîãäà ïîëó÷èì ÷òîNC1(f) ≤
C(Φ1) = C(Φ) = NC(f) è äîêàæåì òåîðåìó. 2

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðèìåðû íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîòîêîëîâ äëÿ
íåêîòîðûõ áóëåâûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 2.2 Íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ êîììóíèêàöèîííàÿ ñëîæíîñòü ôóíê-
öèè NEQ:

NC1(NEQ) ≤ log n+ 1

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîñòðîèì äëÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûé êîììóíèêàöèîí-
íûé ïðîòîêîë äëÿ ôóíêöèè NEQ:

1. Âû÷èñëèòåëü A íåäåòåðìèíèðîâàííî âûáèðàåò i-òûé áèò δi íàáîðà
δ è ïåðåñûëàåò B íîìåð i è çíà÷åíèå δi.

2. Âû÷èñëèòåëü B cðàâíèâàåò δi = γi, åñëè îíè íå ðàâíû, òî âûäàåò
1, èíà÷å 0.

Ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü äàííîãî ïðîòîêîëà, ïðàâèëüíî ëè âû÷èñëÿåò
íàø ïðîòîêîë ôóíêöèþ NEQ â íåäåòåðìèíèðîâàííîì ñìûñëå. Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ôóíêöèè è íåäåòåðìèíèðîâàííûõ êîììóíèêà-
öèîííûõ âû÷èñëåíèé:

1. f(δ, γ) = 1⇒ ñóùåñòâóåò mδ
i , òàêîå ÷òî íà íàáîðå γ âû÷èñëèòåëü B

âûäàñò 1, èíà÷å ãîâîðÿ åñòü i, äëÿ êîòîðîãî δi 6= γi. Òàêèì îáðàçîì
åñëè A ïîøë¼ò i, δi, òîãäà B âûäàñò ïðàâèëüíûé îòâåò.

2. f(δ, γ) = 0 ⇒ δi = γi∀i ∈ [1, n], òî åñòü äëÿ ëþáîãî i âû÷èñëèòåëü
A ïîñûëàåò i è δi è B, çíàÿ âåñü δ, íà ëþáîì ñîîáùåíèè áóäåò
âûäàâàòü 0, òàê êàê δ = γ

Çíà÷èò àëãîðèòì êîððåêòåí è ñëîæíîñòü ôóíêöèè NC(NEQ) ≤ log n+1.
2

Îòìåòèì, ÷òî â äåòåðìèíèðîâàííîì ñëó÷àå, êàê áûëî äîêàçàíî ðàíåå,
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ñëîæíîñòü ôóíêöèè NEQ áóäåò C(NEQ) = n. Òî åñòü íåäåòåðìèíèðî-
âàííîñòü óìåíüøàåò ñëîæíîñòü êîììóíèêàöèîííûõ âû÷èñëåíèé. Îäíà-
êî, íà êîììóíèêàöèîííóþ ñëîæíîñòü íåêîòîðûõ ôóíêöèé íåäåòåðìèíè-
ðîâàííîñòü íèêàê íå ñêàçûâàåòñÿ.

Òåîðåìà 2.3 Íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ñëîæíîñòü ôóíêöèè EQ:

NC1(EQ) ≥ n

Òåîðåìà 2.4 Íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ñëîæíîñòü ôóíêöèè ISA:

NC1(ISA) ≥ log n+ 1

2.1.1 Êëàññû ñëîæíîñòè è îòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fn = {fn(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)} ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíê-
öèé îò 2n ïåðåìåííûõ. Îïðåäåëèì íåñêîëüêî êëàññîâ ñëîæíîñòè áóëåâûõ
ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 2.4 Êëàññ P− CC1 = {f ∈ Fn : òàêèå ÷òî ñóùåñòâóåò
äåòåðìèíèðîâàííûé îäíîñòîðîííèé êîììóíèêàöèîííûé ïðîòîêîë Φ, âû-
÷èñëÿþùèé f è ñëîæíîñòü ýòîãî ïðîòîêîëà C(Φ) ≤ (log n)k, ãäå k ≥ 0}

Îïðåäåëåíèå 2.5 Êëàññ NP−CC1 = {f ∈ Fn : òàêèå ÷òî ñóùåñòâóåò
íåäåòåðìèíèðîâàííûé îäíîñòîðîííèé êîììóíèêàöèîííûé ïðîòîêîë Φ,
âû÷èñëÿþùèé f è ñëîæíîñòü ýòîãî ïðîòîêîëà NC(Φ) ≤ (logn)k, ãäå
k ≥ 0}

Îïðåäåëåíèå 2.6 Êëàññ co− NP− CC1 = {g ∈ Fn : òàêèå ÷òî îòðè-
öàíèå ýòîé ôóíêöèè ¬g ∈ NP− CC1}

Òåîðåìà 2.5
P− CC1 ⊂ NP− CC1

Äîêàçàòåëüñòâî: P−CC1 ⊆ NP−CC1, òàê êàê ëþáîé äåòåðìèíèðîâàí-
íûé êîììóíèêàöèîííûé ïðîòîêîë, åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé íåäåòåðìèíèðî-
âàííîãî êîììóíèêàöèîííîãî ïðîòîêîëà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû â ïðåäûäó-
ùåì ðàçäåëå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî NEQ ∈ NP− CC1 \ P− CC1. 2
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2.2 Îáîáùåíèÿ ìîäåëè k− âû÷èñëèòåëåé

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ îáîáùèòü ðàññìîòðåííóþ ðàíåå êîììó-
íèêàöèîííóþ ìîäåëü íà ìîäåëè, â êîòîðóþ âõîäèò áîëåå äâóõ âû÷èñëè-
òåëåé. Ðàññìîòðèì íàèáîëåå èíòåðåñíóþ: ¾ number on the forehead ¿. Îíà
çàêëþ÷àåòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ãîëîâîëîìêå, â õîäå êîòîðîé ëþäåé ñîáè-
ðàþò â îäíîé êîìíàòå, ó êàæäîãî ÷åëîâåêà íà ãîëîâå åñòü áèò, êîòîðûé
ìîãóò âèäåòü âñå îñòàëüíûå, à îí ñàì íå âèäèò. Ôàêòè÷åñêè: ñóùåñòâó-
åò ôóíêöèÿ f : ({0, 1}n)k → {0, 1} è âõîäíîé âåêòîð (x1, x2...xk), ãäå
xi ∈ {0, 1}n, i−ûé èãðîê ìîæåò âèäåòü âñå xj, i 6= j. Êàê è â ñëó÷àå
äâóõ èãðîêîâ, ó èãðîêîâ åñòü ôèêñèðîâàííûé êîììóíèêàöèîííûé ïðî-
òîêîë, è âñå ýòî îáùåíèå îñíîâàíî íà ïðèíöèïå ¾ public blackboard¿. Â
çàâåðøåíèè ïðîòîêîëà âñå ó÷àñòíèêè äîëæíû çíàòü f(x1...xk).

Ïðèìåð 1 Ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå ôóíêöèè

f(x1x2x3) =
n
⊕
i=1

maj(x1i, x2i, x3i)

â ìîäåëè ñ òðåìÿ ó÷àñòíèêàìè, ãäå x1, x2, x3 âåêòîðà ðàçìåðíîñòè n
áèò. Êîììóíèêàöèîííàÿ ñëîæíîñòü ýòîé ôóíêöèè =3: êàæäûé èãðîê
÷èòàÿ ÷èñëî i, ìîæåò îïðåäåëèòü áîëüøèíñòâî èç x1i, x2i, x3i , ðàñ-
ñìàòðèâàÿ áèòû äîñòóïíûå åìó. Îí çàïèñûâàåò ⊕ ñóììó ýòèõ ÷èñåë
íà äîñêó, è êîíå÷íûé îòâåò ýòî ⊕ èç áèòîâ èãðîêîâ. Ýòîò ïðîòîêîë
âåðåí òàê êàê áîëüøèíñòâî èç êàæäîãî ðÿäà èçâåñòíî 1-åìó èëè 3-åìó
èãðîêó ( äëÿ íå÷åòíîãî íîìåðà).

Ïðèìåð 2 Ôóíêöèÿ ¾inner product¿ (IP)

IPn,k =
n
⊕
i=1

k
∧
j=1

xij (2.1)

Çàìåòèì, ÷òî ê=2 âåäåò ê mod 2 âíóòðåííåìó äåëåíèþ ïðîèçâåäå-
íèþ ïðèìåðà 5.

Â ìîäåëè ñ äâóìÿ âû÷èñëèòåëÿìè ìû ââåëè ïîíÿòèå ìîíîõðîìîòè÷å-
ñêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ÷òîáû äîêàçàòü íèæíþþ îöåíêó. Äëÿ k−âû÷èñëèòåëüíîé
ìàøèíû ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü öèëèíäðè÷åñêèå ïåðåñå÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.7 Öèëèíäð â i èçìåðåíèÿõ � ýòî ìíîæåñòâî S âõîä-
íûõ çíà÷åíèé, òàêèõ ÷òî åñëè (x1...xk) ∈ S, òîãäà äëÿ âñåõ xi ìû ïîëó-
÷èì (x1, ..., xi−1, xi, xi+1, ..., xk) òàêæå ∈ S.
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Îïðåäåëåíèå 2.8 Öèëèíäðè÷åñêîå ïåðåñå÷åíèå � ýòî
⋂k
i=1 Ti, ãäå Ti �

öèëèíäð â i èçìåðåíèÿõ.

Êàê áûëî çàìå÷åíî â ñëó÷àå äâóõ âû÷èñëèòåëåé, êîììóíèêàöèîí-
íûé ïðîòîêîë ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí êàê ïóòü ïðåîáðàçîâàíèé ìàòðèöû
M(f). ÇäåñüM(f) ýòî k−ðàçìåðíûé êóá, i ïåðåäà÷à íå çàâèñèò îò xi. Òåì
íå ìåíåå ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî åñëè ó f åñòü multiparty ïðîòîêîë, êîòîðûé
ïåðåäàåò áèò, òîãäà ó åãî ìàòðèöû åñòü ðàçáèåíèå, êîòîðîå èñïîëüçóåò
áîëåå 2c ìîíîõðîìîòè÷åñêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé.

Ëåììà 2.1 Åñëè êàæäîå ïðåîáðàçîâàíèå M(f) â ìîíîõðîìàòè÷åñêèå
öèëèíäðè÷åñêèå ïåðåñå÷åíèÿ çàíèìàåò ïî ìåíüøåé ìåðå R öèëèíäðè÷å-
ñêèõ ïåðåñå÷åíèé, òîãäà k−âû÷èñëèòåëüíàÿ êîììóíèêàöèîííàÿ ñëîæ-
íîñòü ≤ log2R.
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Ãëàâà 3

Âåðîÿòíîñòíûå

êîììóíèêàöèîííûå ïðîòîêîëû

3.1 Âåðîÿòíîñòíûå îäíîðàóíäîâûå êîììóíè-

êàöèîííûå âû÷èñëèòåëåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ ìîäåëü êîììóíèêàöè-
îííûõ âû÷èñëåíèé. Äàíû äâà âû÷èñëèòåëÿ A è B, íà âõîä ïîäàþòñÿ
äâà âõîäíûõ íàáîðà σ è γ, ñîîòâåòñòâåííî. Âû÷èñëèòåëü A, íà îñíî-
âå âõîäíîãî íàáîðà ñòðîèò ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ñîîáùåíèé M(σ) =
{m1, . . . ,mt}, êîòîðûå ìîæíî îòïðàâèòü B, ãäå t = t(σ) òàêæå çàâèñèò
îò âõîäà. Äàëåå âû÷èñëèòåëü âûáèðàåò ñîîáùåíèå èç ýòîãî ìíîæåñòâà
m ∈ M(σ) è îòïðàâëÿåò åãî B. Ìåõàíèçì âûáîðà îòïðàâëÿåìîãî ñîîá-
ùåíèÿ âåðîÿòíîñòíûé, òî åñòü èìååòñÿ ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, è
âû÷èñëèòåëü A, â ñîîòâåòñòâèè, ñ ïîëó÷åííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé âû-
áèðàåò ðàâíîâåðîÿòíî îäíî èç ñîîáùåíèé. Âû÷èñëèòåëü B, ïîëó÷èâ ñî-
îáùåíèå m è çíàÿ âõîäíîé íàáîð γ, åñëè ìîæåò âûäàòü îòâåò, âûäà¼ò
çíà÷åíèå ôóíêöèè. Èíà÷å ñòðîèò ñâî¼ ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ñîîáùåíèé
M(m, γ) = . . . è òàêæå âåðîÿòíîñòíî âûáèðàåò ñîîáùåíèå m′ ∈ M(m,σ),
çàòåì îòïðàâëÿåò åãî âû÷èñëèòåëþ B. Âû÷èñëåíèÿ ïðîäîëæàþòñÿ äî
òåõ ïîð ïîêà B íå ñìîæåò âûäàòü îòâåò. Åñëè äëÿ îáîèõ âû÷èñëèòåëåé
èñïîëüçóåòñÿ îäèí ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, òîãäà ýòà ìîäåëü íàçû-
âàåòñÿ âåðîÿòíîñòíûìè êîììóíèêàöèîííûìè âû÷èñëåíèÿìè ñ îòêðûòûì
êëþ÷îì "public coin". Åñëè ó êàæäîãî âû÷èñëèòåëÿ ñâîé ãåíåðàòîð, òî
ìîäåëü ñ çàêðûòûì êëþ÷îì "private coin".
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Îïðåäåëåíèå 3.1 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîòîêîë Φ 1
2
âû÷èñëÿåò ôóíê-

öèþ f(σ, γ), åñëè :

1. Äëÿ ëþáîãî âõîäíîãî íàáîðà (σ, γ): f(σ, γ) = 1, âåðîÿòíîñòü ïðè-
íÿòü âõîäíîé íàáîð Praccept(δ, γ) > 1

2

2. Äëÿ ëþáîãî âõîäíîãî íàáîðà (σ, γ): f(σ, γ) = 0, âåðîÿòíîñòü ïðè-
íÿòü âõîäíîé íàáîð Praccept(δ, γ) ≤ 1

2

Îïðåäåëåíèå 3.2 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîòîêîë Φ
(

1
2

+ ε
)
âû÷èñëÿåò

ôóíêöèþ f(σ, γ), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ε ∈
(
0, 1

2

]
, ÷òî:

1. Äëÿ ëþáîãî âõîäíîãî íàáîðà (σ, γ): f(σ, γ) = 1, âåðîÿòíîñòü ïðè-
íÿòü âõîäíîé íàáîð Praccept(δ, γ) > 1

2
+ ε

2. Äëÿ ëþáîãî âõîäíîãî íàáîðà (σ, γ): f(σ, γ) = 0, âåðîÿòíîñòü ïðè-
íÿòü âõîäíîé íàáîð Praccept(δ, γ) ≤ 1

2
+ ε

Îïðåäåëåíèå 3.3 Âåðîÿòíîñòíîé êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòüþ ôóíê-
öèè f(σ, γ) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

PCC1(f) = minC(Φ)

ñëîæíîñòü íàèëó÷øåãî ïðîòîêîëà, êîòîðûé Φ− 1
2
âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ

f(x, y)
RCC1(f) = minC(Φ)

ñëîæíîñòü íàèëó÷øåãî ïðîòîêîëà, êîòîðûé Φ−
(

1
2

+ ε
)
âû÷èñëÿåò ôóíê-

öèþ f(x, y)

Ñâîéñòâî 1
CC(f) ≥ RCC 1

2
+ε(f) ≥ PCC 1

2
(f)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðèìåð âåðîÿòíîñòíîãî ïðîòîêîëà äëÿ èçâåñòíîé
íàì ôóíêöèè EQ. Ïîñòðîèì âåðîÿòíîñòíûé ïðîòîêîë Φ, êîòîðûé c áîëü-
øîé âåðîÿòíîñòüþ ïðàâèëüíîãî îòâåòà âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ EQ(x, y), èñ-
ïîëüçóÿ O(log n) áèòîâ ïðè êîììóííèêàöèè. Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ ïîäîáíîãî
âåðîÿòíîñòíîãî àëãîðèòìà ïðèíàäëåæèò Ð.Â.Ôðåéâàëäó
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Âõîäû òðàêòóþòñÿ êàê äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà x è y, 0 ≤
x, y ≤ 2n − 1. Âû÷èñëèòåëü Px âûáèðàåò (ðàâíîâåðîÿòíîñòíî)
ïðîñòîå ÷èñëî p ≤ n2, âû÷èñëÿåò x′ = x (mod p) è ïåðåñûëàåò
ïàðó (x′, p) âû÷èñëèòåëþ Py. Âû÷èñëèòåëü Py âû÷èñëÿåò y

′ =
y (mod p) è ñðàâíèâàåò y′ c x′. Åñëè y′ 6= x′, òî âû÷èñëèòåëü Py
âûäàåò îòâåò x 6= y. Åñëè y′ = x′, òî âû÷èñëèòåëü Py âûäàåò
îòâåò x = y.

Òåïåðü ïîñ÷èòàåì âåðîÿòíîñòè âîçìîæíûõ îøèáîê. Åñëè äâà ÷èñëà
x, y ðàâíû, òî x′, y′ ðàâíû, è ïðîòîêîë Φ âûäàñò ïðàâèëüíûé îòâåò. Åñëè
äâà ÷èñëà x, y ðàçëè÷íû, òî òåì íå ìåíåå ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî y′ =
x′, è ïðîòîêîë Φ âûäàñò íåâåðíûé îòâåò. Ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè, åñëè p
ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà x−y. Çàìåòèì, ÷òî |x−y| < 2n, ñëåäîâàòåëüíî
x − y ìîæåò èìåòü íå áîëåå n ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû âû÷èñëèòåëü Px âûáèðàåò ïðîñòûå ÷èñëà ñðåäè O( n2

logn
) ïðîñòûõ

÷èñåë, òàêèì îáðàçîì âåðîÿòíîñòü âûáîðà äåëèòåëÿ ÷èñëà x − y î÷åíü
ìàëà.

3.2 Îöåíêè ñëîæíîñòè êîììóíèêàöèîííûõ âû-

÷èñëåíèé

3.2.1 Ýíòðîïèéíàÿ îöåíêà

Â äàííîì ïàðàãðàôå ââîäèòñÿ íîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà áóëåâîé ôóíêöèè �
êîììóíèêàöèîííàÿ ñòðóêòóðà, îñíîâàííàÿ íà ïîíÿòèè òåñòà êîììóíè-
êàöèîííîé ìàòðèöû. Ïðèâåäåì ñîäåðæàòåëüíûå ñîîáðàæåíèÿ, ëåæàùèå
â îñíîâå ýíòðîïèéíîãî ìåòîäà äîêàçàòåëüñòâà íèæíåé îöåíêè êîììóíè-
êàöèîííîé ñëîæíîñòè.

×åì ñëîæíåå ñòðóêòðà êîììóíèêàöèîííîé ìàòðèöû (÷åì îíà ãóùå)
òåì ìåíüøå ìîùíîñòü òåñòà ïî îòíîøåíèþ ê ÷èñëó ðàçëè÷íûõ ñòðîê ìàò-
ðèöû CMf . ×åì ðåãóëÿðíåå ñòðóêòðà êîììóíèêàöèîííîé ìàòðèöû (÷åì
îíà ðåæåå), òåì áîëüøå ìîùíîñòü òåñòà ïî îòíîøåíèþ ê ÷èñëó ðàçëè÷-
íûõ ñòðîê ìàòðèöû CMf . ×åì ñëîæíåå ñòðóêòóðà êîììóíèêàöèîííîé
ìàòðèöû CMf (êîììóíèêàöèîííàÿ ñòðóêòóðà áóëåâîé ôóíêöèè f), òåì
ìåíüøå âîçìîæíîñòü ñýêîíîìèòü ïðè ïåðåõîäå îò äåòåðìèíèðîâàííîãî
âû÷èñëåíèÿ ê âåðîÿòíîñòíîìó â çàâèñèìîñòè îò âåë÷èíû òðåáóìîé íà-
äåæíîñòè (âåðîÿòíîñòè ïðàâèëüíîãî îòâåòà). Ïðèâåäåííûå èíòóèòèâíûå
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ñîîáðàæåíèÿ ëåæàò â îñíîâå îïðåäëÿåìîãî íèæå ïîíÿòèÿ äåòåðìèíè-
ðîâàííîé è âåðîÿòíîñòíîé êîììóíèêàöèîííîé õàðàêòåðèñòèêè áóëåâîé
ôóíêöèè è îñíîâàííîãî íà ýòîì ïîíÿòèè ýíòðîïèíîãî ìåòîäà äîêàçà-
òåëüñòâà.

Îïðåäåëåíèå 3.4 Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f : {0, 1}n × {0, 1}n → {0, 1}
ïîëîæèì dcc(f, n) = ts(f,n)

dim(f,n)
. Íàçîâåì dcc(f, n) äåòåðìèíèðîâàííîé êîì-

ìóíèêàöèîííîé õàðàêòåðèñòèêîé áóëåâîé ôóíêöèè f .

Íàðÿäó ñ îáîçíà÷åíèåì dcc(f, n) ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå
dcc(f). Â ïîñëåäóþùåì, êîãäà áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàçáèåíèå pat(n) âõî-
äîâ ôóíêöèè f , îòëè÷íîå îò òðàäèöèîííîãî, áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà-
÷åíèå dcc(f, pat(n)).

Èç ïðèâåäåííîãî îðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî dcc(f, n) = ts(f,n)
nrow(CMf )

,

ò.å. äåòåðìèíèðîâàííàÿ êîììóíèêàöèîííàÿ õàðàêòåðèñòèêà áóëåâîé ôóíê-
öèè f ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ñòðóêòóðû åå êîììóíèêàöèîííîé ìàò-
ðèöû.

Îïðåäåëåíèå 3.5 Ä Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f : {0, 1}n×{0, 1}n → {0, 1},
äëÿ ÷èñëà p ∈

[
1
2
, 1
]
, ïîëîæèì pccp(f, n) = dcc(f, n)h(p), ãäå h(p) =

−p log p − (1 − p) log(1 − p) � ýòî Øåííîíîâñêàÿ ýïòðîïèÿ. Âåëè÷èíó
pccp(f, n) áóäåì íàçûâàòü p-âåðîÿòíîñòíîé êîììóíèêàöèîííîé õàðàê-
òåðèñòèêîé áóëåâîé ôóíêöèè f .

Íàðÿäó ñ îáîçíà÷åíèåì pccp(f, n) ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå
pccp(f) è îáîçíà÷åíèå pcc(f). Â ïîñëåäóþùåì, êîãäà áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ðàçáèåíèå pat(n) âõîäîâ ôóíêöèè f , îòëè÷íîå îò òðàäèöèîííîãî, áóäåì
èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå pcc(f, pat(n)).

Èç îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà ñëåäóåò cëåäóþùåå ñâîéñòâî.

Òåîðåìà 3.1 Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè f âûïîëíÿåòñÿ

1. 1 ≤ dcc(f) ≤ 2n

n
.

2. h(p) ≤ pcc(f) ≤ 2nh(p)
n

äëÿ p ∈ [1/2, 1]

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè f : {0, 1}n × {0, 1}n → {0, 1}, äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ε ∈ (0, 1/2], p = 1

2
+ ε âûïîëíÿåòñÿ

PCp(f) ≥ DC(f)(1− pccp(f))− 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì φ âåðîÿòíîñòíûé ïðîòîêîë p-âû÷èñëÿ-
þùèé áóëåâó ôóíêöèþ f . Ïóñòü ìíîæåñòâî X � ýòî ìíîæåñòâî ïðåäñòà-
âèòåëåé ôóíêöèè f , à ìíîæåñòâî Y � ýòî òåñò äëÿ ôóíêöèè f . Çàìåòèì,
÷òî |X| = dim(f).

Íà ìíîæåñòâå X çàäàäèì ñëó÷àéíóþ âåëå÷èíó ξ ðàâíîìåðíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé P (ξ = x) = 1/dim(f).

Íà ìíîæåñòâå Mφ ñîîáùåíèé ïðîòîêîëà φ çàäàäèì ñëó÷àéíóþ âå-
ëå÷èíó θ óñëîâíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé P (θ = m/ξ = x) =
Pr(âû÷èñëèòåëü P0 ïîñûëàåò ñîîáùåíèå m ïðè óñëîâèè, ÷òî íà âõîä P0

áûëà ïîäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x).
Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì è ñâîéñòâàìè Øåííîíîâñêîé ýíòðîïèè è êî-

ëè÷åñòâà èíôîðìàöèè, âñå èñïîëüçóåìûå â äàííîì äîêàçàòåëüñòâå ñâîé-
ñòâà ýíòðîïèè è êîëè÷åñòâà èíôîðìàöèè ïðèâåäåíû â ïåðâîé ãëàâå ýòîé
æå êíèãè) ìû ìîæåì çàïèñàòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

I(ξ, θ) = H(θ)−H(θ/ξ) ≤ H(θ) ≤ log dim(φ) (3.1)

≤ Cφ, (3.2)

I(ξ, θ) = H(ξ)−H(ξ/θ) = log dim(f)−H(ξ/θ) (3.3)

≥ DC(f)− 1−H(ξ/θ). (3.4)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

H(ξ/θ) ≤ ts(f)h(p). (3.5)

Îáîçíà÷èì t = ts(f). Äëÿ êàæäîé âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ∈
X îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ äâîè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b(x) =
b1b2 . . . bt ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ bi = 1(0) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
f(x, yi) = 1(0) äëÿ yi ∈ Y , i ∈ {1, 2, . . . , t}.

Îáîçíà÷èì B(X) = {b(x)/x ∈ X}.
Íà ìíîæåñòâå B(X) îïðåäåëèì ñëó÷àéíûé âåêòîð π = (π1, π2, . . . , πt)

ñëåäóþùèì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé: P (π = b(x)) = P (ξ = x). Èç
îïðåäåëåíèÿ ñëó÷éíîãî âåêòîðà π èìååì

H(ξ/θ) = H(π/θ) ≤
t∑
i=1

H(πi/θ).

Òàêèì îáðàçîì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (3.5) äîñòàòî÷íî äî-
êàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ i ∈ {1, 2, . . . , t} âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
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H(πi/θ) ≤ h(p). (3.6)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûå âåëå÷èíû ηi, i ∈ {1, 2, ..., t},ïðèíèìàþùèå çíà-
÷åíèÿ 0 è 1 è çàäàííûå ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé P (ηi = 1/θ = m) =
Pr(ïðîòîêîë φ âûäàåò çíà÷åíèå 1 ïðè óñëîâèè, ÷òî âû÷èñëèòåëü P0

ïîñëàë ñîîáùåíèå m è íà âõîä âû÷èñëèòåëÿ P1 ïîäàíà âõîäíàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü yi). Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíàÿ âåëå÷èíà ηi çàâèñèò
ëèøü îò çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëå÷èíû θ, ïîýòîìó â ñèëó ñîîòâåòñâóþ-
ùåãî ñâîéñòâà ýíòðîïèè èìååì

H(πi/θ) = H(πi/θ, ηi).

Äàëåå ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâà ôóíêöèè ýíòðîïèè ïîëó÷àåì

H(πi/θ) = H(πi/θ, ηi) ≤ H(πi/ηi). (3.7)

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ýíòðîïèè ïîëó÷àåì

H(πi/ηi) = P (ηi = 1)H(πi/ηi = 1) + P (ηi = 0)H(πi/ηi = 0).

Ïîëîæèì ω = P (πi = 1/ηi = 1), ω′ = P (πi = 0/ηi = 0). Èñïîëü-
çóÿ ââåäåííîå îáîçíà÷åíèå, ìû ìîæåì çàïèñàòü ïîñëåäíåå ðàâåíòñâî â
ñëåäóþùåì âèäå

H(πi/ηi) = P (ηi = 1)h(ω) + P (ηi = 0)h(ω′).

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ôóíêöèè h ïîëó÷àåì

H(πi/ηi) ≤ h(P (ηi = 1)ω + P (ηi = 0)ω′) = h(P (πi = ηi)). (3.8)

Âåðîÿòíîñòü P (πi = ηi), i ∈ {1, 2, ..., t} � ýòî âåðîÿòíîñòü ñëåäóþùå-
ãî ñîáûòèÿ: êîììóíèêàöèîííûé ïðîòîêîë φ âûäàåò ïðàâèëüíûé ðåçóëü-
òàò, åñëè âû÷èñëèòåëü P0 ïîëó÷àåò âõîäíóþïîñëåäîâàòåëüíîñòü x ∈ X, à
âû÷èñëèòåëü P1 ïîëó÷àåò âõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yi ∈ Y . Òàê êàê
ïî óñëîâèþ òåîðåìû ïðîòîêîë φ p-âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f , òî äëÿ âñåõ
i ∈ {1, 2, . . . , t} âûïîëíÿåòñÿ

P (πi = ηi) ≥ p.
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Ôóíêöèÿ h(p) ìîíîòîííî óáûâàåò îò 1 äî 0, êîãäà p ìåíÿåòñÿ îò 1/2
äî 1. Òàêèì îáðàçîì äëÿ âñåõ i ∈ {1, 2, . . . , t} âûïîëíÿåòñÿ

h(P (πi = ηi)) ≤ h(p).

Òàêèì îáðàçîì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî è íåðàâåíñòâà (3.8), (3.7) è (3.6)
äîêàçûâàþò íåðàâåíñòâî (3.5). Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (3.5) ñîâìåñòíî ñ
íåðàâåíñòâàìè (3.2), (3.4), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. 2

Òåîðåìà 3.2 Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè f : {0, 1}n×{0, 1}n →
{0, 1}, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε ∈ (0, 1/2], p = 1

2
+ ε âûïîëíÿåòñÿ

dimp(f) ≥ dim(f)(1−pccp(f)).

Äîêàçàòåëüñòâî. ò Â îòëè÷èå îò òåîðåìû îêîí÷àòåëüíîå óòâåðæäå-
íèå ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì íåðàâåíñòâà (3.5) ñîâìåñòíî ñ íåðàâåíñòâà-
ìè (3.1), (3.3). 2

Çàìåòèì, ÷òî íåñêîëüêî ìåíåå òî÷íóþ îöåíêó òåîðåìû ìîæíî ïîëó-
÷èòü è êàê íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ??, òàê êàê
äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f åå âåðîÿòíîñòíàÿ p-ðàçìåðíîñòü dimp(f)
câÿçàíà ñ âåëè÷èíîé PCp(f) p-êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòè ñîîòíîøåì
2PCp(f) ≥ dimp(f) > 2PCp(f)−1.

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ýíòðîïèè h(1/2 + ε) â ðÿä Òåéëîðà â
îêðåñòíîñòè òî÷êè 1

2
, èìååì:

h(1/2 + ε) = 1 − ε2(2/ ln 2) + · · ·

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè h(1/2+
ε) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè 1

2
, ïîëó÷àåì:

Ñâîéñòâî 2 Ïóñòü äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f : {0, 1}n × {0, 1}n → {0, 1}
âûïîëíÿåòñÿ dcc(f, n) = 1. Ïóñòü ε(n) ∈ (0, 1/2] è ε(n)→ 0 ïðè n→∞,
ïóñòü p(n) = 1/2 + ε(n). Òîãäà

PCp(n)(f, n) ≥ O(DC(f, n)ε2(n)).

Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî ñëåäñòâèÿ òåîðåìû, è ôàêòà, ÷òî h(p) ∼ (1−
p) log(1− p)−1 ïðè p→ 1 ïîëó÷àåì:
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Ñâîéñòâî 3 Ïóñòü äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f : {0, 1}n × {0, 1}n → {0, 1}
âûïîëíÿåòñÿ dcc(f, n) = 1. Ïóñòü er(n) ∈ [0, 1/2), è er(n) → 0 ïðè
n→∞, ïóñòü p(n) = 1− er(n). Òîãäà

PCp(n)(f, n) ≥ DC(f, n)−O(DC(f, n)er(n) log er(n)−1).

3.2.2 Òîïîëîãè÷åñêàÿ îöåíêà

Òåîðåìà 3.3 Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè f : {0, 1}n×{0, 1}n →
{0, 1}, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε ∈ (0, 1/2], p = 1/2 + ε âûïîëíÿåòñÿ

PCp(f) ≥ log(DC(f)− 1)− log log(1 + 1/ε).

Ââåäåì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ èç òåîðèè ìíîæåñòâ è ìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ.

Ïóñòü S � ýòî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé ρ. Êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ s1, s2, . . . , st ïðîñòðàíñòâà S íàçûâàåòñÿ ε-öåïüþ,
åñëè ρ(si, si+1) < ε äëÿ i ∈ {1, 2, . . . , t− 1}. Ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíòû s1 è st
ñîåäèíèìû ε-öåïüþ.

Ïîäìíîæåñòâî Cε ïðîñòðàíñòâà S íàçûâàåòñÿ ε-êîìïîíåíòîé ïðîñòðàí-
ñòâà S, åñëè äâà ëþáûõ ýëåìåíòà s, s′ ∈ Cε cîåäèíèìû ε-öåïüþ. Ìåòðè÷å-
ñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî S ′ ïðîñòðàíñòâà S íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñ-
ëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äâóõ ýëåìåíòîâ
s, s′ ∈ S ′ âûïîëíÿåòñÿ ρ(s, s′) ≤ c. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 îãðàíè÷åííîå
ïîäïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçáèâàåòñÿ
íà êîíå÷íîå ÷èñëî ñâîèõ ε-êîìïîíåíò.

Â d-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Rd îïðåäåëèì ìåòðèêó ρ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ýëåìåíòîâ µ = (p1, p2, ..., pd) è µ

′ = (p′1, p
′
2, ..., p

′
d)

ïðîñòðàíñòâà Rd ïîëîæèì

ρ(µ, µ′) =
d∑
i=1

| pi − p′i | .

Ïóñòü f : {0, 1}n×{0, 1}n → {0, 1} � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ, à
Φ � îäíîñòðîííèé âåðîÿòíîñòíûé ïðîòîêîë, p-âû÷èñëÿþùèé ôóíêöèþ
f , p = 1/2 + ε, ε ∈ (0, 1/2]. Ïóñòü dim(Φ) = d. Îáîçíà÷èì Rd

Φ ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Rd, ñîñòîÿùåå èç âñåâîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé
âåðîÿòíîñòåé ñîîáùåíèé ïðîòîêîëà Φ.
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Rd
Φ =

{
µ ∈ Rd / µ = µ(x), x ∈ {0, 1}n

}
.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìåòðè÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî Rd
Φ îãðàíè÷åíî.

Ìû äîêàæåì íèæíþþ îöåíêó äëÿ p-êîììóíèêàöèîííîé ðàçìåðíî-
ñòè áóëåâîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ âåëè÷èíîé p-êîììóíèêàöèîííîé
ñëîæíîñòè ñâîéñòâîì ?? (ñì. ñòð. ??).

Òåîðåìà 3.4 Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè f : {0, 1}n×{0, 1}n →
{0, 1}, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε ∈

(
0, 1

2

]
, p = 1/2 + ε âûïîëíÿåòñÿ

dimp(f) ≥ log dim(f)

log(1 + 1/ε)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Φ � ýòî ïðîèçâîëüíûé îäíîñòîðîííèé âå-
ðîÿòíîñòíûé ïðîòîêîë, p-âû÷èñëÿþùèé ôóíêöèþ f . Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
äâóõ ñëîâ x, x′ èç ìíîæåñòâà ïðåäñòàâèòåëåé X ôóíêöèè f òî÷êè µ(x) =
{p1(x), p2(x), . . . , pd(x)} è µ(x′) = {p1(x′), p2(x′), . . . , pd(x

′)} ïðèíàäëåæàò
ðàçëè÷íûì 2ε-êîìïîíåíòàì ïðîñòðàíñòâà Rd

Φ.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò 2ε-êîìïîíåíòà C2ε ∈

Rd
Φ òàêàÿ, ÷òî µ(x), µ(x′) ∈ Cε. Ïîëîæèì x1 = x, à x2 = x′. Ïóñòü òî÷êè

µ(x1), µ(x2), . . . , µ(xt) îáðàçóþò 2ε-öåïü. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
i ∈ {1, 2, . . . , t− 1} âûïîëíÿåòñÿ

ρ(µ(xi), µ(xi+1)) < 2ε. (3.9)

Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ñëîâà y èç ìíîæåñòâà Y òåñò ôóíêöèè f âûïîëíÿåòñÿ

µ(x)ν(y)− µ(x′)ν(y) ≤
d∑
i=1

| pi(x)− pi(x′) | qi(y) ≤ ρ(µ(x), µ(x′)) < 2ε.

(3.10)
Â ñèëó óñëîâèÿ òåîðåìû 3.3 âåðîÿòíîñòíûé ïðîòîêîë èìååò íàäåæ-

íîñòü ε, ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé u, v ∈ {0, 1}n
âûïîëíÿåòñÿ ëèáî µ(u)ν(v) ≥ 1

2
+ ε, ëèáî µ(u)ν(v) ≤ 1

2
+ ε. Ñîäåðæàòåëü-

íî µ(u)ν(v) � ýòî âåðîÿòíîñòü âûäà÷è 1 ïðîòîêîëîì Φ íà âõîäå uv.
Èç ñêàçàííîãî îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòíîãî êîììóíèêàöèîííîãî ïðî-

òîêîëà è ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî f(x, y) = f(x′, y) äëÿ âñåõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé y ∈ {0, 1}n. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x, x′ ∈ X.
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Îöåíèì òåïåðü ÷èñëî K 2ε-êîìïîíåíò ïðîñòðàíñòâà Rd
f . Íàì äîñòà-

òî÷íî îöåíèòü K ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êàæäóþ 2ε-êîìïîíåíòó C2ε ïðî-
ñòðàíñòâà Rd

f ïîìåñòèì ñôåðó ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â ñîîòâåòñòâóþùåé
òî÷êå µ(x), x ∈ X. Âñå ýòè ñôåðû ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ðàçâå ÷òî ïî ãðà-
íèöå. Ïðîñòðàíñòâî Rd

f âìåñòå ñî ñâîèìè ñôåðàìè ðàäèóñà ε ïîìåñòèì â
áîëüøóþ ñôåðó ðàäèóñà 1 + ε c öåíòðîì â òî÷êå (0, 0, . . . , 0).

Îáúåì ñôåðû ðàäèóñà r â ïðîñòðàíñòâå Rd ðàâåí crd, ãäå êîíñòàíòà c
çàâèñèò îò èñïîëüçóåìîé ìåòðèêè ρ. Òàêèì îáðàçîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

K ≤ c(1 + ε)d

cεd
=

(
1 +

1

ε

)d
.

Òàê êàê K ≥ dim(f), òî òåîðåìà äîêàçàíà. 2

Òàê êàê äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f åå âåðîÿòíîñòíàÿ p-ðàçìåðíîñòü
dimp(f) câÿçàíà ñ âåëè÷èíîé PCp(f) p-êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòè
ñîîòíîøåíèåì 2PCp(f) ≥ dimp(f), òî èç òåîðåìû è òîãî, ÷òî log dim(f) >
DC(f)− 1 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

3.2.3 Ãåîìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà

Òåîðåìà 3.5 Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè f : {0, 1}n×{0, 1}n →
{0, 1}, äëÿ p = 1/2 âûïîëíÿåòñÿ

PCp(f) ≥ log(DC(f)− 1)− log log ts(f).

Â ïîñëåäóþùåé ÷àñòè èçëàãàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû, êîòîðîå
ñîñòîèò èç äâóõ óòâåðæäåíèé. Ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è îáî-
çíà÷åíèÿ.

Îáîçíà÷èì Rd d-ìåðíîå Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. (d− 1)-ìåðíàÿ ãè-
ïåðïëîñêîñòü

a1z1 + a2z2 + · · ·+ adzd = b

äåëèò Rd íà äâå ñâÿçíûå îáëàñòè. Óñëîâèìñÿ, ÷òî ýòè äâå ñâÿçíûå
îáëàñòè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè äâóìÿ íåðàâåíñòâàìè

a1z1 + a2z2 + · · ·+ adzd > b
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è
a1z1 + a2z2 + · · ·+ adzd ≤ b.

Îáîçíà÷èì k(d, t) ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñâÿçíûõ îáëàñòåé, êîòîðûå ìî-
ãóò áûòü îáðàçîâàíû â d-ìåðíîì Åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rd t (d−1)-
ìåðíûìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè. Ñëåäóþùèé ôàêò óñòàíîâëåí Î.Á.Ëóïàíîâûì.

Ñâîéñòâî 4 Åñëè d = 1 è t ≥ 1, òîãäà k(d, t) = t+ 1.
Åñëè d ≥ 2 è t ≥ 2, òîãäà k(d, t) ≤ td.

Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Åñëè d = 1, òîãäà ïðÿìàÿ ðàçáèâàåòñÿ t ðàç-

ëè÷íûìè òî÷êàìè (0-ìåðíûìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè) íà k(d, t) = t+1 ÷àñòè.
2. Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîé ÷àñòè ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè ÷èñëà t ãè-

ïåðïëîñêîñòåé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî d ≥ 2 âûïîëíÿåòñÿ
k(d, 2) ≤ 2d.

Ïóñòü t > 2 è d > 2. Ðàññìîòðèì t ïðîèçâîëüíûõ (d − 1)-ìåðíûõ
ãèïåðïëîñêîñòè α1, α2, . . . , αt. t − 1 ãèïåðïëîñêîñòè α1, α2, . . . , αt−1

ìîãóò îïðåäåëèòü â ïðîñòðàíñòâå Rd ñàìîå áîëüøåå k(d, t−1) ðàçëè÷íûõ
ñâÿçíûõ îáëàñòè. Îáîçíà÷èì D1, D2, ..., Dl ýòè îáëàñòè (l ≤ k(d, t− 1)).

Ãèïåðïëîñêîñòü αt ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê (d − 1)-ìåðíîå Åâêëè-
äîâî ïðîñòðàíñòâî. ×èñëî ñâÿçíûõ îáëàñòåé â ïðîñòðàíñòâå αt, îïðåäå-
ëÿåìîå ãèïåðïëîñêîñòÿìè α1, α2, . . . , αt−1 ðàâíî ÷èñëó ñâÿçíûõ îáëàñòåé
â ïðîñòðàíñòâå αt, îáðàçîâàííîå ïåðåñå÷åíèåì αt ñ ãèïåðïëîñêîñòÿìè α1,
α2, . . . , αt−1 (êàæäîå òàêîå ïåðåñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ (d − 2)-ìåðíîé ãèïåð-
ïëîñêîñòüþ). Ñëåäîâàòåëüíî ýòî ÷èñëî íå ïðåâîñõîäèò k(d− 1, t− 1).

Êàæäîå èç ýòèõ ñâÿçíûõ îáëàñòåé ïðîñòðàíñòâà αt ëåæèò â íåêîòîðîé
îáëàñòè Di. Ñëåäîâàòåëüíî

k(d, t) ≤ k(d, t− 1) + k(d− 1, t− 1).

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî d ≥ 2 èìååì k(d, t−
1) ≤ (t− 1)d. Ïîýòîìó, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî d ≥ 3 âûïîëíÿåòñÿ

k(d, t) ≤ (t− 1)d + (t− 1)d−1 ≤ td.

Â ñëó÷àå d = 2 ìû èìååì k(d, t) ≤ (t−1)2 +(t−1)+1 ≤ t2 = td. Òàêèì
îáðàçîì äëÿ d ≥ 2 ìû ïîëó÷àåì k(d, t) ≤ td. 2
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3.3 Cëîæíîñòü èíäèâèäóàëüíûõ ôóíêöèé. Èåðàð-

õèè ñëîæíîñòè

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû îïðåäåëèì äâå áóëåâû ôóíêöèè è äàëåå èõ ìîäè-
ôèêàöèè. Ýòè äâå ôóíêöèè îáëàäàþò ðàçëè÷íûìè êîììóíèêàöèîííûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè è, êàê ñëåäñòâèå ýòîãî èìåþò ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷-
íûå êîììóíèêàöèîííûå ñâîéñòâà.

Âñþäó â ýòîì ïàðàãðàôå äëÿ ïðîñòîòû áóäåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñ-
ëî n èìååò âèä n = 2k, ãäå k � öåëîå ÷èñëî (îáîáùåíèå íà îáùèé ñëó÷àé
ïðîèçâîäèòñÿ ëåãêî).

Ïåðâàÿ ôóíêöèÿ f1, îïðåäåëÿåìàÿ óñëîâèåì f1(x, y) = 1 òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà x = y, õîðîøî èçâåñòíà. Ýòó ôóíêöèþ â àíãëîÿçû÷íîé
ëèòåðàòóðå íàçûâàþò ôóíêöèÿ ðàâåíñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëå-
íèÿ ôóíêöèè ðàâåíñòâî ñëåäóåò, ÷òî åå êîììóíèêàöèîííàÿ ìàòðèöà CM1

� ýòî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè 2n × 2n.
Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç âèäà êîììóíèêàöè-

îííîé ìàòðèöû CM1.

Ñâîéñòâî 3.3.1 Äëÿ ôóíêöèè ðàâåíñòâî f1 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ðàâåíñòâà:

1. ts(f1) = 2n − 1.

2. DC(f1) = n.

3. dcc(f1) = 2n−1
n

.

4. Äëÿ p ∈ [1/2, 1] âûïîëíÿåòñÿ pccp(f1) = 2n−1
n
h(p).

Òåîðåìà 3.3.1 Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε ∈ (0, 1/2), p = 1/2+ε âûïîëíÿåòñÿ

log n− log log(1 + 1/ε)− 1 ≤ PCp(f1) ≤ 4 log n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ PCp(f1) õîðîøî èçâåñòíà è îñ-
íîâàíà íà ìåòîäå "ìàëûõ ïðîñòûõ ÷èñåë ïðåäëîæåííîãî Ð.Ôðåéâàëäîì [38]
äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåðîÿòíîñòíîé ìàøèíû Òüþðèíãà, ðàñïîçíàþùåé ñèì-
ìåòðèþ. Äëÿ ñëó÷àÿ âåðîÿòíîñòíûõ îäíîñòîðîííèõ êîììóíèêàöèîííûõ
ïðîòîêîëîâ ýòîò ìåòîä èíòåðïðåòèðîâàí â îáçîðå [71]. Äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî ε ∈ (0, 1/2), p = 1/2 + ε â îáçîðå [71] ïðåäëîæåí âåðîÿòíîñòíûé
ïðîòîêîë Φ, p-âû÷èñëÿþùèé ôóíêöèþ f1, òàêîé ÷òî
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PCΦ(n) ≤ 4 log n.

Íèæíÿÿ îöåíêà òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.3 è
ñâîéñòâà 3.3.1. 2

Òåîðåìà 3.3.1 ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.

• Ïðè ôèêñèðîâàííîì ε ∈ (0, 1/2) íèæíÿÿ îöåíêà òåîðåìû 3.3 ÿâëÿ-
åòñÿ òî÷íîé.

• Òåîðåìû 3.5 è ?? äàþò õóäøèå (òðèâèàëüíûå) ïî ñðàâíåíèþ ñ òåî-
ðåìîé 3.3 íèæíèå îöåíêè âåðîÿòíîñòíîé êîììóíèêàöèîííîé ñëîæ-
íîñòè.

Îïðåäåëèì âòîðóþ ôóíêöèþ f2(x, y). Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷å-
íèÿ. Ïóñòü Z1 � ýòî ñëåäóþùåå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà {0, 1}n. Z1 =
{x(i)/i ∈ {1, 2, . . . , n}}, ãäå x(i), i ∈ {1, 2, ..., n}, ýòî äâîè÷íîå ñëîâî, i-ûé
áèò êîòîðîãî åñòü 1, à îñòàëüíûå áèòû � 0. Îáîçíà÷èì S ïîäìíîæåñòâî
{0, 1}n × Z1

⋃
Z1 × {0, 1}n ìíîæåñòâà {0, 1}n × {0, 1}n.

Ïîëîæèì

f2(x, y) =

{ ∨n
i=1 xi ∧ yi, åñëè x, y ∈ S

0, èíà÷å

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f2 ñëåäóåò:

• êîììóíèêàöèîííàÿ ìàòðèöà CM2 � ýòî ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè 2n ×
2n,

• âñå 2n ñòðîê ìàòðèöû CM2 ïîïàðíî ðàçëè÷íû,

• ìíîæåñòâî Z1 ÿâëÿåòñÿ òåñòîì äëÿ ôóíêöèè f2 (òåñòîì äëÿ 2n ñòðîê
ìàòðèöû CM2).

Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî.

Ñâîéñòâî 3.3.2 Äëÿ ôóíêöèè f2 âûïîëíÿåòñÿ

1. ts(f2) = n.

2. DC(f2) = n.
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3. dcc(f2) = 1.

4. Äëÿ p ∈ [1
2
, 1] ñïðàâåäëèâî pccp(f2) = h(p).

Òåîðåìà 3.3.2 Ñóùåñòâóåò 2-õ ðàóíäîâûé äåòåðìèíèðîâàííûé ïðîòî-
êîë φ, âû÷èñëÿþùèé áóëåâó ôóíêöèþ f2 òàêîé, ÷òî

Cφ(n) ≤ 2 log n+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.Êîíñòðóêöèÿ êîììóíèêàöèîííîãî ïðîòîêîëà φ ïðî-
ñòà.

Ïóñòü x, y � ýòî âõîäíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîòîêîëà φ.
Ïåðâûé ðàóíä. Âû÷èñëèòåëü P0 ïîñûëàåò âû÷èñëèòåëþ P1 íîìåð mi

i-îãî áèòà âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x, ðàâíîãî åäèíèöå, åñëè x ∈ Z1.
Âû÷èñëèòåëü P0 ïîñûëàåò âû÷èñëèòåëþ P1 ñîîòâåòñâóþùåå ñîîáùåíèå
m0 åñëè x 6∈ Z1.

Âòîðîé ðàóíä. Âû÷èñëèòåëü P1, ïîëó÷èâ ñîîáùåíèå mi îò âû÷èñëè-
òåëÿ P0, ëèáî âûäàåò îòâåò ñàì (â ñëó÷àå i 6= 0, à òàêæå â ñëó÷àå i = 0 è
y 6∈ Z1), ëèáî ïåðåäàåò âû÷èñëèòåëþ P0 ñîîáùåíèå mi, åñëè y ∈ Z1. 2

Îïèøåì âåðîÿòíîñòíûé îäíîñòîðîííèé ïðîòîêîë Φ, âû÷èñëÿþùèé
ôóíêöèþ f2.

Åñëè x ∈ Z1, x = x(i), i ∈ {1, 2, . . . , n} òîãäà ïðîòîêîë Φ ôóíêöèîíè-
ðóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âû÷èñëèòåëü P0 ïîñûëàåò ñîîáùåíèå x ∈ Z1

è ñîîáùåíèå i âû÷èñëèòåëþ P1. Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ýòîé èíôîðìàöèè âû-
÷èñëèòåëü P1 âûäàåò âåðíûé îòâåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

Åñëè x 6∈ Z1, òîãäà ïðîòîêîë Φ ôóíêöèîíèðóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî z = 2t, ãäå t � ýòî öåëîå ÷èñëî (äàííûé
ïðîòîêîë ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà îáùèé ñëó÷àé).

Âû÷èñëèòåëü P0 äåëèò âõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x íà z ðàâíûõ
÷àñòåé äëèíû n/z êàæäàÿ.Çàòåì âû÷èñëèòåëü P0 ðàâíîâåðîÿòíî âûáè-
ðàåò îäíó èç ÷àñòåé x(j), j ∈ {1, 2,. . . ,z} âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x è
ïîñûëàåò âû÷èñëèòåëþ P1 ñîîáùåíèå, ñîäåðæàùåå èíôîðìàöèþ x 6∈ Z1,
÷èñëî j è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü x(j).

Âû÷èñëèòåëü P1 ôóíêöèîíèðóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì. P1 ïðîâåðÿåò
ñâîþ âõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y.

Åñëè y 6∈ Z1,òîãäà P1 âûäàåò ïðàâèëüíûé îòâåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.
Åñëè y ∈ Z1, y = y(i), i ∈ {1, 2, ..., n}, x(j) ñîäåðæèò i-ûé áèò â îáùåé

íóìåðàöèè áèòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x è ýòîò áèò ðàâåí 1, òîãäà âû÷èñ-
ëèòåëü P1 âûäàåò îòâåò b = 1, èíà÷å ñ âåðîÿòíîñòüþ q = 1/2− 1/(4z − 2)
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âû÷èñëèòåëü P1 âûäàåò îòâåò b = 1, à ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− q âûäàåò îòâåò
b = 0.

Èç îïèñàíèÿ ïðîòîêîëà Φ èìååì

Pr(Φ outputs b = 1 when f2(x, y) = 1) ≥ 1/z+(1−1/z)q = 1/2+1/(4z−2),

P r(Φ outputs b = 0 when f2(x, y) = 0) ≥ 1− q = 1/2 + 1/(4z − 2).

Î÷åâèäíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî.

Ñâîéñòâî 3.3.3 Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f2, äëÿ p = 1/2 + 1/(4z − 2) âû-
ïîëíÿåòñÿ

PCp(f2, n) ≤ n/z + log z + 2.

Òåîðåìà 3.3.3 Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f2, äëÿ p = 1/2 âûïîëíÿåòñÿ

log n− log log n− 1 ≤ PCp(f2) ≤ log n + 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðõíÿÿ îöåíêà òåîðåìû ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 3.3.3
äëÿ ñëó÷àÿ z = n. Â äàííîì ñëó÷àå ÷àñòü xi âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
x � òðèâèàëüíà è ðàâíà â òî÷íîñòè i-ìó áèòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x.

Èç òåîðåìû 3.5 è ñâîéñòâà 3.3.2 ñëåäóåò íèæíÿÿ îöåíêà. 2

Òåîðåìà 3.3.3 ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.

• Îöåíêà òåîðåìû 3.5 � òî÷íà.

• Ïðèìåíåíèå íèæíèõ îöåíîê òåîðåì ??, 3.3 ñîâìåñòíî ñî ñâîéñòâîì 3.3.2
ïîêàçûâàåò, ÷òî îöåíêà òåîðåìû 3.5 ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé â äàííîì
ñëó÷àå.

Òåîðåìà 3.3.4 Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f2, äëÿ êîíñòàíòû z ≥ 1, äëÿ
p = 1/2 + 1/(4z − 2) âûïîëíÿåòñÿ

n(1− h(p))− 1 ≤ PCp(f2) ≤ n/z + log z + 2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðõíÿÿ îöåíêà äîêàçàíà â ñâîéñòâå 3.3.3.
Èç ñâîéñòâà 3.3.2 èìååì, ÷òî pccp(f2) = h(p). Èç òåîðåìû ?? ñëåäóåò

íèæíÿÿ îöåíêà. 2

Òåîðåìà 3.3.4 ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.

• Îöåíêà òåîðåìû ?? òî÷íà.

• Ïðèìåíåíèå íèæíèõ îöåíîê òåîðåì 3.5, 3.3 ñîâìåñòíî ñî ñâîéñòâîì 3.3.2
ïîêàçûâàþò, ÷òî îöåíêà òåîðåìû ?? ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé â äàííîì
ñëó÷àå.

Äàëåå â óòâåðæäåíèè 3.3.2 äîêàçûâàåòñÿ çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòíîé
îäíîñòîðîííåé êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòè îò âåëè÷èíû íàäåæíîñòè
âåðîÿòíîñòíîãî âû÷èñëåíèÿ. Ðåçóëüòàò òàêîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ðå-
çóëüòàòàì ïîäîáíîãî ðîäà äëÿ êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòè áóëåâûõ
ôóíêöèé.

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {f(x, y) : x, y ∈ {0, 1}n} åäèíîîáðàçíî îïðå-
äåëÿåìûõ ôóíêöèé, ÷èñåë p, p′ ∈ [0, 1], áóäåì ïèñàòü PCp(f) < PCp′(f),
åñëè äëÿ íåêîòîðîãî n0, äëÿ âñåõ n ≥ n0 âûïîëíÿåòñÿ PCp(f, n) < PCp′(f, n).

Ñëåäñòâèå 3.3.1 Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f2, äëÿ ÷èñëà t ≥ 2, äëÿ z(t, n) =
dn1/te, p(t, n) = 1/2 + 1/(4z(t, n)− 2) âûïîëíÿåòñÿ

O(n(1−2/t)) ≤ PCp(t,n)(f2) ≤ O(n(1−1/t)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðõíÿÿ îöåíêà ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.3.4.
Íèæíÿÿ îöåíêà. Â ñèëó ñâîéñòâà 3.3.2 ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ñëåä-

ñòâèå ?? (ñòð. ??) ýíòðîïèéíîé îöåíêè (òåîðåìû ??).

PCp(t,n)(f2) ≥ O(n/(4z(t, n)− 2)2) = O(n(1−2/t)).

2

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé {f} è äëÿ ôóíêöèé p(n), p′(n) ∈
{0, 1}, áóäåì ïèñàòü PCp(n)(f) ≺ PCp′(n)(f), åñëè PCp(n)(f, n)/PCp′(n)(f, n)→
0, ïðè n→∞.
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Ñëåäñòâèå 3.3.2 Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë
2 < t1 < t2 < · · · < ti < · · · òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî i ≥ 1 âûïîëíÿåòñÿ

PCp(ti,n)(f2) ≺ PCp(ti+1,n)(f2).

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè ïàðàãðàôà ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ôóíêöèé {f g1 (x, y) : x, y ∈ {0, 1}n} è {f g2 (x, y) : x, y ∈ {0, 1}n},
êîòîðûå äåìîíñòðèðóþò íåîæèäàííûé ôàêò. Äåòåðìèíèðîâàííî ôóíê-
öèè f g1 (x, y) ñëîæíåå ôóíêöèé f g2 (x, y), à âåðîÿòíîñòíî � íàîáîðîò ôóíê-
öèè f g2 (x, y) ñëîæíåå ôóíêöèé f g1 (x, y). Ýòîò ýêçîòè÷åñêèé ôàêò îáúÿñíÿ-
åòñÿ âëèÿíèåì êîììóíèêàöèîííîé õàðàêòåðèñòèêè ôóíêöèè íà âåëè÷èíó
âåðîÿòíîñòíîé êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòè.

Ïóñòü g : {1, 2, . . .} → {1, 2, . . .} � ýòî öåëî÷èñëåííàÿ ôóíêöèÿ, óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ òðåáîâàíèþ g(n) ≤ n äëÿ âñåõ n ≥ 1. Ïóñòü k(n) =
n− g(n).

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f g1 (x, y) ñëåäóþùèì îáðàçîì. f g1 (x, y) = 1 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = y è ïåðâûå g(n) áèòîâ x � íóëè. Ýòà ôóíêöèÿ
ïîäîáíà ôóíêöèè f1 è îáëàäàåò àíàëîãè÷íûìè ñ ôóíêöèåé f1 ñâîéñòâà-
ìè.

Ñâîéñòâî 3.3.4 Äëÿ ôóíêöèè f g1 (x, y) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíî-
øåíèÿ

1. ts(f g1 ) = 2k(n).

2. DC(f g1 ) = k(n).

3. dcc(f g1 ) = 2k(n)/k(n).

4. äëÿ ε ∈ (0, 1/2), äëÿ p = 1/2 + ε âûïîëíÿåòñÿ

log(k(n))− log log(1 + 1/ε)− 1 ≤ PCp(f
g
1 ) ≤ 4 log(k(n)).

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f g2 (x, y) ïîäîáíî ôóíêöèè f2(x, y) ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïóñòü Zg

1 = {x(i) ∈ Z1/i ∈ {1, 2, . . . , k(n)}}, è Sg = {0, 1}n × Zg
1

Ïîëîæèì

f g2 (x, y) =

{ ∨n
i=1 xi ∧ yi, åñëè x, y ∈ Sg

0, èíà÷å

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f g2 (x, y) âèäíî, ÷òî îíà îá-
ëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè ïîäîáíûìè ñâîéñòâàì ôóíêöèè f g2 (x, y)
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Ñâîéñòâî 3.3.5 Äëÿ k(n) = n− g(n), äëÿ ôóíêöèè f g2 ñïðàâåäëèâû ñëå-
äóþùèå ñîîòíîøåíèÿ.

1. ts(f g2 ) = k(n).

2. DC(f g2 ) = k(n).

3. dcc(f g2 ) = 1,

4. Äëÿ p ∈ (1/2, 1) âûïîëíÿåòñÿ pccp(f
g
2 ) = h(p).

5. äëÿ p = 1/2 âûïîëíÿåòñÿ

log k(n)− log log k(n)− 1 ≤ PCp(f
g
2 ) ≤ 2 log k(n) + 1.

6. Äëÿ z ≥ 2, äëÿ p = 1/2 + 1/(4z − 2) âûïîëíÿåòñÿ

k(n)(1− h(p))− 1 ≤ PCp(f
g
2 ) ≤ k(n)/z + log z + 2.

7. Ñóùåñòâóåò 2-ðàóíäîâûé äåòåðìèíèðîâàííûé ïðîòîêîë φ, âû÷èñ-
ëÿþùèé ôóíêöèþ f g2 , òàêîé, ÷òî

Cφ(n) ≤ 2 log k(n) + 1.

Èç ñâîéñòâ 3.3.4 è 3.3.5 ñëåäóþò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.3.5 Äëÿ öåëî÷èñëåííûõ ôóíêöèé g(n) = n−dn1/4e è g′(n) =
n− dn1/2e âûïîëíÿåòñÿ

DC(f g2 ) ≺ DC(f g
′

1 ),

íî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî p ∈ (1/2, 1) âûïîëíÿåòñÿ

PCp(f
g
2 )0 � PCp(f

g′

1 ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ k(n) = n − g(n) = dn1/4e è k′(n) = n − g′(n) =
dn1/2e èìååì

1. DC(f g2 ) = k(n).
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2. Äëÿ z ≥ 2, äëÿ p = 1/2 + 1/(4z − 2) âûïîëíÿåòñÿ

k(n)(1− h(p))− 1 ≤ PCp(f
g
2 ) ≤ k(n)/z + log z + 2.

Äàëåå

1. DC(f g
′

1 ) = k′(n).

2. Äëÿ ε ∈ (0, 1/2), äëÿ p = 1/2 + ε âûïîëíÿåòñÿ

log(k′(n))− log log(1 + 1/ε)− 1 ≤ PCp(f
g′

1 ) ≤ 4 log(k′(n)).

2

3.4 Âåðîÿòíîñòíàÿ ñëîæíîñòü ïî÷òè âñåõ ôóíê-

öèé

Îáîçíà÷èì F(n, n) ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò 2n ïåðåìåí-
íûõ. Ïóñòü E � ýòî íåêîòîðîå ñâîéñòâî ôóíêöèé èç F(n, n). Îáîçíà÷èì
FE(n, n) ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé èç F(n, n), íå îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì
E.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïî÷òè âñå ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà F(n, n) îáëà-
äàþò ñâîéñòâîì E, åñëè

|FE(n, n)|
|F(n, n)|

→ 0 (ïðè n→∞).

Ëåììà 3.4.1 Ïî÷òè âñå ôóíêöèè èç F(n, n) îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè.

1. DC(f) = n.

2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî θ ∈ (0, 1) âûïîëíÿåòñÿ n ≤ ts(f) < (2 + θ)n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü N = 2n. Îáîçíà÷èì M(N × N) ìíîæåñòâî
N ×N áóëåâûõ ìàòðèö.
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1. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïî÷òè âñå ìàòðèöû èç ìíîæåñòâà M(N×
N) èìåþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ñòðîêè. Ïóñòü â ìíîæåñòâå M(N ×
N) çàäàíî ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé. Ïóñòü M ∈
M(N × N) � ýòî ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ i, j ∈ {1, 2, ..., N}, i 6= j, âûïîëíÿåòñÿ.

Pr(â ìàòðèö M ñòðîêà i ðàâåí ñòðîêå j) = 2−N ,

P r(cóùåñòâóåò äâå îäèíàêîâûå ñòðîêè â ìàòðèöåM) ≤ C2
N2−N .

2. Òàê êàê äëÿ ïî÷òè âñåõ ôóíêöèé DC(f) = n, òî äëÿ ïî÷òè âñåõ
ôóíêöèé ñïðàâåäëèâî n ≤ ts(f).

Äàëåå âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå θ ∈ (0, 1), ïóñòü t = (2 + θ)n. Äîñòà-
òî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñå ìàòðèöû èç M(N × N) èìåþò
N × t ïîäìàòðèöû M (t) ñ N ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ñòðîêàìè.

Ïóñòü M ∈ M(N × N) � ýòî ñëó÷àéíàÿ ìàòðèöà. Ïóñòü M
(t)
1 �

ïîäìàòðèöà ìàòðèöû M , îáðàçîâàííàÿ N ñòðîêàìè è ïåðâûìè t
ñòîëáöàìè. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ i, j ∈ {1, 2, ..., N}, i 6= j, âûïîëíÿ-
åòñÿ.

Pr(â ìàòðèöå M
(t)
1 ñòðîêà i ðàâíà ñòðîêå j) = 2−t,

P r (íå ìåíåå, ÷åì äâå ñòðîêè â ìàòðèöå M
(t)
1

ñîâïàäàþò) ≤ C2
N2−t < N22−t.

2

Çàìå÷àíèå Èñïîëüçóÿ áîëåå òî÷íûé ñ÷åò, ìîæíî óòî÷íèòü çíà÷åíèå
êîíñòàíòû (2 + θ). Íî äëÿ äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ íàì äîñòàòî÷-
íî äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî âîïðîñ î ìîùíîñòè (äëèíå)
ìèíèìàëüíîãî òåñòà äëÿ ïî÷òè âñåõ òàáëèö èññëåäîâàëñÿ ïîäðîáíî ðàç-
ëè÷íûìè àâòîðàìè. Â êíèãå [86] ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû (ñ ñîîòâåòñâóþ-
ùèìè ññûëêàìè) î ìîùíîñòè ìèíèìàëüíûõ òåñòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ
òàáëèö.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç ëåììû 3.4.1 è èç ñëåäñòâèÿ 3 òåîðåìû ?? ìû
èìååì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
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Òåîðåìà 3.4.1 Äëÿ ïî÷òè âñåõ ôóíêöèé èç F(n, n), äëÿ er(n) → 0,
p(n) = 1− er(n) âûïîëíÿåòñÿ

PCp(n)(f, n) ≥ n−O(n er(n) log er(n)−1)

ßî [84] Äîêàçàë, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ ôóíêöèé èç F(n, n), äëÿ ïðîèç-
âîëüíîé ôèêñèðîâàííîé êîíñòàíòû ε ∈ (0, 1/2), äëÿ p = 1/2 + ε âûïîë-
íÿåòñÿ

PCp(n)(f, n) ≥ n− log n− 2.

Îöåíêà òåîðåìû 3.4.1 ïðè en(n) ≺ 1/n òî÷íåå îöåíêè ßî.
Îöåíêà òåîðåìû 3.4.1 íà ïîðÿäîê òî÷íåå îöåíêè ßî ïðè ïåðåõîäå ê

ðàññìîòðåíèþ êîììóíèêàöèîííîé ðàçìåðíîñòè âìåñòî êîììóíèêàöèîí-
íîé ñëîæíîñòè.
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