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НЕРАВЕНСТВА ТИПА ХАРДИ В ОБЛАСТЯХ С
ОГРАНИЧЕННЫМ ВНУТРЕННИМ РАДИУСОМ

Пусть Ω – открытое собственное подмножество Rn, C1
0 (Ω)

– пространство непрерывно дифференцируемых функций с
компактным носителем в Ω и δ = δ(x) = dist(x, ∂Ω) – функция
расстояния до границы области. Ф.Г. Авхадиев в статье
[1] доказал следующее утверждение: пусть Ω – открытое
множество в Rn, Ω 6= Rn. Если 1 ≤ p < ∞ и n < s < ∞,
то ∫

Ω

|f |p

δs
dx ≤

(
p

s− n

)p ∫
Ω

|∇f |p

δs−p
dx ∀f ∈ C1

0 (Ω), (1)

причем постоянная pp(s − n)−p является точной для ряда
областей Ω.

Неравенство (1) является прямым аналогом классического
одномерного неравенства типа Харди (см. [2]).

Используя методы статьи [1], мы доказали аналог
неравенства (1) в том случае, когда s < n и Ω ⊂ Rn является
произвольной областью с конечным внутренним радиусом
δ0(Ω), где

δ0(Ω) := sup{δ(x,Ω) : x ∈ Ω}.

А именно, доказали следующую теорему.

Теорема 1. Пусть Ω ⊂ Rn – произвольное открытое
множество, причем δ0(Ω) < ∞, и пусть p ∈ [1,+∞) и
l ∈ [1, p]. Тогда для любого s ∈ (−∞, n) и для любой функции
f ∈ C1

0 (Ω) имеет место неравенство

∫
Ω

|f |p

δs
dx ≤

(
pδn−s

0

n− s

)l ∫
Ω

|f |p−l|∇f |l

δs+l(n−1−s)
dx. (2)

В случае, когда Ω – выпуклая область в Rn, имеет место
следующий результат.
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Теорема 2. Пусть Ω ⊂ Rn – открытое множество,
компоненты которого являются выпуклыми множествами,
с конечным внутренним радиусом δ0(Ω), и пусть δ :=
dist(x, ∂Ω). Если 1 ≤ p <∞ и −∞ < s < 1, то∫

Ω

|f |p

δs
dx ≤

(
p

1− s

)p

δ0(Ω)p(1−s)
∫
Ω

|∇f |p

δs−sp
dx ∀f ∈ C1

0 (Ω). (3)

Причем, константа неравенства (3) при p = 1 является точной.
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