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Ãëàâà 1

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

� 1. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Áàçèñ, ðàçìåðíîñòü,
êîîðäèíàòû

Îïðåäåëåíèå 1. Ëèíåéíûì (èëè âåêòîðíûì) ïðîñòðàíñòâîì
íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî V , ñíàáæåííîå îïåðàöèÿìè ¾ñëî-
æåíèÿ¿ (+) è ¾óìíîæåíèÿ¿ (·) íà ýëåìåíòû F , ïðè÷¼ì âûïîëíÿþòñÿ
àêñèîìû:

1) (a+ b) + c = a+ (b+ c),
2) a+ b = b+ a,
3) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 0 ∈ V , òàêîé, ÷òî: a+0=a ∀a ∈ V,
4) ∀a ∈ V ∃b ∈ V : a+ b = 0 (b = −a, a = −b),
5) λ(a+ b) = λa+ λb (λ, µ ∈ F ),
6) (λ+ µ)a = λa+ µa,
7) λ(µa) = (λµ)a,
8) 1a = a, 1 ∈ F.
Êàê âèäíî èç çàïèñè àêñèîì, çíàê óìíîæåíèÿ îáû÷íî îïóñêàåòñÿ.

Ýëåìåíòû V íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè, ýëåìåíòû F � ñêàëÿðàìè, èëè
ïðîñòî ÷èñëàìè.

Íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç àêñèîì (λ ∈ F ; a, b ∈ V ):
1) λ0 = 0 (0 ∈ V ),
2) λ(−a) = −λa,
3) λ(a− b) = λa− λb (ïîëàãàåì, ÷òî a− b = a+ (−b)),
4) 0a = 0 (ñëåâà 0 ∈ F , ñïðàâà 0 ∈ V )

Îïðåäåëåíèå 2. Âåêòîðû a1, . . . , an ëèíåéíî çàâèñèìû, åñëè ñó-
ùåñòâóþò ÷èñëà α1, . . . , αn, íå âñå ðàâíûå íóëþ, òàêèå, ÷òî

α1a1 + . . .+ αnan = 0.

Èç îïðåäåëåíèÿ 2 íåìåäëåííî âûòåêàåò óñëîâèå ïîëåçíîå äëÿ ïðî-
âåðêè ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè:

Çàìå÷àíèå 1. Âåêòîðû a1, . . . , an ëèíåéíî íåçàâèñèìû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà

α1a1 + . . .+ αnan = 0 ⇒ α1 = . . . = αn = 0.
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Îïðåäåëåíèå 3. Âåêòîð b íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
âåêòîðîâ a1, . . . , an, åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà α1, . . . , αn, òàêèå, ÷òî

b = α1a1 + . . .+ αnan.

Ñâîéñòâà ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè:

1. Ñèñòåìà n ≥ 2 âåêòîðîâ ëèíåéíî çàâèñèìà ⇔ îäèí èç âåêòîðîâ
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ âåêòîðîâ.

2. Ñèñòåìà âåêòîðîâ, ñîäåðæàùàÿ ëèíåéíî çàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó,
ëèíåéíî çàâèñèìà.

Çàìåòèì, ÷òî, ãîâîðÿ î ñèñòåìå âåêòîðîâ, ìû âñåãäà èìååì ââè-
äó óïîðÿäî÷åííûé íàáîð âåêòîðîâ, â êîòîðîì åñòü ïåðâûé âåêòîð,
âòîðîé è ò. ä. Ìåíÿÿ ïîðÿäîê âåêòîðîâ, ïîëó÷èì íîâóþ ñèñòåìó âåê-
òîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 4. Êîíå÷íàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, . . . , an ëèíåéíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ áàçèñîì V , åñëè

1) âåêòîðû a1, . . . , an ëèíåéíî íåçàâèñèìû,

2) ëþáîé âåêòîð b ∈ V ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ
a1, . . . , an.

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé áàçèñ,
íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íîìåðíûì.

Äîêàæåì, ÷òî áàçèñû êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ñî-
äåðæàò îäèíàêîâîå ÷èñëî âåêòîðîâ. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ

Ëåììà 1. Åñëè a1, . . . , an � áàçèñ, òî ëþáàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ
b1, . . . , bm, â êîòîðîé m > n, ëèíåéíî çàâèñèìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ áàçèñà âåê-
òîðû âòîðîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè áàçèñíûõ
âåêòîðîâ:

bi = αi1a1 + . . .+ αinan, i = 1, . . . ,m.

Î÷åâèäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâó

β1b1+. . .+βmbm = (α11β1+. . .+αm1βm)a1+. . .+(α1nβ1+. . .+αmnβm)an.

Ðàâåíñòâî β1b1 + . . .+ βmbm = 0 ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå ðàâåíñòâ

α11β1 + . . .+ αm1βm = 0,
· · · · · · · · · · · · ·
α1nβ1 + . . .+ αmnβm = 0.

(1)

Áóäåì ñìîòðåòü íà ñîîòíîøåíèÿ (1), êàê íà ñèñòåìó ëèíåéíûõ îä-
íîðîäíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ β1, . . . , βm. ×èñëî
íåèçâåñòíûõ áîëüøå ÷èñëà óðàâíåíèé, ïîýòîìó ñèñòåìà (1) èìååò
íåíóëåâîå ðåøåíèå β0

1 , . . . , β
0
m, ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ íåòðèâèàëü-

íàÿ (ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ åñòü íåíóëåâûå) ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
β0
1b1 + . . .+ β0

mbm = 0. �
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Òåîðåìà 1. Âñå áàçèñû êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ñîäåðæàò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü a1, . . . , an è b1, · · · , bm � áàçè-
ñû. Äîïóñòèì, íàïðèìåð, ÷òî m > n. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 1 âòîðàÿ
ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî çàâèñèìà � ïðîòèâîðå÷èå. �

Îïðåäåëåíèå 5. Ðàçìåðíîñòüþ êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà V
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî âåêòîðîâ â (ëþáîì!) åãî áàçèñå. Îáîçíà÷åíèå ðàç-
ìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà: dimV .

Ëåììà 2. Ñèñòåìà âåêòîðîâ a1 6= 0, a2 . . . , an ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìà ⇔ íè îäèí èç âåêòîðîâ íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
ïðåäûäóùèõ âåêòîðîâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.⇒ Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî ââèäó ñâîéñòâà
2 ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè.
⇐ Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ α1a1+ . . .+αnan = 0. Ïóñòü k � íàèáîëüøèé íîìåð, äëÿ
êîòîðîãî αk 6= 0. Òîãäà èìååì ðàâåíñòâî α1a1+ . . .+αkak = 0, îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð ak ìîæíî âûðàçèòü êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ
âåêòîðîâ ñ ìåíüøèìè íîìåðàìè � ïðîòèâîðå÷èå. �

Òåîðåìà 2. Ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà a1, . . . , ak âåêòî-
ðîâ êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ëèáî ÿâëÿåòñÿ áàçè-
ñîì, ëèáî ìîæåò áûòü äîïîëíåíà äî áàçèñà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ëþáîé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a1, . . . , ak, òî ýòè âåêòîðû ïî
îïðåäåëåíèþ îáðàçóþò áàçèñ. Åñëè æå ñóùåñòâóåò âåêòîð, íå ÿâëÿ-
þùèéñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äàííûõ âåêòîðîâ, òî îáîçíà÷èì ýòîò
âåêòîð ÷åðåç ak+1 è ðàññìîòðèì ñèñòåìó a1, . . . , ak, ak+1. Èñõîäíàÿ ñè-
ñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìà, ïîýòîìó a1 6= 0 è ëþáîé èç ñëå-
äóþùèõ âåêòîðîâ, âêëþ÷àÿ ak, íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
ïðåäûäóùèõ âåêòîðîâ. Òî æå âåðíî äëÿ äîáàâëåííîãî âåêòîðà ak+1.
Ñîãëàñíî ëåììå 2 ðàñøèðåííàÿ ñèñòåìà k+1 âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìà. Ðàññóæäàÿ äàëåå àíàëîãè÷íî, íà íåêîòîðîì øàãå ïîëó÷èì
áàçèñ ïðîñòðàíñòâà. �

Ñëåäñòâèå 1. Ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà a1, . . . , ak òîãäà è
òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà V , êîãäà ïðè ëþáîì
b ∈ V ñèñòåìà a1, . . . , ak, b ëèíåéíî çàâèñèìà. �1)

Ââèäó ñëåäñòâèÿ 1, ìîæíî äàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå áàçèñà,
ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèþ 4:

Îïðåäåëåíèå 6. Áàçèñîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ
ëþáàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïî ÷èñëó âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà
âåêòîðîâ.

1)Ñèìâîë � â êîíöå óòâåðæäåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ðåêîìåíäóåòñÿ ïðîâå-
ñòè ñàìîñòîÿòåëüíî.
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Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå V çàäàí áàçèñ e = (e1, e2, . . . , en). Ëþáîé
âåêòîð a ∈ V ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè:

a = α1e1 + α2e2 + . . .+ αnen. (2)

Êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè â (2) íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòà-
ìè âåêòîðà a â áàçèñå e.

Òåîðåìà 3. Êîîðäèíàòû âåêòîðà â ôèêñèðîâàííîì áàçèñå îïðå-
äåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ a åñòü îòëè÷íîå
îò (2) ïðåäñòàâëåíèå: a = α′1e1+α

′
2e2+ . . .+α

′
nen. Âû÷èòàÿ ýòî ðàâåí-

ñòâî èç (2), ïîëó÷èì íåòðèâèàëüíóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ, ðàâíóþ íóëåâîìó âåêòîðó, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ
áàçèñà. �
Ïðèìåð 1. Â àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñòîëáöîâ F n áàçèñîì ÿâ-
ëÿåòñÿ ëþáàÿ ñèñòåìà n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ. Â ÷àñòíîñòè,
ñèñòåìà ei, i = 1, . . . , n, ãäå ñòîëáåö ei ñîäåðæèò åäèíèöó íà i-ì ìåñòå
è íóëè íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ, íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì áàçèñîì.

Ïðèìåð 2. Ìíîæåñòâî Mn(F ) ìàòðèö ïîðÿäêà n íàä ïîëåì F ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî èçâåñòíûõ îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ ìàòðèö è óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ÷èñëî èç F . Ëåãêî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî áàçèñîì, ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, íàáîð ìàòðè÷íûõ åäèíèö Eij.
Â ìàòðèöå Eij íà ìåñòå (i, j) ñòîèò åäèíèöà, à íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ
íóëè. ßñíî, ÷òî dimMn(F ) = n2.

Ïðèìåð 3. Ìíîæåñòâî R[x]n âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ îò x ñòåïå-
íè ≤ n ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî èçâåñòíûõ
îïåðàöèé ñëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ è óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà íà âåùå-
ñòâåííîå ÷èñëî. Ïðèìåð áàçèñà � íàáîð ìíîãî÷ëåíîâ 1, x, . . . , xn. Ðàç-
ìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà n+ 1.

Ïðèìåð 4. Ïðîñòðàíñòâî R[x] âñåõ âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ îò x
áåñêîíå÷íîìåðíî.

Ïðèìåð 5.Ìíîæåñòâî F∞ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ñòðîê)
íàä ïîëåì F ñ ïîêîìïîíåíòíûì ñëîæåíèåì è ïîêîìïîíåíòíûì óìíî-
æåíèåì íà ÷èñëà èç F ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì.

� 2. Ïîäïðîñòðàíñòâà. Ïåðåñå÷åíèå è ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ

Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F .

Îïðåäåëåíèå 1. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ L ⊆ V íàçû-
âàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, åñëè îíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ
âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ íà ÷èñëà èç F , ò. å. åñëè äëÿ ëþáûõ
a, b ∈ L, λ ∈ F

a+ b, λa ∈ L. (1)

Ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ
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Ïðåäëîæåíèå 1. Ïîäïðîñòðàíñòâî åñòü òàêîå ìíîæåñòâî
âåêòîðîâ, êîòîðîå âìåñòå ñ ëþáûì íàáîðîì âåêòîðîâ a1, . . . , ak
ñîäåðæèò ëþáóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ α1a1 + · · · + αkak ýòèõ
âåêòîðîâ. �

Ïîäïðîñòðàíñòâî, êîíå÷íî, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.
Çàìåòèì, ÷òî âñÿêîå ïðîñòðàíñòâî ñîäåðæèò íóëåâîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî, ñîäåðæàùåå ëèøü âåêòîð 0. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ òåì æå çíà÷êîì 0
è ïî îïðåäåëåíèþ èìååò íóëåâóþ ðàçìåðíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 2. Ëèíåéíîé îáîëî÷êîé âåêòîðîâ a1, . . . , ak íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî 〈a1, . . . , ak〉 âñåâîçìîæíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
ýòèõ âåêòîðîâ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà åñòü ïîäïðî-
ñòðàíñòâî.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ñèñòåìà a1, . . . , ak ëèíåéíî íåçàâèñèìà,
òî îíà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ñâîåé ëèíåéíîé îáîëî÷êè, ñëåäîâàòåëüíî,
dim〈a1, . . . , ak〉 = k. Åñëè ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìà, òî â íåé ìîæíî
âûäåëèòü ìàêñèìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó, êîòîðàÿ
áóäåò áàçèñîì. Â ýòîì ñëó÷àå dim〈a1, . . . , ak〉 < k.

Ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ L1, . . . , Lk ïðîñòðàíñòâà V ñîñòîèò
èç âåêòîðîâ, âõîäÿùèõ âî âñå ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ L1, . . . , Lk åñòü ìíîæå-
ñòâî âåêòîðîâ, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

a = a1 + · · ·+ ak, ai ∈ Li (i = 1, . . . , k).

Îáîçíà÷åíèå: L1 + · · ·+ Lk.

Òåîðåìà 1. (Ôîðìóëà Ãðàññìàíà). Äëÿ ëþáûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
L,M ⊆ V ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

dim(L+M) = dimL+ dimM − dim(L ∩M). (2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü L èM èìåþò íåíóëåâîå ïåðåñå÷åíèå
è a1, . . . , ak � áàçèñ L ∩M . Äîïîëíèì åãî äâóìÿ ñïîñîáàìè:

a1, . . . , ak, b1, . . . , bp � áàçèñ L,

a1, . . . , ak, c1, . . . , cq � áàçèñ M.

Ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå ýòèõ áàçèñîâ:

a1, . . . , ak, b1, . . . , bp, c1, . . . , cq. (3)

Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî 〈a1, . . . , ak, b1, . . . , bp, c1, . . . , cq〉 = L+M . Òåïåðü
äîêàæåì, ÷òî âåêòîðû (3) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ëè-
íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

α1a1 + · · ·+ αkak + β1b1 + · · ·+ βpbp + γ1c1 + · · ·+ γqcq = 0. (4)
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Âåêòîð x = α1a1 + · · · + αkak + β1b1 + · · · + βpbp ëåæèò â L, âåêòîð
y = γ1c1 + · · · + γqcq ëåæèò â M , íî x = −y, ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ M .
Çíà÷èò, âåêòîð x ∈ L ∩M è ïðåäñòàâèì â âèäå x = δ1a1 + · · ·+ δkak.
Âû÷èòàÿ âòîðîå âûðàæåíèå äëÿ x èç ïåðâîãî, ïîëó÷èì:

0 = (α1 − δ1)a1 + · · ·+ (αk − δk)ak + β1b1 + · · ·+ βpbp.

Âñå êîýôôèöèåíòû ýòîé êîìáèíàöèè ðàâíû íóëþ, â ÷àñòíîñòè,

β1 = . . . = βp = 0.

Ó÷èòûâàÿ ýòî, èç ðàâåíñòâà (4) ïîëó÷àåì:

α1a1 + · · ·+ αkak + γ1c1 + · · ·+ γqcq = 0,

îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

α1 = . . . = αk = γ1 = . . . = γq = 0.

Èòàê, âñå êîýôôèöèåíòû â (4) ðàâíû íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî (ñì. çàìå-
÷àíèå 1 íà ñ. 4), âåêòîðû (3) ëèíåéíî íåçàâèñèìû è îáðàçóþò áàçèñ
L+M . Ïîäâåä¼ì èòîã:

dim(L+M) = k + p+ q = (k + p) + (k + q)− k =

= dimL+ dimM − dim(L ∩M).

Åñëè L ∩M = 0, òî dim(L ∩M) = 0 è äîêàçàòåëüñòâî óïðîùàåò-
ñÿ: îáúåäèíåíèå áàçèñîâ L è M îêàçûâàåòñÿ áàçèñîì ñóììû L +M ,
ôîðìóëà (2) îñòà¼òñÿ âåðíîé. �

� 3. Ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ

Ðàññìîòðèì ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ L1, . . . , Lk ïðîñòðàíñòâà V è
îáúåäèíåíèå áàçèñîâ ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ:

e11, . . . , e1n1, . . . , ek1, . . . , eknk, (1)

ãäå ni = dimLi, i = 1, . . . , k. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñèñòåìû (1) ñîâïà-
äàåò ñ ñóììîé L1 + · · ·+ Lk, à å¼ ðàçìåðíîñòü (çàìå÷àíèå 2.1 íà ñ. 8)
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

dim(L1 + · · ·+ Lk) ≤ dimL1 + · · ·+ dimLk. (2)

Îïðåäåëåíèå 1. Ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ L1+· · ·+Lk íàçûâàåòñÿ
ïðÿìîé, åñëè

dim(L1 + · · ·+ Lk) = dimL1 + · · ·+ dimLk,

ò. å â íåðàâåíñòâå (2) äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî.

Òåîðåìà 1. Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñóììû L1 + · · · + Lk ðàâíî-
ñèëüíû:
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1) ñóììà L1 + · · ·+ Lk � ïðÿìàÿ;

2) îáúåäèíåíèå áàçèñîâ ïîäïðîñòðàíñòâ L1, . . . , Lk ÿâëÿåòñÿ áàçè-
ñîì ñóììû L1 + · · ·+ Lk;

3) ëþáûå íåíóëåâûå âåêòîðû ai ∈ Li, i = 1, . . . , k ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìû;

4) a1 + · · ·+ ak = 0 (ai ∈ Li) ⇒ a1 = · · · = ak = 0;

5) ïðåäñòàâëåíèå a = a1+· · ·+ak (ai ∈ Li, i = 1, . . . , k) åäèíñòâåííî
äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a ∈ L1 + · · ·+ Lk.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ýêâèâàëåíòíîñòü 1 ⇔ 2 äîêàçûâàåòñÿ
ïðèìåíåíèåì çàìå÷àíèÿ 1 (ñ. 8) ê ëèíåéíîé îáîëî÷êå ñèñòåìû (1).

2 ⇒ 3. Ïîäñòàâèâ â ðàâåíñòâî α1a1 + · · · + αkak = 0 âìåñòî êàæäîãî
ai åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå (íåòðèâèàëüíîé) ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
áàçèñíûõ âåêòîðîâ Li, ïîëó÷èì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ (1):

α1β11e11 + · · ·+ α1β1n1e1n1 + · · ·+ αkβk1ek1 + · · ·+ αkβknkeknk = 0.

Âåêòîðû (1) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ñëåäîâàòåëüíî, âñå êîýôôèöèåí-
òû ýòîé êîìáèíàöèè ðàâíû 0. Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî αi ñóùåñòâóåò
βil 6= 0, òî ïîëó÷àåì: α1 = · · · = αk = 0. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1 (ñ. 4),
âåêòîðû ai ∈ Li, i = 1, . . . , k ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

3⇒ 2. Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

3⇒ 4. Î÷åâèäíî.

4⇒ 5. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ L1 + · · ·+ Lk åñòü äâà âûðàæåíèÿ:

b = a1 + · · ·+ ak, b = a′1 + · · ·+ a′k (ai, a
′
i ∈ Li, i = 1, . . . , k).

Âû÷èòàÿ âòîðîå ðàâåíñòâî èç ïåðâîãî, ïîëó÷èì:

0 = (a1 − a′1) + · · ·+ (ak − a′k), ãäå (ai − a′i) ∈ Li.
Âñëåäñòâèå 4) îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ai = a′i, i = 1, . . . , k.

5 ⇒ 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåíóëåâûõ ai ∈ Li èìååòñÿ ðàâåíñòâî
α1a1 + · · · + αkak = 0. Â ýòîé ñóììå αiai ∈ Li. Äëÿ íóëåâîãî âåêòîðà
èìååòñÿ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñóììû k íóëåâûõ âåêòîðîâ è ýòî ïðåä-
ñòàâëåíèå åäèíñòâåííî, ïîýòîìó αiai = 0, à òàê êàê ai 6= 0, òî αi = 0
äëÿ âñåõ i. �

Ïðåäëîæåíèå 1. Ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ L èM ïðÿìàÿ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà L ∩M = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ôîðìóëû Ãðàññìàíà:

dim(L+M) = dimL+ dimM ⇔ dim(L ∩M) = 0 ⇔ L ∩M = 0. �

Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäëîæåíèåì 1 ìîæíî ïîäóìàòü, ÷òî ñóììà
L1 + · · · + Lk ïðÿìàÿ, åñëè Li ∩ Lj = 0 äëÿ ëþáûõ i, j = 1, . . . , k.
Îäíàêî ïðàâèëüíûì àíàëîãîì ïðåäëîæåíèÿ 1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå:
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Ïðåäëîæåíèå 2. Ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ L1 + · · · + Lk ÿâëÿ-
åòñÿ ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî èç
ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñ ñóììîé îñòàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñîäåð-
æèò ëèøü íóëåâîé âåêòîð. �

Åñëè ñóììà L1 + · · ·+ Lk ïðÿìàÿ, òî ïèøóò: L1 ⊕ · · · ⊕ Lk.

Ïðåäëîæåíèå 3. Äëÿ ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ïðîñòðàí-
ñòâà V ñóùåñòâóåò ïðÿìîå äîïîëíåíèå � òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî
M , ÷òî L⊕M = V .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü dimL = p, dimV = n (p < n). Äî-
ïîëíèì áàçèñ b1, . . . , bp ïðîñòðàíñòâà L äî áàçèñà b1, . . . , bp, bp+1, . . . , bn
ïðîñòðàíñòâà V . Ýòî âîçìîæíî ñîãëàñíî òåîðåìå 2 íà ñ. 6. Ïîëîæèì,
÷òî M = 〈bp+1, . . . , bn〉. Òîãäà L⊕M = V ñîãëàñíî ï. 2 òåîðåìû 2. �

Ïðèìåð 1. Ïóñòü Ln(F ), Dn(F ), Un(F ) � ïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåò-
ñòâåííî, íèæíèõ íèëüòðåóãîëüíûõ, äèàãîíàëüíûõ è âåðõíèõ íèëü-
òðåóãîëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n íàä ïîëåì F . Òîãäà

Mn(F ) = Ln(F )⊕Dn(F )⊕ Un(F ).

Ïðèìåð 2. Åñëè e1, e2, . . . , en � áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V , òî

V = 〈e1〉 ⊕ 〈e2〉 ⊕ · · · ⊕ 〈en〉.



Ãëàâà 2

Ëèíåéíûå îïåðàòîðû

� 1. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ. ßäðî è îáðàç ëèíåéíîãî
îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü V , W � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì F .

Îïðåäåëåíèå 1. Îòîáðàæåíèå ϕ : V → W íàçûâàåòñÿ ëèíåé-
íûì, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈ V, λ ∈ F âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b), ϕ(λa) = λϕ(a).

Èç îïðåäåëåíèÿ 1 ëåãêî âûâîäÿòñÿ ñâîéñòâà ëèíåéíîãî îòîáðàæå-
íèÿ:

Ñâîéñòâî 1. ϕ(0) = 0.

Ñâîéñòâî 2. ϕ(λ1a1 + · · ·+ λkak) = λ1ϕ(a1) + · · ·+ λkϕ(ak).

Ïðèìåð 1. Ëþáàÿ (m × n)-ìàòðèöà A íàä F çàäà¼ò îòîáðàæåíèå
ϕA : F n → Fm ïî ïðàâèëó ϕA(x) = Ax. Ýòî îòîáðàæåíèå ëèíåéíî,
ïîñêîëüêó ðàâåíñòâà

A(x+ y) = Ax+ Ay, A(λx) = λAx,

ñóòü èçâåñòíûå ñâîéñòâà äåéñòâèé ñ ìàòðèöàìè.

Ïðèìåð 2. Îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà Mn(F ) â îäíîìåðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî F , ñîïîñòàâëÿþùåå ìàòðèöå A ∈ Mn(F ) å¼ ñëåä trA ∈ F ,
ëèíåéíî: ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî tr(A+B) = trA+ trB, tr(λA) = λtrA.

Ïðèìåð 3. Îòîáðàæåíèå det :Mn(F )→ F íåëèíåéíî.

Îïðåäåëèì ÿäðî è îáðàç îòîáðàæåíèÿ ϕ : V → W :

Kerϕ = {a, ϕ(a) = 0} ⊆ V, Imϕ = {ϕ(a), a ∈ V } ⊆ W.

Ïðåäëîæåíèå 1. ßäðî è îáðàç ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î äëÿ Kerϕ îñòàâèì â âèäå ëåãêîãî
óïðàæíåíèÿ è ïåðåéäåì ê Imϕ. Äëÿ ëþáûõ ϕ(a1), . . . , ϕ(ak) ∈ Imϕ ïî
ñâîéñòâó 2 èìååì

λ1ϕ(a1) + . . .+ λkϕ(ak) = ϕ(λ1a1 + . . .+ λkak) ∈ Imϕ.

Ïîëó÷èëè, ÷òî ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âåêòîðîâ èç Imϕ ëåæàò â Imϕ,
çíà÷èò, Imϕ � ïîäïðîñòðàíñòâî (ñì. ïðåäëîæåíèå 1 íà ñ. 8). �
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Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè e1, . . . , en � áàçèñ V , òî

Imϕ = 〈ϕ(e1), . . . , ϕ(en)〉.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó Imϕ � ïîäïðîñòðàíñòâî, òî

〈ϕ(e1), . . . , ϕ(en)〉 ⊆ Imϕ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ïðåäñòàâëåíèÿ a = λ1e1 + . . . + λnen âåêòîðà
a ∈ V ñëåäóåò, ÷òî ϕ(a) = λ1ϕ(e1) + · · ·+ λnϕ(en), çíà÷èò,

Imϕ ⊆ 〈ϕ(e1), . . . , ϕ(en)〉. �

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ : V → W

dimKerϕ+ dim Imϕ = dimV. (1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü dimV = n, âåêòîðû e1, . . . , ek �
áàçèñ Kerϕ. Äîïîëíèì åãî äî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà V :

e1, . . . , ek, ek+1, . . . , en. (2)

Âñëåäñòâèå ïðåäëîæåíèÿ 2 è òîãî, ÷òî ïåðâûå k âåêòîðîâ îòîáðàæà-
þòñÿ â 0, ïîëó÷àåì: Imϕ = 〈ϕ(ek+1), . . . , ϕ(en)〉. Äîêàæåì, ÷òî âåêòî-
ðû ϕ(ek+1), . . . , ϕ(en) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïóñòü

λ1ϕ(ek+1) + . . .+ λn−kϕ(en) = 0.

Ïî ñâîéñòâó 2 èìååì ϕ(λ1ek+1 + . . . + λn−ken) = 0, ñëåäîâàòåëüíî,
âåêòîð λ1ek+1+ . . .+λn−ken ïðèíàäëåæèò ÿäðó è äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò
ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó ÿäðà:

λ1ek+1 + · · ·+ λn−ken = γ1e1 + · · ·+ γkek.

Íî âåêòîðû (2) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ñëåäîâàòåëüíî,

λ1 = · · · = λn−k = γ1 = · · · = γk = 0.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî âåêòîðû ϕ(ek+1), . . . , ϕ(en) ëèíåéíî íåçàâèñèìû è îá-
ðàçóþò áàçèñ Imϕ. Ñëåäîâàòåëüíî, dim Imϕ = n − k. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
k = dimKerϕ, n = dimV , ïîëó÷àåì (1). �

Ïðèìåð 4 (ïðîäîëæåíèå ïðèìåðà 1). KerϕA = {x ∈ F n, Ax = 0},
ò. å. KerϕA � ýòî ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíî-
ðîäíûõ óðàâíåíèé Ax = 0 (m óðàâíåíèé, n íåèçâåñòíûõ). Èçó÷èì
òåïåðü ImϕA. Ïóñòü e1, . . . , en � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â F n. Òîãäà
ImϕA = 〈Ae1, . . . , Aen〉 ïî ïðåäëîæåíèþ 2. Íî ñòîëáåö Aei ðàâåí i-ìó
ñòîëáöó ìàòðèöû A (i = 1, . . . , n). Ñëåäîâàòåëüíî, ImϕA åñòü ëèíåé-
íàÿ îáîëî÷êà ñòîëáöîâ A, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê âåêòîðû ïðîñòðàí-
ñòâà Fm. Ìàêñèìàëüíàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà ñèñòåìû
ñòîëáöîâ A ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ImϕA. Êàê èçâåñòíî, ÷èñëî ñòîëáöîâ â
óêàçàííîé ñèñòåìå ðàâíî rkA, ñëåäîâàòåëüíî, dim ImϕA = rkA. Òåî-
ðåìà 1 ïðåâðàùàåòñÿ äëÿ äàííîãî ïðèìåðà â èçâåñòíûé ôàêò: ðàçìåð-
íîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíå-
íèé Ax = 0 ðàâíà n− rkA.
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� 2. Èçîìîðôèçì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ

Ïóñòü ñíîâà V , W � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì F .
Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ϕ : V → W íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì,

åñëè îíî èíúåêòèâíî è ñþðúåêòèâíî, ò. å. áèåêòèâíî. Ëèíåéíûå ïðî-
ñòðàíñòâà V è W , äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì, íàçûâàþòñÿ
èçîìîðôíûìè.

Ðàññìîòðèì âàæíûé ïðèìåð èçîìîðôèçìà. Ïóñòü V � ëèíåéíîå
n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì çàäàí áàçèñ e = (e1, e2, . . . , en).
Íàïîìíèì, ÷òî ëþáîé âåêòîð a ∈ V ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè:

a = α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen. (1)

Êîýôôèöèåíòû êîìáèíàöèè (1), ò. å. êîîðäèíàòû a â áàçèñå e, îïðå-
äåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî (òåîðåìà 3 íà ñ. 7).

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå V çàäàí áàçèñ e =
(e1, e2, . . . , en). Îòîáðàæåíèå K : a 7→ (α1, α2, . . . , αn)

T , ñîïîñòàâëÿ-
þùåå êàæäîìó âåêòîðó ñòîëáåö åãî êîîðäèíàò, ÿâëÿåòñÿ èçîìîð-
ôèçìîì ïðîñòðàíñòâà V â ïðîñòðàíñòâî F n.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ a, b ∈ V ñóùåñòâóþò
ïðåäñòàâëåíèÿ a = α1e1+α2e2+· · ·+αnen è b = β1e1+β2e2+· · ·+βnen.
Ñêëàäûâàÿ ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

a+ b = (α1 + β1)e1 + (α2 + β2)e2 + · · ·+ (αn + βn)en ⇒

⇒ K(a+ b) = Ka+Kb.
(Ïèøåì Ka âìåñòî K(a) ðàäè êðàòêîñòè.) Äëÿ ëþáûõ a ∈ V , λ ∈ F
èìååì:

λa = (λα1)e1 + (λα2)e2 + · · ·+ (λαn)en ⇒ K(λa) = λ(Ka).

Ëèíåéíîñòü îòîáðàæåíèÿ K äîêàçàíà. Îñòàëîñü äîêàçàòü åãî áèåê-
òèâíîñòü. Èíúåêòèâíîñòü î÷åâèäíà: åñëè êîîðäèíàòû äâóõ âåêòîðîâ
îäèíàêîâû, òî è âåêòîðû ðàâíû. Ñþðúåêòèâíîñòü ñëåäóåò èç òîãî,
÷òî ëþáîé âåêòîð (α1, α2, . . . , αn)

T ∈ F n èìååò ïðîîáðàç � âåêòîð
a = α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen. �

Ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè îòîáðàæåíèÿ K ëåãêî çàïîìíèòü â ñëåäóþ-
ùåé ôîðìóëèðîâêå: ïðè ñëîæåíèè âåêòîðîâ èõ êîîðäèíàòû ñêëàäû-
âàþòñÿ, ïðè óìíîæåíèè âåêòîðà íà ÷èñëî � óìíîæàþòñÿ íà ýòî
÷èñëî.

Èíäóêöèåé ïî k äîêàçûâàåòñÿ

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü x1, . . . , xk � âåêòîðû, α1, . . . , αk � ÷èñëà
èç F . Òîãäà K(α1x1 + · · ·+ αkxk) = α1(Kx1) + · · ·+ αk(Kxk). �

Òåîðåìà 1. Ïðîñòðàíñòâà V è W èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà èõ ðàçìåðíîñòè ðàâíû.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äàí èçîìîðôèçì ϕ : V → W è
e1, . . . , en � áàçèñ V . Äîêàæåì, ÷òî âåêòîðû

ϕ(e1), . . . , ϕ(en) (2)

ñîñòàâëÿþò áàçèñ W , ñëåäîâàòåëüíî, dimV = dimW . Ïóñòü

λ1ϕ(e1) + · · ·+ λnϕ(en) = 0. (3)

Ïî ñâîéñòâàì 1) è 2) íà ñ. 12 èìååì ϕ(0) = 0, ϕ(λ1e1+· · ·+λnen) = 0.
Èç èíúåêòèâíîñòè ϕ ñëåäóåò, ÷òî λ1e1+· · ·+λnen = 0, çíà÷èò, ïî ñâîé-
ñòâó áàçèñà, λ1 = · · · = λn = 0, ÷òî äîêàçûâàåò ëèíåéíóþ íåçàâèñè-
ìîñòü âåêòîðîâ (2). Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2 (ñ.13) è ñþðúåêòèâíîñòè ϕ
ïîëó÷àåì:

Imϕ = 〈ϕ(e1), . . . , ϕ(en)〉 = W.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëþáîé âåêòîð èç W ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
âåêòîðîâ (2).

Òåïåðü ïóñòü dimV = dimW . Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâàõ V è W
êàêèå-íèáóäü áàçèñû e1, . . . , en è g1, . . . , gn è ïîëîæèì, ÷òî

ϕ(ei) = gi, i = 1, . . . , n.

Äîîïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ : V → W , ïîëàãàÿ, ÷òî îáðàçîì âåêòîðà
a = λ1e1 + · · · + λnen ÿâëÿåòñÿ âåêòîð ϕ(a) = λ1g1 + · · · + λngn. Äî-
êàçàòåëüñòâî ëèíåéíîñòè è áèåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ ϕ àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 1 è îñòàâëÿåòñÿ â âèäå óïðàæíåíèÿ. �
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Äàëåå ìû áóäåì èçó÷àòü ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà V â ñåáÿ, áóäåì íàçûâàòü òàêèå îòîáðàæåíèÿ ëèíåéíûìè
îïåðàòîðàìè â ïðîñòðàíñòâå V .
Ïðèìåð 1. Ìàòðèöà A ïîðÿäêà n íàä F çàäà¼ò ëèíåéíûé îïåðàòîð,
äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå F n ïî ïðàâèëó x 7→ Ax.
Ïðèìåð 2. Î÷åâèäíûìè ïðèìåðàìè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ
íóëåâîé îïåðàòîð O (Ox = 0 ∀x ∈ V ) è òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð
E (Ex = x ∀x ∈ V ).

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå V çàäàí ëèíåéíûé îïåðàòîð A è âûáðàí
áàçèñ e = (e1, . . . , en). Ðàçëîæèì îáðàçû áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïî áàçèñó:

Aej = α1je1 + · · ·+ αnjen (j = 1, . . . , n). (1)

Îïðåäåëåíèå 1. Ìàòðèöåé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A â áàçèñå e
íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà A = (αij). Èç ðàâåíñòâ (1) âèäíî, ÷òî j-é ñòîë-
áåö A ðàâåí ñòîëáöó êîîðäèíàò âåêòîðà Aej, ò. å. ðàâåí K(Aej).

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöåé íóëåâîãî îïåðàòîðà
O â ëþáîì áàçèñå ÿâëÿåòñÿ íóëåâàÿ ìàòðèöà 0, à ìàòðèöåé òîæäå-
ñòâåííîãî îïåðàòîðà E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà E.

Èç ñëåäóþùåé òåîðåìû âèäíî, ÷òî ìàòðèöà îïåðàòîðà ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåò ýòîò îïåðàòîð.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì F âûáðàí áàçèñ
e = (e1, . . . , en). Òîãäà ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A : V → V ñîîòâåò-
ñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ìàòðèöà A ïîðÿäêà n, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî
x ∈ V

K(Ax) = A(Kx). (2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åäèíñòâåííîñòü ìàòðèöû îïåðàòîðà
ñëåäóåò èç îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðîâ Aej, ñì.
òåîðåìó 3 (ñ. 7). Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x = β1e1 + · · · + βnen ñîãëàñíî
ñëåäñòâèþ 1 (ñ.14) èìååì:

K(Ax) = β1K(Ae1) + · · ·+ βnK(Aen) = A(β1, . . . , βn)
T = A(Kx). �

Ïåðåìåíà áàçèñà.Ïóñòü âûáðàí íîâûé áàçèñ e′ = (e′1, . . . , e
′
n) è äàíû

ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà x ïî áàçèñàì e è e′:

x = α1e1 + · · ·+ αnen, (3)

x = α′1e
′
1 + · · ·+ α′ne

′
n. (4)

Âûÿñíèì, êàê ñâÿçàíû êîîðäèíàòû âåêòîðà â ðàçíûõ áàçèñàõ.
Ðàçëîæèì âåêòîðû íîâîãî áàçèñà ïî ñòàðîìó áàçèñó:

e′j =
n∑
i=1

pijei (j = 1, . . . , n). (5)

Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â ðàâåíñòâî (4), ïîëó÷èì ïîñëå î÷åâèäíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé:

x =
n∑
j=1

α′j(
n∑
i=1

pijei) =
n∑
i=1

(
n∑
j=1

pijα
′
j)ei. (6)

Ñðàâíèâàÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (3) è (6) äëÿ âåêòîðà x è ó÷èòûâàÿ
åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî áàçèñó, ïîëó÷àåì:

αi =
n∑
j=1

pijα
′
j, i = 1, . . . , n

èëè, â ìàòðè÷íîì âèäå,

X = PX ′, ãäå X = (α1, . . . , αn)
T , X ′ = (α′1, . . . , α

′
n)
T , P = (pij).

Îïðåäåëåíèå 2. Ìàòðèöà P = (pij) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïå-
ðåõîäà îò áàçèñà e ê áàçèñó e′. Èç ðàâåíñòâ (5) âèäíî, ÷òî j-é ñòîëáåö
P ðàâåí ñòîëáöó êîîðäèíàò âåêòîðà e′j â áàçèñå e.
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Êîîðäèíàòíûå ñòîëáöû áàçèñíûõ âåêòîðîâ e′j ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìû, ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà P ïåðåõîäà îò áàçèñà e ê áàçèñó e′ íåâû-
ðîæäåííàÿ.

Êàê ñâÿçàíû ìàòðèöû îïåðàòîðà â ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ? Ïóñòü A�
ìàòðèöà îïåðàòîðà A â áàçèñå e, A′ � ìàòðèöà â áàçèñå e′. Ðàâåíñòâî
Ax = y ýêâèâàëåíòíî â áàçèñå e ìàòðè÷íîìó ðàâåíñòâó AX = Y , â
áàçèñå e′ � ðàâåíñòâó A′X ′ = Y ′. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî X = PX ′, Y = PY ′,
ïîëó÷èì

APX ′ = PY ′ ⇒ P−1APX ′ = Y ′ ⇒ P−1APX ′ = A′X ′.

Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî X ′ ñòîëáöû åäèíè÷íîé ìàòðèöû E, óáåäèìñÿ, ÷òî
A′ = P−1AP .

Ìàòðèöû A è B îäíîãî ïîðÿäêà íàä ïîëåì F íàçûâàþòñÿ ïîäîá-
íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà P íàä F , ÷òî
B = P−1AP . Íàìè äîêàçàíî

Ïðåäëîæåíèå 1. Ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííûå â
ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ, ïîäîáíû. À èìåííî, åñëè A � ìàòðèöà îïåðàòî-
ðà A â áàçèñå e, A′ � ìàòðèöà â áàçèñå e′, P � ìàòðèöà ïåðåõîäà
îò e ê e′, òî A′ = P−1AP .

Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïîäîáèÿ ìàòðèö.

Óïðàæíåíèå 2. Áèíàðíîå îòíîøåíèå ïîäîáèÿ íà ìíîæåñòâå
Mn(F ) ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî, ò. å. ÿâëÿåòñÿ îò-
íîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Óïðàæíåíèå 3. Îïðåäåëèòåëè ïîäîáíûõ ìàòðèö ðàâíû.

Óïðàæíåíèå 4. Ðàíãè ïîäîáíûõ ìàòðèö ðàâíû.

� 4. Àëãåáðà îïåðàòîðîâ è àëãåáðà ìàòðèö

Â ýòîì ïàðàãðàôå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àëãåáðû è óñòàíàâëèâàåòñÿ
èçîìîðôèçì àëãåáðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ è àëãåáðû ìàòðèö. Íåêî-
òîðûå óòâåðæäåíèÿ ïðèâåäåíû áåç äîêàçàòåëüñòâà, ïîëåçíî äîêàçàòü
èõ ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F , L(V ) � ìíîæå-
ñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà ïðîñòðàíñòâå V . Ñóììîé îïåðàòî-
ðîâ A,B ∈ L(V ) íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð A+B, îïðåäåëÿåìûé óñëîâèåì:

(A+ B)(x) = Ax+ Bx

äëÿ âñåõ x ∈ V . Ïðîèçâåäåíèå αA îïåðàòîðà A íà ÷èñëî α ∈ F
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì:

(αA)(x) = α(Ax).
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Ïðåäëîæåíèå 1. Îïåðàòîðû A+ B è αA � ëèíåéíûå. �
Ïðåäëîæåíèå 2. Ìíîæåñòâî L(V ) îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðî-

ñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñ-
ëà èç F . �

Ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíî,
êàê óìíîæåíèå îòîáðàæåíèé: äëÿ âñåõ x ∈ V

(AB)(x) = A(Bx).
Ïðåäëîæåíèå 3. Îïåðàòîð AB � ëèíåéíûé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî,

(AB)(αx+ βy) = A(B(αx+ βy)) = A(α(Bx) + β(By)) =
= αA(Bx) + βA(By) = α(AB)(x) + β(AB)(y). �

Ââåä¼ì ïîíÿòèå àëãåáðû. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä ïîëåì F ,
äëÿ ýëåìåíòîâ êîòîðîãî îïðåäåëåíà àññîöèàòèâíàÿ îïåðàöèÿ óìíîæå-
íèÿ, íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé íàä F , åñëè äëÿ âñåõ a, b, c ∈ V è λ ∈ F
âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

(a+ b)c = ac+ bc, c(a+ b) = ca+ cb, (λa)b = a(λb) = λ(ab). (1)

Ïðèìåðîì àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ìàòðèö Mn(F ) ñ èçâåñò-
íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìàòðèö, à òàêæå óìíîæå-
íèÿ ìàòðèöû íà ÷èñëî.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ìíîæåñòâî L(V ) ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ îïåðàòîðîâ, à òàêæå óìíîæåíèÿ îïåðàòîðîâ íà ÷èñëà
èç F , ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 2 òðåáóåòñÿ óñòà-
íîâèòü ëèøü ñâîéñòâà àëãåáðû, ñâÿçàííûå ñ óìíîæåíèåì îïåðàòîðîâ.
Èçâåñòíî, ÷òî óìíîæåíèå îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâ àññîöèàòèâíî, ýòî
âåðíî, â ÷àñòíîñòè, è äëÿ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé. Èç ñâîéñòâ (1) äî-
êàæåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïåðâîå ñâîéñòâî äèñòðèáóòèâíîñòè. Ïóñòü
äàíû ëèíåéíûå îïåðàòîðû A,B, C. Äëÿ ëþáîãî x ∈ V èìååì

((A+ B)C)(x) = (A+ B)(Cx) = A(Cx) + B(Cx) =
= (AC)(x) + (BC)(x) = (AC + BC)(x) ⇒ (A+ B)C = AC + BC. �

Àëãåáðû A è B íàä F íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
èçîìîðôèçì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ ϕ : A→ B, óäîâëåòâîðÿþùèé äëÿ
ëþáûõ a, b ∈ A óñëîâèþ ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b).

Íàïîìíèì, ÷òî ñèìâîëîì K îáîçíà÷àåòñÿ îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâ-
ëÿþùåå, ïðè çàäàííîì áàçèñå, êàæäîìó âåêòîðó ñòîëáåö åãî êîîðäè-
íàò. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1 (ñ.14) îòîáðàæåíèå K : V → F n åñòü
èçîìîðôèçì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïî òåîðåìå 1 (ñ.16) ìàòðèöó A
îïåðàòîðàA ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ìàòðèöó, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëî-
âèþ:

K(Ax) = A(Kx). (2)
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F ,
â êîòîðîì ôèêñèðîâàí áàçèñ e = (e1, . . . , en). Òîãäà îòîáðàæåíèå
ϕ, êîòîðîå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó îïåðàòîðó A ∈ L(V )
åãî ìàòðèöó A ∈Mn(F ) â áàçèñå e, ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì àëãåáð
L(V ) è Mn(F ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ðàâåíñòâà (2) âèäíî, ÷òî êîîðäè-
íàòû Ax äëÿ ëþáîãî x ∈ V îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðèöåé A,
òåì ñàìûì ìàòðèöà A îïåðàòîðà A îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ýòîò îïå-
ðàòîð. Ýòî äîêàçûâàåò èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ϕ. Òåïåðü ïóñòü
A � ëþáàÿ ìàòðèöà èç Mn(F ). Îïðåäåëèì A êàê îïåðàòîð, êîòîðûé
âåêòîðó x = α1e1 + · · ·+ αnen ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð

Ax = (
n∑
j=1

a1jαj)e1 + · · ·+ (
n∑
j=1

anjαj)en.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî A � ëèíåéíûé îïåðàòîð, èìåþùèé â áàçèñå e
ìàòðèöó A. Ýòî äîêàçûâàåò ñþðúåêòèâíîñòü ϕ.

Ïðèâîäèìûå íèæå ðàâåíñòâà 1) äîêàçûâàþò, ÷òî áèåêöèÿ ϕ
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì, ñëåäîâàòåëüíî, èçîìîðôèçìîì
ïðîcòðàíñòâ L(V ) è Mn(F ), à ðàâåíñòâà 2) äîêàçûâàþò ìóëüòèïëè-
êàòèâíîå ñâîéñòâî ϕ. Â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ ðàâåíñòâî (2) è
îáîçíà÷åíèÿ ϕ(A) = A, ϕ(B) = B.

1) K((αA+ βB)x) = K(α(Ax) + β(Bx)) = αK(Ax) + βK(Bx) =
= αA(Kx)+βB(Kx) = (αA+βB)(Kx) ⇒ ϕ(αA+βB) = αA+βB.

2) K((AB)x) = K(A(Bx)) = A(K(Bx)) = A(B(Kx)) =
= (AB)(Kx)⇒ ϕ(AB) = AB. �

Çàìå÷àíèå 1. Òåîðåìà 1 îçíà÷àåò, ÷òî ìåæäó îïåðàòîðàìè è èõ
ìàòðèöàìè (â ôèêñèðîâàííîì áàçèñå) ñóùåñòâóåò òàêîå âçàèìíî îäíî-
çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ÷òî ìàòðèöà ñóììû îïåðàòîðîâ ðàâíà ñóììå èõ
ìàòðèö, ïðè óìíîæåíèè îïåðàòîðà íà ÷èñëî åãî ìàòðèöà óìíîæàåòñÿ
íà ýòî ÷èñëî, íàêîíåö, ìàòðèöåé ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ
ïðîèçâåäåíèå èõ ìàòðèö.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ÿçûêà àëãåáðû îïåðàòîðîâ è
òåîðåìû 1.

1. Êàê èçâåñòíî, äëÿ áèåêòèâíîãî îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà â ñå-
áÿ ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå. Äëÿ áèåêòèâíîãî ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà A : V → V îáðàòíîå îòîáðàæåíèå A−1 òîæå ëèíåé-
íî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ a, b ∈ V ïóñòü c, d ∈ V òàêîâû, ÷òî
Ac = a,Ad = b. Òîãäà A(c+ d) = a+ b, ñëåäîâàòåëüíî,

A−1(a+ b) = c+ d = A−1a+A−1b.

Âòîðîå ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè: A−1(λa) = λA−1a, ïðîâåðÿåòñÿ àíàëî-
ãè÷íî.
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2. Äëÿ áèåêòèâíîñòè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà äîñòàòî÷íî èíúåê-
òèâíîñòè (KerA = 0) èëè ñþðúåêòèâíîñòè (ImA = V ). Ýòîò ôàêò
ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 íà ñ. 13.

3. Áèåêòèâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð A : V → V íàçûâàåòñÿ îáðà-
òèìûì èëè íåâûðîæäåííûì. Ïóñòü A � ìàòðèöà íåâûðîæäåííîãî
îïåðàòîðà A, B � ìàòðèöà îïåðàòîðà A−1. Ðàâåíñòâî AA−1 = E
ðàâíîñèëüíî ìàòðè÷íîìó ðàâåíñòâó AB = E, îòêóäà âèäíî, ÷òî
B = A−1. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà îïåðàòîðà A−1 ðàâíà A−1.

4. Ïî ìíîãî÷ëåíó f(t) = α0t
n + α1t

n−1 + · · · + αn−1t + αn ìîæíî
îïðåäåëèòü îïåðàòîðíûé ìíîãî÷ëåí

f(A) = α0An + α1An−1 + · · ·+ αn−1A+ αnE .
Åñëè A � ìàòðèöà îïåðàòîðà A, òî

f(A) = α0A
n + α1A

n−1 + · · ·+ αn−1A+ αnE

� ìàòðèöà îïåðàòîðà f(A).

� 5. Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû

Ïóñòü íà ïðîñòðàíñòâå V ðàçìåðíîñòè n ≥ 1 íàä ïîëåì F çàäàí
ëèíåéíûé îïåðàòîð A. Ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊆ V íàçûâàåòñÿ èíâàðè-
àíòíûì îòíîñèòåëüíî A, åñëè ∀x ∈ L Ax ∈ L. Îãðàíè÷åíèåì A
íà L íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð A|L, îïðåäåë¼ííûé íà ïðîñòðàíñòâå L è
äåéñòâóþùèé íà L, êàê A.

Ïðåäëîæåíèå 1. ßäðî è îáðàç ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ÿâëÿþòñÿ
èíâàðèàíòíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè. �

Íàëè÷èå èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ìîæíî îòðàçèòü â ìàò-
ðèöå îïåðàòîðà è òåì ñàìûì óïðîñòèòü åãî èçó÷åíèå. Ïóñòü ïîä-
ïðîñòðàíñòâî L ⊆ V èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A. Ñîñòàâèì áà-
çèñ e1, . . . , ek, ek+1, . . . , en òàê, ÷òîáû ïåðâûå k âåêòîðîâ áûëè áàçè-
ñîì L. Òîãäà ìàòðèöà îïåðàòîðà A â ýòîì áàçèñå èìååò âåðõíèé

áëî÷íî-òðåóãîëüíûé âèä

(
A1 A12
0 A2

)
, ãäå A1 � ìàòðèöà A|L â áà-

çèñå e1, . . . , ek. Åñëè ïðîñòðàíñòâî M = 〈ek+1, . . . , en〉 èíâàðèàíòíî,

òî ìàòðèöà èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä

(
A1 0
0 A2

)
. Çäåñü A2 �

ìàòðèöà A|M .
Åñëè ïðîñòðàíñòâî V ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó èíâàðèàíòíûõ

ïîäïðîñòðàíñòâ: V = L1⊕L2⊕ · · · ⊕Lk, òî â áàçèñå V , ñîñòàâëåííîì
èç áàçèñîâ ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ìàòðèöà îïåðàòîðà A èìååò âèä A1

A2
. . .

Ak

 , ãäå Ai � ìàòðèöà îïåðàòîðà A|Li, i = 1, . . . , k.
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Îïðåäåëåíèå 1. Âåêòîð x 6= 0 íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåê-
òîðîì îïåðàòîðà A, åñëè Ax = λx äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ F . ×èñëî λ
â ýòîì ðàâåíñòâå íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A,
îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó âåêòîðó x. Ñîáñòâåííûé âåêòîð âìåñòå ñ
îòâå÷àþùèì åìó ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì íàçûâàþò ñîáñòâåííîé ïà-
ðîé îïåðàòîðà A.

Îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííîé ïàðû ìîæíî íà÷àòü ¾ñ äðóãîãî êîíöà¿:
÷èñëî λ ∈ F íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð x 6= 0, ÷òî Ax = λx. Âåêòîð x íàçûâàåòñÿ
ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ.

Óïðàæíåíèå 1. Âåêòîð x 6= 0 � ñîáñòâåííûé äëÿ îïåðàòîðà A â
òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî 〈x〉 èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî A.
Âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé.Ìíîãî÷ëåí |A−tE| ñòåïåíè n îò ïåðåìåííîé t íàçûâàåòñÿ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöû A ∈Mn(F ). Äîêàæåì, ïîëü-
çóÿñü òåîðåìîé îá óìíîæåíèè îïðåäåëèòåëåé, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèå ìíîãî÷ëåíû ïîäîáíûõ ìàòðèö ðàâíû. Ïóñòü A = P−1BP , òîãäà

|A− tE| = |P−1BP − P−1tEP | = |P−1(B − tE)P | =

|P−1||B − tE||P | = |B − tE|.
Ïîñêîëüêó ìàòðèöû îïåðàòîðà â ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ ïîäîáíû

(ïðåäëîæåíèå 1, ñ. 17), òî êîððåêòíî îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà A � ýòî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
åãî ìàòðèöû (â ëþáîì áàçèñå).

Ïðåäëîæåíèå 2. Ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà A ÿâ-
ëÿþòñÿ êîðíè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, ïðèíàäëåæà-
ùèå ïîëþ F , è òîëüêî îíè.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A � ìàòðèöà îïåðàòîðà A â íåêîòîðîì áà-
çèñå e. Òîãäà (ñì. òåîðåìó 1 íà ñ.16):

Ax = λx⇔ K(Ax) = K(λx)⇔ A(Kx) = λ(Kx)⇔ (A−λE)(Kx) = 0.

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé âèäíî, ÷òî x ∈ V, λ ∈ F � ñîáñòâåííàÿ ïàðà,
åñëè ñòîëáåö êîîðäèíàò Kx ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì ðåøåíèåì ñèñòåìû
óðàâíåíèé (A − λE)X = 0. Òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè
òîãäà, êîãäà |A− λE| = 0, ò. å. êîãäà λ ∈ F � êîðåíü õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà |A− tE|. �

Èç ïðåäëîæåíèÿ 2 è åãî äîêàçàòåëüñòâà âûòåêàåò ñëåäóþùèé ìå-
òîä âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðà-
òîðà A, çàäàííîãî â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöåé A. Âíà÷àëå íàõîäÿò-
ñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà
|A− tE|, ëåæàùèå â ïîëå F . Åñëè òàêèõ êîðíåé íåò, òî ñîáñòâåííûõ
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ïàð íå ñóùåñòâóåò. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå êîîðäèíàò ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ, ñâîäèòñÿ
ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (A−λE)X = 0.

Åñëè F = C, òî, ïîñêîëüêó êîìïëåêñíûé ìíîãî÷ëåí âñåãäà èìååò
êîìïëåêñíûé êîðåíü, ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàí-
ñòâå âñåãäà èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîá-
ñòâåííûé âåêòîð.

Åñëè F = R, òî ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà â âåùåñòâåí-
íîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿþòñÿ ëèøü âåùåñòâåííûå êîðíè õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Êàæäîìó æå êîìïëåêñíîìó êîðíþ îòâå÷àåò äâó-
ìåðíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òî÷íåå, èìååò ìåñòî

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü α+iβ (β 6= 0) � êîðåíü õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îïåðàòîðà A â âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå V ,
ñòîëáåö Z 6= 0 � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (A−(α+ iβ)E)X = 0.
Ïðåäñòàâèì Z â âèäå Z = G+iH, ãäå G è H âåùåñòâåííûå ñòîëáöû.
Ïóñòü g, h ∈ V � âåêòîðû ñ êîîðäèíàòàìè G è H ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà 〈g, h〉 ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì èíâàðèàíòíûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà A.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå èìïëèêàöèè:

(A−(α+iβ)E)Z = 0⇒ AZ = (α+iβ)Z ⇒ A(G+iH) = (α+iβ)(G+iH)

⇒ AG+ iAH = (αG− βH) + i(βG+ αH)

Ïðèðàâíÿåì âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà:

AG = αG− βH,AH = βG+ αH,

èëè, â âåêòîðíîì âèäå,

Ag = αg − βh,Ah = βg + αh. (1)

Ïîäïðîñòðàíñòâî 〈g, h〉 èíâàðèàíòíî, òàê êàê äëÿ ëþáîãî âåêòîðà
y = γ1g + γ2h ∈ 〈g, h〉 èìååì: Ay = A(γ1g + γ2h) = γ1Ag + γ2Ah =
γ1(αg−βh)+γ2(βg+αh) = (γ1α+γ2β)g+(γ2α−γ1β)h. Âåêòîðû g è
h ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: g = γh. Ïîäñòàâèâ ýòî
âûðàæåíèå â ðàâåíñòâà (1), ïîëó÷èì

γAh = αγh− βh,Ah = βγh+ αh.

Óìíîæèâ âòîðîå ðàâåíñòâî íà γ è ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè, ïîëó-
÷èì: αγh − βh = βγ2h + αγh, îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî −1 = γ2,
íåâîçìîæíîå ïðè γ ∈ R. Ñëåäîâàòåëüíî, dim〈g, h〉 = 2. �

Ñóììèðóÿ óïðàæíåíèå 1 è ïðåäëîæåíèå 3, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ âñÿêîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî
â âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò îäíîìåðíîå èëè äâóìåð-
íîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
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� 6. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû ïðîñòîé ñòðóêòóðû.
Äèàãîíàëèçèðóåìîñòü

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå V ðàçìåðíîñòè n íàä ïîëåì F çàäàí ëèíåé-
íûé îïåðàòîð A. Åñëè ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòî-
ðà èìååò äèàãîíàëüíóþ ôîðìó A = diag(λ1, . . . , λn), òî ãîâîðÿò, ÷òî
îïåðàòîð A èìååò ïðîñòóþ ñòðóêòóðó èëè ÷òî îí äèàãîíàëèçèðóåì.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îïåðàòîð äèàãîíàëèçèðóåì â òî÷íîñòè òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , ò. å. áàçèñ, ñî-
ñòàâëåííûé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ
ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííûé áàçèñ.

Ëåììà 1. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A, îò-
âå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1, . . . , λk, ëèíåéíî
íåçàâèñèìû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî k. Ïðè k = 1
óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü îíî âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî k− 1 è ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû e1, . . . , ek−1, ek, îòâå÷àþùèå ðàç-
ëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1, . . . , λk−1, λk, ëèíåéíî çàâèñèìû:

α1e1 + · · ·+ αk−1ek−1 + αkek = 0. (1)

Ïðèìåíèâ ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî ðàâåíñòâà îïåðàòîð A, ïîëó÷èì
α1λ1e1 + · · ·+ αk−1λk−1ek−1 + αkλkek = 0.

Âû÷òåì èç ýòîãî ðàâåíñòâà ðàâåíñòâî (1), óìíîæåííîå íà λk:

α1(λ1 − λk)e1 + · · ·+ αk−1(λk−1 − λk)ek−1 = 0.

Âñå êîýôôèöèåíòû ýòîé êîìáèíàöèè ðàâíû íóëþ, ïîñêîëüêó âåêòî-
ðû e1, . . . , ek−1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Èç
óñëîâèÿ ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòè λ1− λk, . . . , λk−1− λk íå ðàâíû
íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, α1 = · · · = αk−1 = 0, à òîãäà èç (1) èìååì è
αk = 0. Èòàê, â âûðàæåíèè (1) âñå êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé êîìáè-
íàöèè íåîáõîäèìî ðàâíû íóëþ. Ýòî çíà÷èò (ñì. çàìå÷àíèå 1 íà ñ. 4),
÷òî âåêòîðû e1, . . . , ek−1, ek ëèíåéíî íåçàâèñèìû. �

Ñëåäñòâèå 1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,
èìåþùèé n ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, äèàãîíàëèçèðóåì. �

Ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó çíà-
÷åíèþ λ îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Vλ âñåõ ñîáñòâåííûõ âåê-
òîðîâ, îòâå÷àþùèõ λ, ò. å. Vλ = ker(A−λE). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Vλ
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A.

Èç ëåììû 1 è òåîðåìû 1 (ñ. 9) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 2. Ñóììà ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, îòâå÷àþ-

ùèõ ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ïðÿìàÿ.
Ðàçìåðíîñòü ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Vλ íàçûâàåòñÿ ãåî-

ìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ â îòëè÷èå îò åãî
àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè êàê êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëå-
íà A.
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Ëåììà 2. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ
íå áîëüøå åãî àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ïåðâûå k âåêòîðîâ áàçèñà V

îáðàçóþò áàçèñ Vλ, òîãäà ìàòðèöà îïåðàòîðà èìååò âèä

(
λEk B
0 C

)
2),

à åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ðàâåí (λ−t)k|C−tEn−k|, èç ÷åãî
âèäíî, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü λ íå ìåíüøå k. �

Òåîðåìà 1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A äèàãîíàëèçèðóåì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà:

1) åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå
ìíîæèòåëè íàä ïîëåì F ,

2) ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ñîâ-
ïàäàåò ñ åãî àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòüþ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü λ1, . . . , λs � âñå ðàçëè÷íûå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðàA. Îáîçíà÷èì àëãåáðàè÷åñêóþ êðàò-
íîñòü λi ÷åðåç ni. Ïî ëåììå 2

dimVλi ≤ ni (i = 1, . . . , s). (2)

Â ñèëó ëåììû 1 ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ ðàâíî dimVλ1 + · · ·+ dimVλs. Èç íåðàâåíñòâ

dimVλ1 + · · ·+ dimVλs ≤ n1 + · · ·+ ns ≤ n (3)

ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûé áàçèñ ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà
íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà â (3) ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè. Äëÿ çàâåðøåíèÿ
äîêàçàòåëüñòâà çàìåòèì, ÷òî

à) n1+ · · ·+ns = n ⇔ ìíîãî÷ëåí |A− tE| èìååò n êîðíåé â ïîëå
F (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè), ò. å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 1);

á) dimVλ1 + · · ·+ dimVλs = n1 + · · ·+ ns ⇔ âñå íåñòðîãèå íåðà-
âåíñòâà (2) ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè, ò. å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 2). �

Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííîãî áàçè-
ñà äèàãîíàëèçèðóåìîãî îïåðàòîðà, åñëè òàêîé áàçèñ ñóùåñòâóåò. Äëÿ
êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ íóæíî íàéòè áàçèñ ñîáñòâåííîãî ïîä-
ïðîñòðàíñòâà. Îáúåäèíåíèå ýòèõ áàçèñîâ è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ñîá-
ñòâåííûì áàçèñîì. Åñëè îáúåäèíåíèå áàçèñîâ ñîäåðæèò ìåíüøå, ÷åì
n = dimV âåêòîðîâ, òî îïåðàòîð íåäèàãîíàëèçèðóåì.

� 7. Êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà

Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð A äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå V ðàçìåð-
íîñòè n íàä ïîëåì F . Âåêòîð x íàçûâàåòñÿ êîðíåâûì âåêòîðîì, îòâå-
÷àþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ îïåðàòîðà A, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî

2)Íèæíèé èíäåêñ îáîçíà÷àåò ïîðÿäîê åäèíè÷íîé ìàòðèöû.
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ïîêàçàòåëÿ k
(A− λE)kx = 0.

Íàèìåíüøèé èç òàêèõ ïîêàçàòåëåé íàçûâàåòñÿ âûñîòîé êîðíåâîãî
âåêòîðà. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñóòü êîðíåâûå âåêòîðû âûñîòû 1. Áó-
äåì ñ÷èòàòü íóëåâîé âåêòîð êîðíåâûì âåêòîðîì âûñîòû 0 (îòâå÷àþ-
ùèì ëþáîìó λ). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êîðíåâûå âåêòîðû, îòâå÷àþ-
ùèå êîðíþ λ, îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâî. Îíî íàçûâàåòñÿ êîðíåâûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ V λ.

Ëåììà 1. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû A è A − µE ïðè ëþáîì µ ∈ F
èìåþò îäíè è òå æå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà. �

Ëåììà 2. Êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî V λ èíâàðèàíòíî îòíî-
ñèòåëüíî A è ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì îïåðàòîðà Ker(A− λE)m, ãäå m �
íàèáîëüøàÿ èç âûñîò êîðíåâûõ âåêòîðîâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êîðíåâûå âåêòîðû âûñîòû ≤ k ñîñòàâëÿ-
þò ÿäðî îïåðàòîðà (A−λE)k. Åñëè x � êîðíåâîé âåêòîð âûñîòû k, òî
âåêòîð (A− λE)x � êîðíåâîé âåêòîð âûñîòû k− 1. Ïîäïðîñòðàíñòâî
Ker(A− λE)k èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A− λE , ñëåäîâà-
òåëüíî, ïî ëåììå 1, èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A. Èìååòñÿ öåïî÷êà
A-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

Ker(A− λE) ⊆ Ker(A− λE)2 ⊆ · · · (1)

Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî V êîíå÷íîìåðíî, â ýòîé öåïî÷êå, íà÷è-
íàÿ ñ íåêîòîðîãî ïîêàçàòåëÿ m, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà è, çíà÷èò,
Ker(A − λE)m = V λ. ßñíî, ÷òî ïîêàçàòåëü m ðàâåí ìàêñèìàëüíîé
âûñîòå êîðíåâûõ âåêòîðîâ. Êàê âñå ïðîñòðàíñòâà â (1), ïðîñòðàíñòâî
V λ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A. �

Ïîñòðîèì áàçèñ e1, . . . , ek ïðîñòðàíñòâà V
λ ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:

âûáåðåì áàçèñ ker(A − λE), äîïîëíèì åãî äî áàçèñà ker(A − λE)2
è òàê äàëåå. Â ýòîì áàçèñå âåêòîð (A − λE)ej ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ e1, . . . , ej−1, ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà îïåðàòîðà
(A − λE)|V λ èìååò âåðõíèé íèëüòðåóãîëüíûé âèä, à ìàòðèöà îïåðà-
òîðà A|V λ � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ñ ÷èñëîì λ íà äèàãîíàëè. Îòñþäà
âûòåêàþò äâà ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 1. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà A|V λ
ðàâåí (λ− t)k, ãäå k = dimV λ.

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè µ 6= λ îïåðàòîð (A− µE)|V λ íåâûðîæäåí.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ðàçìåðíîñòü êîðíåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà V λ

ðàâíà àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè êîðíÿ λ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü â áàçèñå e1, . . . , ek, ek+1 . . . , en
ïåðâûå k âåêòîðîâ ñîñòàâëÿþò áàçèñ V λ. Òîãäà ìàòðèöà îïåðàòîðà A
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èìååò âèä

A =

(
A1 A12
0 A2

)
,

ãäå A1 � ìàòðèöà A|V λ â áàçèñå e1, . . . , ek. Ïî ñëåäñòâèþ 1

|A − tE| = (λ− t)k|A2 − tEn−k|.

Ïðåäëîæåíèå áóäåò äîêàçàíî, åñëè ìû óñòàíîâèì, ÷òî λ íå ÿâëÿ-
åòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà |A2 − tEn−k|. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî-
ãäà ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé ñòîëáåö Y = (αk+1, . . . , αn)

T , ÷òî
(A2 − λE)Y = 0, ò. å. A2Y = λY . Ïóñòü A12Y = X = (α1, . . . , αk)

T ,
òîãäà, èñïîëüçóÿ áëî÷íóþ ñòðóêòóðó ìàòðèöû A, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

A
(
0k
Y

)
=

(
X
λY

)
. (2)

Ïîëîæèì, ÷òî x = α1e1 + · · ·+ αkek, y = αk+1ek+1 + · · ·+ αnen. Òîãäà
ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî (2) ýêâèâàëåíòíî âåêòîðíîìó ðàâåíñòâó

Ay = x+ λy, èëè (A− λE)y = x.

Âåêòîð x êîðíåâîé, çíà÷èò, ââèäó ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, âåêòîð y òî-
æå êîðíåâîé. Ñëåäîâàòåëüíî,

y ∈ 〈e1, . . . , ek〉 ∩ 〈ek+1, . . . , en〉 ⇒ y = 0

â ïðîòèâîðå÷èè ñ òåì, ÷òî y 6= 0 ïî ïîñòðîåíèþ. �

Ëåììà 3. Êîðíåâûå âåêòîðû e1, , . . . , ek âûñîòû ≥ 1, îòâå÷àþ-
ùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1, . . . , λk, ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè k = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Øàã
èíäóêöèè îò k − 1 äî k: äîïóñòèì, ÷òî

α1e1 + · · ·+ αk−1ek−1 + αkek = 0, ei ∈ V λi.

Ïîäåéñòâóåì íà îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà îïåðàòîðîì (A − λkE)m, ãäå m
� âûñîòà ek. Ìû ïîëó÷èì:

α1(A− λkE)me1 + · · ·+ αk−1(A− λkE)mek−1 = 0.

Òàê êàê îïåðàòîð (A−λkE)m ïî ñëåäñòâèþ 2 íåâûðîæäåí íà ïîäïðî-
ñòðàíñòâàõ V λi (i = 1, . . . , k − 1), òî α1 = · · · = αk−1 = 0. Íî òîãäà è
αk = 0. �

Ëåììà 3 îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êîðíåâûõ âåêòîðîâ âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå 3) òåîðåìû 1 íà ñ. 9. Òåì ñàìûì äîêàçàíî
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Ñëåäñòâèå 3. Ñóììà êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, îòâå÷àþùèõ
ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1, . . . , λk, ïðÿìàÿ.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1 è ñëåäñòâèÿ 3 âûòåêàåò

Òåîðåìà 1. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà A
ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì F , òî ïðîñòðàí-
ñòâî V , â êîòîðîì äåéñòâóåò îïåðàòîð, ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóì-
ìó êîðíåâûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ:

V = V λ1 ⊕ · · · ⊕ V λs,

ãäå λ1, . . . , λs � âñå ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A.

� 8. Òåîðåìà Æîðäàíà

Ëèíåéíûé îïåðàòîð N â ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ íèëüïî-
òåíòíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ïîêàçàòåëü m, ïðè êîòîðîì Nm = O.
Íàèìåíüøèé èç òàêèõ ïîêàçàòåëåé íàçûâàåòñÿ âûñîòîé íèëüïîòåíò-
íîãî îïåðàòîðà.

Íàïðèìåð, îïåðàòîð (A − λE)|V λ, ãäå λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
îïåðàòîðà A, íèëüïîòåíòåí, ò. ê. ïî ïðåäëîæåíèþ 2 (ñ. 25) ñóùåñòâóåò
òàêîé ïîêàçàòåëü m, ÷òî V λ = Ker(A − λE)m, ò. å. (A − λE)mx = 0
äëÿ âñåõ x ∈ V λ.

Ïóñòü N � íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð. Âûñîòîé âåêòîðà a îòíî-
ñèòåëüíî N íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå m, äëÿ êîòîðîãî Nma = 0, ò. å.
âûñîòà âåêòîðà a êàê êîðíåâîãî âåêòîðà îïåðàòîðà N , îòâå÷àþùå-
ãî êîðíþ 0. ßñíî, ÷òî âûñîòà îïåðàòîðà N ðàâíà ìàêñèìàëüíîé èç
âûñîò âåêòîðîâ. Îáîçíà÷èì âûñîòó âåêòîðà a ÷åðåç ht a.

Ëåììà 1. Åñëè ht a = m > 0, òî âåêòîðû a,Na, . . . ,Nm−1a
ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè m = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî âåðíî äëÿ âåêòîðîâ âûñîòû m− 1 è äîêàæåì
åãî äëÿ âåêòîðîâ âûñîòû m. Ïóñòü èìååòñÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

α1a+ α2Na+ · · ·+ αmNm−1a = 0.

Ïðèìåíèâ ê îáåèì ÷àñòÿì îïåðàòîð N , ïîëó÷èì

α1Na+ α2N 2a+ · · ·+ αm−1Nm−1a = 0.

Âûñîòà âåêòîðà Na ðàâíà m− 1, çíà÷èò, α1 = α2 = · · · = αm−1 = 0
ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, íî òîãäà è αm = 0. �

Ïðîñòðàíñòâî 〈a,Na, . . . ,Nm−1a〉, ãäå a � âåêòîð âûñîòû m,
íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì ïîäïðîñòðàíñòâîì, ïîðîæä¼ííûì âåêòî-
ðîì a. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî öèêëè÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî èíâàðè-
àíòíî îòíîñèòåëüíî N . Îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà N íà ïîäïðîñòðàí-
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ñòâî 〈a,Na, . . . ,Nm−1a〉 â áàçèñå (Nm−1a, . . . ,Na, a) çàäà¼òñÿ ìàòðè-
öåé

J(0) =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
· · · · ·
0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

 ,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíîé æîðäàíîâîé êëåòêîé.
Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé âåêòîð ïîäïðîñòðàíñòâà 〈e,N e, . . . ,Nm−1e〉,

íå ïðèíàäëåæàùèé ïîäïðîñòðàíñòâó 〈N e, . . . ,Nm−1e〉, èìååò âûñîòó
m, ñëåäîâàòåëüíî, ïîðîæäàåò òî æå öèêëè÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Òåîðåìà 1. Ïðîñòðàíñòâî V , íà êîòîðîì çàäàí íèëüïîòåíò-
íûé îïåðàòîð N , ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé öèêëè÷åñêèõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ îïåðàòîðà N . ×èñëî ñëàãàåìûõ â ýòîé ñóììå ðàâíî
dimKerN .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î � èíäóêöèåé ïî n = dimV . Ïðè
n = 1 óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî âåðíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî âåðíî
ïðè íåêîòîðîì n − 1. Ïóñòü dimV = n è U ⊆ V � êàêîå-íèáóäü
(n− 1)-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå ImN . Î÷åâèäíî, ÷òî U
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî N . Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

U = U1 ⊕ · · · ⊕ Uk, (1)

ãäå U1, . . . , Uk � öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà. Âîçüì¼ì ëþáîé âåê-
òîð e ∈ V \ U . Òîãäà

Ne = u1 + · · ·+ uk (ui ∈ Ui). (2)

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íåíóëåâûå ui íå ïðèíàäëåæàò NUi, ò. å. èìåþò
ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó â Ui. Åñëè æå ui ∈ NUi, òî çàìåíèì e íà âåêòîð
(e− vi) ∈ V \ U , ãäå vi ∈ Ui, N vi = ui. Òîãäà â ðàçëîæåíèè òèïà (2)
âåêòîðà N(e− vi) ñëàãàåìîå ñ íîìåðîì i áóäåò íóëåâûì.

Èòàê, â ðàâåíñòâå (2) äëÿ ëþáîãî i ëèáî ui = 0, ëèáî ui /∈ NUi.
Åñëè ui = 0 äëÿ âñåõ i, ò. å. N e = 0, òî

V = 〈e〉 ⊕ U1 ⊕ · · · ⊕ Uk.
Ïóñòü òåïåðü N e 6= 0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî htN e = max

i
htui. Äëÿ

ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî htN e = htu1 = m. Òîãäà
ht e = m+ 1.

Äîêàæåì, ÷òî ñóììà k ïîäïðîñòðàíñòâ

〈e,N e, . . . ,Nme〉+ U2 + · · ·+ Uk (3)

� ïðÿìàÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóììà âåêòîðîâ, âçÿòûõ ïî îäíîìó èç
êàæäîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, ðàâíà íóëþ:

(α1e+ α2N e+ · · ·+ αm+1Nme) + w2 + · · ·+ wk = 0. (4)
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Äîêàæåì, ÷òî âñå ñëàãàåìûå (âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ñ÷èòàåòñÿ îäíèì
ñëàãàåìûì) â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (4) ðàâíû 0. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1
(ñ. 9) ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóììà (3) � ïðÿìàÿ.

Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî α1 = 0, ò. ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç ðàâåí-
ñòâà (4) èìåëè áû

e = −α−11 (α2N e+ · · ·+ αm+1Nme+ w2 + · · ·+ wk).

Âñå ñëàãàåìûå â ñêîáêàõ ïðèíàäëåæàò U , ñëåäîâàòåëüíî, e ∈ U , ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó e. Ïîäñòàâèì â (4) âûðàæåíèå N e èç (2), îò-
êðîåì ñêîáêè è äëÿ êàæäîãî i ñëîæèì âåêòîðû èç Ui :

α2(u1 + . . .+ uk) + · · ·+ αm+1Nm−1(u1 + . . .+ uk) + w2 + · · ·+ wk =

= u′1 + u′2 + · · ·+ u′k = 0,

ãäå u′1 = α2u1 + α3Nu1 + · · · + αm+1Nm−1u1. Ïîñêîëüêó ñóììà (1)
ïðÿìàÿ, òî u′1 = u′2 = · · · = u′k = 0. Èç ðàâåíñòâà

u′1 = α2u1 + α3Nu1 + · · ·+ αm+1Nm−1u1 = 0

è òîãî, ÷òî âåêòîðû u1,Nu1, . . . ,Nm−1u1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ïîëó-
÷àåì α2 = α3 = · · · = αm+1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñóììå (4) ïåðâîå
ñëàãàåìîå (â ñêîáêàõ) ðàâíî 0, à îñòàëüíûå ñëàãàåìûå ðàâíû 0 ïîòîìó,
÷òî ñóììà U2 + · · ·+ Uk � ïðÿìàÿ. Äîêàçàëè, ÷òî ñóììà (3) ïðÿìàÿ,
à ïîñêîëüêó å¼ ðàçìåðíîñòü ðàâíà dimU + 1 = dimV , òî èñêîìîå
ðàçëîæåíèå ïîëó÷åíî:

V = 〈e,N e, . . . ,Nme〉 ⊕ U2 ⊕ · · · ⊕ Uk.
Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïóñòü äàíî ðàçëîæåíèå

ïðîñòðàíñòâà V â ïðÿìóþ ñóììó öèêëè÷åñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ îïåðà-
òîðà N :

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk.
Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî

KerN = KerN|V1 ⊕ · · · ⊕KerN|Vk.

Òàê êàê dimN|Vi = 1 ïðè ëþáîì i, òî dimKerN = k. �

Çàìå÷àíèå 1. Âîçâðàùàÿñü ê ïðîèçâîëüíîìó ëèíåéíîìó îïå-
ðàòîðó A, çàìåòèì, ÷òî â öèêëè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íèëüïîòåíòíîãî
îïåðàòîðà N = (A − λE)|V λ(A) îïåðàòîð A çàäà¼òñÿ â ïîäõîäÿùåì
áàçèñå ìàòðèöåé âèäà

J(λ) = J(0) + λE =


λ 1 0 . . . 0 0
0 λ 1 . . . 0 0
· · · · · ·
0 0 0 . . . λ 1
0 0 0 . . . 0 λ

 . (5)
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Ìàòðèöà (5) íàçûâàåòñÿæîðäàíîâîé êëåòêîé ñ ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì λ. Ìàòðèöà òèïà J = diag(J1, J2, . . . , Jt), ñ æîðäàíîâûìè êëåò-
êàìè íà äèàãîíàëè, íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâîé ìàòðèöåé.

Äîáàâëÿÿ çàìå÷àíèå 1 ê òåîðåìàì 1 íà ñ. 27 è 1, ïðèõîäèì ê òåî-
ðåìå î æîðäàíîâîé ôîðìå:

Òåîðåìà 2. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà A ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì F , òî
ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì îïåðàòîð A èìååò æîðäàíîâó ìàò-
ðèöó.

Ïîñêîëüêó äëÿ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì C óñëîâèå
òåîðåìû 2 âûïîëíÿåòñÿ, òî èìååò ìåñòî

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â êîìïëåêñíîì
ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì åãî ìàòðèöà A èìååò
æîðäàíîâó ôîðìó.

Ñëåäñòâèå 2. Ëþáàÿ êâàäðàòíàÿ êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà ïîäîá-
íà æîðäàíîâîé ìàòðèöå. �

Çàìå÷àíèå 2. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî V λ

îïåðàòîðà A ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó èíâàðèàíòíûõ öèêëè-
÷åñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà N = (A− λE)|V λ.
Ýòè öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà èíâàðèàíòíû òàêæå îòíîñèòåëü-
íî îïåðàòîðà A, ïðè÷¼ì â êàæäîì èç íèõ A çàäà¼òñÿ æîðäàíîâîé
êëåòêîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà ðàçìåðîâ æîðäàíîâûõ êëåòîê ñ ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì λ â æîðäàíîâîé ìàòðèöå îïåðàòîðà A ðàâíà
dimV λ, ò. å. êðàòíîñòè êîðíÿ λ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.
Èç âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî êîëè÷åñòâî êëåòîê, îòâå÷à-
þùèõ λ, ðàâíî dimVλ.

� 9. Âû÷èñëåíèå æîðäàíîâîé ôîðìû è å¼ åäèíñòâåííîñòü

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A, çàäàííîãî â íåêî-
òîðîì áàçèñå ìàòðèöåé A, âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2 (c. 30) è
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èçâåñòíû. Çäåñü ìû âûâåäåì ôîðìóëó äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ æîðäàíîâîé ôîðìû ìàòðèöû A.

Ëåììà 1. Ïóñòü J = J(λ) � æîðäàíîâà êëåòêà ïîðÿäêà m.
Òîãäà

rkJk =

{
m, åñëè λ 6= 0;
m− k, åñëè λ = 0, k < m;
0, åñëè λ = 0, k ≥ m.

(1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

1) Åñëè λ 6= 0, òî Jk =

 λk ∗
. . .

0 λk

, ñëåäîâàòåëüíî, rkJk = m

ïðè k = 1, 2, . . .
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2) Ïðè λ = 0, k < m, èíäóêöèåé ïî k äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

Jk =
(
0 Em−k
0 0

)
,

ñëåäîâàòåëüíî, rkJk = m− k.

3) Ïðè λ = 0, k ≥ m èìååì Jk = 0, çíà÷èò, rkJk = 0. �

Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî

rkJk−1−rkJk =

{
1, åñëè J � íèëüïîòåíòíàÿ êëåòêà è k ≤ m;
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (2)

(Ïðèìåì, ÷òî ðàíã A0 ðàâåí ïîðÿäêó A.) Äëÿ ïðîèçâîëüíîé æîðäà-

íîâîé ìàòðèöû èìååì

Jk = diag(Jk1 , J
k
2 , . . . , J

k
s ), rkJ

k = rkJk1 + . . .+ rkJks .

Îòñþäà è èç ôîðìóëû (2) ñëåäóåò:

1) ÷èñëî íèëüïîòåíòíûõ êëåòîê ïîðÿäêà ≥ k ðàâíî

rkJk−1 − rkJk =
∑
i

rkJk−1i −
∑
i

rkJki =
∑
i

(rkJk−1i − rkJki ).

2) ÷èñëî íèëüïîòåíòíûõ êëåòîê ïîðÿäêà ≥ k + 1 ðàâíî

rkJk − rkJk+1.

Èç 1) è 2) ïîëó÷àåì:

3) ÷èñëî íèëüïîòåíòíûõ êëåòîê ïîðÿäêà k ðàâíî

rkJk−1 − 2rkJk + rkJk+1.

Ïóñòü J � ïðîèçâîëüíàÿ æîðäàíîâà ìàòðèöà, λ � å¼ ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå. Ïðè ïåðåõîäå îò J ê J − λE êëåòêè ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
λ, è òîëüêî îíè, ïåðåéäóò â íèëüïîòåíòíûå êëåòêè. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå 3), ïîëó÷èì, ÷òî ÷èñëî êëåòîê ïîðÿäêà k ñ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ â æîðäàíîâîé ìàòðèöå J ðàâíî

rk(J − λE)k−1 − 2rk(J − λE)k + rk(J − λE)k+1. (3)

Ïóñòü ìàòðèöà A ∈ Mn(F ) ïîäîáíà æîðäàíîâîé ìàòðèöå J , ò. å.
A = P−1JP . Òîãäà (A − λE)k = P−1(J − λE)kP . Ïîñêîëüêó ðàíãè
ïîäîáíûõ ìàòðèö ðàâíû (ñì. óïðàæíåíèå 4, ñ.17), òî

rk(A− λE)k = rk(J − λE)k.
Îòñþäà è èç (3) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:
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Òåîðåìà 1. Â æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû A ÷èñëî êëåòîê ïî-
ðÿäêà k ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ ðàâíî

rk(A− λE)k−1 − 2rk(A− λE)k + rk(A− λE)k+1. (4)

Åñëè èçâåñòíî ðàçëîæåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàò-
ðèöû A ∈Mn(F ) íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè, òî ïî ôîðìóëàì (4) îäíî-
çíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî ðàñïîëîæåíèÿ æîðäàíîâûõ êëåòîê íà äèàãî-
íàëè) îïðåäåëÿåòñÿ å¼ æîðäàíîâà ôîðìà.

Ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå 2 (ñ. 30), ìîæíî ïðîâåñòè âû÷èñëåíèå æîð-
äàíîâîé ôîðìû áîëåå ýêîíîìíî, ÷åì áóêâàëüíûì ïðèìåíåíèåì ôîð-
ìóëû (4).

� 10. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí. Òåîðåìà Ãàìèëüòîíà�Êýëè

Ïóñòü A � ìàòðèöà ïîðÿäêà n íàä ïîëåì F . Äëÿ ëþáîãî ìíîãî-
÷ëåíà íàä F

f(t) = α0t
m + α1t

m−1 + . . .+ am−1t+ αm

ìîæíî îïðåäåëèòü ìàòðèöó f(A) ïî ôîðìóëå

f(A) = α0A
m + α1A

m−1 + . . .+ αm−1A+ αmE.

Åñëè f(A) = 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(t) àííóëèðóåò ìàò-
ðèöó A. Àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé ìàòðèöû.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A ∈ Mn(F ). Ïîñêîëüêó dimMn(F ) = n2, òî
ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

α0A
n2 + α1A

n2−1 + . . .+ αn2A+ αn2E = 0.

Ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè, àííóëèðóþùèé ìàòðèöó A, íà-
çûâàåòñÿ å¼ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü f(t) � ëþáîé ìíîãî÷ëåí, àííóëèðó-
þùèé ìàòðèöó A, g(t) � å¼ ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí. Òîãäà f(t)
äåëèòñÿ íà g(t).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû q(t) è r(t),
òàêèå, ÷òî f(t) = q(t)g(t) + r(t), ãäå r(t) = 0 èëè ñòåïåíü r(t) ìåíüøå
ñòåïåíè g(t). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r(t) 6= 0. Òîãäà èç ðàâåíñòâ f(A) = 0
è g(A) = 0 ñëåäóåò, ÷òî r(A) = 0 â ïðîòèâîðå÷èè ñ òåì, ÷òî g(t)
ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí. �

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé èç äâóõ ìèíèìàëüíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ äåëèòñÿ íà äðóãîé, çíà÷èò, îíè îòëè÷àþòñÿ ëèøü ñêà-
ëÿðíûì ìíîæèòåëåì. ×òîáû îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí
ìàòðèöû îäíîçíà÷íî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åãî ñòàðøèé êîýôôèöè-
åíò ðàâåí åäèíèöå.
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Ëåììà 1. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí æîðäàíîâîé êëåòêè J ïî-
ðÿäêà m c ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ ðàâåí (t− λ)m.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1 (ñ. 30) âèäíî,
÷òî

1) (J − λE)m = 0, 2) (J − λE)m−1 6= 0.

Ðàâåíñòâî 1) îçíà÷àåò, ÷òî (t− λ)m � àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí. Ñî-
ãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1 ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí íóæíî èñêàòü ñðåäè
åãî äåëèòåëåé, íî èç íåðàâåíñòâà 2) ñëåäóåò, ÷òî íèêàêîé ñîáñòâåííûé
äåëèòåëü íå ÿâëÿåòñÿ àííóëèðóþùèì ìíîãî÷ëåíîì. Çíà÷èò, (t− λ)m
� ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí. �

Ëåììà 2. Åñëè A = diag(A1, A2, . . . , Ak) � áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà, f(t) � ëþáîé ìíîãî÷ëåí, òî

f(A) = diag(f(A1), f(A2), . . . , f(Ak)). �

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà è λ1, . . . , λs � âñå
ðàçëè÷íûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà A. Òîãäà ìèíè-
ìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A ðàâåí

s∏
i=1

(t− λi)mi, (1)

ãäå mi � íàèáîëüøèé èç ïîðÿäêîâ æîðäàíîâûõ êëåòîê ñ ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèåì λi â æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû A.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâåä¼ì â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàòðèöà
A ïðèâåäåíà ê æîðäàíîâîé ôîðìå J = diag(J1, J2, . . . , Jk). Ìíîãî÷ëåí
(1) àííóëèðóåò âñå êëåòêè J ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λi, ïîñêîëüêó
îí ñîäåðæèò ñîìíîæèòåëü (t− λi)mi, àííóëèðóþùèé, ïî ëåììå 1, âñå
òàêèå êëåòêè. Ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ λi, îòñþäà è èç ëåììû
2 ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí (1) àííóëèðóåò ìàòðèöó J .

Òåïåðü ïóñòü f(t) � ëþáîé ìíîãî÷ëåí, àííóëèðóþùèé ìàòðèöó J .
Îí îáÿçàí àííóëèðîâàòü êëåòêó ïîðÿäêàmi ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
λi, ñëåäîâàòåëüíî, äåëèòñÿ íà ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýòîé êëåòêè,
ðàâíûé (t−λi)mi. Ýòè ìíîãî÷ëåíû, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèÿì, âçàèìíî ïðîñòû, ñëåäîâàòåëüíî, f(t) äåëèòñÿ íà ïðî-
èçâåäåíèå ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ, ò. å. íà ìíîãî÷ëåí (1). Ýòî äîêàçûâàåò,
÷òî (1) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí. �

Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, äåëèòå-
ëåì å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Îòñþäà âûòåêàåò óòâåðæäå-
íèå, èçâåñòíîå êàê òåîðåìà Ãàìèëüòîíà�Êýëè:

Ñëåäñòâèå 1. Ëþáàÿ êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà àííóëèðóåòñÿ ñâî-
èì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì.

Íóæíî çàìåòèòü, ÷òî òåîðåìà Ãàìèëüòîíà�Êýëè âåðíà äëÿ ìàò-
ðèö íàä ëþáûì ïîëåì. Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â
ó÷åáíèêå Ä.Ê. Ôàääååâà � ñì. ñïèñîê ëèòåðàòóðû.
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Â ñèëó èçâåñòíîãî èçîìîðôèçìà àëãåáðû îïåðàòîðîâ è àëãåáðû
ìàòðèö (ñì. �4), âñå ïðèâåä¼ííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ ìîãóò áûòü ïå-
ðåâåäåíû íà îïåðàòîðíûé ÿçûê. Ïîëåçíî ïðîäåëàòü ýòî êàê óïðàæ-
íåíèå.



Ãëàâà 3

Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì

� 1. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà. Íåðàâåíñòâî
Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

Âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì,
åñëè íà í¼ì îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå � äâóõìåñòíàÿ ôóíê-
öèÿ (a, b) ñ âåùåñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùàÿ àêñèîìàì:

1) (α1a+ α2b, c) = α1(a, c) + α2(b, c) (α1, α2 ∈ R);
2) (a, b) = (b, a);
3) (a, a) ≥ 0, ïðè÷¼ì (a, a) = 0⇔ a = 0.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ èõ êîîðäèíàòàìè
è ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè áàçèñíûõ âåêòîðîâ:

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü e1, . . . , en � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Åñëè
a = α1e1 + · · ·+ αnen, b = β1e1 + · · ·+ βnen, òî

(a, b) = (α1e1 + . . .+ αnen, β1e1 + . . .+ βnen) =
n∑

i,j=1

αiβj(ei, ej). (1)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïðèìåíåíèåì àêñèîì 1) è 2). �
Âåêòîðû a è b åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëü-

íûìè, åñëè (a, b) = 0.

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî

(a, b) = 0 äëÿ âñåõ b ∈ V ⇔ a = 0. �

×èñëî ||a|| =
√
(a, a) íàçûâàåòñÿ äëèíîé (íîðìîé) âåêòîðà a. Çà-

ìåòèì, ÷òî ||αa|| = |α| · ||a||, ïîýòîìó íåíóëåâîé âåêòîð ìîæíî íîð-
ìèðîâàòü: óìíîæèòü íà ÷èñëî ||a||−1 è ïîëó÷èòü âåêòîð åäèíè÷íîé
äëèíû.

Ïðèìåð 1. Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Rn ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

a = (α1, . . . , αn)
T , b = (β1, . . . , βn)

T ⇒ (a, b) = α1β1 + . . .+ αnβn.

Âûïîëíåíèå àêñèîì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ.
Äëèíà âåêòîðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

||a|| =
√
(a, a) =

√
α2
1 + . . .+ α2

n.
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Â äàëüíåéøåì âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn çàäàíî ñòàíäàðòíî.

Ïðåäëîæåíèå 1. (Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî). Äëÿ ëþ-
áûõ âåêòîðîâ a, b åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà

(a, b)2 ≤ (a, a)(b, b). (2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè õîòÿ áû îäèí èç âåêòîðîâ ðàâåí 0,
òî íåðàâåíñòâî âåðíî, ïîýòîìó äàëüøå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáà âåêòîðà
íåíóëåâûå. Â ñèëó àêñèîì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(ta− b, ta− b) = t2(a, a)− 2t(a, b) + (b, b) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ R. (3)

Íî êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè
âñåõ t ∈ R òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî äèñêðèìèíàíò D íåïîëî-
æèòåëåí, ò. å. âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (2). �

Çàìå÷àíèå 1. Ðàâåíñòâî â (2) èìååò ìåñòî òîëüêî åñëè a è b
ëèíåéíî çàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî, (a, b)2 = (a, a)(b, b) ⇔ D = 0 ⇔
⇔ ∃ t0 : (t0a− b)(t0a− b) = 0 ⇔ ∃ t0 : t0a− b = 0.

Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó |(a, b)| ≤
||a|| · ||b|| èëè íåðàâåíñòâó

−1 ≤ (a, b)

||a|| · ||b||
≤ 1.

Óãëîì ìåæäó âåêòîðàìè a è b íàçûâàåòñÿ óãîë ϕ (0 ≤ ϕ ≤ π),

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûé óñëîâèåì cosϕ =
(a, b)

||a|| · ||b||
.

� 2. Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Îðòîãîíàëèçàöèÿ ñèñòåìû
âåêòîðîâ

Ñèñòåìà âåêòîðîâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ îðòîãî-
íàëüíîé, åñëè ëþáûå äâà ðàçëè÷íûõ âåêòîðà ñèñòåìû îðòîãîíàëüíû.
Ñèñòåìó èç îäíîãî âåêòîðà áóäåì ñ÷èòàòü îðòîãîíàëüíîé.

Ïðåäëîæåíèå 1. Îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà íåíóëåâûõ âåêòîðîâ
e1, . . . , ek ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü α1e1 + . . . + αkek = 0. Óìíîæàÿ
îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ñêàëÿðíî íà âåêòîð ei, ïîëó÷èì αi(ei, ei) = 0
(i = 1, . . . , k). �

Áàçèñ ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì, åñëè åãî âåêòî-
ðû îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó. Ïðè èññëåäîâàíèè åâêëèäîâûõ
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ïðîñòðàíñòâ íàèáîëåå óäîáåí îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ò. å. îðòî-
ãîíàëüíûé áàçèñ ñ âåêòîðàìè åäèíè÷íîé äëèíû. Äðóãèìè ñëîâàìè,
áàçèñ e = (e1, . . . , en) � îðòîíîðìèðîâàííûé, åñëè

(ei, ej) =

{
0 ïðè i 6= j;
1, åñëè i = j. (1)

Ïóñòü e1, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ è äàíû âåêòîðû
a = α1e1 + . . . + αnen è b = β1e1 + . . . + βnen. Äîêàæèòå â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà.

Ñâîéñòâî 1. (a, b) = α1β1 + . . .+ αnβn.

Ñâîéñòâî 2. ||a|| =
√
(a, a) =

√
α2
1 + . . .+ α2

n.

Ñâîéñòâî 3. Êîîðäèíàòû âåêòîðà a çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè:

αi = (a, ei) (i = 1, . . . , n).

Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ g1, . . . , gm åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ëèíåéíîé îáîëî÷-
êè 〈g1, . . . , gm〉.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îïèñûâàåìîå íèæå ïîñòðîåíèå îðòîãî-
íàëüíîãî áàçèñà íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì îðòîãîíàëèçàöèè.

1. e1 = g1.

2. e2 = α21e1 + g2, ãäå α21 = −(g2, e1)
(e1, e1)

. Åñëè e1 = 0, òî ïîëàãàåì

α21 = 0. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

(e1, e2) = 0, 〈e1, e2〉 = 〈g1, g2〉.

3. Ïóñòü óæå ïîñòðîåíû òàêèå ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû
e1, . . . , ek−1, òàêèå ÷òî

〈e1, . . . , ek−1〉 = 〈g1, . . . , gk−1〉. (2)

Ñëåäóþùèé âåêòîð îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì:

ek = gk +
k−1∑
i=1

αkiei, (3)

ãäå αki = −(gk, ei)
(ei, ei)

, íî åñëè ei = 0, òî αki = 0. Óìíîæàÿ ðàâåí-

ñòâî (3) ñêàëÿðíî íà âåêòîðû ej ïðè j = 1, . . . , k − 1, ìîæíî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî ek îðòîãîíàëåí êàæäîìó èç íèõ. Èç ðàâåíñòâà (3) âèäíî,
÷òî gk ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðû e1, . . . , ek−1, ek, ñëåäîâà-
òåëüíî, 〈g1, . . . , gk−1, gk〉 ⊆ 〈e1, . . . , ek−1, ek〉. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó
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ðàâåíñòâà (2), âåêòîðû e1, . . . , ek−1 ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âåê-
òîðû g1, . . . , gk−1. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â (3), ïîëó÷èì, ÷òî ek
� ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ g1, . . . , gk−1, gk. Çíà÷èò, èìååò ìå-
ñòî îáðàòíîå âëîæåíèå 〈e1, . . . , ek−1, ek〉 ⊆ 〈g1, . . . , gk−1, gk〉. Òàêèì îá-
ðàçîì, 〈e1, . . . , ek−1, ek〉 = 〈g1, . . . , gk−1, gk〉. Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íûå
ïîñòðîåíèÿ, ïîëó÷èì îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ ei, òàêóþ, ÷òî
〈e1, . . . , em〉 = 〈g1, . . . , gm〉.
4. Ñèñòåìà e1, . . . , em ìîæåò ñîäåðæàòü íóëåâûå âåêòîðû. Óäàëèâ èõ,
ïîëó÷èì èñêîìûé îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà 〈g1, . . . , gm〉. �

Ñëåäñòâèå 1. Â êàæäîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâó-
åò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü g1, . . . , gm � áàçèñ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.
Ïðèìåíèâ ê íåìó ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè, ïîëó÷èì îðòîãîíàëüíûé
áàçèñ e1, . . . , em, çàòåì íîðìèðóåì êàæäûé âåêòîð ei. �

Ñëåäñòâèå 2. Ëþáóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó âåêòî-
ðîâ e1, . . . , ek ìîæíî äîïîëíèòü äî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà
e1, . . . , ek, ek+1, . . . , en.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âíà÷àëå äîïîëíèì äàííóþ ñèñòåìó äî
êàêîãî-íèáóäü áàçèñà e1, . . . , ek, e

′
k+1, . . . , e

′
n. Ýòî âîçìîæíî ïî òåîðåìå

1 (ñ. 6). Çàòåì ïðîâåä¼ì ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè. �

� 3. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå

Ïóñòü V � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, L � åãî ïîäïðîñòðàíñòâî.
Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

L⊥ = {b | (a, b) = 0 äëÿ âñåõ a ∈ L},
íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ïîäïðîñòðàíñòâà L.

Óïðàæíåíèå 1. Ïóñòü e1, . . . , ek � áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà L.
Òîãäà

b ∈ L⊥ ⇔ (ei, b) = 0, i = 1, . . . , k.

Òåîðåìà 1. Åñëè L � ïîäïðîñòðàíñòâî n-ìåðíîãî åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà V , òî

1) L⊥ � ïîäïðîñòðàíñòâî,

2) V = L⊕ L⊥.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óòâåðæäåíèå 1) ëåãêî ïðîâåðèòü.
Äîêàæåì 2). Ïóñòü x ∈ L∩L⊥, òîãäà (x, x) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, x = 0.
Ýòî çíà÷èò (ïðåäëîæåíèå 1, ñ. 10), ÷òî ñóììà L+ L⊥ ïðÿìàÿ. Â ñèëó
ýòîãî

dim(L⊕ L⊥) = dimL+ dimL⊥ ≤ dimV. (1)
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Âûáåðåì â L îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, . . . , ek è äîïîëíèì åãî
äî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà e1, . . . , ek, ek+1, . . . , en ïðîñòðàíñòâà V .
Ýòî âîçìîæíî ïî ñëåäñòâèþ 2 (ñ. 38). Âåêòîðû ek+1, . . . , en ïðèíàä-
ëåæàò L⊥ (ñì. óïð.1), ïîýòîìó dimL⊥ ≥ n − k = dimV − dimL.
Ñëåäîâàòåëüíî, dimL⊥ = n − k, ò. å. L⊥ = 〈ek+1, . . . , en〉. Îòñþäà
V = L⊕ L⊥. �

� 4. Èçîìîðôèçì åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ

Ãîâîðÿò, ÷òî åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà V è V ′ èçîìîðôíû, åñëè
ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ϕ : V → V ′ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ, ñîõðà-
íÿþùèé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ò. å. (ϕ(a), ϕ(b)) = (a, b) äëÿ âñåõ
a, b ∈ V .
Ïðèìåð 1. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1 (ñ.14) îòîáðàæåíèå K, ñòàâÿ-
ùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó âåêòîðó âåùåñòâåííîãî n-ìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà V ñòîëáåö åãî êîîðäèíàò â äàííîì áàçèñå, ÿâëÿåòñÿ èçî-
ìîðôèçìîì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ V è Rn. Ïóñòü V � åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì çàäàí îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, . . . , en,
â ïðîñòðàíñòâå Rn çàäàíî ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (ïðè-
ìåð 1 íà ñ. 35). Èç ôîðìóëû (1) íà ñ. 35 ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò, ÷òî
îòîáðàæåíèå K ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è òåì ñàìûì ÿâ-
ëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà V è V ′ èçîìîðôíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà dimV = dimV ′.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ×òî èçîìîðôíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà
èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü, óæå äîêàçàíî (òåîðåìà 1, ñ. 14).

Òåïåðü ïóñòü äàíî, ÷òî åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà V è V ′ èìåþò
îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü. Âûáåðåì â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ îðòîíîðìè-
ðîâàííûå áàçèñû e1, . . . , en è g1, . . . , gn. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà

a =
n∑
i=1

αiei ïîëîæèì, ÷òî ϕ(a) =
n∑
i=1

αigi. Ñîãëàñíî âûøåóïîìÿíó-

òîé òåîðåìå îòîáðàæåíèå ϕ îïðåäåëÿåò èçîìîðôèçì ëèíåéíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ V è V ′. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðî-

èçâåäåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ a =
n∑
i=1

αiei è b =
n∑
j=1

βjej, ó÷èòûâàÿ

ñëåäñòâèå 1 (ñ.35), èìååì:

(ϕ(a), ϕ(b)) = (
n∑
i=1

αigi,
n∑
j=1

βjgj) =
n∑

i,j=1

αiβj(gi, gj) =
n∑
i=1

αiβi = (a, b). �
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� 5. Ýðìèòîâû ïðîñòðàíñòâà

Êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâûì
(èëè óíèòàðíûì), åñëè íà í¼ì îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
� äâóõìåñòíàÿ ôóíêöèÿ (a, b) ñ êîìïëåêñíûìè çíà÷åíèÿìè, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ àêñèîìàì:

1) (α1a+ α2b, c) = α1(a, c) + α2(b, c);
2) (a, b) = (b, a);
3) (a, a) ≥ 0, ïðè÷¼ì (a, a) = 0⇔ a = 0.

Ñëåäñòâèå 1. (c, α1a+ α2b) = α1(c, a) + α2(c, b).�

Âåêòîðû a è b ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëü-
íûìè, åñëè (a, b) = 0.

Êàê â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, âåêòîð a ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà
îðòîãîíàëåí ëþáîìó âåêòîðó ïðîñòðàíñòâà òîëüêî åñëè a = 0.

Âåëè÷èíà ||a|| =
√
(a, a) íàçûâàåòñÿ äëèíîé (íîðìîé) âåêòîðà a.

Ïðèìåð 1. Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Cn ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

a = (α1, . . . , αn)
T , b = (β1, . . . , βn)

T ⇒ (a, b) = α1β1 + . . .+ αnβn.

Âûïîëíåíèå àêñèîì 1-3 ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ. Äëèíà âåêòîðà â ýðìèòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå Cn îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

||a|| =
√
(a, a) =

√
|α1|2 + · · ·+ |αn|2.

Â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñïðàâåäëèâî è íåðàâåíñòâî Êîøè�
Áóíÿêîâñêîãî: |(a, b)| ≤ ||a|| · ||b||. Ïîíÿòèå óãëà îáû÷íî íå ââîäèòñÿ.

Ïî ñóùåñòâó âñÿ òåîðèÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ðàññìîòðåííàÿ
âûøå, áåç èçìåíåíèÿ îïðåäåëåíèé è ñõåì äîêàçàòåëüñòâ ïåðåíîñèò-
ñÿ íà ýðìèòîâî ïðîñòðàíñòâî. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ôàêòàìè ýòîé
òåîðèè â ýðìèòîâîì ñëó÷àå áåç äàëüíåéøèõ îãîâîðîê.



Ãëàâà 4

Íîðìàëüíûå îïåðàòîðû

� 1. Ñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð. Ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü

ÏóñòüA� ëèíåéíûé îïåðàòîð íà åâêëèäîâîì èëè ýðìèòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå V . Ëèíåéíûé îïåðàòîð A∗ : V → V íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæ¼í-
íûì ñ A, åñëè

(A∗x, y) = (x,Ay) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ V . (1)

Ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàòîð A íîðìàëüíûé, åñëè AA∗ = A∗A.
Îïðåäåëèì ñîïðÿæåííûå è íîðìàëüíûå ìàòðèöû. Ïóñòü A � êîì-

ïëåêñíàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Ñîïðÿæ¼ííîé ñ A, íàçûâàåòñÿ
ìàòðèöà A∗, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ òðàíñïîíèðîâàíèåì A è ïîñëåäó-
þùåé çàìåíîé êàæäîãî ýëåìåíòà íà êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûé. Åñëè
A � âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà, òî A∗ = AT . Ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöà A
íîðìàëüíàÿ, åñëè AA∗ = A∗A.

Ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà äîêàçûâàþòñÿ ïðîñòûìè âû÷èñëåíèÿìè:

(A+B)∗ = A∗ +B∗, (AB)∗ = B∗A∗, (λA)∗ = λA∗, (A∗)∗ = A. (2)

(Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ðàçìåðû ìàòðèö ïîçâîëÿþò èõ ñêëàäûâàòü è
ïåðåìíîæàòü).

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ñîïðÿæ¼ííûõ ìàòðèö. Ïóñòü
âåêòîðû x, y èìåþò â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå åâêëèäîâà èëè ýð-
ìèòîâà ïðîñòðàíñòâà V êîîðäèíàòíûå ñòîëáöû X = (x1, . . . , xn)

T ,
Y = (y1, . . . , yn)

T , òîãäà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö:

(x, y) = x1y1 + . . .+ xnyn = Y ∗X. (3)

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A â åâêëèäîâîì
èëè ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå V ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñîïðÿ-
æ¼ííûé îïåðàòîð.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü A � ìàòðèöà îïåðàòîðà A â
îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå e = (e1, . . . , en). Ïîëîæèì, ÷òî A∗ � îïå-
ðàòîð, èìåþùèé â áàçèñå e ìàòðèöó A∗. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ
x = x1e1 + . . . + xnen, y = y1e1 + . . . + ynen ïðîâåðèì âûïîëíåíèå
óñëîâèÿ (1), ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâàìè (2) è (3):

(A∗x, y) = Y ∗(A∗X) = (Y ∗A∗)X = (AY )∗X = (x,Ay).
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Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà. Ïóñòü îïåðàòîð B
òîæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1), òîãäà äëÿ ëþáûõ x, y ∈ V

(A∗x, y) = (Bx, y)⇒ ((A∗ − B)x, y) = 0.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè ëþáîì x ∈ V

((A∗−B)x, (A∗−B)x) = 0⇒ (A∗−B)x = 0⇒ A∗−B = 0⇒ A∗ = B. �
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Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â åâêëèäîâîì èëè ýðìèòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå.

Ïðåäëîæåíèå 1. Îïåðàòîð A íîðìàëåí â òî÷íîñòè òîãäà, êî-
ãäà â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå åãî ìàòðèöà A íîðìàëü-
íàÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü A � ìàòðèöà îïåðàòîðà A â îðòî-
íîðìèðîâàííîì áàçèñå e. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 (ñ. 41) âèäíî,
÷òî ìàòðèöåé îïåðàòîðà A∗ â òîì æå áàçèñå ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà A∗. Â
ñèëó èçîìîðôèçìà àëãåáðû îïåðàòîðîâ è àëãåáðû ìàòðèö (ñì. òåîðå-
ìó 1 íà ñ.19 è ñëåäóþùåå çà íåé çàìå÷àíèå) ìàòðèöåé îïåðàòîðà AA∗
ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà AA∗, îïåðàòîð A∗A èìååò ìàòðèöó A∗A. Î÷åâèäíî,
÷òî ðàâåíñòâî AA∗ = A∗A ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó AA∗ = A∗A. �

Íàïîìíèì, ÷òî ñëåäîì êâàäðàòíîé ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ñóììà å¼
äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñëåäà äîêàçûâàþòñÿ
íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè.

Ëåììà 1. tr(A+B) = trA+ trB, tr(AB) = tr(BA).
Åñëè A = (aij), òî tr(AA∗) =

∑
i,j
|aij|2. �

Ëåììà 2. Åñëè ìàòðèöà A =

(
B D
0 C

)
ñ êâàäðàòíûìè áëîêà-

ìè B è C � íîðìàëüíàÿ, òî D = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó íîðìàëüíîñòè A ñëåäóþùèå äâå
ìàòðèöû ðàâíû:

AA∗ =

(
B D
0 C

)(
B∗ 0
D∗ C∗

)
=

(
BB∗ +DD∗ DC∗

CD∗ CC∗

)
,

A∗A =

(
B∗ 0
D∗ C∗

)(
B D
0 C

)
=

(
B∗B B∗D
D∗B D∗D + C∗C

)
.

Â ÷àñòíîñòè, BB∗+DD∗ = B∗B. Ïîëüçóÿñü ëåììîé 1, ïîëó÷àåì:

tr(BB∗ +DD∗) = tr(BB∗) + tr(DD∗) = tr(B∗B) ⇒ tr(DD∗) = 0,

ñëåäîâàòåëüíî, D = 0. �
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Ëåììà 3. Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî L èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëü-
íî íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà A, òî åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå L⊥
òîæå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü e1, . . . , ek, ek+1, . . . , en � áàçèñ
ïðîñòðàíñòâà V , â êîòîðîì ïåðâûå k âåêòîðîâ ñîñòàâëÿþò áàçèñ L.

Â ýòîì áàçèñå ìàòðèöà îïåðàòîðà A èìååò ôîðìó A =

(
B D
0 C

)
.

Ñîãëàñíî ëåììå 2 íà ñàìîì äåëå A =

(
B 0
0 C

)
. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîä-

ïðîñòðàíñòâî 〈ek+1, . . . , en〉 èíâàðèàíòíî. Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1
(ñ. 38), óñòàíîâëåíî, ÷òî 〈ek+1, . . . , en〉 = L⊥. �

Ïîäïðîñòðàíñòâà L è M åâêëèäîâà èëè ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâå
V íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè îðòîãîíàëüíû ëþáûå âåêòîðû
x ∈ L, y ∈ M . Ñóììà îðòîãîíàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ
îðòîãîíàëüíîé.

Ëåììà 4. Îðòîãîíàëüíàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ åñòü ïðÿìàÿ
ñóììà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáúåäèíåíèå îðòîãîíàëüíûõ áàçèñîâ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ L1, . . . , Lk ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó
íåíóëåâûõ âåêòîðîâ. Òàêàÿ ñèñòåìà ïî ïðåäëîæåíèþ 1 (ñ. 36) ëèíåé-
íî íåçàâèñèìà, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ñóììû L1+ · · ·+Lk.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 (ñ. 9) ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóììà ïðÿìàÿ. �

Èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊆ V ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A
íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìûì, åñëè îíî ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíîå (îòëè÷íîå
îò 0 è L) èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî L íåïðèâîäèìî.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü íîðìàëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð A äåéñòâó-
åò â åâêëèäîâîì èëè ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå V . Òîãäà ïðîñòðàí-
ñòâî V ðàçëàãàåòñÿ â îðòîãîíàëüíóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ èíâàðè-
àíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ: V = L1 ⊕ . . .⊕ Lk.

Â ïðîñòðàíñòâå V ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êî-
òîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà A èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ôîðìó

A =

 A1
. . .

Ak

 , (1)

ãäå áëîê Ai (i = 1, . . . , k) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó îãðàíè÷åíèÿ
îïåðàòîðà A íà íåïðèâîäèìîå ïîäïðîñòðàíñòâî Li.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè V íåïðèâîäèìî, òî óòâåðæäåíèå
î÷åâèäíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïî ëåììå 3 ïðîñòðàíñòâî V ðàçëàãàåò-
ñÿ â îðòîãîíàëüíóþ ñóììó äâóõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Åñëè
îäíî èç íèõ ïðèâîäèìî, òî ðàçëîæèì åãî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Ïðî-
äîëæàÿ ðàçëîæåíèå ñëàãàåìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïîêà ýòî âîçìîæíî,
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ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå V â âèäå îðòîãîíàëüíîé (ïî ëåììå 4 � ïðÿ-
ìîé) ñóììû íåïðèâîäèìûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Ñîñòàâèì
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ V , îáúåäèíèâ îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû
ïîäïðîñòðàíñòâ L1, . . . , Lk. Â ýòîì áàçèñå ìàòðèöà îïåðàòîðà A èìååò
ôîðìó (1). �

Ëåììà 5. Äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A, äåéñòâóþùåãî â êîì-
ïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå V , íåïðèâîäèìûå èíâàðèàíòíûå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà îäíîìåðíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü L� èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
Îïåðàòîð A|L èìååò ñîáñòâåííûé âåêòîð (ñëåäñòâèå 1 íà ñ. 22), ñëåäî-
âàòåëüíî, èìååò îäíîìåðíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïîýòîìó
L íåïðèâîäèìî, ëèøü åñëè dimL = 1. �

Òåîðåìà 2. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â n-ìåðíîì ýðìèòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå V íîðìàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà A èìååò äèàãîíàëü-
íûé âèä

A =

 λ1
. . .

λn

 . (2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ íîðìàëü-
íîãî îïåðàòîðà ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 è ëåììû 5. Äåéñòâèòåëüíî, âû-
áðàâ â êàæäîì èç îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Li ïî îäíîìó íîðìè-
ðîâàííîìó âåêòîðó, ïîëó÷èì ñîáñòâåííûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.
Ìàòðèöà â ýòîì áàçèñå èìååò âèä (2) ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè íà
äèàãîíàëè.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå
ìàòðèöà îïåðàòîðà A èìååò äèàãîíàëüíûé âèä (2). Òîãäà ìàòðèöà
îïåðàòîðà A∗ èìååò äèàãîíàëüíûé âèä A∗ = diag(λ1, . . . , λn). ßñíî,
÷òî AA∗ = A∗A, ñëåäîâàòåëüíî, AA∗ = A∗A. �

Ïåðåéä¼ì ê èçó÷åíèþ íîðìàëüíûõ îïåðàòîðîâ â åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå.

Ëåììà 6. Ïóñòü C � íîðìàëüíàÿ ìàòðèöà, Z ∈ Cn. Òîãäà

CZ = 0 ⇒ C∗Z = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

(C∗Z)∗(C∗Z) = Z∗CC∗Z = Z∗C∗CZ = (CZ)∗(CZ) = 0⇒ C∗Z = 0. �

Ëåììà 7. Ïóñòü A � íîðìàëüíàÿ ìàòðèöà. Òîãäà

AZ = λZ ⇒ A∗Z = λZ (Z ∈ Cn, λ ∈ C).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî (A∗ − λE)Z = 0.
Èç íîðìàëüíîñòè A ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà A − λE òîæå íîðìàëüíàÿ,
à ñîïðÿæ¼ííàÿ ñ íåé ðàâíà A∗−λE. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà
äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ëåììó 6 ê ìàòðèöå C = A− λE. �

Òåîðåìà 3. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå V íîðìàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåêîòîðîì îðòîíîð-
ìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöà îïåðàòîðà èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ
ôîðìó A = diag(A1, . . . , Ak), ãäå êàæäûé áëîê Ai ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ëèáî ìàòðèöó ïîðÿäêà 1, ëèáî ìàòðèöó ïîðÿäêà 2 âèäà(

α β
−β α

)
, β 6= 0. (3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü A � íîðìàëüíûé îïåðàòîð,
ïðîñòðàíñòâî V ðàçëîæåíî â îðòîãîíàëüíóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ
èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ: V = L1 ⊕ . . . ⊕ Lk, âûáðàí îðòîíîð-
ìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà èìååò âèä (1). Ïî
ñëåäñòâèþ 2 (ñ.22) ëèíåéíûé îïåðàòîð â âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå
âñåãäà èìååò îäíîìåðíîå èëè äâóìåðíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî, íåïðèâîäèìûìè ìîãóò áûòü ëèøü ïîäïðîñòðàí-
ñòâà ðàçìåðíîñòè 1 èëè 2. Ñîîòâåòñòâåííî, êëåòêè â ìàòðèöå (1) ìîãóò
áûòü ïîðÿäêà 1 èëè 2. Åñëè λ � âåùåñòâåííûé êîðåíü õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, òî åìó îòâå÷àþò îäíîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà
Li = 〈ei〉 � ëèíåéíûå îáîëî÷êè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ λ,
ñîîòâåòñòâåííî, ìàòðèöà Ai åñòü ïðîñòî ÷èñëî λ. Äâóìåðíîå íåïðèâî-
äèìîå ïîäïðîñòðàíñòâî Li ñóùåñòâóåò, åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíî-
ãî÷ëåí èìååò êîìïëåêñíûé êîðåíü λ = α+ βi, β 6= 0 (à òàêæå êîðåíü
λ = α− βi). Äàëåå èñïîëüçóåì ïðåäëîæåíèå 3 (ñ.22) è ââåä¼ííûå òàì
îáîçíà÷åíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîðû g è h, çàäàííûå â îðòîíîðìè-
ðîâàííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà V êîîðäèíàòíûìè ñòîëáöàìè G è H,
îðòîãîíàëüíû. Ñ îäíîé ñòîðîíû, äëÿ íåíóëåâîãî êîìïëåêñíîãî ñòîëá-
öà Z = G+ iH èìååì AZ = λZ, ñëåäîâàòåëüíî,

ZTAZ = ZT (λZ) = λZTZ,

ñ äðóãîé ñòîðîíû, ó÷èòûâàÿ ëåììó 7,

ZTAZ = (ATZ)TZ = λZTZ.

Ïîñêîëüêó λ 6= λ 6= 0, òî ZTZ = 0. Çíà÷èò,

(GT + iHT )(G+ iH) = (GTG−HTH) + i(GTH +HTG) = 0.

Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè, ïîëó÷àåì:

GTG = HTH, GTH = 0 (ò. ê. GTH = HTG).
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Â ïåðåâîäå íà âåêòîðíûé ÿçûê ýòè ðàâåíñòâà îçíà÷àþò: (g, g) = (h, h),
(g, h) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ||g||−1g, ||h||−1h � îðòîíîðìèðîâàííûé áà-
çèñ Li. Â ýòîì áàçèñå ìàòðèöà Ai îïåðàòîðà A|Li èìååò âèä (3). Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöû òàêîãî òèïà íîðìàëüíû.

Âûáðàâ â êàæäîì îäíîìåðíîì Li íîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé
âåêòîð, è â êàæäîì äâóìåðíîì Li îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ îïèñàí-
íîãî âûøå òèïà, ñîñòàâèì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V ,
â êîòîðîì ìàòðèöàA èìååò âèä, óêàçàííûé â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìàòðèöà
A = diag(A1, . . . , Ak) ñ íîðìàëüíûìè áëîêàìè Ai ÿâëÿåòñÿ íîðìàëü-
íîé ìàòðèöåé. �

� 3. Óíèòàðíûå è îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû

Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ
óíèòàðíûì, åñëè ñîïðÿæ¼ííûé ñ íèì ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì:

A∗A = AA∗ = E . (1)

Îïåðàòîð â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó
(1), íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì. ßñíî, ÷òî óíèòàðíûé è îðòîãîíàëü-
íûé îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè.

Êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ óíèòàðíîé, åñëè ñîïðÿæ¼í-
íàÿ ñ íåé ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé:A∗A = AA∗ = E. Âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà
A íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè ATA = AAT = E. Î÷åâèäíî, ÷òî
îïåðàòîð óíèòàðåí (îðòîãîíàëåí) â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà åãî ìàòðèöà
â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå óíèòàðíà (îðòîãîíàëüíà).

Íîðìàëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð A â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå
óíèòàðåí, åñëè ìîäóëè åãî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàâíû åäèíèöå. Áî-
ëåå ïîäðîáíàÿ ôîðìóëèðîâêà:

Òåîðåìà 1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â ýðìèòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå V óíèòàðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåêîòîðîì îðòî-
íîðìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöà îïåðàòîðà èìååò âèä:

A = diag(λ1, . . . , λn), |λ1| = . . . = |λn| = 1. (2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü A � óíèòàðíûé, ñëåäîâàòåëüíî,
íîðìàëüíûé, îïåðàòîð. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2 (ñ. 44) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî â
êîìïëåêñíîé äèàãîíàëüíîé óíèòàðíîé ìàòðèöå äèàãîíàëüíûå ýëåìåí-
òû ðàâíû åäèíèöå ïî ìîäóëþ, ïîëó÷àåì â íåêîòîðîì (ñîáñòâåííîì)
îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ôîðìó (2). Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ââèäó
óïîìÿíóòîé âûøå òåîðåìû 2 íå òðåáóåò äîêàçàòåëüñòâà. �

Òåîðåìà 2. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå V îðòîãîíàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåêîòîðîì îð-
òîíîðìèðîâàííîì áàçèñå åãî ìàòðèöà èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ
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ôîðìó A = diag(A1, . . . , Ak), ïðè÷¼ì ìàòðèöû Ai ïåðâîãî ïîðÿäêà
ðàâíû 1 èëè −1, à ìàòðèöû Ai âòîðîãî ïîðÿäêà èìåþò âèä(

cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
, sinϕ 6= 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î âûòåêàåò èç òåîðåìû 3 (ñ.45) è ñëåäóþùèõ
ñîîáðàæåíèé:

1) ìàòðèöà A = diag(A1, . . . , Ak) îðòîãîíàëüíà ⇔ êàæäûé
áëîê Ai îðòîãîíàëåí;

2) îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà 1 âñåãî äâå: 1 è −1;

3) ìàòðèöà

(
α β
−β α

)
îðòîãîíàëüíà⇔ α2+β2 = 1⇔ ñóùåñòâóåò

òàêîé óãîë ϕ, ÷òî cosϕ = α, sinϕ = β , 0 ≤ ϕ < 2π. �

Òåîðåìà 3. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â ýðìèòîâîì èëè
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå V . Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) A � óíèòàðíûé (îðòîãîíàëüíûé) îïåðàòîð;

2) (Ax,Ay) = (x, y) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ V ;
3) åñëè e1, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, òî è Ae1, . . . ,Aen

� îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
1⇒ 2 ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ (Ax,Ay) = (A∗Ax, y) = (x, y).

2⇒ 3. (Aei,Aej) = (ei, ej) =

{
0 ïðè i 6= j,
1, åñëè i = j.

3⇒ 1. Åñëè e1, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, òî äëÿ ëþáûõ
i, j

(Aei,Aej) = (A∗Aei, ej) = (ei, ej) ⇒ ((A∗A− E)ei, ej) = 0.

Âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé âñåì áàçèñíûì âåêòîðàì, ðàâåí 0, ñëåäîâà-
òåëüíî, (A∗A−E)ei = 0 äëÿ âñåõ i. Ëèíåéíûé îïåðàòîð, îáðàùàþùèé
â 0 âñå áàçèñíûå âåêòîðû, åñòü íóëåâîé îïåðàòîð, çíà÷èò, A∗A = E .
Ðàâåíñòâî AA∗ = E äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

� 4. Ñàìîñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû

Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â ýðìèòîâîì èëè åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå V íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì, åñëè A∗ = A. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæ¼í, åñëè (Ax, y) = (x,Ay) äëÿ ëþáûõ
x, y ∈ V . Ñàìîñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû î÷åâèäíî íîðìàëüíû.
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Êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííîé, åñëè
A∗ = A. ßñíî, ÷òî îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæ¼í, åñëè â íåêîòîðîì îðòî-
íîðìèðîâàííîì áàçèñå åãî ìàòðèöà A ñàìîñîïðÿæ¼ííàÿ. Âåùåñòâåí-
íàÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé. Ñàìîñî-
ïðÿæåííûå îïåðàòîðû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ÷àñòî íàçûâàþò
ñèììåòðè÷åñêèìè.

Òåîðåìà 1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â ýðìèòîâîì èëè åâêëèäî-
âîì ïðîñòðàíñòâå V ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà
V îïåðàòîð èìååò âåùåñòâåííóþ äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ýðìèòîâîì ñëó÷àå ïðèìåíÿåì òåî-
ðåìó 2 (ñ. 44) è ó÷èòûâàåì, ÷òî êîìïëåêñíàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà
ñàìîñîïðÿæåíà ëèøü åñëè âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû âåùåñòâåííû.

Â åâêëèäîâîì ñëó÷àå ïðèìåíÿåì òåîðåìó 3 (ñ. 45) è ó÷èòûâàåì,
÷òî êëåòêè òèïà (3) îòñóòñòâóþò, ïîñêîëüêó îíè íåñèììåòðè÷íû. �

Ïðèâåä¼ì óñëîâèå ñàìîñîïðÿæåííîñòè îïåðàòîðà, ýêâèâàëåíòíîå
òåîðåìå 1, íî â äðóãîé ôîðìóëèðîâêå.

Òåîðåìà 2. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â ýðìèòîâîì èëè åâêëèäî-
âîì ïðîñòðàíñòâå V ñàìîñîïðÿæ¼í òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âñå êîðíè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà âåùåñòâåííû è ñó-
ùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , ñîñòàâëåí-
íûé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ A.

Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð A çàäàí â
íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöåé A. Êàê âèäíî èç òåî-
ðåì ýòîãî ïàðàãðàôà, îïåðàòîð A äèàãîíàëèçèðóåì. ×òîáû íàéòè îð-
òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ñîñòàâëåííûé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, âíà-
÷àëå ìîæíî âû÷èñëèòü êàêîé-íèáóäü ñîáñòâåííûé áàçèñ, à çàòåì ñ
ïîìîùüþ ïðîöåññà îðòîãîíàëèçàöèè è íîðìèðîâàíèÿ ïðåâðàòèòü åãî
îðòîíîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé áàçèñ.

� 5. Òåîðåìû î íîðìàëüíûõ ìàòðèöàõ

Ãîâîðÿò, ÷òî êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà A óíèòàðíî ïîäîáíà ìàòðè-
öå B, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ óíèòàðíàÿ ìàòðèöà P , ÷òî P ∗AP = B.
Âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà A îðòîãîíàëüíî ïîäîáíà ìàòðèöå B, åñëè ñó-
ùåñòâóåò îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà P , òàêàÿ, ÷òî P TAP = B.

Ëåììà 1. Åñëè e è e′ � îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû â ýðìèòî-
âîì (åâêëèäîâîì) ïðîñòðàíñòâå, òî ìàòðèöà P = (pij) ïåðåõîäà îò
e ê e′ óíèòàðíà (îðòîãîíàëüíà).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

(e′i, e
′
j) = (

∑
k

pkiek,
∑
l

pliel) =
∑
k

pkipkj =

{
0, åñëè i 6= j;
1 ïðè i = j. (1)
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Ðàâåíñòâà (1) äîêàçûâàþò óíèòàðíîñòü P , ïîñêîëüêó ÷èñëî
∑
k

pkipkj

åñòü (j, i)-ýëåìåíò ìàòðèöû P ∗P . Ýòî äîêàçàòåëüñòâî âåðíî è äëÿ åâ-
êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ñ òåì îòëè÷èåì, ÷òî çíàêè êîìïëåêñíîãî ñî-
ïðÿæåíèÿ îòñóòñòâóþò è âìåñòî P ∗ ìîæíî ïèñàòü P T . �

Òåîðåìà 1. Âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà íîðìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà îíà óíèòàðíî ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå.

2. Åñëè âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà íîðìàëüíà, òî îíà îðòîãîíàëüíî
ïîäîáíà ìàòðèöå diag(A1, . . . , Ak), ãäå êàæäàÿ ïîäìàòðèöà Ai ëèáî

ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì ëèáî èìååò âèä

(
α β
−β α

)
, β 6= 0. Âåðíî è îá-

ðàòíîå óòâåðæäåíèå.

3. Êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà óíèòàðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíà óíèòàðíî ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå, äèàãîíàëüíûå ýëåìåí-
òû êîòîðîé ïî ìîäóëþ ðàâíû åäèíèöå.

4. Åñëè âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà îðòîãîíàëüíà, òî îíà îðòîãî-
íàëüíî ïîäîáíà ìàòðèöå diag(A1, . . . , Ak), ãäå ïîäìàòðèöà Ai ðàâíà

1, èëè −1, èëè ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé òèïà
(

cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
, sinϕ 6=

0. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òîæå âåðíî.

5.Êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà ñàìîñîïðÿæåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíà óíèòàðíî ïîäîáíà âåùåñòâåííîé äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå.

6.Âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà ñèììåòðè÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíà îðòîãîíàëüíî ïîäîáíà âåùåñòâåííîé äèàãîíàëüíîé ìàò-
ðèöå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû äîêàçûâàþòñÿ
îäíîòèïíî. Äîêàæåì òîëüêî ïåðâîå è ïîñëåäíåå èç íèõ.

1. Íîðìàëüíóþ ìàòðèöó A ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòðèöó
íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå e ýð-
ìèòîâà ïðîñòðàíñòâà V . Ïî òåîðåìå 2 (ñ. 44) ñóùåñòâóåò îðòîíîðìè-
ðîâàííûé áàçèñ e′, â êîòîðîì ìàòðèöà D îïåðàòîðà � äèàãîíàëüíàÿ.
Ìàòðèöû A è D ñâÿçàíû èçâåñòíûì ñîîòíîøåíèåì P−1AP = D, ãäå
P � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò e ê e′. Ïî ëåììå 1 ìàòðèöà P óíèòàðíàÿ,
ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåì ïèñàòü P ∗AP = D.

Îáðàòíî, ïóñòü A = PDP ∗, ãäå P � óíèòàðíàÿ, D � äèàãîíàëü-
íàÿ ìàòðèöà. Òîãäà A∗ = PD∗P ∗ è ñâîéñòâî íîðìàëüíîñòè A ëåãêî
ïðîâåðÿåòñÿ.

6. Âåùåñòâåííóþ ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó A ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ìàòðèöó ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðî-
âàííîì áàçèñå e åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà V . Ïî òåîðåìå 1 (ñ.48) ñóùå-
ñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e′, â êîòîðîì ìàòðèöà D îïåðàòîðà
� äèàãîíàëüíàÿ. Ìàòðèöû A è D ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì P−1AP = D,
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ãäå P � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò e ê e′. Ïî ëåììå 1 ìàòðèöà P îðòîãî-
íàëüíàÿ, ïîýòîìó P TAP = D.

Îáðàòíî, ïóñòü A = PDP T , ãäå P � îðòîãîíàëüíàÿ, D � äèàãî-
íàëüíàÿ ìàòðèöà. Ñèììåòðè÷íîñòü A ëåãêî ïðîâåðèòü. �



Ãëàâà 5

Áèëèíåéíûå ôóíêöèè è êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

� 1. Áèëèíåéíûå ôóíêöèè

Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F . Äâóõìåñòíàÿ
ôóíêöèÿ f : V × V → F íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíîé, åñëè îíà ëèíåéíà
ïî êàæäîìó àðãóìåíòó, ò. å. äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ V , λ ∈ F

1) f(x+ y, z) = f(x, z) + f(y, z), f(λx, z) = λf(x, z);
2) f(x, y + z) = f(x, y) + f(x, z), f(x, λy) = λf(x, y).

Ïðèìåð 1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíîé ôóíêöèåé.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü A � ìàòðèöà ïîðÿäêà n íàä F . Òîãäà ôóíêöèÿ
f(X, Y ) = XTAY (X, Y ∈ F n) � áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà F n.

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå V âûáðàí áàçèñ e = (e1, . . . , en). Òîãäà äëÿ
âåêòîðîâ x = x1e1 + . . .+ xnen, y = y1e1 + . . .+ ynen èç àêñèîì 1) è 2)
âûòåêàåò, ÷òî

f(x, y) = f(x1e1 + . . .+ xnen, y1e1 + . . .+ ynen) =
n∑

i,j=1

aijxiyj, (1)

ãäå aij = f(ei, ej).
Ìàòðèöà A = (aij) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé áèëèíåéíîé ôóíêöèè f

â áàçèñå e. Ôîðìóëó (1) óäîáíî çàïèñûâàòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

f(x, y) = XTAY. (2)

ãäå X = (xi), Y = (yj) � ñòîëáöû êîîðäèíàò âåêòîðîâ x, y â áàçèñå e.
Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå V âûáðàí íîâûé áàçèñ e′ = (e′1, . . . , e

′
n). Êîîð-

äèíàòíûå ñòîëáöû âåêòîðîâ x, y â íîâîì áàçèñå ñâÿçàíû ñî ñòàðûìè
êîîðäèíàòàìè ôîðìóëàìè

X = PX ′, Y = PY ′ (P � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò e ê e′).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â (2), ïîëó÷àåì

f(x, y) = (PX ′)TAPY ′ = (X ′)T (P TAP )Y ′,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â áàçèñå e′ ìàòðèöà ôóíêöèè f ðàâíà

A′ = P TAP. (3)
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Î ìàòðèöàõ, ñâÿçàííûõ ðàâåíñòâîì (3), ãäå P íåâûðîæäåííàÿ
ìàòðèöà, ãîâîðÿò, ÷òî îíè êîíãðóýíòíû, èëè ÷òî ìàòðèöà A′ ïîëó-
÷åíà êîíãðóýíòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ìàòðèöû A.

Ðàíãè êîíãðóýíòíûõ ìàòðèö ðàâíû, ïîñêîëüêó óìíîæåíèå íà
íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó íå ìåíÿåò ðàíã äàííîé ìàòðèöû. Ïîýòîìó
êîððåêòíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå: ðàíã áèëèíåéíîé ôóíêöèè f ðà-
âåí ðàíãó å¼ ìàòðèöû (â ëþáîì áàçèñå). Îáîçíà÷åíèå: rk(f).

Áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè äëÿ
âñåõ x, y ∈ V

f(x, y) = f(y, x).

Íàïðèìåð, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå �
ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé
â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà å¼ ìàòðèöà ñèììåòðè÷íà. Ñèììåòðè÷åñêàÿ áè-
ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f îïðåäåëÿåò êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ q : V → F ,
ïî ôîðìóëå

q(x) = f(x, x).

Êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè íàçûâàþò òàêæå êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè.
Â êîîðäèíàòàõ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

q(x) =
n∑

i,j=1

aijxixj, (4)

ò. å. â âèäå îäíîðîäíîãî ìíîãî÷ëåíà âòîðîé ñòåïåíè îò ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xn.

Ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f(x, y) âîññòàíàâëèâàåòñÿ
ïî ñîîòâåòñòâóþùåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìå q(x) ïî ôîðìóëå

f(x, y) =
1

2
[q(x+ y)− q(x)− q(y)]. (5)

Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
ñèììåòðè÷åñêèìè áèëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè è êâàäðàòè÷íûìè ôîð-
ìàìè. Ââèäó ýòîãî ñîîòâåòñòâèÿ âñå ïîíÿòèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ñèììåò-
ðè÷åñêèì áèëèíåéíûì ôóíêöèÿì � ìàòðèöà, ðàíã è ò. ä. � ïåðåíîñÿò
íà êâàäðàòè÷íûå ôîðìû.

� 2. Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû. Òåîðåìû Ëàãðàíæà è ßêîáè

Ãîâîðÿò, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà èìååò â äàííîì áàçèñå êàíîíè-
÷åñêèé âèä, åñëè â ôîðìóëå (4) ïðèñóòñòâóþò ëèøü êâàäðàòû ïåðå-
ìåííûõ. Î÷åâèäíî, ÷òî ôîðìà èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä, åñëè å¼ ìàò-
ðèöà äèàãîíàëüíà. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðèíàäëåæèò Ëàãðàíæó.
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Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ñóùåñòâóåò áàçèñ,
â êîòîðîì ôîðìà èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü A = (aij) � ìàòðèöà ôîðìû â
áàçèñå e. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî íàéòè òàêóþ íåâû-
ðîæäåííóþ ìàòðèöó P = (pij), ÷òî P

TAP � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.
Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèâ

e′j = p1je1 + . . .+ pnjen (j = 1, . . . , n),

ïîëó÷èì áàçèñ e′, â êîòîðîì ôîðìà èìååò äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó.
Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî ïîðÿäêó n. Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå

âåðíî. Ïðåäïîëîæèì, îíî âåðíî ïðè n−1 è ïóñòü A � ñèììåòðè÷íàÿ
ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.

1. a11 6= 0. Ïðèìåíèì ê ìàòðèöå A êîíãðóýíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
ñ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé

Q =

 1 −a12
a11

. . . −a1n
a11

0 1 . . . 0
· · · ·
0 0 . . . 1

 è ïîëó÷èì QTAQ =
(
a11 0
0 B

)
,

ãäå B � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n − 1. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà R, ÷òî RTBR �

äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Ïîëîæèì, ÷òî P = Q
(
1 0
0 R

)
. Òîãäà

P TAP =

(
1 0
0 RT

)
QTAQ

(
1 0
0 R

)
=

=

(
1 0
0 RT

)(
a11 0
0 B

)(
1 0
0 R

)
=

(
a11 0
0 RTBR

)
.

Ïîëó÷èëè äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó.

Òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ ìàòðèö, ó êîòîðûõ ýëåìåíò â âåðõíåì ëåâîì
óãëó íå ðàâåí íóëþ. Ïîêàæåì, ÷òî ê ýòîìó ñëó÷àþ ñâîäÿòñÿ îñòàëüíûå
âîçìîæíûå ñëó÷àè.

2. a11 = 0, íî aii 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî i. Ïîìåíÿåì ìåñòàìè i-þ è
1-þ ñòðîêè, çàòåì i-é è 1-é ñòîëáöû. Ðåçóëüòàò ðàâåí RTAR, ãäå R �
íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà (çàïèøèòå å¼), ïðè÷¼ì (RTAR)11 = aii.

3. aii = 0 äëÿ âñåõ i, íî ñóùåñòâóåò aij 6= 0. Ïðèáàâèì i-é ñòîë-
áåö ìàòðèöû A ê j-ìó è âû÷òåì j-é ñòîëáåö èç i-ãî. Ýòó îïåðàöèþ
ìîæíî ñîâåðøèòü óìíîæåíèåì ìàòðèöû A ñïðàâà íà íåâûðîæäåííóþ
(äîêàæèòå ýòî) ìàòðèöó S = E + Eij − Eji. Àíàëîãè÷íûå îïåðàöèè
ïðîäåëàåì ñî ñòðîêàìè A. Ðåçóëüòàò ìîæíî çàïèñàòü â âèäå STAS,
ïðè÷¼ì (STAS)jj = 2aij. Ìû ñâåëè ñëó÷àé 3 ê ñëó÷àþ 2.
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Èòàê, îò äàííîé ìàòðèöû ìîæíî êîíãðóýíòíûìè ïðåîáðàçîâàíè-
ÿìè ïåðåéòè ê ìàòðèöå ñ íåíóëåâûì ýëåìåíòîì â âåðõíåì ëåâîì óãëó.
Íî äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ òåîðåìà óæå äîêàçàíà. �

Èíîãäà êîýôôèöèåíòû ôîðìû ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ìèíîðû å¼
ìàòðèöû. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé ßêîáè.

Òåîðåìà 2. Åñëè â ìàòðèöå A = (aij) êâàäðàòè÷íîé ôîðìû
q(x) íå ðàâíû íóëþ âñå óãëîâûå ìèíîðû:

δ1 = a11, δ2 =
∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣ , . . . , δn = |A|,
òî â íåêîòîðîì áàçèñå ôîðìà èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä

q(x) =
δ1
δ0
x21 +

δ2
δ1
x22 + . . .+

δn
δn−1

x2n (δ0 = 1 ïî îïðåäåëåíèþ). (1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî ïîðÿäêó ìàò-
ðèöû. Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî
äëÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n − 1, äîêàæåì åãî äëÿ ìàòðèöû A ïîðÿäêà n.
Ïîñêîëüêó a11 6= 0, òî ê ìàòðèöå A ïðèìåíèìî êîíãðóýíòíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå èç ï. 1 äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1, ïðèâîäÿùåå ê ìàòðèöå

QTAQ =

(
δ1 0
0 B

)
=


δ1 0 0 . . . 0
0 b11 b12 . . . b1,n−1
0 b21 b22 . . . b2,n−1
· · · · ·
0 bn−1,1 bn−1,2 . . . bn−1,n−1

 . (2)

Óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû (2) ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì óãëîâûì ìè-
íîðàì ìàòðèöû A. Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæåíèå A íà Q ñïðàâà ïðîèç-
âîäèò ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòîëáöîâ A, íå ìåíÿþùåå óãëî-
âûõ ìèíîðîâ. Ñîõðàíÿþòñÿ òàêæå óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû AQ ïðè
óìíîæåíèè íà QT ñëåâà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ1, . . . , γn−1 óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû B. Èç
ñòðîåíèÿ ìàòðèöû (2) âèäíî, ÷òî

δk = δ1γk−1, k = 1, . . . , n. (3)

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ:

γk
γk−1

=
δk+1

δk
, k = 1, . . . , n− 1.

Èç (3) ñëåäóåò òàêæå, ÷òî óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû B íå ðàâíû íó-
ëþ. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåâûðîæäåííàÿ
ìàòðèöà R, ÷òî

RTBR = diag(
γ1
γ0
, . . . ,

γn−1
γn−2

) = diag(
δ2
δ1
, . . . ,

δn
δn−1

),
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ñëåäîâàòåëüíî,(
1 0
0 RT

)
QTAQ

(
1 0
0 R

)
=

(
1 0
0 RT

)(
δ1 0
0 B

)(
1 0
0 R

)
=(

δ1 0
0 RTBR

)
= diag(

δ1
δ0
,
δ2
δ1
, . . . ,

δn
δn−1

). �

� 3. Çàêîí èíåðöèè. Ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûå ôîðìû

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ êâàäðàòè÷íûå ôîðìû, çàäàí-
íûå íà âåùåñòâåííîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V è ïðèíèìàþùèå âå-
ùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Ïóñòü âûáðàí áàçèñ e = (e1, . . . , en), â êîòîðîì êâàäðàòè÷íàÿ ôîð-
ìà q(x) èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä

q(x) = λ1x
2
1 + . . .+ λnx

2
n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç k êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ, ÷åðåç l � êîëè÷åñòâî
îòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ â êàíîíè÷åñêîì âèäå. Ïîäåëèì áàçèñ-
íûé âåêòîð ei íà ÷èñëî

√
λi, åñëè λi > 0, à åñëè λi < 0, òî ïîäåëèì åãî

íà
√
−λi. Çàòåì ïåðåñòàâèì áàçèñíûå âåêòîðû òàê, ÷òîáû â íîâîì áà-

çèñå e′ = (e′1, . . . , e
′
n) ôîðìà q ïîëó÷èëà òàê íàçûâàåìûé íîðìàëüíûé

âèä:

q(x) = (x′1)
2+. . .+(x′k)

2−(x′k+1)
2−. . .−(x′k+l)2 (k+l = rk(q) ≤ n) (1)

Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ñëàãàå-
ìûõ ïðè ïåðåõîäå îò êàíîíè÷åñêîé ôîðìû ê íîðìàëüíîé íå èçìåíè-
ëîñü.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà q íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé,
åñëè q(x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ V , x 6= 0. Íîðìàëüíûé âèä ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåë¼ííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû åñòü, î÷åâèäíî, (x′1)

2+ . . .+(x′n)
2.

Âåùåñòâåííàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåë¼ííîé, åñëè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà.

Íàïðèìåð, ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå âåêòîðîâ åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåé-
íîé ôóíêöèåé.

Ãîâîðÿò, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà q ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà íà
ïîäïðîñòðàíñòâå L ⊆ V , åñëè q(x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ L, x 6= 0.

Òåîðåìà 1. ×èñëî k â íîðìàëüíîì âèäå (1) êâàäðàòè÷íîé ôîð-
ìû q ðàâíî ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà, íà êîòî-
ðîì ôîðìà q ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ßñíî, ÷òî q ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà
íà k-ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå 〈e′1, . . . , e′k〉. Ïóñòü L � ïðîèçâîëüíîå
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ïîäïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì ôîðìà q ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Íà
ïîäïðîñòðàíñòâå M = 〈e′k+1, . . . , e

′
n〉 ôîðìà q ïðèíèìàåò òîëüêî íåïî-

ëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, çíà÷èò, ñóììà L+M � ïðÿìàÿ. Ïî ñâîéñòâó
ïðÿìîé ñóììû

dim(L+M) = dimL+dimM = dimL+(n−k) ≤ n ⇒ dimL ≤ k. �

Ñëåäñòâèå 1. (Çàêîí èíåðöèè.) ×èñëà k è l â íîðìàëüíîì âèäå
(1) êâàäðàòè÷íîé ôîðìû q íå çàâèñÿò îò âûáîðà áàçèñà, â êîòîðîì
ôîðìà èìååò íîðìàëüíûé âèä.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìàêñèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ïîäïðî-
ñòðàíñòâà, íà êîòîðîì ôîðìà q ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, íå çàâèñèò
îò âûáîðà áàçèñà. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî k â íîðìàëüíîì âèäå êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìû (êàê è ðàíã ôîðìû) íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.
Òî æå âåðíî è äëÿ ÷èñëà l = rk(q)− k. �

×èñëà k è l íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëîæèòåëüíûì è îò-
ðèöàòåëüíûì èíäåêñàìè èíåðöèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû q (è ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè f). Ïàðà (k, l) íàçû-
âàåòñÿ ñèãíàòóðîé ôîðìû q (è ôóíêöèè f).

Ïóñòü α0, α1, . . . , αn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåíóëåâûõ âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë. Åñëè çíàêè ÷èñåë αi−1, αi ðàçëè÷íû, òî ãîâîðÿò, ÷òî â
i-òîì ýëåìåíòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîèñõîäèò ïåðåìåíà çíàêà.

Ëåììà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå óãëîâûå ìèíîðû δ1, . . . , δn
ìàòðèöû A êâàäðàòè÷íîé ôîðìû q îòëè÷íû îò íóëÿ. Òîãäà îò-
ðèöàòåëüíûé èíäåêñ èíåðöèè ôîðìû ðàâåí ÷èñëó ïåðåìåí çíàêà â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè δ0, δ1, . . . , δn.

Äåéñòâèòåëüíî, êîýôôèöèåíò
δi
δi−1

â âûðàæåíèè (1) îòðèöàòåëåí

â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ÷èñëà δi−1 è δi èìåþò ðàçëè÷íûå çíàêè.

Ïóñòü L ⊆ V � ïîäïðîñòðàíñòâî è q(x) 6= 0 äëÿ âñåõ x ∈ L,
x 6= 0, òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî q íåâûðîæäåííà íà L. Ïðè L = V ôîðìà
íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íåâûðîæäåííûìè ÿâëÿþòñÿ ôîðìû, èìåþ-
ùèå (â ëþáîì áàçèñå) íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó.

Òåîðåìà 2. (Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà.) Ïóñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôîð-
ìà q èìååò â áàçèñå e = (e1, . . . , en) ìàòðèöó A. Ôîðìà q ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå óãëîâûå ìèíîðû
δ1, . . . , δn ïîëîæèòåëüíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü q ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ò. å.
q(x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ V , x 6= 0. Òîãäà, î÷åâèäíî, îíà ïîëîæèòåëü-
íî îïðåäåëåíà (ñëåäîâàòåëüíî, è íåâûðîæäåííà) íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ
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〈e1, . . . , ek〉, k = 1, . . . , n. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå óãëîâûå ìèíîðû ìàò-
ðèöû A îòëè÷íû îò íóëÿ. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1, ïîëó÷àåì, ÷òî âñå îíè
ïîëîæèòåëüíû.

Åñëè âñå óãëîâûå ìèíîðû ïîëîæèòåëüíû, òî, â ÷àñòíîñòè, îíè îò-
ëè÷íû îò íóëÿ, è ïðèìåíåíèå òåîðåìû 2 (ñ. 54) äîêàçûâàåò, ÷òî ôîðìà
q ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. �
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà q îïðåäåëåíà â åâêëèäî-
âîì ïðîñòðàíñòâå V è â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå e = (e1, . . . , en)
èìååò ìàòðèöó A. Cóùåñòâóåò òàêîé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ,
â êîòîðîì ôîðìà èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä

q(x) = λ1x
2
1 + . . .+ λnx

2
n, (1)

ãäå λ1, . . . , λn � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöûA ñóùåñòâóåò
îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà P , òàêàÿ, ÷òî

P TAP = diag(λ1, . . . , λn) (2)

(ï. 6 òåîðåìû 1 íà ñ. 49). Îïðåäåëèì áàçèñ e′ ôîðìóëàìè:

e′j = p1je1 + . . .+ pnjen (j = 1, . . . , n).

Áàçèñ e′ � îðòîíîðìèðîâàííûé, ýòî äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâàìè (1) íà
ñ. 48. Ïîñêîëüêó P T = P−1, òî ìàòðèöû A è P TAP = diag(λ1, . . . , λn)
ïîäîáíû. Ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíòû â êàíîíè÷åñêîì âèäå (1) ÿâ-
ëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû A. �

Ïåðåõîä ê îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó, â êîòîðîì êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà èìååò âèä (1), íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåíèåì ôîðìû ê ãëàâíûì
îñÿì.

Çàìå÷àíèå 1. Âû÷èñëåíèå îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû P , óäîâëå-
òâîðÿþùåé ðàâåíñòâó (2), ñâîäèòñÿ ê èçâåñòíîé çàäà÷å. Äåéñòâèòåëü-
íî, îáîçíà÷èì j-é ñòîëáåö ìàòðèöû P ÷åðåç pj. Ðàâåíñòâî (2) ðàâ-
íîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè ðàâåíñòâ Apj = λjpj, j = 1, . . . , n. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ñòîëáöû ìàòðèöû P ñóòü êîîðäèíàòíûå ñòîëáöû âåêòîðîâ
ñîáñòâåííîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòî-
ðà A â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå V , çàäàííîãî â áàçèñå e ìàòðèöåé A.
Êàê âû÷èñëÿòü ýòîò áàçèñ, èçâåñòíî, � ñì. çàìå÷àíèå 1 íà ñ. 48.
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