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О НАЧАЛЬНЫХ СЕГМЕНТАХ ВЫЧИСЛИМЫХ

ЛИНЕЙНЫХ ПОРЯДКОВ С ДОПОЛНИТЕЛЬНЫМИ

ВЫЧИСЛИМЫМИ ПРЕДИКАТАМИ∗)

М. В. ЗУБКОВ

§ 1. Предварительные сведения

Данная работа находится на стыке теории вычислимости и теории

линейных порядков. Во всех определениях и обозначениях теории вычис-

лимости будем придерживаться книги [1]. В частности, будем иметь дело

с множествами и функциями, заданными на множестве неотрицательных

целых чисел ω = {0, 1, 2, . . .}. Теоретико-множественную разность мно-

жеств X ⊆ ω и Y ⊆ ω обозначим через X − Y ; дополнение ω − X множе-

ства X ⊆ ω — через X. Значение стандартной функции пары из ω × ω на

ω запишем как 〈x, y〉; отметим, что она возрастает по второму аргументу.

Если f — некоторая функция, то rang(f) — область её значений.

Пусть f : A × ω −→ ω, тогда f(x) = lim inf
s→∞

f(x, s). Характеристическая

функция множества A будет обозначаться через χA, где χA(x) = 1, если

x ∈ A, и χA(x) = 0 в противном случае. Через min(X) и max(X) обо-

значим соответственно наименьший и наибольший элементы множества

X относительно стандартного порядка на ω, а через min
L

(X) и max
L

(X) —

наименьший и наибольший элементы относительно порядка L.

Линейный порядок 〈|L|, <L〉 называется вычислимым, если основное

множество |L| и отношение порядка <L являются вычислимыми. Подмно-
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жество I ⊆ |L| с индуцированным порядком называется сегментом, если

для любого y /∈ I либо (∀x ∈ I)[x <L y], либо (∀x ∈ I)[y <L x]; начальным

сегментом, если выполняется (∀x ∈ I)[x <L y]; и финальным (конечным)

сегментом, если (∀x ∈ I)[y <L x].

Отношением соседства называем предикат SL(x, y) ⇔ (x <L

<L y)& (∀z ∈ |L|)[z ≤L x ∨ y ≤L z]. Введём также обозначение S′
L(x, y) ⇔

⇔ SL(x, y) ∨ SL(y, x). Заметим, что в вычислимом линейном порядке пре-

дикат SL вычислим тогда и только тогда, когда вычислим предикат S′
L.

Предикат FL(x, y) ⇔ (∃n)(∃x1, . . . , xn)(∀z)(∀i 6 n)[min
L

(x, y) ≤L xi ≤L

≤L max
L

(x, y)& (z 6= xi −→ z <L min
L

(x, y) ∨ z >L max
L

(x, y))] называем

отношением блока.

Отметим, что сложность начального сегмента вычислимого линейно-

го порядка может быть очень высокой. Например, согласно [2, 3] существу-

ет вычислимый линейный порядок с начальным сегментом, изоморфным

ωCK
1 — наименьшему неконструктивному ординалу. В [4] показано: если

отношение соседства в вычислимом линейном порядке вычислимо, то лю-

бой Π0
1-начальный сегмент имеет вычислимую копию. С другой стороны,

им был построен вычислимый линейный порядок с Π0
3-начальным сегмен-

том, не имеющим вычислимой копии. Первый результат был обобщён в

[5], где доказано, что любой Σ0
2-начальный сегмент вычислимого линейно-

го порядка имеет вычислимую копию. В [6] построен вычислимый линей-

ный порядок с Π0
2-начальным сегментом, не имеющим вычислимой копии,

тем самым получено полное описание начальных сегментов вычислимых

линейных порядков, имеющих вычислимую копию.

В данной работе рассматриваются линейные порядки с добавлен-

ными предикатами, а именно, отношениями соседства и блока. Другими

словами, это такие структуры 〈|L|, <L, SL〉 и 〈|L|, <L, FL〉, где 〈|L|, <L〉 —

линейный порядок. Начальный сегмент порядка L с индуцированным от-

ношением соседства или отношением блока будет называться начальным

сегментом структуры 〈|L|, <L, SL〉 или 〈|L|, <L, FL〉 соответственно. Та-

ким образом, начальный сегмент данных структур будет иметь ту же сиг-

натуру.
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Ниже будет показано, что каждый Σ0
1-начальный сегмент 〈|L|, <L,

SL〉 или 〈|L|, <L, FL〉 имеет вычислимую копию, т. е. изоморфен некото-

рому вычислимому линейному порядку с вычислимым отношением со-

седства или блока, соответственно. С другой стороны, будут построе-

ны вычислимые структуры 〈|L|, <L, SL〉 и 〈|L|, <L, FL〉, содержащие Π0
1-

неконструктивизируемые начальные сегменты. В заключение получим бо-

лее простое доказательство вышеупомянутого результата из [6].

§ 2. Основные результаты

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Множество X = {x1 <L x2 <L . . . <L xn} ⊂ |L|

из n элементов называется n-блоком, если выполняется

(∀z ∈ |L| − X)[z <L x1 ∨ xn <L z].

Множество X называется максимальным n-блоком, если оно не содержит-

ся ни в каком k-блоке (k > n).

Множество X называется бесконечным блоком, если существует по-

следовательность X1 ⊂ X2 ⊂ X3 ⊂ . . . , где Xi — i-блок (i ∈ ω−{0}) такая,

что X =
⋃

i∈ω−{0}

Xi.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть S(L) — множество всех n таких, что L

содержит максимальный n-блок.

Заметим: если L вычислимый линейный порядок, то S(L) ∈ Σ0
3.

Если 〈D; P1, . . . , Pn〉 — бесконечная вычислимая структура, A ⊂ D

бесконечное множество и A ∈ Σ0
1, то структура 〈A; P1 ↾ A, . . . , Pn ↾ A〉

имеет вычислимую копию. Пусть {ai}
∞
i=0 — перечисление без повторений

множества A. Определим на ω следующие предикаты: P ′
j(x1, . . . , xij ) ⇔

⇔ Pj(ax1 , . . . , axij
) (1 6 j 6 n). Тогда отображение ϕ : ax 7→ x уста-

навливает изоморфизм между структурами 〈A; P1 ↾ A, . . . , Pn ↾ A〉 и

〈ω; P ′
1, . . . , P

′
n〉.

В частности, в любом вычислимом линейном порядке с вычислимым

предикатом соседства (или блока) любой Σ0
1-начальный сегмент имеет вы-
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числимую копию с вычислимым предикатом соседства (или блока соот-

ветственно).

Данное утверждение не может быть обобщено на более высокие уров-

ни арифметической иерархии. А именно, покажем, что при подстановке Π0
1

вместо Σ0
1 полученное утверждение уже неверно.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Функция f называется X-предельно моно-

тонной, если существует X-вычислимая функция g(x, s) такая, что

(∀x)(∀s1)(∀s2)[s1 < s2 −→ g(x, s1) 6 g(x, s2)] и f = g.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Порядок L называется η-схожим, если суще-

ствует функция f : Q −→ ω − {0} такая, что L ∼=
∑

q∈Q

f(q).

Последнее определение эквивалентно тому, что L не содержит бес-

конечных блоков.

ТЕОРЕМА 1 [7]. Существует множество M ∈ Σ0
n+2 такое, что

M 6= rang(F ) ни для какой 0
(n)-предельно монотонной функции F .

Хотя в [7] теорема отдельно не сформулирована, нетрудно убедиться,

что приведённое в [6] доказательство для n = 0 непосредственной реляти-

визацией обобщается на любое n > 0.

СЛЕДСТВИЕ 1. Существует множество M ∈ Σ0
2 такое, что

для любого вычислимого η-схожего порядка L предикаты соседства

SL(x, y) и блока FL(x, y) не вычислимы, если S(L) = M .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть M ∈ Σ0
2 — множество из теоремы 1 и

S(L) = M для некоторого вычислимого порядка L. Предположим, что

предикат блока FL(x, y) вычислим. Определим функцию f(x, s) = |{u |

u 6 s& FL(x, u)}|. Легко понять, что rang(f) = S(L), где f — ∅-предельно

монотонная функция, что противоречит выбору M .

Случай, когда вычислим предикат соседства SL(x, y), рассматрива-

ется аналогично. В этом случае достаточно взять функцию

f(x, s) = |{u 6= x | u 6 s& (∃i 6 s)(∃x1 6 s) . . . (∃xi 6 s)[x = x1 & u = xi

& S′
L(x1, x2)& . . . & S′

L(xi−1, xi)]}| + 1. 2
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ТЕОРЕМА 2. Для любого непустого множества M ∈ Σ0
2, не содер-

жащего 0, существует такой вычислимый линейный порядок L = A+ω∗

с вычислимым предикатом SL, что A — η-cхожий порядок, и S(A) = M .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как M ∈ Σ0
2, существует такая вычис-

лимая функция f(x, t), что χM = f . Без ограничения общности можно

считать, что rang(f) ⊂ {0, 1} и f(x, 0) = 0 при любом x. Для добавления

в порядок всегда будем выбирать наименьшие из ещё не использованных

элементов. Это обеспечит выполнение условия вычислимости основного

множества порядка, т. к. |L| = ω. Добавляя новые элементы, будем сразу

определять отношение соседства.

На каждом шаге все элементы порядка будут помечены одним из

символов w, η или натуральным числом x. Будем их называть w-, η-,

x-элементами соответственно. В процессе конструкции x- и η-элементы

могут стать w-элементами, но не наоборот. Пусть m0 — наименьшее чис-

ло, содержащееся в M . По условию теоремы m0 > 1. Тогда η-элементы

будут объединены в блоки из m0 элементов. Такие блоки будем называть

η-блоками. Через W обозначим множество w-элементов. Множество W бу-

дет вычислимо перечислимым, причём W будет образовывать начальный

сегмент A и 〈W, <L↾W 〉 ∼= ω∗.

На каждом шаге либо не будет ни одного, либо будет ровно x эле-

ментов, помеченных символом x. Через Ix обозначим множество всех

x-элементов. Интервалы, содержащие только η-элементы, будут пред-

ставлять из себя объединения плотно расположенных максимальных m0-

блоков (плотные сегменты в случае m0 = 1).

Так как W является начальным сегментом, то на каждом шаге L

будет иметь вид (элементы расположены в порядке возрастания относи-

тельно L):

y1y2 . . . ypyp+1 . . . ynwm . . . w2w1,

где wi — это все w-элементы, а yi — все остальные элементы.

Предположим, что необходимо перечислить элементы yp+1, . . . , yn в

W . Опишем процедуру перечисления элементов в множество W , которую

будем использовать в основной конструкции.
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Если SL(yn, wm), то перечислим yn в W , изменив метку элемента yn

на w, порядок примет вид

y1y2 . . . ypyp+1 . . . yn−1wm+1wm . . . w2w1.

Если ¬SL(yn, wm), то добавим новый w-элемент wm+1 между yn и wm и

положим SL(yn, wm+1), SL(wm+1, wm). Изменив метку элемента yn на w,

перечислим yn и wm в W . Таким образом, порядок примет вид

y1y2 . . . ypyp+1 . . . yn−1wm+2wm+1wm . . . w2w1.

Повторим вышеописанную процедуру n−p раз, перечисляя все yi (p+1 6

6 i 6 n) по одному в W .

Теперь приведём построение требуемого линейного порядка. В про-

цессе построения будем определять пары, состоящие в отношении сосед-

ства. Все остальные пары будем считать не состоящими в отношении со-

седства.

Ш а г 0. Положим 0, . . . , m0 − 1 как η-элементы, образующие один

η-блок, и m0 как w-элемент, причём порядок имеет вид m0 · η + W (для

краткости здесь и далее m0 ·η обозначает некоторое количество η-блоков).

Определим SL(i, i + 1) для 0 6 i < m0.

Ш а г s+1. Предположим, что построенный на шаге s порядок имеет

вид

m0 · η + Ix1 + m0 · η + Ix2 + m0 · η . . . + m0 · η + Ixn
+ m0 · η + W,

где xi 6= xj (i 6= j), а отношение соседства определим следующим образом:

1) если Ix = {b1 <L b2 <L . . . <L bx}, то элементы bi и bi+1 (0 6 i < x)

находятся в отношении соседства;

2) если W = {wm <L . . . <L w2 <L w1}, то элементы wi+1 и wi

(0 6 i < x) находятся в отношении соседства;

3) если lη = {l0 <L . . . <L lm0−1} некоторый η-блок, то элементы li и

li+1 (0 6 i < m0) находятся в отношении соседства;

4) других пар соседних элементов в данном порядке нет (т. е. все эле-

менты из разных сегментов и η-блоков в отношении соседства не состоят).
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Опишем построение расширения порядка на s + 1-м шаге.

1) Добавим по одному новому η-блоку непосредственно слева и спра-

ва от каждого η-блока, что обеспечит плотное расположение η-блоков.

Каждый блок состоит из m0 элементов, соответственно l10, l
1
1, . . . , l

1
m0−1 и

l20, l
2
1, . . . , l

2
m0−1. Определим SL(lji , l

j
i+1) для 1 6 j 6 2 и 0 6 i < m0.

2) Добавим новый элемент wm+1 непосредственно слева от wm и опре-

делим SL(wm+1, wm), что обеспечит бесконечность W .

3) Пусть s = 〈k, t〉. Если f(k, t + 1) = f(k, t), то конструкция шага

s + 1 завершена, переходим к шагу s + 2.

Если f(k, t + 1) = 1 и f(k, t) = 0, то xi 6= k (1 6 i 6 n). Положим

k +m0 новых элементов непосредственно слева от wm+1. Из них k элемен-

тов b1, b2, . . . , bk являются k-элементами, и m0 элементов l0, l1, . . . , lm0−1

являются η-элементами, образующими η-блок, причём порядок принима-

ет вид

η + Ix1 + η + . . . + η + Ixn
+ η + Ik + η + W.

Определим SL(bi, bi+1) для 1 6 i < k и SL(li, li+1) для 0 6 i < m0.

Если же f(k, t + 1) = 0, а f(k, t) = 1, то найдётся такое i, что xi = k

(1 6 i 6 n), т. е. порядок имеет вид:

m0 · η + Ix1 + m0 · η + . . . + m0 · η + Ixi−1 + m0 · η + Ik

+ m0 · η + Ixi+1 + m0 · η + . . . + m0 · η + Ixn
+ m0 · η + W.

Перечислим в W все элементы сегмента Ik + m0 · η + Ixi+1 + m0 · η + . . . +

+ m0 · η + Ixn
+ m0 · η согласно описанной выше процедуре перечисления

элементов в W . Тогда порядок примет вид

m0 · η + Ix1 + m0 · η + Ix2 + m0 · η + . . . + m0 · η + Ixi−1 + m0 · η + W ′,

где W ′ = {wm′ <L . . . <L wm+1 <L wm <L . . . <L w1}.

Поместим xi+1+. . .+xn+(n−i)m0 новых элементов непосредственно

слева от wm′ . Из них xu элементов bu
1 , bu

2 , . . . , bu
xu

(i + 1 6 u 6 n) являются

xu-элементами, а (n − i)m0 элементов lj0, l
j
1, . . . , l

j
m0−1 (1 6 j 6 n − i) явля-

ются η-элементами, образующими n − i η-блок. Добавим новые элементы
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так, чтобы порядок принял вид

m0 · η + Ix1 + m0 · η + . . . + m0 · η + Ixi−1 + m0 · η + I ′xi+1

+ m0 · η + I ′xi+2
+ m0 · η + . . . + m0 · η + I ′xn

+ m0 · η + W ′.

Определим отношение соседства, положив SL(bu
j , bu

j+1) для 1 6 j < xu,

i + 1 6 u 6 n и SL(ljv, l
j
v+1) для 1 6 j 6 n− i, 0 6 v < m0. Затем переходим

к шагу s + 2. Описание конструкции завершено.

Очевидно, что L — вычислимый линейный порядок с вычислимым

отношением соседства. В силу п. 1 конструкции сегменты, состоящие толь-

ко из η-элементов, образуют сегменты вида m0 · η (т. е. изоморфны поряд-

ку, получающемуся из η заменой каждого элемента максимальным m0-

блоком). В силу п. 2, W — бесконечное множество. Нетрудно понять, что W

является финальным сегментом, следовательно, W будет начальным сег-

ментом, причём 〈W, <L↾W 〉 ∼= ω∗. Таким образом, L = A+ω∗, где |A| = W .

Так как A не содержит бесконечных блоков, то A — η-схожий линейный

порядок.

Следующие леммы завершают доказательство теоремы.

ЛЕММА 1. Если k /∈ M , то A не содержит максимальных k-

блоков.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Заметим, что максимальный k-блок при k 6=

6= m0 могут образовывать только k-элементы. Пусть k /∈ M (следова-

тельно, k 6= m0), но для некоторого t после выполнения шага 〈k, t〉 + 1 в

порядке есть k-элементы. Значит, f(k, t + 1) = 1. Тогда существует наи-

меньший t′ > t, при котором f(k, t′+1) = 0. Поэтому на шаге s = 〈k, t′〉+1

все k-элементы будут перечислены в W . Таким образом, A не содержит

k-элементов и, следовательно, не содержит максимальных k-блоков. 2

ЛЕММА 2. Если k ∈ M , то A содержит максимальный k-блок.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как k ∈ M и f(k, 0) = 0, то для некото-

рого t0 справедливо 0 = f(k, t0) 6= f(k, t0 + 1) = 1 и (∀t > t0)[f(k, t) = 1].

Для s0 = 〈k, t0〉 перед выполнением шага s0 + 1 в L нет k-элементов, а на

шаге s0 + 1 в L добавляется k различных k-элементов. Кроме того, если
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для s > s0 перед выполнением шага s+1 в L присутствуют k-элементы, то

на шаге s + 1 с ними либо ничего не происходит, либо они перечисляютcя

в W , а в L добавляется k новых k-элементов. Таким образом, для любого

s > s0 после шага s+1 в порядке L всегда присутствует ровно k различных

k-элементов.

Пусть для каждого s > s0 множество Ys состоит из всех чисел y

таких, что сразу после выполнения шага s + 1 порядок L содержит блок

из y-элементов, расположенный левее блока из k-элементов. Из описания

конструкции легко следует, что множество Ys0 конечно, Ys0 ⊇ Ys0+1 ⊇ . . .

и для любого s > s0 неравенство Ys 6= Ys+1 справедливо тогда и только

тогда, когда k-элементы, имеющиеся в L перед выполнением шага s + 2,

перечисляются на этом шаге в W . Из конечности Ys0 и включений Ys0 ⊇

⊇ Ys0+1 ⊇ . . . следует, что Ys1 = Ys1+1 = . . . для некоторого s1 > s0. Итак,

k-элементы, присутствующие в L после выполнения шага s1 + 1, остаются

k-элементами на всех последующих шагах и после выполнения всех шагов

образуют максимальный k-блок. 2

СЛЕДСТВИЕ 2. Существуют вычислимая структура 〈|L|, <L,

SL〉 и Π0
1-начальный сегмент I данной структуры такие, что I не имеет

вычислимой копии.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Возьмём множество M из следствия 1. По

теореме 2 существует вычислимый линейный порядок L = A + B с вы-

числимым предикатом соседства SL, где S(A) = M , а B ∼= ω∗. Очевидно,

что B ∈ Σ0
1 и, следовательно, A ∈ Π0

1. В силу выбора множества M на-

чальный сегмент A не имеет вычислимой копии с вычислимым предикатом

соседства. 2

Если вычислимый линейный порядок L с вычислимым предикатом

FL имеет вид L = A + ω∗, то A — вычислимый начальный сегмент. Для

того чтобы эффективно определять принадлежность элементов к мно-

жеству A, зафиксируем наибольший элемент w0 из ω∗. Очевидно, что

t ∈ A ⇔ ¬F (t, w0). Если бы теорема 2 для FL была верна, то, взяв множе-

ство M из следствия 1, получили бы противоречие с вычислимостью A.

Следовательно, теорема 2 для предиката FL вместо SL неверна, но имеет
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место

ТЕОРЕМА 3. Существуют вычислимая структура 〈|L|, <L, FL〉

и Π0
1-начальный сегмент I данной структуры такие, что I не имеет

вычислимой копии.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Теорема следует из рассуждения, аналогич-

ного рассуждению следствия 2, в котором вместо теоремы 2 используется

её следующий аналог:

для любого множества M ∈ Σ0
2 такого, что 0 /∈ M , существует

вычислимый линейный порядок L с вычислимым предикатом FL и Π0
1-

начальным сегментом A, который является η-cхожим порядком, причём

S(A) = M .

Хотя и невозможно построить требуемый порядок в виде A+ω∗, кон-

струкция данной теоремы получается из конструкции теоремы 2 неболь-

шими изменениями. Опишем эти изменения. Для простоты предположим,

что m0 = 1 (изменения, необходимые для случая m0 > 1, очевидны). В

конструкции будут использоваться только η- и x-элементы (метки w не

будет).

Для основной конструкции будем использовать нечётные числа, а

чётные будем привлекать только в процедуре перечисления в W . Опишем

новую процедуру перечисления в W . Пусть L на некотором шаге имеет

вид

y1y2 . . . ypyp+1 . . . ynwm . . . w2w1,

где W = {wm, . . . , w1}, а yi — все остальные элементы.

Предположим, что необходимо перечислить элементы yp+1, . . . , yn в

W . Выбераем наименьшее из ещё не использованных чётных чисел, обо-

значаем его wm+n−p+1 и помечаем меткой η. Добавляем его в порядок

следующим образом:

y1y2 . . . ypwm+n−p+1yp+1 . . . ynwm . . . w2w1,

Перечисляем wm+n−p+1, yp+1, . . . , yn в W . Здесь, в отличии от теоремы 2,

элементы сохраняют свои метки, а новый элемент состоит в отношении
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блока только с самим собой. Соответственно, при попадании η-элементов

в W они продолжают
”
размножаться“, т. е. на соответствующих шагах

конструкции добавляется по одному новому η-элементу непосредственно

слева и справа от каждого η-элемента из W , но в этом случае новые эле-

менты так же попадают в W . Эта конструкция обеспечит вычислимую

перечислимость W .

Отношение FL в данной конструкции связывает в точности элементы

одного того же блока. Легко видеть, что внесенных изменений достаточно

для доказательства теоремы. 2

§ 3. Теорема Коулза–Доуни–Хусаинова

ТЕОРЕМА 4 [6]. Для любого Σ0
3-множества M существует вы-

числимый линейный порядок L = A + ω∗ такой, что A — η-схожий по-

рядок и S(A) = M .

Нетрудно заметить, что из теорем 1 и 4 следует существование вы-

числимого линейного порядока с Π0
2-начальным сегментом A таким, что

A не имеет вычислимой копии. В этом параграфе докажем теорему 5, см.

ниже, из которой легко вытекает теорема 4.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы 4. По релятивизованной (относитель-

но оракула ∅
′) теореме 2 существует 0′-вычислимый линейный порядок

L = A + ω∗ с 0′-вычислимым предикатом SL такой, что S(A) = M . При-

менив к L теорему 5, получим требуемый вычислимый линейный порядок

L′ = B + ω∗, так как S(B) = S(A) = M . 2

ТЕОРЕМА 5. Пусть L = A + ω∗ — 0
′-вычислимый линейный по-

рядок с 0
′-вычислимым предикатом соседства SL. Тогда существует вы-

числимый линейный порядок L′ = B + ω∗ такой, что S(A) = S(B). Здесь

A и B — η-схожие линейные порядки.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 〈ω, <L, SL〉 — вычислимая относитель-

но 0′ структура. Легко построить 0-1-значные вычислимые функции

l(x, y, t) со следующими свойствами: для всех x и y существуют преде-

лы lim
t

l(x, y, t) и lim
t→∞

s(x, y, t), причём lim
t→∞

l(x, y, t) = 1 ⇔ x <L y и
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lim
t→∞

s(x, y, t) = 1 ⇔ SL(x, y), а для каждого t функции l(·, ·, t) и s(·, ·, t)

задают на {x ∈ ω | x 6 t} линейный порядок и отношение соседства, при-

чём ¬(∃z)[l(x, z, t)& l(z, y, t)], если x, y 6 t и s(x, y, t). Кроме того, если w —

максимальный элемент L, то (∀s)(∀x 6= w)[l(x, w) = 1].

Так как SL 0′-разрешимо, то существует 0′-вычислимая функция h,

для которой 1 = h(x, 0) 6 h(x, 1) 6 . . . и предел lim
s→∞

h(x, s) равен размеру

максимального блока, содержащего x (если x ∈ A, то этот предел коне-

чен, a если x ∈ ω∗, то он равен ∞). В силу 0′-вычислимости h существует

такая вычислимая функция h′, что h(x, t) = lim
v→∞

h′(x, t, v). Теперь поло-

жим u(x, s) равным наибольшему числу u 6 s, для которого h′(x, t, s) =

= h′(x, t, s+1) при всех t 6 u, и g(x, s) = max({h′(x, t, s) | t 6 u(x, s)}∪{1}).

Вычислимость g и равенство lim inf
s→∞

g(x, s) = lim
s→∞

h(x, s) очевидны.

Таким образом, имеет место

ЛЕММА 3. Если x лежит в максимальном n-блоке, то

lim inf
s→∞

g(x, s) = n.

Предположим для простоты, что 1 ∈ S(A). Конструкция в случае,

когда наименьший элемент m0 множества S(A) больше единицы, получа-

ется из приведённой ниже конструкции заменой элемeнтов типа η (которые

будут введены по ходу построения) на η-блоки, состоящие из m0 элемен-

тов.

Будем строить порядок из сегментов Ix. Каждый такой сегмент будет

иметь вид η + k + η для некоторого k.

Опишем построение одного сегмента Ix. Сегмент будет состоять из

элементов двух типов, r и η.

Ш а г 0. Сегмент Ix содержит один элемент типа r, два η-элемента и

имеет вид

ηrη.

Ш а г s + 1. Пусть Ix имеет вид

ηr1r2 . . . rkη,

где для краткости η обозначает некоторое количество η-элементов, а
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r1, r2, . . . , rk — некоторые r-элементы. Непосредственно слева и справа от

каждого η-элемента добавляем по новому η-элементу.

Далее, если k < g(x, s+1), то добавляем новые элементы следующим

образом:

ηr1 . . . rkrk+1 . . . rg(x,s+1)η,

всего становится g(x, s + 1) элементов типа r. Переходим к шагу s + 2.

Если k > g(x, s + 1), то оставляем g(x, s + 1) элементов r, остальные

становятся η-элементами:

ηr1 . . . rg(x,s+1)ηη.

Переходим к шагу s + 2.

Если k = g(x, s + 1), то переходим к шагу s + 2.

В силу 0′-разрешимости отношения SL, финальный сегмент ω∗ пере-

числим с оракулом 0′, т. е. принадлежит Σ0
2. Для каждого множества U ∈

∈ Σ0
2 существует вычислимая функция r со свойствами: r(x, 0) 6 r(x, 1) 6

6 . . . и x ∈ U ⇔ lim
s→∞

r(x, s) < ∞.

Опишем общую стратегию построения.

Ш а г 0. Добавляем в порядок сегмент I0. Делаем нулевой шаг по-

строения сегмента I0. Полагаем u0(0) = 1.

Ш а г s+1. Пусть после шага s построен линейный порядок, разбитый

на сегменты Ix (x 6 s), который имеет вид

Ix1 + Ix2 + . . . + Ixs
,

причём сегмент Ixi
левее сегмента Ixj

тогда и только тогда, когда

l(xi, xj , s) = 1.

Для сегмента Ii выполнено ui(s) шагов построения (0 6 i 6 s).

1) Для каждого x 6 s, если r(x, s) 6= r(x, s + 1), то выполняем шаг

ux(s)+1 построения сегмента Ix и полагаем ux(s+1) = ux(s)+1; в против-

ном случае полагаем ux(s+1) = ux(s), а построение для Ix не выполняется.

2) Для каждого x 6 s проверяем, верно ли, что для всех y < x

сегмент Iy расположен левее сегмента Ix тогда и только тогда, когда

l(y, x, s + 1) = 1.
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Если для всех x 6 s проверяемое условие истинно, то добавляем

сегмент Is+1 так, чтобы условие выполнялось для всех x 6 s + 1. Это

всегда возможно сделать, причём единственным образом, так как функция

l(·, ·, s + 1) задаёт линейный порядок на множестве {x ∈ ω | x 6 s + 1}.

Выполняем шаг 0 построения сегмента Is+1 и полагаем us+1(s + 1) = 1.

Пусть для какого-либо x 6 s найдется такой y < x, что сегмент Iy

располагается правее Ix, но l(y, x, s+1) = 1. Обозначим через x0 наимень-

ший x, для которого найдётся такой y. Отметим, что x0 > 0.

а) Полагаем t = s.

б) У сегмента It может быть либо два, либо один соседний сегмент.

Пусть Iv — сегмент с наименьшим из них индексом. Отметим, что v < t.

Объявляем все элементы сегмента It элементами типа η и добавляем их

в сегмент Iv. Удаляем сегмент It (элементы, содержащиеся ранее в Iu,

остаются в Iv). Полагаем t = t − 1.

в) Повторяем п.
”
б“, пока t > x0.

После выполнения описанной процедуры в порядке останутся сег-

менты I0, . . . , Ix0−1. Говорим, что сегменты Ik (s > k > x0) подверглись

воздействию сегмента Ix0 .

Необходимо добавить сегменты Ix0 , Ix0+1, . . . , Is, Is+1. Делаем это сле-

дующим образом.

a) Полагаем j = x0.

б) Функция l(·, ·, s + 1) задаёт линейный порядок на множестве {x ∈

∈ ω | x 6 j}, поэтому возможно добавить сегмент Ij так, чтобы для всех

y < j сегмент Iy был расположен левее сегмента Ij тогда и только тогда,

когда l(y, j, s + 1) = 1; расположение Ij относительно других сегментов

определяется единственным образом. Добавляем сегмент Ij , выполняем

шаг 0 построения Ij , полагаем uj(s + 1) = 1 и j = j + 1.

в) Повторяем п.
”
б“, пока j 6 s + 1.

Переходим к шагу s + 2. Описание конструкции завершено.

Следующие леммы завершают доказательство теоремы.

ЛЕММА 4. Каждый сегмент Ix подвергается воздействию толь-

ко конечное число раз.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для каждого x существует такой шаг s0, что

для всех y1, y2 6 x и всех s > s0 выполняется одно из двух: l(y1, y2, s) = 1,

если y1 <L y2, или l(y1, y2, s) = 0 в противном случае. После этого шага

сегмент Ix не будет подвергаться воздействию. 2

ЛЕММА 5. Пусть T — максимальный k-блок в порядке L и x ∈ T .

Тогда в пределе Ix будет иметь тип η + k + η.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу лемм 3 и 4 существует шаг s такой, что

на больших шагах Ix не будет подвергаться воздействию других сегментов

и g(x, s′) > k, если s′ > s. После этого шага сегмент примет вид

ηr1 . . . rkrk+1 . . . rg(x,s+1)η.

Так как lim inf
s→∞

g(x, s) = k, элементы r1, . . . , rk образуют максимальный

k-блок, в то время как все ri (i > k) попадут в плотную часть. 2

ЛЕММА 6. Если x принадлежит ω∗-части порядка L, то суще-

ствует шаг s0, после которого сегмент Ix не будет изменяться.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть s1 — такой шаг, после которого сегмент

Ix не подвергается воздействию других сегментов. Элемент x лежит в ω∗-

части L, поэтому существует шаг s2 > s1 такой, что (∀s > s2)[r(x, s) =

= r(x, s + 1)]. Следовательно, после шага s2 не будут выполняться ша-

ги конструкции сегмента Ix. Осталось показать, что найдётся шаг, после

которого в Ix не будут добавляться элементы из других сегментов.

Элемент x имеет непосредственного соседа слева, обозначим его че-

рез x0, и, если x не является максимальным элементом в L, непосредствен-

ного соседа справа. Дальнейшие рассуждения проведём для x0. В силу вы-

бора функций s и l существует шаг s3 > s2 такой, что (∀s > s3)[s(x0, x, s) =

= 1] и (∀s > s3)[l(x0, x, s) = 1]. Тогда (∀s > s3)(∀l 6 u)[¬(l(x0, l) =

= 1 & l(l, x) = 1)]. Таким образом, x0 является непосредственным соседом

слева для x во всех порядках 〈{x ∈ ω 6 u}, <u〉, где <u порядок, зада-

ваемый функцией l(·, ·, u) (u > s3). Согласно общей стратегии построения

сегмент Ix0 после любого шага s > s3 будет располагаться непосредственно

слева от сегмента Ix. Существует шаг s4 > s3, после которого сегмент Ix0
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не будет подвергаться воздействию, следовательно, после шага s4 в сегмент

Ix не будут слева добавляться новые элементы из других сегментов. Если

элемент x имеет непосредственного соседа справа, то аналогичными рас-

суждениями находим шаг s5, после которого в сегмент Ix не будут добав-

ляться новые элементы справа. Если же x — максималный элемент в L, то

существование такого шага s5 следует из того, что (∀s)(∀y 6= x)[l(y, x) = 1].

Полагаем s0 = max(s4, s5). 2
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